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1 Metody Krylovovych podprostori

1.1 Vlastnosti Krylovovych podprostori

Definice 1 (Kryloviiv podprostor). Necht A € C™*™ a v € C". Posloupnost v, Av, A%v, ... nazjvdime
Krylovova posloupnost, a podprostor

Ki(A,v) = spanf{v, Av, ..., A"},
kde k < n, k-ty Kryloviv podprostor.

Uloha 1. Necht mdme matici
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a wvaZujme jako pocdtecni vektor v néjaky kanonicky vektor v =e;, j € 1,2,...,n. UkaZte, jak vypadd

Kryloviv podprostor IKC,(A,v). Pokud bychom na ICr(A, v) aproximovali néjaky vektor w jeho ortogondlnt
projekct, jak bude vypadat? Jakd bude chyba a jok se bude vyvijet pro rostouci k?

1.2 Arnoldiho metoda

Arnoldiho algoritmus pocita ortogonélni bazi Krylovova prostoru. Vysledkem této ortogonalizace jsou
matice:
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Matice splihuji néasledujici rovnici:
.
AV, = Vi Hy + hjg1 kVk1€

Matici Hy nazyvame horni Hessenbergovou matici. Jeji vlastni ¢isla nazyvame Ritzova cisla a vektory
Viy, kde y jsou vlastni vektory Hy, nazyvame Ritzovy vektory. Ritzova ¢isla jsou aproximaci vlastnich
¢isel matice A (ne v8ech, stéle se jedné o metodu ¢aste¢ného problému vlastnich ¢isel) a Ritzovy vektory
jsou aproximaci vlastnich vektort matice A.

Co je tedy Arnodiho metoda? Jedna se o metodu vyuzivajici Arnoldiho algoritmus k vypoc¢tu matice
Vi, Hy a vlastnich ¢isel a vlastnich vektori matice Hj. Ritzova ¢isla a vektory jsou pak aproximaci
vlastnich ¢isel a vektoria matice A.

Pro obecnou nesymetrickou matici je problém ftici cokoliv o blizkosti spoc¢tené aproximace p k nejbliz-
Simu vlastnimu ¢islu matice A. Vime jen, ze plati vztah:
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|Az — p|| = hira |efy
kde y je vlastni vektor matice Hy prislusny k vlastnimu ¢islu p a x = Viy.
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Uloha 2. Dopliite a spustte skript baze_krylovova_prostoru.m a spoctete bizi Krylovova prostoru po-
moci Gram-Schmidtova procesu. Pozorujte ztratu ortogonality i presnost rozkladu pouzitim CGS, MGS a
ICGS. Jak se zmeénd ztrdta ortogonality a presnost vypoctu pouZijeme-li Arnoldiho metodu Arnoldicgs.m
nebo Arnoldimgs.m?

Uloha 3. Zvolme ndhodnou matici vétsich rozméru a ndhodny vektor odpovidajiciho rozméru. Dopliite
skript Arnoldi_pro_vetsi_matici.m, kde spocteme bdzi Krylovova prostoru pomoci Arnoldiho metody
Arnoldicgs.m. Vykreslete ztrdtu ortogonality ||I — V,' Vil pro k = 1,2,...,n v logaritmickém méitku
(piikaz semilogy). Jak se bude vyvijet ztrdta ortogonality, kdyZ pouZijeme Arnoldimgs.m?

1.3 Lanczosova metoda

Jedna se o Arnoldiho metodu aplikovanou na hermitovské matice A. Protoze Hy = V. AV}, je Hy, také
hermitovska. Z Arnoldiho algoritmu aplikovaného na A dostaneme
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Horni Hessenbergova matice je tedy tridiagondlni matici a znac¢ime ji Tj. Déle plati vztah:
AVi = ViTy + Brs1viraey

Ortogonalni bazi Krylovova prostoru lze tak pocitat tiiclennou rekurenci. Vyhodou je i to, ze diky
symetrii lze odhadnout vzdélenost vlastniho ¢isla 1 matice T}, od nejblizsiho vlastniho ¢isla matice A
vztahem:
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kde y je vlastni vektor matice T}, prislusny k vlastnimu ¢islu p a x = Viy.

Uloha 4. Ve skriptu baze_pro_symetrickou_matici.m provedte Arnoldiho algoritmus pro symetric-
kou matici a sledujte velikost prvki v pravém hornim rohu matice Hy, které by mely byt nulové.

Uloha 5 (Navic). Pro symetrickou matici z piedchozi iilohy spustte Lanczosiv algoritmus (implemen-
tovany v lanc.m) a sledugte ztrdatu ortogonality, podobné jako v Uloze @

2 Vlastnosti Jacobiho matic

Realnou symetrickou tridiagonalni matici s kladnymi prvky na vedlejsich diagonalach

[ B i
52 6%) 53
Jr = Bz o : B; >0, i=2,...k,
e By
L Br o

nazveme Jacobiho matici.

Uloha 6. Ukazte, e vlastni vektory Jacobiho matic maji nenulovou prong a posledni slozku.



Uloha 7. Uvazujme charakteristické polynomy Jacobiho matice Jy,
Xo(A) =1, xe(A) =det(N —J), k=12,...
Ukazte, Ze plati rekurence
Xo=1 xiN)=xA-a, xx(N)=A—a)xra(N) = Bixe2()), k=23, ... (1)

Uloha 8. Ukaste pomoci rekurence (1)), Ze dvé po sobé jdouci Jacobiho matice nemohou mit stejnd
vlastni cisla.
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