Cviceni 8 - zadani a FeSeni uloh
Zéklady numerické matematiky - NMNM201 Verze z 21. listopadu 2023

1 Lokalizace vlastnich c¢isel pomoci Gerschgorinovy véty

Véta 1. Necht A € C™*™ a r; znaci soucet mimodiagondlnich prvki v i-tém Tddku

n

r, = Z |CLZ'j’.

J=L1j#
Pak vsechna vlastni cisla matice A leZi ve sjednoceni Gerschgorinovych kruhid U} D;, kde
D;={2€C:|z—ay| <r}.

Pokud m kruhi tvori souvislou oblast, kterd je disjunktni od ostatnich, pak prdvé m vlastnich cisel
matice A leZi v této souvislé oblasti.

Uloha 1. Pomoci Gerschgorinovy véty lokalizujte vlastni ¢isla matice

3 1 1
A=12 2 0
1 -1 -4

Resent. Gerschgorinovy kruhy odpovidajici fadkim jsou:

D, = {ze€C:|z—-3| <2},
Dy, = {z€C:|z—-2] <2},
Dy = {z€C:|z+4| <2}

Na zakladé véty jedno vlastni ¢islo lezi v kruhu D3 a dvé vlastni ¢isla lezi v Dy U Ds.

Gerschgorinovy kruhy odpovidajici sloupcim jsou:

E, = {ze€C:|z—-3| <3},
Ey = {z€C:|z—-2| <2},
E; = {ze€C:|z+4] <1}

Kombinaci téchto vysledkt zjistime, ze jedno vlastni ¢islo lezi v kruhu E3 a dvé vlastni ¢isla v Dy U Ds.
m

Uloha 2. (navic) Obcas jednoduchou podobnostni transformact mizeme matici A prevést na D™*AD,
jejiz Gerschgorinovy kruhy ndm o vlastnich ¢islech puvodni matice prozradi vic. UvazZujte

D = diag(1,2,4)
pro matici A z predchozi ilohy a znovu lokalizujte jeji vlastni cisla.

Reseni. Transformovana matice mé tvar

3 2 4
D'AD=| 1 2 0
1/4 —1/2 —4



Gerschgorinovy kruhy odpovidajici fadkiim matice D1 AD jsou:

D, = {ze€C:|z—-3| <6},
Dy = {z€C:|z—-2| <1},
D; = {ze€C:|z+4|<3/4}.

Nakreslenim téchto kruht vidime, ze D; U Dy nyni pokryva vetsi oblast nez v predchozi tloze, tudiz
nam poskytuje méné informaci o lokaci dvou vlastnich ¢isel lezicich v této oblasti. Na druhou stranu
kruh D3 je mnohem mensi nez v pfedchozi dloze, tudiz nam déva pfesnéjsi informaci o vlastnim ¢isle.

]

2 Stacionarni itera¢ni metody

Piimé metody (jako napfiklad LU rozklad) pro feSeni soustav linearnich rovnic Az = b s regularni
matici, po néjaké dobé vypoctu, vydaji jedno numerické feseni. Myslenka itera¢nich metod je princi-
palné odlisné, spo¢iva v konstrukei posloupnosti aproximaci (piibliznych fegeni) z(® 2™ .. jez by se
méla piiblizovat skute¢nému feseni z. Vyhodou iteracnich metod je, Ze (néjakou) aproximaci ziskavame
v kazdé iteraci, tj. kdykoli zastavime vypocet.

2.1 Klasické itera¢ni metody

Klasické itera¢ni metody jsou zalozeny na Stépeni matice soustavy A = M — N, kde matice M je
regularni a snadno invertovatelna. Dosazenim do vztahu Ax = b postupné dostavame

(M—N)x = b
Mx Nz +b
xr = M 'Nz+ M ‘b

Je-li ddna pocatec¢ni aproximace feSeni g, muzeme definovat itera¢ni proces
xp =M 'Nxy_1 + M 1b.

Pro analyzu stacionarnich itera¢nich metod je dilezity nasledujici vztah mezi chybami dvou nasleduji-
cich pribliznych feSeni xp_1 a xy:

-y =M'N(x—24_1) =T - M A) (x —24_1).

2.2 Priklady klasickych itera¢nich metod

Klasické itera¢ni metody jsou zaloZeny na stépeni ve tvaru A = D — L — U, kde D je hlavni diagonala,
—L je striktné dolni trojihelnik matice A a —U je striktné horni trojuhelnik matice A. Jednotlivé
metody pak 1ze odvodit z rovnice

(D—L—-U)x=hb.
e Jacobiho metoda je definovana iteraci

DZL‘k = L:L‘k_l + Ul'k_l + b,

e Gauss—Seidelova metoda je zas definovana jako

Dl’k = Ll‘k + U:L‘k_l + b.



2.3 Asymptotickd konvergence

7 prednéasky vime, Ze metoda je konvergentni pravé tehdy, kdyz p(M~1N) < 1. Tim myslime, Ze pro
libovolny pocatecéni vektor chyba x — z, konverguje k nulovému vektoru.

Uloha 3. Pro matici

1 05 0.5 1 0 1
A=105 1 05 pFipadné (navic) Ay = |[—1 1 0
0.5 05 1 1 2 -3

odvodte matici M—*N z Jacobiho a Gauss—Seidelovy metody a rozhodnéte, zda metody budou konver-
gentni, nebo ne. Pro vipocty inverzi matice a vlastnich cisel miZete vyuzit MATLAB.

Resent.
0 1/2 1/2
(M N)jacobi = — |1/2 0 1/2 SP((M ™ N) jaconi) = {—1,1/2,1/2},
/2 1/2 0
takze Jacobiho metoda konvergentni neni, zatimco Gauss—Seidel ano, protoze
0 —-1/2 —1/2
(M™'N)as = |0 1/4 —1/4 sp((M~'N)as) = {0,1/16 - (5 +iV7)}.
0o 1/8 3/8

2.4 Prechodovy jev

Zatimco vlastnost p(M~'N) < 1 zarucuje, Ze chyba x — z;, konverguje k nulovému vektoru, coz takeé
zarucuje ||z — zx||» —*7> 0 pro libovolnou vektorovou normu, pro popis ||z — zx||. v tivodnich iteracich
(pro malé k) nemusf byt p(M~'N) vypovidajici.

Situaci, kdy chyba ||z — ||« roste pfed tim, nez dosdhne asymptotického chovani odpovidajicimu
(p(M~'N))", ¥ikame pirechodouvy jev.

Uloha 4. Naprogramujte Jacobiho a Gauss-Seidelovu metodu (dopliite predpripravené skripty) a vy-
zkousejte na skriptu iteracni_metody_jac_gs.m.

[Hint: Nastudujte si v ndapovédé MATLABu funkce diag (z matice ,vyzobne“ diagondlu jako vektor,
z vektoru vytvori diagondlni matici), tril a triu./

I na zdkladé pozorovdni odpovézte na ndsledujici otazky, pripadné odkazte na konkrétni ulohu ze skriptu
iteracni_metody_jac_gs.m:

o Konverguje-li metoda napriklad v Euklidovské normé, musi konvergovat i v jinych vektorovich
normdch?

e Kdy mdame zarucenu monotonni konvergenci (napiiklad v Euklidovské normée)?

e Souwisi pritomnost prechodového jevu (tj. jevu, kdy chyba na zacdtku vipoctu nejprve roste) s ve-
likosti maticovych norem ¢i spektrdlniho poloméru iteracni matice?

e Lze v plné obecnosti vzdjemné porovnat Jacobiho a Gauss-Seidelovu metodu? (Porovndnim mdme
na mysli vgpovedi typu: Gauss-Seidelova metoda md vidy/nikdy rychlejsi konvergenci nez Jacobiho
metoda. Jacobiho metoda konverguje pouze kdyz/pravée kdyZ Gauss-Seidelova metoda, atp.)

Uloha 5 (navic). Naprogramujte Jacobiho a Gauss-Seidelovu metodu s vijpoctem nové aprozimace po
slozkdch.

[Poznamka: tento zpisob implementace bude v MATLABu pravdépodobné pomalejsi, protoze MATLAB
je optimalizovany pro prdci s maticemi a vektory.|



	Lokalizace vlastních císel pomocí Gerschgorinovy vety
	Stacionární iteracní metody
	Klasické iteracní metody
	Príklady klasických iteracních metod
	Asymptotická konvergence
	Prechodový jev


