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1 Rayleightuv podil (Rayleigh quotient)

Pro hermitovskou matici A € C"*" a nenulovy vektor x € C" definujeme Rayleightiv podil
x*Ax

x*r

R(A,z) =

Uloha 1. Necht A € C™" je hermitovskd. Ukazte ndsledujict vlastnosti:
(i) R(aA,Bz) =aR(A, x) pro kaZdé o, 5 € C, 5 #0.
(i) R(A—al,z) = R(A,x) —«a pro kazdé a € C.
(i1i) Necht Av = \v pro néjaky nenulovyj v € C". Potom R(A,v) = .
(1v) Necht Apin @ Amax jSou nejmendi, respektive nejuétsi vlastni cislo matice A. UkaZte, Ze
R(A, ) € [Amin, Amax] Vr € C".
Proc¢ poZadujeme, aby matice A byla hermitovskd (a nestaci napriklad diagonalizovatelnd)?
(v) Necht jsou vlastni ¢isla A sefazena sestupné a nejvetsi je jednondsobné, tedy
AL > A > 2> A,
Necht vy je vlastni vektor prislusny \i. UkaZte, Ze

R(A,x) € [An, Ao Vo € vy

(vi) R(A,z) = argmin |[(A — ul)z|?.
neER

2 Mocninna metoda

Ne vzdy je potieba (a nékdy to neni ani technicky mozné) nalézt celé spektrum dané matice. Cilem
mocninné metody je nalezeni jednoho vlastniho péaru (vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru) matice.
Necht A € C™*" je diagonalizovatelna matice (tj. ma n linedrné nezéavislych vlastnich vektoru, které
tvori bazi prostoru C"),

A=SDS7,

kde pro D = diag (A1, ..., \,) jsou vlastni ¢isla sefazena sestupné, tj.
Al = 1l = > Dl

a matice S = [sq,..., S,] je tvofena piislusnymi normalizovanymi vlastnimi vektory.

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze A; je dominantni vlastni ¢islo, tj. |A;| > |A2| a v je nenulovy
“startovaci” (poc¢atecni) vektor. Mocninnou metodu pak muZeme zapsat jako Algoritmus

Kdyz chceme mérit rychlost konvergence, lze se divat bud na chybu aprozimace vlastniho vektoru ||s; —
vg|| nebo na chybu aprozimace vlastniho ¢isla |\ — px|| nebo na reziduum aproximace || Avy — pgvgl|. V
praxi ale nelze méfit ani jednu z chyb (neméme k dispozici vlastni par (A1, s1), o tom to celé je), takze
se musime spokojit s reziduem. Ale pro nase zjednoduSené a ilustrativni priklady se muzeme divat jak
na chybu tak na reziduum.



Algoritmus 1 Mocninna metoda

Vstup: A, v
v = v/||v]|
for k=1,...do
w = Av,_;
vp = w/|w|
e = viAvy,
end for

Uloha 2. Naprogramujte mocninnou metodu na zdkladé Algoritmu 1 do piedpFipraveného skriptu
power_method.m a poté spustte power_method_test.m pro vstupni data

1

A= a v= L . (1)

2 1
1 1

K c¢emu a jak rychle mocninnd metoda konverguje? Odhadnéte predpoklddanou velikost chyby appro-
ximace vlastniho vektoru ||sy — vg|| po 70 iteracich na zdkladeé analijzy konergence mocninné metody
z prednasky a porovnejte s vijsledky v MATLABu.

Uloha 3. V Uloze nase aprozimace vy, dominantniho vlastniho vektoru s; dosdhla chyby ~ 1.8 x 107
béhem prunich 70 iteraci. Zménte matici A tak, aby byla chyba ||s1 — vg|| na stejné drovni jiz po 35
iteracich (se stejnym pocdtecnim vektorem vy = [1,1,1,1]7 ). [Hint]: Zkuste nejprve zménit jen druhy
diagondlnt prvek A z (1]). Pro pomocny vipocet se mize hodit MATLAB funkce nthroot (x,n).

Uloha 4. Méjme pét diagondinich matic

na které pouzijeme mocninou metodu (Algom'tmus s pocdtecnim vektorem vy = [1,1,1,1]7. Rozmyslete
si jak budou vypadat grafy konvergence mocninné metody pro slozky vektoru vy — sy a chyba ||s1 — v

Na zdkladé téchto vvah pritadte matice Ay, ..., As k jednotlivym tdadkim Obrdzku[1]

Uloha 5.

1. Zkontrolujte si Feseni Ulohy @ pomoct scriptu power_method_test.m.

2. [Navic]: Na druhém iddku Obrdzku (1| chyba i reziduum konverguji ve dvou rizngch ale stdljch
rezimech - nejprve rychleji (pronich cca pét iteraci) a posléze vijrazné pomaleji (od desdté iterace
ddle). Dokazete vysvétlit pro¢ tomu tak je pro chybu ||sy — vk || ? Zkonstruugte priklady, kde je tento
rozdil jesté vice extrémnd (tj. rozdil mezi rychlosti konvergence je vétsi).

Uloha 6.

1. Pro matici A v (1)) najdéte novy pocdatecni vektor 0y tak aby mocninnd metoda konvergovala aZ k
druhému dominantnimu vlastnimu pdru, tj. v, — Ss.



Aproximace v vlastniho vektorn s; reziduum || Avy — g vr|
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Obrazek 1: Aproximace dominantniho vlastniho vektoru s; pomoci mocninné metody pro pét riznych
diagonalnich matic A;, ..., A5 s pouZitim pocatetniho vektoru vy = [1,1,1,1]7. Ve étvrtém fadku v
prvnim sloupci jsou slozky (vg); a (vx)2 prakticky totozné, takze se na grafu prekryvaji a jsou vidét
pouze (vg)s.



Aproximace pj, dominantniho vlastniho cisla A Aproximace v, vlastniho vektoru s
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Obrazek 2: Aproximace dominantnfho vlastniho vektoru s; pomoci mocninné metody.

2. Na zdklade vy a vy najdeéte treti pocatecni vektor vy, pro ktery mocninnd metoda nejprve zddanlive
konverguje k sy (prunich deset iteraci) ale nakonec zkonverquje k sy (po sedmdesdti iteracich).

[Hint|: Vime-li jak najit pocdtecni vektor tak aby vy — s; nebo naopak vy — s2, nasim cilem
se stava skloubit tyto dva jevy dohromady a tudiZ je rozumné hledat vy jako néejakou vhodnou
kombinact vy a vy. Zkombinugme tento ndpad s analyjzou mocninné metody z prednasky.

3. [Navic]: Najdéte matici a pocdtecni vektor, pro které mocninnd metoda konverquje kvalitativné
podobné jako na Obrdzku[3

3 Inverzni iterace
Uloha 7. Necht A je matice s vlastnimi ¢isly Aj a odpovidajicimi vlastnimsi vektory s;.

1. Necht o € C a (A — «l) je requldrni. Ukazte, Ze vlastni ¢isla a vlastni vektory matice (A — al)™!
jsou rovny (A\; — )™ a s;.

2. Zvolme o = 1.1 a matici A jako v . K jakému vlastnimu pdru bude konvergovat mocninnd
metoda pro matici (A—al)™' a pocdtecni vektor vg = [1,1,1,1]T 2 Zobecnéte pro libovolnou matici
A a skalar o € C, ktery nepatri do jejiho spektra.

Uloha 8. [Navic/: Pro danou matici A, skaldr o a pocitecni vektor vy naprogramugte v MATLABu,
funkci, kterd na zdkladé Ulohylj iterationé aprorimugje vlastni vektor s matice A odpovidajici vlastnimu
Gislu X matice A, které "je nejblize ", tj. pro které je |\ — | minimdlny.

Tato metoda se jmenuje Inverzni iterace (inverse iteration).

Pozndmka: Opakovany vipocet (A — ol) vy, v MATLABu bud Feste jako (A-alphaxeye(n))\v, nebo
jednim LU-rozkladem matice a opakovanym reSenim trojihelnikovych soustav.
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