CvicCeni 7 - zadani a reSeni tloh
Zéklady numerické matematiky - NMNM201 Verze z 13. listopadu 2024

1 Rayleightv podil (Rayleigh quotient)

Pro hermitovskou matici A € C"*" a nenulovy vektor x € C" definujeme Rayleightiv podil
x*Ax
T
Uloha 1. Necht A € C™" je hermitovskd. Ukazte ndsledujict vlastnosti:
(i) R(aA,fBz) =aR(A, x) pro kaZdé o, 5 € C, 5 # 0.

(i) R(A—al,x) = R(A,z) —«a pro kazdé a € C.

R(A,z) =

(i1i) Necht Av = Av pro néjaky nenulovy v € C*. Potom R(A,v) = A.
(iv) Necht Amin @ Amax jSou nejmensi, respektive nejuétsi vlastni cislo matice A. Ukazte, Ze
R(A, ) € [Amin, Amax] Vo e C".
Proé¢ pozadujeme, aby matice A byla hermitovskd (a nestaci napriklad diagonalizovatelnd)?

(v) Necht jsou vlastni cisla A sefazena sestupné a nejuétsi je jednondsobné, tedy
)\1>/\222)\n
Necht vy je vlastni vektor prislusny A\i. Ukazte, Ze

R(A,x) € [An, Ao Vr € vy

(vi) R(A,z) = argmin |[(A — ul)z|>*.
nER

Resent.
. _ (Br) aA(Br) BB(x*aAx) _a(rtAx)
(i) R(aA,fz) = Gy B~ fhes - wa aR(A, z).
(ii) R(A—al,z) = I (Ax:xozl)x =2 Ax;; ol = xxix — &z*z =R(A,z) — .
(i) R(A,v) = = *A” _ 7 *A“ — A2 =
v v v

(iv) Nejprve pro obecnost uvazujme A unitarné diagonalizovatelnou, ¢ ekvivalentné, normalni. Necht
unitarni U diagonalizuje A:
U*AU = D = diag(Ay, ..., \n).
Libovolné z € C" muzeme psat ve tvaru x = Uy s néjakym y € C" a tedy plati

R(A,CL‘) = raT = (Uy) (Uy) — Yy u Uy _ y Uy _ Zz:l )‘z|yz| ‘

* * * * * 2
T (Uy)*Uy y U_IUy vy [yl
Ziejmé plati
5 €10,1] pro viechnai=1,2,...,n, Z ;=1
lyll i=1 Iyl
coz ukazuje, Ze R(A, x) je konvexni kombinaci {Ay,..., A}

Pro Hermitovskou A je spektrum realné a z vyse uvedeného okamzité plyne, ze R(A, ) € [Amin, Amax)-
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(v) Jsou-li vlastni ¢isla ocislovana, jak je pozadovano, pak v predchozi notaci v; je prvni sloupec U

a tedy 0 = vjz = vjUy = y;. Tedy |Hyz,/1||‘2 ve vySe uvedené konvexni kombinaci nepfispiva a tedy

2
R(A, z) je konvexni kombinaci {Aa, ..., A, }.

(vi) Mame minimalizovat funkci g: R — R,

g(1) = (A — pl)z||* = 2™ (A = pul)"(A — pl)x = || Az||* — 2pa" Az + pi°||[|*

2
x* Az |z* Az |?
= [l <M - —> + [l Az® = =

]2 [/

coz je kvadratickd funkce, ktera skutecné nabyva minima pro p = T‘xﬁf = R(A, x). [

2 Mocninnia metoda

Ne vzdy je potieba (a nékdy to neni ani technicky mozné) nalézt celé spektrum dané matice. Cilem
mocninné metody je nalezeni jednoho vlastniho péaru (vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru) matice.

Necht A € C"™" je diagonalizovatelna matice (tj. ma n linearné nezavislych vlastnich vektora, které
tvori bazi prostoru C"),
A=SDS™,

kde pro D = diag (A, ..., \,) jsou vlastni ¢isla sefazena sestupné, t;.
(Ml = Ao = = (Al

a matice S = [sq,..., S,] je tvofena piislusnymi normalizovanymi vlastnimi vektory.

Pro jednoduchost predpokladejme, ze A; je dominantni vlastni ¢islo, tj. |A1| > |[A\2] a v je nenulovy
“startovaci” (pocatecni) vektor. Mocninnou metodu pak mtZzeme zapsat jako Algoritmus

Algoritmus 1 Mocninna metoda

Vstup: A, v
vo = v/||v]|
for k=1,...do
w = Avi_,
v = w/|[wl]
e = v Avy,
end for

Kdyz chceme mérit rychlost konvergence, lze se divat bud na chybu aproximace vlastniho vektoru ||s; —
vg|| nebo na chybu aprozimace vlastniho ¢isla |\ — px|| nebo na reziduum aproximace || Avy — pgvgl|. V
praxi ale nelze méfit ani jednu z chyb (neméme k dispozici vlastni par (A1, s1), o tom to celé je), takze
se musime spokojit s reziduem. Ale pro nase zjednodusené a ilustrativni piiklady se muzeme divat jak
na chybu tak na reziduum.

Uloha 2. Naprogramujte mocninnou metodu na zdiklade Algoritmu 1 do piedpiipraveného skriptu
power_method.m a poté spustte power_method_test.m pro vstupni data

4 1

A= a v= ! . (1)
2 1
1 1

K c¢emu a jak rychle mocninnd metoda konverguje? Odhadnéte predpokladanou velikost chyby appro-
zimace vlastniho vektoru ||s1 — vi|| po 70 iteracich na zdkladé analyzy konergence mocninné metody
z prednasky a porovnejte s vijsledky v MATLA Bu.



Resent. Spravny MATLAB kod vypadé nasledovné

function [mu,v,res_2norm] = power_method(A,vO,niter)

%kt inicializujeme si ulozny prostor pro nase vysledky

mu = nan(niter+1,1); % approximace nejvetsiho vl. cisla

v = nan(length(v0) ,niter+1); % approximace prislusneho vl. vektoru
res_2norm = nan(niter+1,1); % normy residua || Av_k - mu_k v_k ||

%% prvni ulozena data odpovidaji hodnotam pocatecniho vektoru
v(:,1) = v0/norm(v0) ;

mu(l) = v(:,1)*%Axv(:,1);

res_2norm(1) = norm(Axv(:,1)-mu(1)*v(:,1));

%%’ nasledne postupujeme jako u Algoritmu [i]
for k = 2:niter+1
w = Axv(:,k-1); % Axv_{k-1}
v(:,k) = w/norm(w); % normalizace vektoru w
mu(k) = v(:,k)’> *x A *x v(:,k); % Rayleighuv podil
res_2norm(k) = norm(A*xv(:,k)-mu(k)*v(:,k)); % reziduum
end
end

Na prednasce jsme vidéli, ze mame-li A s dominantnim vlastnim péarem (A, s;) a pocate¢nim vek-
torem vy, ktery nenf kolmy na s; (tj. ¢; := sTvy # 0), pak by méla mocninna metoda konvergovat
"asymptoticky linearné"("linearni konvergenci"jste na analyze tikali geometrickd konvergence, tj., po-
sloupnost {a;} konverguje linearné/geometricky pokud ax = ¢* - ag pro n&jaky konvergenéni faktor ¢ a
pro v8echny indexy k; "asymptoticky"pak znamena, Ze se ta posloupnost takto chova prinejhorsim az
od ur¢itého kg dale) s konvergenénim faktorem |Ao/A;|. V nasem piipadé méame |Ao/A;| = 3/4 a tedy po
70 iteracich muzeme "naivné"ocekavat (tj. pokud by konvergence byla opravdu linearni/geometrické uz
od zacatku), Ze chyba aproximace vlastntho vektoru ||vy — s1|| bude mit velikost (3/4)™ ~ 1.8 x 1077,

Tak to opravdu v MATLABu vyjde a na grafu vidime, Ze vyneseno v logaritmickém méfitku (tj. kdyz
se divame na Fad spiSe nez na pfesnou hodnotu) chyba linearné konverguje skute¢né témér od prvni
iterace mocninné metody a po 70 iteracich opravdu dosédhne hodnoty pribliznég (3/4) ~ 1.8 x 1079 jak
vidime na Obrazku [1] nize. Podobné to funguje i pro spoc¢itané reziduum.

Jako tukol navic si zkuste rozmyslet, ¢im to, Ze konvergence byla linearni hned od zacatku a jakou roli
v tom hraje matice A a pocatecni vektor vy. O



Aproximace j1;; dominantniho vlastniho cisla A Aproximace v, vlastniho vektoru s;
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Obrazek 1: Obrazek odpovidajici spravnému feseni tlohy .
Uloha 3. V Uloze@ nase aprozimace vy, dominantniho vlastniho vektoru s, dosdhla chyby ~ 1.8 x 10~
behem prunich 70 iteraci. Zménte matici A tak, aby byla chyba ||s1 — vi| na stejné drovni jiz po 35
iteracich (se stejnym pocdtecnim vektorem vy = [1,1,1,1]7). [Hint/: Zkuste nejprve zmeénit jen druhiyj
diagondlni prvek A z . Pro pomocnyj viypocet se mize hodit MATLAB funkce nthroot (x,n).

Resent. V Uloze [2| jsme pozorovali linearni konvergenci s konvergen¢nim faktorem |Ay/\| = 3/4.
Chceme-li dosahnout stejné chyby za polovinu krokt, musi platit

A ATV a2 1.8 % 107,
tedy napriklad zachovame-li dominantni vlastni ¢islo ATV = \; = 4, pak nam vyjde, ze
A A (1.8 x 1079) Y% 4 & 2.21,

a tedy jedna mozna volba matice A je A = diag(4,2.25,2,1), jak ukazujeme na Obrazku [2| niZe. O
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Obrazek 2: Obrazek odpovidajici spravnému feseni Ulohy .
Uloha 4. Méjme pét diagondinich matic

4 4
A=

na které pouzijeme mocninou metodu (Algom'tmus s pocdtecnim vektorem vy = [1,1,1,1]7. Rozmyslete
si jak budou vypadat grafy konvergence mocninné metody pro slozky vektoru vy — s1 a chyba ||s1 — vg||.

Na zdkladé téchto vvah priradte matice Ay, ..., As k jednotlivgm vddkim Obrdzku[3

Reseni. Kdyz se podivame na levy sloupec Obrazku |3| vSimneme si, Ze:

e u 3. a 5. fadku nam nékteré slozky osciluji;
e u viech Ffadku az na 4. konverguji vSechny slozky k nule az na prvni;

e u vsech fadku az na 1., 2. a 5. konverguji vSechny slozky vcelku rychle - ustali se béhem prvnich
20 iteraci. Nadto, v patém tadku to "kazi"pouze fakt, Ze (vi); nekonverguje, ale osciluje - tato
oscilace je ale béhem nékolika iteraci "stabilni"a kdybychom se divali na absolutni hodnotu slozek

vk, pak by to byly pouze radky 1 a 2, které konverguji vyrazné pomaleji.

S témito pozorovanimi se obratime k maticim Ay, ..., As:

e matice A3 a A4 maji kazda negativni prvek na diagonéle. Zjevné negativni prvek na pozici (1,1) v
matici A3 muZe ovlivnit pouze prvni slozku vektorti vy, (a naopak negativni prvek na pozici (2, 2)
v matici A4 pouze druhou) a tedy s jistotou mizeme piifadit Az k patému fadku a A4 ke tfetimu
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Obrazek 3: Aproximace dominantniho vlastniho vektoru s; pomoci mocninné metody pro pét riznych
diagonalnich matic A;, ..., A5 s pouZitim pocatetniho vektoru vy = [1,1,1,1]7. Ve étvrtém fadku v
prvnim sloupci jsou slozky (vg); a (vx)2 prakticky totozné, takze se na grafu prekryvaji a jsou vidét
pouze (vg)s.



fadku (Tento argument by v obecném piipadé nediagonalnich matic pracoval s projekcemi vy,
na vektory s; — vzpomeneme si na rozepsani vektoru A*v, do baze vlastnich vektorti a mtiZeme
uvazovat analogicky, ale vizualizace by zdaleka nebyla tak pfimocaréd).

e matice A; méa jako jedind opakujici se prvek na diagonale a nadto zrovna tak, Ze ani nema
dominantni vlastni ¢islo - tedy konvergence tak jak byla odvozena na prednasce se neda aplikovat.
Intuice by nam vsak mohla napovédét, ze problém lezi v otédzce zda metoda konverguje. Ale
pokud ano, tak bychom ocekavali, Zze bude konvergovat k néjakému vlastnimu vektoru vl. ¢.
A1 = Ay = 4. Zjevné, libovolny nenulovy vektor s nulovou tieti a ¢tvrtou slozkou je vl. vektorem.
Zde si vSimneme, ze u ¢tvrtého fadku konverguji prvni dvé slozky v k nenulovym hodnotdm a
tudiz je parovani Ay a ¢tvrty fadek logické. Pozorovanim, ze A; je jedinou matici bez dominantniho
vl. ¢. a naopak ze slozky (vg)1, (vk)2 7/ 0 pouze ve ¢tvrtém radku nas utvrdi ve spravnosti.

e Matice Ay a Ajs se lisi pouze ve vlastnich ¢Gislech A3 a Ay a zaroven vidime, ze podil |Aa/A;| je
vyrazné blize 1 nez u ostatnich matic. To odpovida tomu, ze Ffadky 1 a 2 konverguji vyrazné
pomaleji nez ostatni. Otéazku parovani rozsekneme pohledem na konvergenci slozek (vy)s, (vg)s —
ta se dle odvozeni na prednésce fidi podily A3/A; a A\y/A; tudiz snadno prifadime Ay k prvnimu
radku a As k druhému radku. O

Uloha 5.

1. Zkontrolujte si Teseni Ulohy @ pomoct scriptu power_method_test.m.

2. [Navic]: Na druhém Fddku Obrdzku @ chyba @ reziduum konverguji ve dvou riznych ale stdalijch
rezimech - nejprve rychleji (pronich cca pét iteraci) a posléze vijrazné pomaleji (od desdté iterace
ddle). Dokazete vysvétlit pro¢ tomu tak je pro chybu ||s1 —vg||? Zkonstruujte priklady, kde je tento
rozdil jesté vice extrémni (tj. rozdil mezi rychlosti konvergence je vétst).

Uloha 6.

1. Pro matici A v najdéte novy pocdatecni vektor vy tak aby mocninnd metoda konvergovala aZ k
druhému dominantnimu vlastnimu pdru, tj. v, — Ss.

2. Na zdkladé vy a Uy najdéte treti pocdtecni vektor vg, pro kteryy mocninnd metoda nejprve zddnliveé
konverguje k sy (prunich deset iteraci) ale nakonec zkonverquje k sy (po sedmdesdti iteracich).

[Hint]: Vime-li jak najit pocdtecni vektor tak aby vy — s1 nebo naopak vy — so, nasim cilem
se stavd skloubit tyto dva jevy dohromady a tudiZ je rozummné hledat vy jako néjakou vhodnou
kombinact vy a vy. Zkombinugme tento ndpad s analyjzou mocninné metody z prednasky.

3. [Navic]: Najdéte matici a pocdtecni vektor, pro které mocninnd metoda konverquje kvalitativné
podobné jako na Obrdzku [{]

Resent.

1. Na piednasce jsme vidéli, Ze toto nastane pravé tehdy, kdy# ¢; := s7'5y = 0 (viz Uloha (V)), tedy
v nasem piipadé lze volit libovolné 9y pro které (9g); = 0.

2. Opakovanym piisobenim diagonalni matice na libovolny vektor pouze nasobime kazdou slozku
vektoru jinym ¢&islem. Kdybychom v Algoritmu [I] vektory nenormalizoivali, vSechny slozky by
se ¥idily vzoreckem (vy); = A% (vo);. Tedy pro 99 = [a, 1,1,1]7 plati vy = [adF, 3% 2% 1]T a po
vytknuti 4% dostaneme v, = 4*[a, (3/4)%, (1/2)%, (1/4)%]T, stejné jako p¥i odvozeni konvergence
na prednasce. Pokud ovSem o < 1, pak nejprve uvidime dominanci druhé slozky (pfesnéji pro k
takové, ze a < (3/4)F a zaroven (1/2)F,(1/4)% < (3/4)%). Oviem pro libovolné o od né&jakého
ko budeme v situaci kdy pro viechna dalsi k plati (3/4)%, (1/2)%,(1/4)F < «a a od té chvile bude
dominantni prvni slozka. Naprosto stejné ivaha funguje i pro mocninou metodu v Algoritmu (1} a
tedy napiiklad volba ¢y = [0.001,1, 1, 1]7 vytsti v kyZenou konvergenéni kiivku. O
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Obrazek 4: Aproximace dominantnfho vlastniho vektoru s; pomoci mocninné metody.

3 Inverzni iterace

Uloha 7. Necht A je matice s vlastnimi ¢isly Aj a odpovidagicimi vlastnimi vektory s;.

1. Necht a € C a (A — al) je requldrni. UkaZte, Ze vlastni ¢isla a vlastni vektory matice (A — al)™!
jsou rovny (A\; — )™ a s;.

2. Zvolme o = 1.1 a matici A jako v . K jakému vlastnimu pdru bude konvergovat mocninnd
metoda pro matici (A—al)™! a pocitecni vektor vy = [1,1,1,1]7 2 Zobecnéte pro libovolnou matici
A a skaldr o € C, ktery nepatii do jejiho spektra.

Resend.

1. Je-li As; = Ajs; s nenulovym vektorem s;, mame (A — al)s; = (A\; — a)s;. Protoze A — al je
nesingularni, mame tedy s; = (\; — a)(A — al)~'s;. Protoze A — ol je nesingularni, tak také
N—a#0atedy (A—al)ts; = (N —a)ls;.

2. Vlastni ¢isla takové matice budou 1/2.9,1/1.9,1/0.9 a —1/0.1. TudiZ nejvétsi vl. ¢. v absolutni
hodnoté je to posledni a mocninna metoda tedy bude konvergovat k e4, ¢tvrtému vlastnimu
vektoru matice A (a tedy i matice (A — al)™!) a vlastnimu &islu —10 matice (A — o)™t

Pro obecnou matici A bude nejvétsi vlastni ¢islo matice (A — al)~! odpovidat A; (tj. bude rovno
1/(\; — ), které je nejblize hodnoté « (¢im mensi absolutni hodnota jmenovatele, tim vétsi abso-
lutni hodnota zlomku). Volbou « tedy lze najit vlastni vektory matice A odpovidajici vlastnimu
¢islu nejblize a. ]

Uloha 8. [Navic]: Pro danou matici A, skaldr o a pocdtecni vektor vy naprogramujte v MATLABu
funkci, kterd na zdkladé Ulohylj iterativné aproximuge vlastnd vektor s matice A odpovidajici vliastnimu
¢islu X matice A, které "je nejblize o, tj. pro které je |\ — | minimdlnd.

Tato metoda se jmenuje Inverzni iterace (inverse iteration).

Pozndmka: Opakovany vijpocet (A — oI) vy v MATLABu bud Feste jako (A-alphaxeye(n))\v, nebo
jednim LU-rozkladem matice a opakovanym reSenim trojihelnikovych soustav.



Resent.
function [lambda, v, history] = inverse_iteration(A,v,alpha,niter)
matrix = A - alphaxeye(size(A));
history = zeros(l,niter);
for k = l:niter
v = matrix\v;
v = v/norm(v) ;
history(k) = v'*x(Axv);
end
lambda = history(end);
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