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1 Rayleightv podil (Rayleigh quotient)

Pro hermitovskou matici M € C*"*" a nenulovy vektor = € C" definujeme Rayleighiiv podil

Mz

e

R(M,x) =

Uloha 1. Necht M € C™*™ je hermitovskd. Ukazte ndsledujici vlastnosti:
(i) R(aM,px) = aR(M,z) pro kazdé o, B € C, § # 0.
(1) R(M — al,z) = R(M,x) — « pro kazdé o € C.
(i1i) Necht Mv = v pro néjaky nenulovyj v € C™. Potom R(M,v) = A.
(iv) Necht Apin @ Amax jSOU nejmenst, respektive nejuétsi vlastni ¢islo matice M. Ukazte, Ze
R(M,x) € [Auin, Amax] Vr € C".
Pro¢ pozadujeme, aby matice M byla hermitovskd (a nestaci napiiklad diagonalizovatelnd)?

(v) (navic) Necht jsou vlastni ¢isla M sefazena sestupné a nejuétsi je jednondsobné, tedy
AL> Ay > 2>\,
Necht vy je vlastni vektor prislusny A\i. Ukazte, Ze

R(M,z) € [\, Xo]  Vz €.

(vi) (navic) R(M,x) = argmin ||(M — ul)z||*.
HER

2 Mocninna metoda

Ne vzdy je potieba (a nékdy to neni ani technicky mozné) nalézt celé spektrum dané matice. Cilem
mocninné metody je nalezeni jednoho vlastniho paru (vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru) matice.

Necht A € C™*" je diagonalizovatelna matice (tj. ma n linedrné nezavislych vlastnich vektori, které
tvori bazi prostoru C"),

A=SAS™,

kde pro A = diag (A1, ..., \,) jsou vlastni ¢isla sefazena sestupné, tj.
Ml =[] =0 = A,

a matice S = [sq,..., S,] je tvofena prislusnymi normalizovanymi vlastnimi vektory.
Pro jednoduchost predpokladejme, ze |A;| je dominantni vlastni ¢islo, tj. [\ > |Aa].

Necht v je nenulovy startovaci vektor. Mocninnou metodu pak muzeme zapsat nasledujicim algoritmem:



Algoritmus 1 Mocninna metoda

Input: A, v
vo = v/||v]
for k=1,...do
w = Avy_,
v = w/|wl]
i = v Avy,
end for

Uloha 2. Naprogramujte mocninnou metodu na zdkladé Algoritmu 1 do piedpripraveného skriptu
power_method.m. Poté spustte power_method_test.m pro rizné vstupni matice a pocdtecni vektory
(pFipravené v komentdri ve skriptu, nebo vlastni). K ¢emu a jak rychle mocninnd metoda konverguje?
Vsimejte si konvergence aprozimace vlastniho c¢isla i vektoru.

Ndvodné otdzky:

Dostali jsme vlastni ¢islo a vlastni vektor ktery jsme méli?

Jak je rychlost konvergence ovlivnéna volbou vlastnich cisel?

Jak je rychlost konvergence ovlivnéna volbou pocdtecniho vektoru? Co znamend a co se stane, kdyz
je v pocdatecnim vektoru 07

Co se déje, je-li néjaké vlastni ¢islo zaporné? Konverguje metoda i pro zdporné dominantni vlastni
cislo?

e Co se déje, je-li vice cisel dominantnich, tj. napt. |A| = |[A\a|?

Uloha 3. Dovedete nastavit vstupy tak, aby metoda nejdrive smérovala k (A2,q2), a aZ po delsi dobé
zkonvergovala k (A1, q1) ? Dovedete ukdzat bizarnéjsi nebo zajimavejsi priklad pribéhu konvergence?

Uloha 4. Zmeéni se odpoved na nékterou z otdzek v Uloze @ kdyz budeme uvaZovat skutecny prakticky
vypocet v konecéné aritmetice (tj. kdyZ nebudeme vse pocitat vzhledem k bdzi vlastnich vektori a matice
A nebude diagondlni)?

Uloha 5. Co se zménd, kdyz matice A nent diagondini? (Kdyz pivodni matice A neni diagonalizova-
telnd.) Vsimejte si konvergence aprozimace vektoru i vlastniho c¢isla.

3 Inverzni iterace

Uloha 6. Necht A je matice s vlastnimi ¢isly Aj a odpovidajicimi vlastnimsi vektory v;.

1. Necht u € C a (A — ul) je requldarni. Ukazte, Ze viastni ¢isla a vlastni vektory matice (A — ul)™?
1

gsou rovny (A\; — p)~" a v;.
2. Odvodte takzvanou inverzni iteraci (inverse iteration) jako mocninnou metodu aplikovanou na
matici (A — pul)~t. K jakému ¢islu bude v obecném pipadé metoda konvergovat.

3. Naprogramugte inverse iteration v MATLABu (dopliite inverse_iteration.m) pro aprozimaci
vlastnich c¢isel matice A a ovérte odpovéd na pFedchozi otdzku numericky s vyuZitim skriptu
run_inverse_iteration.m.

Pozndmka: Opakovany vijpocet (A—ul) vy, v MATLABu bud feste jako (A-muxeye (n))\v, nebo jednim
LU-rozkladem matice a Tesenim trojuhelnikoviych soustav.
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