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1 Problémy nejmensSich ¢tverct

Necht mame danou matici A € R™™ a vektor b € R". V aplikacich se ¢asto stane, ze FeSeni sou-
stavy Ax = b neexistuje nebo neni jednozna¢né. V takovém piipadé prevadime puvodni problém na
minimaliza¢ni tlohu

r = argmin ||b— Az||. (1)
z€R™

Ulohu lze tesit nékolika postupy:
e feSenim soustavy normalnich rovnic (mé-li matice A linearné nezavislé sloupce),
e pomoci rozsirené soustavy rovnic (ma-li matice A linedrné nezévislé sloupce),

e QR rozkladem (lze i v obecném piipadé, ale v tom pripadé je potfeba zobecnit QR rozklad, ktery
jsme zavadéli pouze pro matici s linearné nezavislymi sloupci; viz skripta sekce 3.8 a 6.4),

e s vyuzitim Mooreovy—Penroseovy pseudoinverze.

Na piednasce jsme vidéli, Ze pro A s linearné nezéavislymi sloupci lze feSeni x tlohy (1) nalézt fesenim
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Uloha 1. Ukaste, Ze sedlobodovd matice C' v soustavé je requldrni, symetrickd a indefinitni. (Pri-
pomindme predpoklad, Ze A md plnou sloupcovou hodnost.)
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Zwvolte vhodné v a vy, aby vyraz mel jednou kladnou a po druhé zapornou hodnotu. Argumentugjte precizné,
proc lze zvolit v a vy, aby vyraz byl nenulovy.
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Nyni prozkouméame souvislost problému nejmensich ¢tverci min,, [|[b— Az|| a soustavy normélnich rovnic

AT Az = ATb.

Uloha 2. Definujme g: R™ — R predpisem
1 2
() = 5 Ib— Az

Ukazte, Ze Vg(x) = AT (Az —b).
Ndpovéda. Slozky gradientu pocitejte jako %% i1 (bi =200 aijz)?.
Necht x, € R™ je libovolné takové, Ze AT(Ax>k —b) =0. Ukazte, Ze
, ) 1 2 ol m
(1) platé g(z. +y) = g(z.) = 5| Ay[|” pro kaZdé y € R™;

(ii) z. je globdlni minimum g;



(i1i) pokud A md linedrné nezdvislé sloupce, pak x, je jediné globdlni minimum g.

Dalsi zptisob feSeni problému nejmensich ¢tvercu je pomoci QR rozkladu, napriklad pomoci Househol-
derovych reflexi, jako nize. Ze cviceni o QR rozkladu vime, Ze je vhodné pocitat QR rozklad rozsifené
matice [A|b]. Za predpokladu plné sloupcové hodnosti matice A dostaneme
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a TeSeni ziskame jako

z=R"e, |b—Az| = |d|.

Uloha 3. Naleznéte reseni ulohy neymensich ctverci pro

Ulohu Feste Householderovymi reflezemi (bez explicitni konstrukce unitdrni matice QQ) pro rozsirenou
soustavu [A]b].

2 Aproximace mérenych dat

Metoda nejmensich ¢tverct se ¢asto pouziva v piipadech, kdy chceme namétrena data (tedy nezndmou
funkci) reprezentovat pomoci néjaké funkce vybrané z prostoru dobie uchopitelnych funkei (napiiklad
polynomy nebo goniometrické funkce). Funkei pak vybirdame tak, aby se minimalizoval vyraz

n

> (i —g(@), (3)
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kde y; jsou hodnoty naméfené v bodech z; a g(x) je funkce z daného prostoru funkei, ktera vyraz (3))
minimalizuje.

Uloha 4. V tabulce Table 1.1 jsou wvedena data ze scitini lidu v USA mezi lety 1790 a 1990. Riist
populace budeme aproximovat pomoci modelu exponencidlniho ristu funkct

rt
bo€

kde t je cas a py je populace v case t = 0.

Pomoci metody nejmensich ctverci najdéte parametry py a v tak, aby byl minimalizovan vyraz (@
Do predpripraveného skriptu USpopulation.m doplite cast, kde se pocita reseni LS problému pomoct
QR rozkladu. Porovnejte predpovéd populace danou modelem pro rok 2020 se skutecnym stavem (331,5
milionu).

Ndpovéda. V kontextu (linedrnich) nejmensich ctverci je tireba, abychom byli schopni vyjadfit pred-
povéd daného modelu tak, aby linedrné zdvisela na hledanyjch pammetrechﬂ Toho dosahneme zlogarit-
movdnim pivodniho modelu, protoZe log(poe™) = log(po) + rt. Nyni chceme log(pg) + rt = log(p(t)) ve
smyslu nejmengich c¢tverci. Na pravé strané mdme log(p(t)), kde p(t) je namérend velikost populace v
case t. Reent ve smyslu nejmensich ctverci pak odpovidd parametrim r a log(pp).

! Nelinearni zavislost na parametrech vede na nelinedrni nejmensi &tverce, coz je mimo zabér této prednasky.



Year|Population

Year| Population

1790( 3,900,000 1900] 76,000,000
1800| 5.300.000

1910 92.000,000
1810( 7,200,000 1920[105.700,000
1820] 9,600,000 200

1930122,800,000
1940(131,700,000
1950150,700,000
1960179,000,000
1970/205,000,000
1980226,500,000
1990/248,700,000

1830( 12,900,000
1840( 17,100,000
1850(23,100,000
1860 31,400,000
1870 38,600,000
1880/ 50,200,000
1890 62,900,000

Table 1.1 US census data from 1790 to 1990.

3 Aproximace dat polynomem

Uvazujme nezndmou funkci f, pro niz jsou nam znamy jeji funkéni hodnoty f(x;) v bodech z;, i =
1,...,n. Tuto funkci se budeme snazit aproximovat polynomem p nejvyse ktého stupné tak, aby

n

p = argmin 3 (f(w;) — a(r:))’. (4)

deg(q)gk i=1
Uloha 5. Formulujte jako problém nejymensich ctverci

min | Az — b| )

pro vhodnou matici A a vektory b a x.

Uloha 6 (volitelna). PouZijte skript 1spoly.m. Pro zadané hodnoty x; a f(x;), i = 1,...,n, a k =
5 wvyreste ulohu v MATLABu (¢i Octave) a ziskany polynom p vykreslete. Zvysujte hodnotu k a
pozorugte kvalitu numerického FeSeni. Svd pozorovdni sepiste (a vysvétlete, pokud to svedete).
Ndpovéda. Pro vykreslent vice dat (napf. polynom a pivodni funkci) do jednoho grafu pouZijte hold.
Pro presnéjsi vykreslent zadané funkce i vyjsledného polynomu pouZijte jemnéjsi délent intervalu, napft.
linspace(0,5,500). Pro vyhodnocovdani polynomu zadaného koeficienty funkci polyval.
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