Cviceni 5 - zadani a reSeni tiloh
Zéklady numerické matematiky - NMNM201 Verze z 30. fijna 2024

1 Problémy nejmensich ¢tverci

Necht mame danou matici A € R™™ a vektor b € R". V aplikacich se ¢asto stane, ze FeSeni sou-
stavy Az = b neexistuje nebo neni jednozna¢né. V takovém piipadé prevadime puvodni problém na
minimaliza¢ni tlohu

r =argmin||b— Az||. (1)
zER™

Ulohu Ize tesit nékolika postupy:
e feSenim soustavy normalnich rovnic (ma-li matice A linearné nezavislé sloupce),
e pomoci rozsifené soustavy rovnic (ma-li matice A linedrné nezéavislé sloupce),

e QR rozkladem (lze i v obecném piipadé, ale v tom piipadé je potfeba zobecnit QR rozklad, ktery
jsme zavadéli pouze pro matici s linedrné nezavislymi sloupci; viz skripta sekce 3.8 a 6.4),

e s vyuzitim Mooreovy—-Penroseovy pseudoinverze.

Na piednasce jsme vidéli, Ze pro A s linearné nezavislymi sloupci lze feSeni x tlohy (1) nalézt fesenim

r02817ené soustavy
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Uloha 1. Ukaste, Ze sedlobodovd matice C' v soustavé je requldrni, symetrickd a indefinitni. (Pri-
pomindme predpoklad, Ze A md plnou sloupcovou hodnost.)

o) <]

Zvolte vhodné v a vy, aby vyraz mel jednou kladnou a po druhé zapornou hodnotu. Argumentujte precizné,
proc lze zvolit v a vy, aby vyraz byl nenulovy.
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7Z druhé rovnice AT~ = 0. Z prvni rovnice postupné

vvvvvv

Reseni. ReSme

v+ Ay =0
ATy + ATAy = AT Ay = 0.
Matice AT A je regularni, a proto y = 0 a dosazenim do prvni rovnice v = 0, &im# jsme ukazali regularitu
matice C. Ta je navic zfejmé symetricka.

Ukazme nyni indefinitnost matice C. Prostym vypoctem dostavame

B]TCB] B B} LlIT 81] B} B B} P}?y} =" (v+ Ay + ATy = |l + 2T Ay,



Vektory v a y lze zvolit tak, Ze znaménko tohoto vyrazu je libovolné. Vskutku, pro v := Ay resp.
v = —Ay méme

T T
A A —A A
Ve[ =stan e = e
Y ) ) Y
coz je kladny resp. zaporny vyraz pro jisté y nebot A je nenulova matice. O

Nyni prozkoumame souvislost problému nejmensich ¢tverci min,, [|b— Az|| a soustavy normélnich rovnic

ATAx = ATb.
Uloha 2. Definujme g: R™ — R predpisem

1
g(z) = 5llb — Az,

Ukazte, Ze Vg(x) = AT (Az —b).
Ndpovéda. Slozky gradientu pocitejte jako =2 5o S (b — >ty aijzy)?.
Necht z, € R™ je libovolné takové, e AT (Ax, —b) = 0. Ukaste, Ze

1
(i) plati g(w. +y) — g(w.) = S| Ay||* pro kazdé y € R™;
(ii) x. je globdlni minimum g;
(11i) pokud A md linedrné nezdvislé sloupce, pak x, je jediné globdlni minimum g.

Resent. Primym vypoctem dostaviame
92, 2 Z (bi - ;az’j%) = ; axk ( Zawm]>
Z [( Za,]x]> . ( Zawxj>] = Z [(b — Zawx]> — g ] =a, (Ar — ),

=1

tedy k-tou slozku gradientu muZeme napsat jako skalarni soucin k-tého sloupce matice A a vektoru
Az — b; tedy maticové Vg(x) = AT (Ax — b).

Snadno pocitame

29(z, + 1) — 2g9(x,) = (b — Az, — Ay)" (b — Az, — Ay) — (b — Ax,) (b — Az,)
= (—Ay) " (b — Az,) + (b — Az.) T (—Ay) + (~Ay) " (~Ay)
=2y AT (Az, = b) + [|Ay|* = || Ay|P?,
kde v posledni rovnosti jsme pouzili AT (Az, —b) = 0. Mame tedy g(z) — g(z.) = 3[|A(z —z.)||* > 0

pro kazdé z € R™, z ¢ehoz vidime, Ze x, je globalni minimum. Ma-li navic A plnou sloupcovou hodnost,
je A(z — z,) # 0 kdykoliv z # z,, a tedy z, je jediné minimum. ]

Dalsi zpusob feSeni problému nejmensich ¢tverct je pomoci QR rozkladu, napriklad pomoci Househol-
derovych reflexi, jako nize. Ze cviceni o QR rozkladu vime, Ze je vhodné pocitat QR rozklad rozsitené
matice [A|b]. Za predpokladu plné sloupcové hodnosti matice A dostaneme

Hm~~~H1[A|b]:[§ Cﬂ

a TeSeni ziskame jako

z=R"e, |b—Az| = |d|.
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Uloha 3. Naleznéte reseni ulohy neymensich ctverci pro

1 —4 1
A=12 31|, b=1|0
2 9 1

Ulohu Feste Householderovymi reflezemi (bez explicitni konstrukce unitdrni matice Q) pro roz$ifenou
soustavu [A]b].

Resent. e Pomoci Householderovy reflexe H; vynulujeme prvky na 2. a 3. pozici v prvnim sloupci

ay matice A:
Hy=1-2q4q,

kde
1 3
ar +sgn(an) [lasfler 1
q1 = . 2 + 0
lar +sgn(ail) lasfler]  llar 4 sgn(an) las]| e 9 0
IR I
V24 o VB |y
Potom
-3
Hlal = 0 s
0
—4 9 2 —4
Hiay = (I-2q¢)as=as—2q¢ ax= |3 | —= |1 [2 1 1} 3
6
2 1 2
—4 2 —2
2 1 3
1 9 2 1
Hib = (I-2q¢)b=b—2qq¢ b= |0 == [1|[2 1 1] |0
6
1 1 1
1 2 —1
= lo| - |1| =|-1
1 1 0
Celkem tedy dostaneme
-3 -2 -1
Hi[AlbJ=1] 0 4 |-1],
0 310

kde oznacime as = {ﬂ ab= {_01} )

e Druhou Householderovou reflexi budeme chtit zménit pouze prvky v druhém a tretim Fadku
matice Hy [A|b]. Bude mit proto tvar

1
H2: 0 =
0



a Hy € R¥2 bude matice Householderovy reflexe, ktera vynuluje prvek na druhé pozici v as. Tedy

ﬁ2:[_2q2QJ7

kde
A —
l|ag + sgn (G21) [[az|| er]|  [laz + sgn(az) [|az| e 3 0
1 m_ 1 ﬂ
V0 3] V10 1]
Potom

~ _ -5
Hyay = [0}’

Hyb = (I—2qzq§)5=5—2‘12q;5:[_01}_3{?} 5 1] {_01]

- [B]-2F1- 1A

Celkem dostaneme

-3 —2| -1
HyHi[Alb]=| 0 —=5|4/5 |,
0 03/

kde pro posledni prvek ve tfetim sloupci plati

16— Az = 3/5.

e Resenf 218 pak ziskdme zpétnou substituci ze systému
-3 2| 15 |1
0 el o
2 Aproximace mérenych dat

Metoda nejmensich ¢tverci se ¢asto pouziva v piipadech, kdy chceme namétena data (tedy nezndmou
funkei) reprezentovat pomoci néjaké funkce vybrané z prostoru dobie uchopitelnych funkei (napitiklad
polynomy nebo goniometrické funkce). Funkci pak vybirdame tak, aby se minimalizoval vyraz

n

S — gl), (3)

=1

kde y; jsou hodnoty naméfené v bodech z; a g(x) je funkce z daného prostoru funkci, ktera vyraz (3))
minimalizuje.

Uloha 4. V tabulce Table 1.1 jsou uvedena data ze scitani lidu v USA mezi lety 1790 a 1990. Riist
populace budeme aprorimovat pomoci modelu exponencidlniho ristu funkci

rt
bo€ -,

kde t je cas a py je populace v case t = 0.

Pomoci metody nejmensich ctverci najdéte parametry py a v tak, aby byl minimalizovan vyraz (@
Do predpripraveného skriptu USpopulation.m doplite cast, kde se pocita reseni LS problému pomoci
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QR rozkladu. Porovnejte predpovéd populace danou modelem pro rok 2020 se skutecnym stavem (331,5
milionu).

Ndpovéda. V kontextu (linedrnich) nejmensich ctverci je tieba, abychom byli schopni vyjadiit pred-
povéd daného modelu tak, aby linedrné zdvisela na hledanijch pammetrechﬂ Toho dosdahneme zlogarit-
movdnim pivodniho modelu, protoZe log(poe™) = log(po) + rt. Nyni chceme log(pg) + rt = log(p(t)) ve
smyslu nejmengich ¢tverci. Na pravé strané mdme log(p(t)), kde p(t) je namérend velikost populace v
case t. Resent ve smyslu nejmengich ¢tverci pak odpovidd parametrim r a log(po).

Y P lati
ear|Population Year| Population

1790| 3,900,000 1900| 76,000,000
1800] 5,300,000

1910] 92.000,000
1810 7,200,000 1920(105.700,000
1320] 9.600,000 200"

1930122,800,000
1940{131,700,000
1950{150,700,000
1960|179,000,000
1970]205,000,000
1980|226,500,000
1990|248,700,000

1830] 12,900,000
1840] 17,100,000
1850 23,100,000
1860| 31,400,000
1870 38,600,000
1880 50,200,000
1890] 62,900,000

Table 1.1 US census data from 1790 to 1990.

Resent.

Ab = [A b];

[Q,R] = qr(Ab);

x_1s = (R(1:2,1:2))\R(1:2,3); O

3 Aproximace dat polynomem

UvaZujme neznamou funkei f, pro niz jsou nam znamy jeji funkéni hodnoty f(x;) v bodech z;, i =
1,...,n. Tuto funkci se budeme snazit aproximovat polynomem p nejvyse ktého stupné tak, aby

n

p = argmin Z(f (2:) — q(x:))*. (4)

Uloha 5. Formulujte jako problém nejmensich ctverci
min ||Az — b|| (5)

pro vhodnou matici A a vektory b a x.

k+1

Jj=1
- v . . . . . ]—1 . v, 1. . .

prislusné koeficienty c¢;. Definujeme-li a; ; = =], b; = f(x;) a uspofadame-li koeficienty ¢; do vektoru

¢, dostavame z tilohu nejmensich ¢tvercu

i Y B LNV S
c;a? ™t a tedy g(z;) = j:l cjxl” ", pri¢emz tukolem je urcit

Resend. Z¥ejmé mizeme psat q(z) = )
min [|Ac — bl|,
C

pricemz A € RWk+L
Ukazani ekvivalence a mé dva kroky:

INelinearni zévislost na parametrech vede na nelinedrni nejmensi ¢tverce, coz je mimo zabér této prednasky.



(i) Rozepsanim mame
n

argmin Z(f(:v,) — q(z;))? = argmin|| Ac — b||>.
deg(q)<k i=1 c

(i) Z nezapornosti ||Ac — b|| a ryzf monotonie funkce 2% na [0, 00) dostévame:

argmin||Ac — b||* = argmin| Ac — b]. O

Uloha 6 (volitelna). PouZijte skript 1spoly.m. Pro zadané hodnoty x; a f(x;), i = 1,...,n, a k =
5 wvyreste ulohu v MATLABu (¢i Octave) a ziskany polynom p vykreslete. Zvysujte hodnotu k a
pozorugte kvalitu numerického FeSeni. Svd pozorovdni sepiste (a vysvétlete, pokud to svedete).

Ndpovéda. Pro vykreslent vice dat (napf. polynom a pivodni funkci) do jednoho grafu pouZijte hold.
Pro presnéjsi vykreslent zadané funkce i vyjsledného polynomu pouZijte jemnéjsi délent intervalu, naprt.
linspace(0,5,500). Pro vyhodnocovdni polynomu zadaného koeficienty funkci polyval.

Resent. Skripty lspoly_reseni.m a lspoly_show.m. VSimneme si téz, ze A je blokem tzv. Vander-
mondovy matice https://en.wikipedia.org/wiki/Vandermonde_matrix. Pro k£ > 13 je matice A
velmi blizko singularni matici. O]


https://en.wikipedia.org/wiki/Vandermonde_matrix
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