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1 Gramtv—Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces

1.1 Pripomenuti Gramova—Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu

Gramuv—Schmidttuv ortogonaliza¢ni proces je metoda, ktera z linedrné nezévislé posloupnosti vektori
ai, ..., a4, vytvori posloupnost ortonormalnich vektort ¢y, ..., q,, tak, ze plati

span{ay,...,a;} = span{qi,...,qx}

pro vSechna k =1,...,m.
Necht jiz jsme ziskali q1, ..., qr_1 pro né&jaké k. PopiSeme nyni, jak ziskdme vektor gy.

Od vektoru a; postupné odecitame jeho projekce na podprostory generované jednotlivymi vektory jiz
spoc¢tené ortonormalni baze:
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Vysledny vektor z pak normalizujeme a ziskame tak qg:

@ = 2/ |- (2)

Ozna¢ime-li 7, = gfay a 7y, = ||z||, dosazenim do (1)) za z vektor ry rqx (viz ), dostaneme
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neboli A = QR.

1.2 Implementace Gramova—Schmidtova procesu

Gramtv—-Schmidtav proces lze pfepsat dvéma matematicky ekvivalentnimi zpisoby.
1) Klasicky algoritmus (CGS):

k-1
z=ay— Z 44} ay. (CGS)
i=1

2) Modifikovany algoritmus (MGS) odpovida postupné ortogonalizaci vektoru ay:

2= - q-1q,1) - (I = @) — qq))ar (MGS)

2 QR rozklad

2.1 QR rozklad a ztrata ortogonality
Definice 1 (QR rozklad). Necht A € R™*™ je obecnd obdélnikovd matice. Rozklad tvaru
A= (R,

kde QQ je matice s ortonormdlnimi sloupci a R je horni trojihelnikovd, nazgjvame QR rozkladem matice

A.



Uloha 1. Sledujte ztritu ortogonality a piesnost QR rozkladu pro rizné implementace rozkladu.

1. Upravou skriptu cgs.m (klasickd implementace GSO) vytvorte skript mgs.m pro modifikovanou

GSO.

2. Na zdkladé predndsky si rozmyslete, jaké lze ocekdvat normy ||A — QR|| a [|Q*Q — I|| pro rizné
implementace QR rozkladu a doplite je do skriptu srovnej_QR.m (na Fddky 65-66). Hodnoty si
poté miuzete zkontrolovat v tabulce niZe.

3. Nez skript spustite, projdéte si ho a ujistéte se, Ze rozumite jednotlivym prikazim. Pokud ne,
zeptejte se cviciciho.

4. Skript spustte a zamyslete se nad vysledky. Zeyména odpovézte na otazky:
e Je, dle vasich pozorovdni, norma rezidua ||A — QR)|| vypovidagjici o ,kvalite“ spocteného QR
rozkladu?

e Lze pomoci néjaké varianty QR rozkladu ziskat témer ortogondlni faktor @ i pro matici A
s vysokym ¢islem podminénosti?

o Jsou dosazené visledky v souladu s teoretickymi vysledky, viz tabulka?

Algoritmus ‘ |Q*Q — I ‘ |A — QR)||
CGS k*(A)e el|All
MGS k(A)e e|| Al
Householder QR rozklad £ || Al
Givens QR rozklad € el Al

Resen.
1. Jak je vidét uz z tabulky, norma ||[A — QR|| je obvykle mald a nesouvisi s (moznou) ztratou
ortogonality v Q.

2. Ano, pii pouziti HH, ¢ Givense lze ziskat matici ) s ortogonalnimi sloupci nezéavisle na podmi-
nénosti matice A.

3. Ocekavani z tabulky je mozna nékdy nadsazené, ale zavislost na ¢isle podminénosti A je pozoro-
vatelna.

]

2.2 Reseni soustavy linearnich rovnic QR rozkladem

QR rozklad lze pouZzit pfi feSeni soustavy linearnich rovnic s (regularni) matici A a vektorem pravée

strany b:
Ar=b<= QRr=b<= Rr=Q"b (3)

Uloha 2. Matice R dédi mnohé vlastnosti pivodni matice A. Ukaste, Ze
[Rll2 = [[All2, [|Rllr = lAllF, & (R) =r(A).

Reseni. Prvni dvé tvrzeni jsou trivialnim dusledkem invariance norem. Alternativné lze argumentovat
i skrze definici maticové normy:

o ||All2 = max)g=1 ||Ax]|2, tedy zalezi na velikosti dvojkové vektorové normy, ktera se pfendsobenim
vektoru unitarni matici neméni.



e Frobeniova maticova norma je odmocninou souctu kvadrati velikosti dvojkovych norem sloupcu
matice, argumentace je tak stejné, jako v predchozim piipadé, sloupce vysledné matice R maji
stejnou normu jako matice A a tedy Frobeniova norma matice R je stejna jako matice A.

Posledni tvrzeni:

ki (A) = [[AIIIAT = IQRINE™ QI = [ RIN R = £ (R).
O

Prakticka implementace feSeni soustavy Az = b se typicky vyhyba vypoctu () a prenasobeni pravé
strany. SpiSe se pii feSeni soustavy pocitd QR rozklad rozsirené matice [A | b].

QR rozklad -
—_—

[AJ0] matice @ a [R[D;  [AJb] = Q[RD]. (4)

Uloha 3. UvaZujte requldrni redlnou matici A (pak Q, Q € R™™) a rozmyslete si ndsledujici otdzky

1. V presné aritmetice je Teseni soustav Rx = b, Rx = Q*b a Az = b stejné.
2. Pro libovolnou danou implementaci QR rozkladu v presné aritmetice plati

Q=Q, R=R, Qb=
Resent.
1. Mezi jednotlivymi rovnicemi lze prechazet pomoci unitarnich transformaci.

2. Staci si rozmyslet, ze vSechny varianty QR rozkladu lze interpretovat tak, ze postupné transformuji
sloupce matice A (od prvniho po posledni). Proto ptidani posledniho sloupce nijak neovliviuje
vypocet téch predchéazejicich sloupcti (a vypocet souvisejicich ortogonalizacnich koeficienti, re-
spektive vysledek unitéarnich transformaci pomoci matic Householderovy reflexe ¢i Givensovych
rotaci.

]

Poznamka. MuzZe se zddt, Ze MGS je ve vSech smérech lepsi nez CGS, v praxi se vsak CGS stdle
pouzivda. CGS se vyrazné lépe paralelizuje: kaZdou ortogonalizaci ve smeéru q; lze pocitat nezdvisle na
giném procesoru. Tuto ¢dst vypoctu je tedy mozno znacné urychlit. U MGS to neni mozné, protoZe zacit
ortogonalizovat oproti dalsimu vektoru je mozné aZ potom, co jsme dokoncili ortogonalizaci vici vektoru
predchozimu.

Uloha 4. Zkonstruujte matici A = gallery(’poisson’,100); a pomoci vestavéné funkce qr (nebo
jakékoli z ,vasich® implementact) spoctéte jeji QR rozklad v MATLABu. Ndsledné srovnejte zaplnéni
(tj. pocet nenulovyjch prvki) faktori @@, R a samotné matice A pomoci prikazu spy.

(Navic) Srovnejte se zaplnénim faktori L a U z LU rozkladu této matice. Pokud byste méli Tesit soustavu
linedrnich algebraickijch rovnic Ax = b, kde matice A je Fidkd, kterou metodu byste pouZili a proc¢?

Regend. A = gallery(’poisson’,100);
[Q, R] = qr(A);
nnz(Q) = 50994 582, nnz(R) = 1979821

Faktor ) na rozdil od R, L a U jiz nebude fidky. Pro fidké matice je obvykle vyhodnéjsi pouzit LU
rozklad kvili niz§im pamétovym narokam (faktory L a U se tolik nezaplni).

[L,U] = 1u(A);
nnz(L) = nnz(U) = 1000099 O
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