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1 LU rozklad

1.1 Opakovani a LU rozklad v MATLABu

LU rozklad je maticovy zapis Gaussovy eliminace, tedy pfevodu matice do odstupnovaného tvaru.
Oznacime-li Ej, matici elementéarni transformace (vynéasobeni fadku nenulovym ¢islem, prohozeni dvou
fadki, nebo pricteni nasobku fadku k jinému), pak lze Gaussovu eliminaci schematicky zapsat jako
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kde U je matice v odstupiiovaném tvaru a plati LU = A. (Pfipominame, Ze matice elementarnich tprav
jsou regularni.)

Pro tzv. silné regularni matice nepotiebujeme v Gaussové eliminaci prohazovat fadky. Pak je matice L
dolni trojuhelnikova, coz vysvétluje nazev rozkladu (Lower—Upper). To, jestli je matice silné regulérni,
ale bohuzel obvykle dopfedu nevime.

Uloha 1. Pro vestavénou funkei [L,U] = 1u(A):

e Zvolte A = wilkinson(6) a spocitejte jeji LU rozklad. Ovéite, Ze U je horni trojuhelnikovd. Je
L dolni trojuhelnikovad?

e Prohodte u matice A treti a cturty sloupec a zopakugjte.

e (navic) nastudujte si v ndpovédé variantu voldni vestavéné funkce jako [L,U,P] = lu(A). Cemu
odpovidda matice P? Jak se zméni vlastnosti L oproti [L,U] = 1lu(A)?

Resent. V prvnim ptipadé L dolni trojihelnikové neni.
Pro [L,U] = 1u(A(:,[1 2 4 3 5 6])) uz L dolni trojuhelnikova je.

[L,U,P] = 1u(A) odpovidé tomu, Ze elementérni operace prohozeni radku jsou uloZeny v matici P,
matice L je pak vzdy dolni trojihelnikova. O]

1.2 Ridké matice a LU rozklad

V radé aplikaci dostdvame matice, které maji na vét§iné pozic nuly. Témto maticim Fikdme 7idké a
obvykle u nich ukladame pouze nenulové prvky. (Matice, které nejsou fidké, oznac¢ujeme jako husté.)

Uloha 2. o Vytvorte Tidkou matici prikazem B = gallery(’poisson’,5); Jaky md rozmér? Jaky
je rozdil zaddte-li do prikazové Fddky bez stFedniku A (z piedchozi ulohy), resp. B?

e Pomoci prikazu whos srovnejte pamétové ndaroky na uloZeni Tidké matice
B = gallery(’poisson’,50); a ndhodné (husté) matice stejného tddu.

e (navic) Jakou nejvétsi matici lze pomoci B = gallery(’poisson’,N); sestavit a uloZit? Odhad-
néte na zdkladé néekolika voleb parametru N a ovérte.

Resent. e U ridkych matic MATLAB vypisuje pozici nenulového prvku a jeho hodnotu; husté matice
vypisuje po radcich.



e Je to necelych 250 kB vs skoro 48 MB.
O

Uloha 3. Zkonstruujte matici B = gallery(’poisson’,50); a matici C, kterd vznikne piiddnim
sloupcového vektoru samiych jednicek (vhodné délky) zleva k matici B. Provedte pro obé LU rozklad.
Pomoci prikazu whos srovnejte pamétové ndroky pro matice B a C a pro jejich LU faktory. Pomoci
prikazu spy srovnejte zaplnéni (tj. pocet nenulovich prvki) faktorid L pro matice B a C.

Reseni. C = [ones(2500,1),B];
[LB,UB] = 1u(B);
[LC,UC] = 1u(C);

spy (LB) ;
spy (LC) ;
LC' je plné dolni trojihelnikova matice s 3 126 250 nenulovymi prvky, LB jich méa jen 125049. I tak je
to vic nez desetkrat vice, nez kolik je nenul v matici B! O]

Uloha 4. (navic) Zkonstruujte matici B = gallery(’poisson’,500); a spocitejte jeji LU rozklad.
Jak dlouho to trvd? Kolik paméti faktory L a U zabiraji?

2 Stacionarni iterac¢ni metody

Pfimé metody (jako napiiklad LU rozklad) pro fesSeni soustav linearnich rovnic Ax = b s regularni
matici, po néjaké dobé vypoctu, vydaji jedno numerické feseni. Myslenka iteracnich metod je princi-
palné odlisna, spoc¢iva v konstrukei posloupnosti aproximaci (pfibliznych feSeni) xg, z1, xa, . . ., jez by se
méla priblizovat skuteénému feseni z. Vyhodou itera¢nich metod je, ze (n&jakou) aproximaci ziskavame
v kazdé iteraci, tj. kdykoli zastavime vypocet.

2.1 Klasické itera¢ni metody

Klasické itera¢ni metody jsou zaloZzeny na Stépeni matice soustavy A = M — N, kde matice M je
regularni a snadno invertovatelna. Dosazenim do vztahu Ax = b postupné dostavame

(M—N)x = b
Mx Nx+b
xr = M 'Nz+ M 1'b.

Je-li ddna pocatecéni aproximace TeSeni g, muzeme definovat iterac¢ni proces
xp =M 'Nzj_1 + M 'b.

Pro analyzu stacionérnich itera¢nich metod je dilezity nasledujici vztah mezi chybami dvou nésleduji-
cich ptibliznych feSeni xp_1 a xy:

r—ap =M 'N(x—x,_) =T -M"'A) (x —x3_y) = (I — MPA)* (2 — ).

2.2 Priklady klasickych itera¢nich metod

Klasické itera¢ni metody jsou zaloZeny na Stépeni ve tvaru A = D — L — U, kde D je hlavni diagonéla,
—L je striktné dolni trojuhelnik matice A a —U je striktné horni trojuhelnik matice A. Jednotlivé
metody pak lze odvodit z rovnice

(D—L—-U)x =0



e V Jacobiho metodé volime M = D, N = L + U, a je tedy definovana iteraci

ka = Ll’kfl + Ul'kfl + b,

e Gauss—Seidelova metoda pouzivi M = D — L, N = U a je definovana jako

ka = L.Tk + USCkfl +b.

2.3 Asymptotickd konvergence

Z prednasky vime, Ze metoda je konvergentni pravé tehdy, kdyz p(M~'N) < 1. Tim myslime, Ze pro
libovolny pocatecni vektor chyba x — x; konverguje k nulovému vektoru.

Uloha 5. Pro matici
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odvodte matici M—*N z Jacobiho a Gauss—Seidelovy metody a rozhodnéte, zda metody budou konver-
gentni, nebo ne. Pro vipocty inverzi matice a vlastnich cisel miZete vyuzit MATLAB.

Resent.
0 1/2 1/2
(MilN)Jacobi =—11/2 0 1/2 Sp((MilN)Jacobi) ={-1,1/2,1/2},
/2 1/2 0
takze Jacobiho metoda konvergentni neni, zatimco Gauss—Seidel ano, protoze
0 —1/2 —1/2
(M7'N)as= [0 1/4 —1/4 sp((M~'N)as) ={0,1/16 - (5 +iv/7)}.
0o 1/8 3/8

2.4 Prechodovy jev

Zatimco vlastnost p(M~'N) < 1 zarucuje, Ze chyba z — z;, konverguje k nulovému vektoru, coz takeé
zarucuje ||z — x1||« =% 0 pro libovolnou vektorovou normu, pro popis ||z — zx||. v tivodnich iteracich

(pro malé k) nemusi byt p(M~*N) vypovidajici.

Situaci, kdy chyba |z — x|« roste pfed tim, nez dosdhne asymptotického chovani odpovidajicimu
(p(M~'N))", ¥ikame pirechodouvy jev.

Uloha 6. Naprogramujte Jacobiho a Gauss-Seidelovu metodu (dopliite predpipravené skripty jacobi_errors.

pro Jacobiho a gs_errors.m pro Gauss-Seidelovu metodu) a vyzkouSejte jejich chovdni pomoct skriptu
iteracni_metody_jac_gs.m.

[Hint: Nastudujte si v ndpovédé MATLABu funkce diag (z matice ,vyzobne“ diagondlu jako vektor,
z vektoru vytvori diagondlni matici), tril a triu./

I na zdkladée pozorovdni odpovézte na ndsledujici otazky, pripadné odkazte na konkrétni dlohu ze skriptu
iteracni_metody_jac_gs.m:

o Konverguje-li metoda napriklad v Euklidovské normé, musi konvergovat i v jinych vektorovich
normdch?

e Kdy mdme zarucenu monotonni konvergenci (napiiklad v Euklidovské norme)?
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o Souwisi pritomnost prechodového jevu (tj. jevu, kdy chyba na zacdtku vijpoctu nejprve roste) s ve-
likosti maticovijch norem ¢i spektrdlniho poloméru iteracni matice?

e Lze v plné obecnosti vzdjemné porovnat Jacobiho a Gauss-Seidelovu metodu? (Porovndnim mdme
na mysli vypovédi typu: Gauss-Seidelova metoda md vidy/nikdy rychlejsi konvergenci nez Jacobiho
metoda. Jacobiho metoda konverguje pouze kdyz/pravée kdyZ Gauss-Seidelova metoda, atp.)
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