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1 Opakovani

1.1 Vektorova norma

Definice 1 (Vektorova norma). Norma je funkciondl spliujici pro libovolné vektory x, y € C* (R™) a
pro libovolny skalar a € C (R) ndsledugjici podminky:

1. ||z|| >0, al||z]] =0 < =0 (pozitivni definitnost),
2. |z +yl < |zl + ||yl (trojihelnikovd nerovnost),

3. |ax|| = |a|||z|| (pozitivni homogenita).

1.2 Priklady vektorovych norem

Necht z = [z, 29, ..., 2,|T € C". Mezi t¥i zédkladni vektorové normy patii
n
jednickova norma x|l = Z | ;]
i=1
n 1/2
euklidovska ("dvojkova") norma |zl = ||z]| = (Z \x2|2>
i=1
maximova norma |%]| 00 = max. | ;] .

=1,...,

Uloha 1. Pro uvedené normy nakreslete jednotkové koule v R?, tj. mnoziny {x € R?: |z| < 1}.

Podle véty o ekvivalenci norem na kone¢né-dimenzionélnim prostoru jsou vSechny tyto normy topolo-
gicky ekvivalentni, tj. pro libovolné dvé normy || - ||, a || - ||z existuji konstanty ¢, C' € R takové, ze
plati

cllzfla < flzlls < Cllzfla, Yz eC™

Jedné se o teoreticky vysledek, pro praktické pouziti, naptiklad méreni chyby, jsou konstanty ¢ a C
casto prilis velké /malé.

Uloha 2. Ukazte, ze plati

[Hint (geometricky): Zac¢néte s R?. Pro jaké vektory se normy nejvice a nejméné lisi?]

[Hint (algebraicky): Pracujte s ||z||3.]

1.3 Skalarni soucin
Definice 2 (Skalarni soucin). Skaldrni soucin je zobrazeni (-,-) : C* x C* — C spliugici pro libovolné
vektory x, y, z € C" a pro libovolny skaldr o € C ndsledujici podminky:

1. (z,z) >0a(r,x) =0 =0,

2. (z,y) = (y,z),
3. (az,y) = afz,y),
4. (x+y,2) = (z,2) +(y,2).



Kazdy skalarni soucin indukuje normu
2]l = vz, 2),

pro niz navic plati Cauchyho-Schwarzova nerovnost

[{z, )| < ]| |yl

Vektory x a y jsou ortogondlni (kolmé), pokud plati (x,y) = 0.

Definice 3 (Euklidovsky skalarni souéin).

(wy)=y'z=> Jai;, xyeC"
=1

1.4 Matice - pripomenuti

e matice A e C" A=a; ],i=1,...,n,7=1,...,m,

ar1 Aair2 ... Qim

Q21 Q22 ... Q2m
A= . .

pi1 Qp2 ... Qpm

e matice transponovand AT = [a;;] € C™*", hermitovsky sdruZend A* = [a,;] € C™*"
o A € C™" nazveme symetrickou, plati-li A = AT, a hermitovskou, pokud A = A*

o Aredlna = AT = A*

e pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati (Ax,y) = y*Ax = (A*y)*x = (z, A*y)

e Ctvercova matice je singularni < dr # 0: Ar = 0; matice, ktera neni singularni, se nazyva
requldrni

e vektor v # 0 a skalar A jsou vlastnim vektorem/¢islem matice A, pokud Av = v
e hermitovskou matici nazveme pozitivné definitni (HPD), pokud Vz # 0: 2*Ax > 0

e matice A je normdlni, pokud spliuje AA* = A* A, ekvivalentné je to unitarné diagonalizovatelna
komplexni matice

e komplexni (realnd) ¢tvercova matice U typu n X n je unitdrni, pokud jeji sloupce/ fadky tvori
ON bézi prostoru C" (R"); ekvivalentné U*U = UU* = I

1.5 Matice jako linedrni zobrazeni

Matice A € C™*™ definuje zobrazeni z C™ do C", které vektoru x € C™ prifazuje vektor Ax € C",

A:C" — C", Az +— Ax.
Uvazujme matici
A= E’ ?j .
Tato matice ma vlastni ¢isla A\; = 2 a Ay = 4 a odpovidajici vlastni vektory v; = ‘/75 (-1, )T a

Uy = ? (1,1)T. Pisobeni matice A na jednotkovou kruznici lze nahlédnout na obrazku .
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(a) {z € R?: |l = 1} (b) {Az e R?: [lz| = 1}

Obréazek 1: Zobrazeni jednickové kruznice pomoci matice A, zvyraznéné vlastni vektory.

1.6 Unitarni transformace

Mnoho rtiznych algoritmii na feSeni soustav lineadrnich rovnic, problému nejmensich ¢tverci ¢i problému
vypoctu vlastnich ¢isel je zaloZzeno na unitarnich transformacich vektoru ¢i matice,

r—Ux, A~ UA, U unitarni.

o Jaké znate vlastnosti unitarnich matic?
e Uvedte nékteré priklady unitdrnich matic.

Uloha 3. Rozmyslete si, zda unitdrni transformace zachovdvaji jednickovou ¢i mazimovou vektorovou
normu. Pokud ne, najdéte jednoduchy protipriklad. Pokud ano, zkuste zdidvodnit.

2 Maticové normy

V analyze chovani riiznych algoritmi pro feseni soustav linearnich rovnic, problémi nejmensich ¢tverct,
problému vlastnich ¢isel, etc. se casto dostaneme do situace, kdy chceme odhadnout velikost néjakého
vektoru, napft. chyby, a mame jej vyjadieny jako obraz jiného vektoru pfi linearnim zobrazeni, Az.
Potiebovali bychom jednim ¢islem odhadnout jeho velikost, napriklad takto:

[Az|| < [lA] ] (1)

Tedy velikost Az je nanejvys velikost x krat néjaké cislo, které je vlastnosti matice A — nazvéme ho
normou matice A.

Pokusme se nyni objevit co nejvice véci o normé matice. Co nas tedy zajima?

2.1 Otazky
e Jak mérit matici jednim ¢islem?

Jak lze normu matice definovat?

Jaké vlastnosti bychom od normy matice oc¢ekavali?

Vymyslime néjaké specialni pripady? Néjaké matice, pro které vime, kolik by méla byt norma?



2.2 Definice

Definice 4 (Generovana norma). Maticovou normou generovanou vektorovou normou nazgvdame funk-
crondl A
x

o Nzlle  zlemt

[Afle = m

Takto definovany funkcional je normou ve smyslu definice normy. Z definice také trivialné vyplyva, ze
[Az]lo < [|A[la]l]la-

Plati (pro pocitani jednotlivych norem)

|A|lL = ax Z lag|, (maximum pfes sloupcové soucty abs. hodnot)
Al = ||Allz =01 = Q(A*A), (spektralni norma)
| Al = max Z lai;, (maximum pfes Ffadkové soucty abs. hodnot)

kde o je nejvétsi singularni ¢islo matice a o(-) oznacuje spektralni polomér, tj. o(B) = max {|A|, A €
sp(B)}-

Prikladem negenerované normy je Frobeniova norma, ktera je analogii 2-normy pro matice (divame se
na matici jako vektor o n x m slozkach).

Definice 5 (Frobeniova norma).
0 m 1/2
e = (330 )
=1 j=1

Poznamka. Jiné mozné zdpisy Frobeniovy normy:
m n
1AIE = > llagl® =D llaw|* = trace(A*A),
j=1 i=1

kde a.; znaci j-ty sloupec, a;. znaci i-ty rdadek matice A a trace(B) = > " by je tzv. stopa matice
B e Cmm,

2.3 Vlastnosti a doplnujici Glohy

Kromé odhadu by bylo velmi uzitecné, kdyby maticové normy byly multiplikationi, tj.,
[ABla < [[AllalIBlla;

Uloha 4. Proc nelze obecné ocekdvat rovnost | AB|lo = ||Allal|Blla @ ||AB||r = ||A|lr|| Bl ?

Uloha 5. Jsou zavedené maticové normy multiplikativni?

//////

Uloha 6. Pomoci ndstroji z prontho roéniku najdéte vyjddient 2-normy matice pro symetrické pozitioné
definitni matice.

[Hint: PouZijte geometrickou predstavu matice jako linearni zobrazeni.|

Uloha 7. Je ziejmé, Ze obecné ||Ally # |A* | a ||Alle # ||A*||o. Dokazte, Ze pro ||A|ls vsak plati
[A]l2 = [[A"]]2-



2.4 Vlastnosti norem vzhledem k unitarnim transformacim

Uloha 8 (Unitarni invariance norem). Ukaste, Ze pro unitdrni matici U € C™" a libovolnou matici
A e C™™ plati
101l =1,
IUA[ = [[All,
(Navic) [|UA||lr = [|A]lr-

[Hint: Muze vam pomoci singularni rozklad matice A.]

[Hint: Spektralni i Frobeniova norma jsou multiplikativni (viz uloha , tedy
IAB[| < [[AlllBI, [[ABllr < [[AlrllBllr- ]

Uloha 9. Rozmyslete si, zda unitdrni transformace zachovdvd jednickovou ¢i mazimovou maticovou
normu. Pokud ne, najdéte protipriklad. Pokud ano, zkuste zdivodnit.
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