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1 Opakovani

Tato sekce je zde pro pripomenuti zakladnich pojmu a zavedeni znaceni.

1.1 Vektorova norma

Definice 1 (Vektorova norma). Norma je funkciondl spliiugjici pro libovolné vektory x, y € C" (R") a
pro libovolny skaldr o € C (R) ndsledujici podminky:

1 ||z >0, a ||z|| =0 & 2 =0 (pozitivni definitnost),
2. |l +yll < |zl + ||yl (trojihelnikovd nerovnost),

3. |ax|| = |a|||z|| (pozitivni homogenita).

1.2 Priklady vektorovych norem

Necht z = [z, ®9, ..., x,|T € C". Mezi t¥i zékladni vektorové normy patii
n
jednic¢kova norma x| = Z | ;]
i=1
" 1/2
euklidovska ("dvojkova") norma x|l = ||z]| = <Z \xl|2>
i=1
maximova norma |%]|00 = max |z .
i=1,....,n

Uloha 1. Pro uvedené normy nakreslete jednotkové koule v R?, tj. mnoziny {x € R?: ||z| < 1}.

Podle véty o ekvivalenci norem na kone¢né-dimenzionélnim prostoru jsou vSechny tyto normy topolo-
gicky ekvivalentni, tj. pro libovolné dvé normy || - ||, a || - || existuji konstanty ¢, C' € R takové, ze
plati

clzlla < llzlls < Cllzlla, Vo eC™

Jedna se o teoreticky vysledek, pro praktické pouziti, napfiklad méreni chyby, jsou konstanty c a C
¢asto prilis velké/malé.

Uloha 2. Ukazte, e plati
2]l < lzlla < VA7, Vo €R™

[Hint (geometricky): Zacnéte s R2. Pro jaké vektory se normy nejvice a nejméné lisi?]

[Hint (algebraicky): Pracujte s ||z||3.]



1.3

Skalarni soucin

Definice 2 (Skalarni souc¢in). Skaldrni soucin je zobrazeni (-,-) : C* x C* — C spliugici pro libovolné
vektory x, y, z € C" a pro libovolny skaldar o € C ndsledujici podminky:

1.

2.
3.
4-

z,x) >0a(x,x) =0 =0,

(

(,y) = (y, 2),
(az,y) = afz,y),
(

vty 2) = (r,2) + (y, 2).

Kazdy skalarni soucin indukuje normu

2]l = v/ (x, x),

pro niz navic plati Cauchyho—Schwarzova nerovnost

[{z, )| < ]| Iyl

Vektory x a y jsou ortogondlni (kolmé), pokud plati (x,y) = 0.

Definice 3 (Euklidovsky skalarni souéin).

1.4

3

(r,y) =y =) Tz, z,yeC

Matice - pripomenuti

matice A € CV"™ A =la;4],i=1,...,n,j=1,...,m,

aijp ai2 ... a1,m

21 QA22 ... Q2m
A=

Qp1 Gp2 ... Qnpm

matice transponovand AT = [a;;] € C™*™, hermitovsky sdruzend A* = [a;;] € C™*"
A € C™™ nazveme symetrickou, plati-li A = AT, a hermitovskou, pokud A = A*

A realna = AT = A*

pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati (Az,y) = y* Az = (A*y)*z = (x, A*y)

¢tvercova matice je singuldrni < Jx # 0: Ax = 0; matice, kterd neni singularni, se nazyva
requldrni

vektor v # 0 a skalar A jsou vlastnim vektorem/¢islem matice A, pokud Av = \v
hermitovskou matici nazveme pozitivné definitni (HPD), pokud Vz # 0: 2* Az > 0

matice A je normdlni, pokud spliuje AA* = A*A, ekvivalentné je to unitarné diagonalizovatelné
komplexni matice

komplexni (redlna) ¢tvercova matice U typu n X n je wunitdrni, pokud jeji sloupce/ rfadky tvori
ON bézi prostoru C* (R"); ekvivalentné¢ U*U = UU* = I



1.5 Matice jako linedrni zobrazeni

Matice A € C"*™ definuje zobrazeni z C™ do C", které vektoru x € C™ piirazuje vektor Az € C",

A:C"— C", A:x+— Az,
Uvazujme matici
A= ﬁ ;} .
Tato matice ma vlastni ¢isla Ay = 2 a Ay = 4 a odpovidajici vlastni vektory vy = \/75 (-1,1)" a

Uy = g (1,1)T. Pisobeni matice A na jednotkovou kruZnici lze nahlédnout na obrazku .
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Obréazek 1: Zobrazeni jednickové kruznice pomoci matice A, zvyraznéné vlastni vektory.

2 Unitarni transformace

Mnoho rtznych algoritmii na feSeni soustav linedrnich rovnic, problému nejmensich ¢tverci ¢i problému
vypoctu vlastnich ¢isel je zaloZzeno na unitarnich transformacich vektoru ¢i matice,

x—Uzx, A~ UA, U unitarni.
e Jaké znate vlastnosti unitarnich matic?
e Uvedte nékteré priklady unitarnich matic.

Uloha 3. Zachovdvaji unitdrnt transformace jednickovou ¢i mazimovou vektorovou normu? Pokud ne,
najdéte jednoduchy protipriklad. Pokud ano, zdivodnéte.

3 Maticové normy

V analyze chovani riznych algoritmi pro reSeni soustav linearnich rovnic, problémi nejmensich ¢tverc,
problému vlastnich ¢isel, etc. se ¢asto dostaneme do situace, kdy chceme popsat nebo odhadnou vysledek
na zakladé pouzité matice. Podobné jako u vektort, zavedeme tedy normu matice jako nezaporné ¢islo,

které zjednodusené popisuje matici.

e Jak mérit matici jednim ¢islem?



e Jaké vlastnosti bychom od normy matice ocekéavali?
e Vymyslime néjaké specialni matice, pro které vime, kolik by méla byt norma?
e Lze pii definici maticové normy vyuzit (néjakou) vektorovou normu || - ||? Napfiklad pozadavkem

|Az||, < norma matice A - ||z||,7 (1)

3.1 Definice

Definice 4 (Generovana norma). Maticovou normou generovanou vektorovou normou nazgvdme funk-
ciondl

A
Al o 1Az,

A :m
[4la = max Tom = = max,

Takto definovany funkcional je normou ve smyslu definice normy. Z definice také trivialné vyplyvéa, ze
[Az]lo < [|Alla]l]la-

Plati (pro po¢itani jednotlivych norem)

|AllL = max Z lai;, (maximum pfes sloupcové soucty abs. hodnot)
| Al = [|All2 = 01 = Vo(A*A), (spektralni norma)
| Allco = max Z lai;, (maximum pfes fadkové soucty abs. hodnot)

kde o7 je nejvétsi singularni ¢islo matice a o(+) oznacuje spektralni polomér, tj. o(B) = max {|A|, A €
sp(B)}-

Prikladem negenerované normy je Frobeniova norma, ktera je analogii 2-normy pro matice (divame se
na matici jako vektor o n x m slozkéach).

Definice 5 (Frobeniova norma).
0 m 1/2
e = (33 0mr)
=1 j=1

Poznamka. Jiné mozné zapisy Frobeniovy normy:
m n
1AIZ =D llagl® = > llaw]® = trace(A"A),
j=1 i=1

kde a.; znaci j-ty sloupec, a;. znaci i-ty rdadek matice A a trace(B) = > " b je tzv. stopa matice
B e Cmm,

3.2 Vlastnosti a doplnujici Glohy

Kromé odhadu by bylo velmi uzitecné, kdyby maticové normy byly multz’plikatz’vmﬂ tj.,

[ABlla < [[Allal|Blla;

!Tato vlastnost se ¢asto také nazyva submultiplikativnost.

4



Poznamka. Obecné nelze ocekdvat, Ze ||AB|lo = ||Allal|Blla. Konkrétni protipiiklady jsou tieba

A:(é 8), B:(g (1)), Ky je || Alla = 1Bl =1 @ | ABJla = 0 proa = 1,2,00,

nebo

A= 20 , B= Lo . kdy je ||Alla = || Blla = ||ABlla = 2 pro a = 1,2, 00,
0 1 0 2
nebo tieba také A = B~ pro requldrni B, kterd nent jen skaldrnim ndsobkem identity.

Také pro Frobeniovu normu ||AB||r # | Al|r||Bl|F, coZ lze ukdzat napriklad volbou A = B = 1.

Uloha 4. Jsou maticové normy z Definic [f] a[3 multiplikativni?

vvvvvv

Uloha 5. Je ziejmé, zZe obecné ||Ally # |A* |1 a ||Alle # ||A*||os. Dokazte, Ze pro ||A|ls vsak plati
[All2 = [1A*l2-

3.3 Vlastnosti norem vzhledem k unitirnim transformacim

Uloha 6 (Unitarni invariance norem). UkaZte, Ze pro unitdrni matici U € C"™™ a libovolnou matici
A € C™™ plati

1U]l =1,
IUA[ = [[All = |AU],
(Navic) [|UA|[p = ||Allr = [[AU][F.

[Hint: Miize vam pomoci singularni rozklad matice A.]

[Hint: Spektralni i Frobeniova norma jsou multiplikativni (viz tloha [4)), tedy
[AB| < [[ABl, [AB|lr < [[All¢l|Bllp- ]

Uloha 7. Rozmyslete si, zda unitarni transformace zachovdvd jednickovou ¢t maximovou maticovou
normu. Pokud ne, najdéte protipriklad. Pokud ano, zkuste zdivodnit.

4 (Gaussova eliminace jako LU rozklad matice

UkaZzeme (pripomeneme), ze Gaussovu eliminaci, tedy pfevod matice A do horniho odstupiiovaného
tvaru, lze reprezentovat jako tzv. LU rozklad matice A. Pro jednoduchost budeme nyni predpokladat,
ze matice A je regularni (a tedy i nutné ¢tvercova fadu n), a dokonce, Ze v priubéhu Gaussovy eliminace
nenarazime na nulovy pivot (tedy neni tfeba prohazovat radky).

Eliminaci popiSeme jako proces postupnych fadkovych dprav reprezentovanych maticemi M, ! kde
kazda M, 1 odpovida eliminaci jednoho sloupce matice A pomoci k-tého Fadku. Tato matice tedy
zahrnuje, pro kazdy tadek ¢ = k£ + 1,...,n, vynasobeni k-tého radku vhodnou konstantou a pric¢teni
k i-tému radku. .
L
—N—

A - AV=MTA o .. o5 U=A"Y =M1 MTA (2)
Po nejvyse n krocich dostavame matici U, ktera je horni trojuhelnikova (pfipominadme, ze A byla
regularni). Ozna¢ime-li souéin matic L=! := M ', ... M; !, pak vidime, Ze plati A = LU.



Matice M, ! odpovidajici fadkovym tpravam jsou &tvercové n x m a regularni (proto i matice L je
regularni). ProtoZe jsme diky pfedpokladu v pribéhu eliminace nenarazili na nulovy pivot, maji matice
M, ! nasledujici strukturu

1 -0
1 :
Mk_l = s mk = m O s
—Mgs1k 1 kfrl’k
i — T 1 | | My |
kde
45D
ik k k—1 k—1
Mik = 7 al(’j) = agyj ) _ mivka,(ﬁ’j ), (3)
Ak
Matici M, ! miZeme zapsat nasledovné: M, ' = I —myel. Pro ilustraci
0 0 0 00
0 0 0 00
T _ _
maey = | (010 0)= 0 mys 0 0
My 2 0 My2 0 0
Dale plati
My, = (I —mgel)™ =1+ mye} .
Z plyne, ze
L= (M. My MY = MMy ... M, (4)
Z tvaru matic M} dostavame
n—1
MMy . My_y =T+ myef, (5)
k=1
coz lze graficky vyjadrit takto
M, M M3 M, L

Matici L proto nemusime nijak slozité pocitat, a pro jeji sestaveni staci pii vypoctu ukladat cisla m;
a na diagonélu dat jednicky.

Uloha 8. Spoctéte LU rozklad matice A a urcete matice My ', My ', AW, AR,

1 -1 1
A=12 1 6
3 3 4

Poznamka. Pokud je matice A pouze requldrni a v pribéhu Gaussovy eliminace je tieba prohodit Fdadky,
lze ukdzat, Ze existuje permutacni matice P tak, Ze

PA=LU,
kde L, U jsou dolnt, respektive horni trojuhelnikové matice.

Poznamka. LU rozklad lze zobecnit pro obdélnikovou matici. Matice L je pak stdle requldrni (¢tvercovd)
a matice U je obdélnikovd, stejného rozméru jako A.
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