Cviceni 1 - zadani a FeSeni uloh
Zéaklady numerické matematiky - NMNM201 Verze z 9. fijna 2024

1 Opakovani

Tato sekce je zde pro pripomenuti zakladnich pojmu a zavedeni znaceni.

1.1 Vektorova norma

Definice 1 (Vektorova norma). Norma je funkciondl spliiugjici pro libovolné vektory x, y € C" (R") a
pro libovolny skaldr o € C (R) ndsledujici podminky:

1 ||z >0, a ||z|| =0 & 2 =0 (pozitivni definitnost),
2. |l +yll < |zl + ||yl (trojihelnikovd nerovnost),

3. |ax|| = |a|||z|| (pozitivni homogenita).

1.2 Priklady vektorovych norem

Necht z = [z, ®9, ..., x,|T € C". Mezi t¥i zékladni vektorové normy patii
n
jednic¢kova norma x| = Z | ;]
i=1
" 1/2
euklidovska ("dvojkova") norma x|l = ||z]| = <Z \xl|2>
i=1
maximova norma |%]|00 = max |z .
i=1,....,n

Uloha 1. Pro uvedené normy nakreslete jednotkové koule v R?, tj. mnoziny {x € R?: ||z| < 1}.

-l <1 -2 <1 [l <1
1 1 1
0 .
-1 1 -1 0 1 -1 0 1
ReSend. -1 a1 ) O

Podle véty o ekvivalenci norem na konecné-dimenzionalnim prostoru jsou vsechny tyto normy topolo-
gicky ekvivalentni, tj. pro libovolné dvé normy || - ||, a || - || existuji konstanty ¢, C' € R takové, ze

plati
cllzlla < lzlls < Cllzfla, Vo eC™

Jedné se o teoreticky vysledek, pro praktické pouziti, napiiklad méfeni chyby, jsou konstanty ¢ a C
¢asto prilis velké/malé.

Uloha 2. Ukazte, e plati
Izl < llzll2 < Vallzllo, V2 €R™



[Hint (geometricky): Za¢néte s R?. Pro jaké vektory se normy nejvice a nejménd 1isi?]

[Hint (algebraicky): Pracujte s ||z[|3.]

Resent. Plati

/13
n
=% = max|e:l> < Y |o* < nmax|e = 0ol .
1 7

i=1
Nebo prostou tvahou: normy se rovnaji pro vektory kanonické baze, a nejvice se lisi pro vektor jednicek:
tam je maximova 1 a dvojkova \/n.
Geometrické feSeni je mozné vidét pres vkladani "kouli"do sebe. M4 to jeden hacek: je nutno pochopit,
ze vztah mezi vkladanim kouli a nerovnostmi je opa¢ny, nez by intuitivné napovidalo poradi norem v
nerovnosti. Leva nerovnost plyne z toho, zZe 2-koule je obsazena v oco-kouli. Prava nerovnost pak z toho,
7e oo-koule zmengena v/2-krat je obsazena ve 2-kouli. O]

1.3 Skalarni soucin

Definice 2 (Skalarni soucin). Skaldrni soucin je zobrazeni (-,-) : C* x C* — C spliugici pro libovolné
vektory x, y, z € C" a pro libovolny skaldr o € C ndsledujici podminky:

1 (2, 2) >0 a(z,2) =0 2 =0,
2. (z,y) = (y,2),

3. (az,y) = alz,y),

4. (x+y,2) =(2,2) +(y,2).

Kazdy skalarni soucin indukuje normu
2]l = vz, ),

pro niz navic plati Cauchyho—Schwarzova nerovnost
(2, 9)] < [zl [lyll-

Vektory x a y jsou ortogondlni (kolmé), pokud plati (x,y) = 0.

Definice 3 (Euklidovsky skalarni souéin).

yrr = znzyixi, x,y € C".

=1

(z,y)

1.4 Matice - pripomenuti

e matice A e C"" A=a; ],i=1,...,n,7=1,...,m,
a1 ai2 ... a1,m
A Gz1 QA22 ... Q2m
an1 Ap2 ... Apm

e matice transponovand AT = [a;;] € C™*™, hermitovsky sdruzend A* = [a;;] € C™"

o A € C™™ nazveme symetrickou, plati-i A = AT, a hermitovskou, pokud A = A*



A redlna = AT = A*

e pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati (Az,y) = y* Az = (A*y)*z = (x, A*y)

e Ctvercova matice je singuldrni < dr # 0: Ar = 0; matice, kterda neni singularni, se nazyva
requldrni

e vektor v # 0 a skalar \ jsou vlastnim vektorem/c¢islem matice A, pokud Av = Av
e hermitovskou matici nazveme pozitioné definitni (HPD), pokud Va # 0: 2*Ax > 0

e matice A je normdlni, pokud spliuje AA* = A* A, ekvivalentné je to unitarné diagonalizovatelna
komplexni matice

e komplexni (realna) ¢tvercova matice U typu n X n je unitdrni, pokud jeji sloupce/ fadky tvori
ON bézi prostoru C"* (R"); ekvivalentné¢ U*U = UU* = I

1.5 Matice jako linearni zobrazeni

Matice A € C™*™ definuje zobrazeni z C™ do C", které vektoru z € C™ ptirazuje vektor Az € C",

A:C"— C", A:x+— Ax.
Uvazujme matici
31
A= .
Tato matice ma vlastni ¢isla Ay = 2 a Ay = 4 a odpovidajici vlastni vektory vy = \/75 (-1,1)7 a
vy = ‘/75 (1,1)T. Pisobeni matice A na jednotkovou kruZnici lze nahlédnout na obrazku .
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(a) {z € R?: [lz] = 1} (b) {Az € R?: ||z|| = 1}

Obréazek 1: Zobrazeni jednickové kruznice pomoci matice A, zvyraznéné vlastni vektory.

2 Unitarni transformace

Mnoho riznych algoritmt na feSeni soustav linearnich rovnic, problému nejmensich ¢tverct ¢i problému
vypoctu vlastnich ¢isel je zaloZzeno na unitarnich transformacich vektoru ¢i matice,

r—Uzx, A~ UA, U unitarni.



o Jaké znate vlastnosti unitarnich matic?
e Uvedte nékteré piiklady unitarnich matic.

Uloha 3. Zachovdvaji unitdrnt transformace jednickovou ¢i mazimovou vektorovou normu? Pokud ne,
najdeéte jednoduchy protipriklad. Pokud ano, zdiuvodnéte.

Resend. Unitarni transformace obecné nezachovava ani jednickovou ani maximovou vektorovou normu.
Uvazujme napiiklad obraz kanonického vektoru pfi rotaci o thel ¢ v R2.

cos¢ —sing| [1|  |cos¢
sing cos¢ | |0| |sing

Pro obecny thel ¢ nejsou soucet velikosti souradnic ani velikost nejvétsi z nich rovny 1. O]

3 Maticové normy

V analyze chovani riznych algoritmu pro feseni soustav linearnich rovnic, problému nejmensich ¢tverct,
problému vlastnich ¢isel, etc. se ¢asto dostaneme do situace, kdy chceme popsat nebo odhadnou vysledek
na zakladé pouzité matice. Podobné jako u vektort, zavedeme tedy normu matice jako nezaporné ¢islo,
které zjednodusené popisuje matici.

e Jak mérit matici jednim cislem?

e Jaké vlastnosti bychom od normy matice ocekéavali?

e Vymyslime néjaké specialni matice, pro které vime, kolik by méla byt norma?

e Lze pii definici maticové normy vyuzit (né&jakou) vektorovou normu || -||,? Naptiklad pozadavkem

|Az ||, < norma matice A - ||z||,7 (1)

3.1 Definice

Definice 4 (Generovana norma). Maticovou normou generovanou vektorovou normou nazgvdme funk-
crondl

HA:U”a
All, = max = max ||Az|,.
I 4llo = 1o (B e, 1Al

Takto definovany funkcional je normou ve smyslu definice normy. Z definice také trivialné vyplyva, ze
[Az]lo < [|A[la]l]la-

Plati (pro po¢itani jednotlivych norem)

n

Al = ax Zl lai;], (maximum pfes sloupcové soucty abs. hodnot)
1=
Al = ||Allz = 01 = VVo(A*A), (spektralni norma)
m
|Alloo = max Z lag;|, (maximum pfes fadkové soucty abs. hodnot)

kde o7 je nejvétsi singularni ¢islo matice a o(+) oznacuje spektralni polomér, tj. o(B) = max {|A|, A €
sp(B)}-

Prikladem negenerované normy je Frobeniova norma, ktera je analogii 2-normy pro matice (divame se
na matici jako vektor o n x m slozkéach).



Definice 5 (Frobeniova norma).
0 m 1/2
[AllF = (ZZ\%’P) ,
=1 j=1

Poznamka. Jiné mozné zapisy Frobeniovy normy:
m n
1AIE =D llawl® = Y llaw|® = trace(A*4),
j=1 i=1

kde a.; znaci j-ty sloupec, a;. znaci i-ty Tdadek matice A a trace(B) = > 0" by je tzv. stopa matice
B E (Cme.

3.2 Vlastnosti a doplnujici tlohy
Kromé odhadu by bylo velmi uzitecné, kdyby maticové normy byly multiplikativmﬂ tj.,
|AB]la < [|A]lallBlla;

Poznamka. Obecné nelze ocekavat, Ze ||AB||la = ||Allal|Blla- Konkrétni protipriklady jsou tieba

A= ((1] 8) . B= (8 (1)) . kdyje | Alla = |Blla =1 a [ AB|la =0 pro a = 1,2, co,

nebo

A= (g (1]) , B= ((1) (2)) , kdy je ||[Alla = [|Blla = |AB||la = 2 pro a = 1,2, 00,

nebo tieba také A = B~ pro requldrni B, kterd nent jen skaldrnim ndsobkem identity.

Také pro Frobeniovu normu ||AB||r # || A||r||Bl|F, coZ lze ukdzat napiiklad volbou A = B = 1.

Uloha 4. Jsou maticové normy z Definic [f] a[3 multiplikativni?

Resend. Ano, piimo z vlastnosti (D: |ABz|la < [[Alla [1Bzlla < |Alla |Blla l|z]la. Frobeniova norma je
také multiplikativni:

n om  —ABlij n
—— _ C-S

IABIE =D Y 1{beg @) P < D03 Ml Plox]?

i=1 j=1 i=1 j=1
n m

=D llawl® Y b ]? = IAIFIBI-
=1 j=1

]

Uloha 5. Je ziejmé, Ze obecné |Ally # |A* |1 a ||Alle # [|A*||os. Dokazte, Ze pro ||A|ls vsak plati
[A]l2 = [[A™]]2-

Resend. Singularni ¢isla matic A a A* jsou stejna, tedy i norma. m

!Tato vlastnost se ¢asto také nazyva submultiplikativnost.



3.3 Vlastnosti norem vzhledem k unitarnim transformacim

Uloha 6 (Unitarni invariance norem). Ukaste, Ze pro unitdrni matici U € C™" a libovolnou matici
A e C™™ plati
1Tl =1,
[UA| = [|A[l = |AUT,
(Navic) [|UA||r = [|A]lr = [[AU][p.

[Hint: Mtze vam pomoci singularni rozklad matice A.]
[Hint: Spektralni i Frobeniova norma jsou multiplikativni (viz aloha [4)), tedy

IABI < [|AIIBI, [[ABlr < |AllzlBllr- ]

Reseni. Normu ziskédme ze znalosti singularnich ¢isel unitarni matice. Naptiklad: singularni ¢isla U jsou
vlastni ¢isla U*U (vzpomeiite na to, jak se SVD odvozoval), a U*U = I. Nebo: U = UII je singularni
rozklad U.

Protoze spektralni norma je multiplikativni a ||U|| = 1, plati
-1 I =1

N = ~ =
IUA < |UHAL = Al = | U7V Al < [T |UA] = [UA]]

coz dohromady dava |[UA|| = ||Al|. Rovnost ||AU|| = || A se ukaze analogicky.

Frobeniova norma je sice také multiplikativni, ale pfedchozi postup pro ni nebude fungovat, protoze
1U|lr = /.

Alternativné lze postupovat bez pouziti singuldrniho rozkladu. Nejprve ukazeme, Ze zobrazeni x +— Ux
je isometrie, tj. |[Uz|| = ||z|| pro kazdy vektor = € C". To plyne ihned z definice Eukleidovské normy:

|\Uz||? = (Uz)*Ux = 2*U*Uz = o*z = ||z|?,
nebot U*U = [ pro unitarni U. Nyni pouzitim definice spektralni normy a isometrie dostavame

|U]] = max {|Uz]| = max |[z]| = 1,
Jall=1 Jall=1

|UAJ = max |UAz|| = max |Az[| = [|A],

[AU|| = max |[AUz|| = max [[Ay| = [|A]],
Jall=1 lyll=1

kde v predposledni rovnosti jsme substituovali y = Uz a tedy ||y|| = ||Uz| = ||z|| = 1.

Vyuzijeme-li definice Frobeniovy normy pomoci stopy matice, pak

I
~ =
|UA||% = trace(A* U*U A) = trace(A*A) = || A%

Rovnost ||[UA||r = ||A||r plyne také z toho, ze nasobeni matici U zleva odpovida nasobeni jednotlivych
sloupcti matice A. Nasobeni unitarni matici U neméni euklidovskou normu vektoru. Kvadrat Frobeniovy
normy je soucet kvadrati euklidovskych norem radku/sloupci. O]

Uloha 7. Rozmyslete si, zda unitdrni transformace zachovdvd jednickovou ¢i maximovou maticovou
normu. Pokud ne, najdéte protipriklad. Pokud ano, zkuste zdivodnit.

Reseni. Normy se nezachovavaji, 1ze argumentovat rozli¢né:

e Vektor je specialni piipad matice s jednim sloupcem. Z tlohy 3 jiz vime, Ze se vektorova (a
v dusledku tedy i maticova) norma nezachovava.

6



e Jednoduchy protiptiklad pomoci zobrazeni rotace:

cos¢p —sing| [1 0| |cos¢ —sing
sing cos¢ | |0 1| |sing cos¢ |’

kde jednickova i maximova norma vysledné matice je | cos ¢| + | sin ¢|.

4 Gaussova eliminace jako LU rozklad matice

Ukéazeme (pripomeneme), ze Gaussovu eliminaci, tedy prevod matice A do horniho odstupiovaného
tvaru, lze reprezentovat jako tzv. LU rozklad matice A. Pro jednoduchost budeme nyni predpokladat,
ze matice A je regularni (a tedy i nutné ¢tvercova radu n), a dokonce, ze v prubéhu Gaussovy eliminace
nenarazime na nulovy pivot (tedy neni tfeba prohazovat fadky).

Eliminaci popiSeme jako proces postupnych fadkovych dprav reprezentovanych maticemi M, L kde
kazda M, ! odpovida eliminaci jednoho sloupce matice A pomoci k-tého Fadku. Tato matice tedy

zahrnuje, pro kazdy fadek ¢ = k + 1,...,n, vynasobeni k-tého radku vhodnou konstantou a pric¢teni
k 7-tému radku. -1
—N—
A = AV=MTA = .. o5 U=A"Y =M1 MTA (2)

Po nejvyse n krocich dostavame matici U, kterd je horni trojuhelnikova (pfipominame, ze A byla
regularni). Oznac¢ime-li sou¢in matic L=! := M *, ... M;!, pak vidime, Ze plati A = LU.

Matice M, ' odpovidajici fadkovym tpravam jsou Gtvercové m x n a regularni (proto i matice L je
regularni). Protoze jsme diky predpokladu v pribéhu eliminace nenarazili na nulovy pivot, maji matice
M, ! nasledujici strukturu

[ 1 ] -0
1 :
Mk_l = ’ my = m O )
—Mpgrr 1 kfrl’k
| —Mpk 1 _ L Mk
kde
=D
ik k k-1 k-1
Mik = ~k-1) “z(,j) = “z(,j - mi:kai(c,j . (3)
A &
Matici M, ! miZeme zapsat nasledovné: M, ' = I —myel. Pro ilustraci
0 0 0 00
0 0O 0 00
T _ —
maey = | 0 100)=]|, mss 0 0
my o 0 my 2 0 0
Dale plati
My = (I —mpef) ™ =1+ myer .
7 (2) plyne, 7Ze
L= (M. My MY = MMy ... M, (4)



7 tvaru matic M, dostéavame

n—1
MMy .My =T+ myef, (5)
k=1
coz lze graficky vyjadrit takto
M, My M; My, L

Matici L proto nemusime nijak slozité pocitat, a pro jeji sestaveni staci pii vypoctu ukladat cisla m; g
a na diagonélu dat jednicky.

Uloha 8. Spoctéte LU rozklad matice A a urcete matice My "', My ', AW A,

1 —1 1
A=12 1 6
3 3 4
}?esfem’.
A A@
/1 -1 1\ /1 -1 1\
A~10 3 4| ~[0 3 4|,
0 6 1 0o 0 -7
1 00 1 0 0 100
Mi'=(-210], My'=[0 1 0 - L=1210
-3 0 1 0 -2 1 3 21

]

Poznamka. Pokud je matice A pouze reguldrni a v priubéhu Gaussovy eliminace je tieba prohodit Fadky,
lze ukdzat, Ze existuje permutacni matice P tak, Ze

PA=LU,
kde L, U jsou dolni, respektive horni trojuhelnikové matice.

Poznamka. LU rozklad lze zobecnit pro obdélnikovou matici. Matice L je pak stdle requldrni (¢tvercovd)
a matice U je obdélnikovd, stejného rozmeéru jako A.
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