V Prikladu 17.19 je nalezen charakteristicky polynom matice A, vlastni éisla a pfislusné
vlastni vektory, a rovnéz minimélni polynom matice A. V nasledujici ¢asti je vyuzita Véta
17.18 (vynechali jsme ji, ale jeji tvrzeni i dikaz jsou velmi snadné), podle niZ neni tfeba nic
pocitat, pokud zname vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A. MuZete vSak vyhledat pfedchozim
postupem charakteristicky polynom matice A3, resp. A~™!, jeji vlastni ¢isla a pifslugné vlastni
vektory a presvédcit se, ze dojdeme ke stejnému vysledku.

Ve treti ¢asti Prikladu 17.19 je ukazano, jak je mozno znalost minimélniho polynomu matice A
vyuzit k nalezeni inverzni matice k matici A. Totéz plati pro jakékoli mocniny matice A, kladné
i zaporné. Disledkem je zjisténi, Ze véechny mocniny této matice A tvoii v prostoru R3*3, ktery
mé dimezi 9, podprostor dimenze 3, ktery je generovan maticemi E, A a A2.

Poznamka. Pii hlubsim studiu linearni algebry a fady jejich aplikaci hraji vlastni ¢isla matic
a piislusné vlastni vektory mimotddné diilezitou roli. V astronomii (pohyb planet) napt. sehrala
dilezitou roli véta o realnosti vlastnich ¢isel redlné symetrické matice. Jordantv kanonicky tvar
se uziva napiiklad v teorii feSeni soustav linedrnich diferencidlnich rovnic (viz 20. kapitola, kterou
vynechdvdme, snad se dozvite néco v pfednaskich z analjzy). V geometrii poznéte uziteéné
souvislosti v tématech o kuzeloseckach a kvadrikach.

Poznamka k V&t& 17.22. V tvodnim povidani o motivaci k 17. a 18. kapitole (viz LA-II
3. tyden) jsme zjistili, Zze ,o8klivou“ matici endomorfismu mtizeme nahradit ,krasnou“ diagonalni
matici, kdyz budeme mit k disposici dostatecné mnozstvi vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru.

Je-li A matice endomorfismu f na prostoru V dimenze n, ma matice A fad n. Pokud najdeme
n navzajem riznych vlastnich ¢isel, vyplyva z véty 17.22, ze jsou prislusné vlastni vektory linedrné
nezavislé a tvori tedy bézi prostoru V', vzhledem k niz mé endomorfismus f diagonalni matici (na
diagondle jsou vSechna vlastni ¢isla). Matice A je v tomto ptipadé diagonalizovatelna.

Mitize se stat, ze napiiklad pro n = 3 najdeme jedno dvojnasobné vlastni ¢islo, k némuz existuje
podprostor vlastnich vektorti dimenze dva (generovany dvéma linedrné nezdvislymi vektory),
a druhé vlastni ¢islo jednoduché. Podle Véty 17.22 stac¢i vzit dva linearné nezavislé vlastni vektory
k prvnimu vlastnimu ¢islu a jeden vlastni vektor prislusny ke druhému vlastnimu ¢islu a mame bazi
prostoru V' — vzhledem k ni ma endomorfismus f diagonalni matici. Matice A je diagonalizovatelna.
Pokud vsak k dvojnidsobnému vlastnimu c¢islu existuje jen jednodimenzionalni prostor vlastnich
Cisel, mame vlastnich vektori malo a endomorfismus f nema diagonalni matici. Matice A v tomto
pripadé diagonalizovatelnd neni, ma vSak Jordanuv kanonicky tvar.

Kvili zjednoduseni vykladu jsme vynechali celou 16. kapitolu. Proto jsme se museli vyhnout
nékterym pojmim, jednim z nich je pravé invariantni polynom. K hlubsimu pochopeni by bylo
tfeba nastudovat téméi celou 16. kapitolu.

7 Piikladu 18.6 jsem doporudil ke studiu jen prostfedni ¢ast: Jsou-li matice A a B podobné, je
CA = BC. Rozepiseme-li tento vztah do slozek, dostaneme soustavu ¢tyt rovnic atd. A dospéjeme
k maticim C' a C~!. Zbytek ptikladu vynechame.

V dikazu Véty 18.9 se snadno (podle definice) vypocte charakteristicky polynom (A — a)”
Jordanovy bunky fddu n. Minimalni polynom zjistime jednoduse tak, ze si uvédomime, ze
polynom (A—a)" ! neni anulujici (dosadime Jordanovu butiku do tohoto polynomu a nedostaneme
nulovou matici), a proto je minimalni polynom roven charakteristickému. Tim se vyhneme pojmu
invariantni polynom.



Jako cviceni je dobré si vzit naptiklad Jordanovu buiiku patého fadu s prvkem a na diagonéle
a dosadit ji do polynomu (A—a)?. Zjistime, Ze dostaneme nenulovou matici, takze polynom (A —a)*
neni anulujici.
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