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Toto jsou provizorni skripta k predndsce z pocitacové algebry. Velky dik za jejich
pribéing venik patii Tvanu Stubriovi, ktery pomdhd prepisovat zdpisky z predndsek
do elektronické formy. Veskeré chyby, jako Ze jich tam zrejmé pdr bude, ovSemZze
padaji na mou hlavu.

Pocitacova algebra se zabyva algoritmy pro operace v riiznych algebraickych obo-
rech. Nebudeme se snazit definovat pfesny obsah, ale pokusime se vymezit tento
obor vUéi tzv. numerické matematice. Numerickd matematika vyviji algoritmy na
priblizné vypocty, zpravidla nad redlnymi ¢i komplexnimi ¢isly a jeji dilezitou sou-
Casti je teorie odhadu chyb. Oproti tomu pocitacova algebra vyviji algoritmy, které
pocitaji presné. Typickym oborem, se kterym pracuje, jsou proto celd a racionalni
¢isla, jejich algebraické rozsiteni ¢i konec¢né télesa, a dale polynomy ¢i matice nad
témito obory. Na pravou miru bychom méli uvést zdani, Ze numerickd matematika
je ,méné dokonald”: ano, pocitacova algebra dava vysledky pfesné a je tedy zadouci
pouzit jeji algoritmy, kdykoliv jsou k dispozici a vedou k Feseni. Dani za pfesnost je
ovSem Casto vySsi vypocetni slozitost (v nékterych piipadech natolik vyssi, Ze vede
k pratické nepouzitelnosti). Navic k mnoha dulezitym problémim pfesné algoritmy
ani neexistuji — napt. k feSeni vétsiny diferencialnich rovnic.

V této prednasce se zaméfime na algoritmy pro operace s polynomy. To je v sou-
kryptografii (rozklady éisel, polynomi) a vypocetni geometrii. Mezi dalsi dilezité
sméry pocitacové algebry patii napt. algoritmy pro linearni algebru a reseni linear-
nich a polynomiélnich rovnic, algoritmy na vypodet primitivnich funkci a (pfesné)
feseni diferencialnich rovnic, ale také vypocetni teorie grup a zahrnout by se dala
Castecné i rovnicova logika, obsahujici problémy okolo ipravy vyrazi ¢i automatické
dokazovani vét.

Obsah prednasky by se dal shrnout takto: nejprve predstavime zdkladni obory,
kterymi se budeme zabyvat (ptijde zejména o celd a raciondlni &isla, jejich alge-
braické rosifeni a koneéna télesa, a dale polynomy nad nimi), pfedvedeme rychlé
algoritmy pro zakladni operace v téchto oborech (s¢itani, ndsobeni, déleni, apod.),
a poté se budeme zabyvat slozitejSimi operacemi jako nejvétsi spoleény délitel ¢i
rozklad na ireducibilni ¢initele. Mnoho rychlych algoritmi je zaloZeno na tzv. mo-
duldrni reprezentaci, kterou predstavime v druhé kapitole: jejim principem je trik,
Ze misto jednoho vypoctu v komplikovaném oboru provedeme tlohu v nékolika jed-
nodussich oborech. V nékterych pfipadech dochazi k vyrazné uspore ¢asu. Na zaver
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pak probereme tzv. metodu Grobnerovych bazi, kterd umoziuje fadu efektivnich
vypoctu s polynomy vice proménnych. Mezi hlavni oblasti vyuziti algoritmu, které
se nau¢ime, pat¥{ vypocetni teorie ¢isel (rozklady, testy prvoéiselnosti, apod.), vypo-
Cetni geometrie (algoritmy pro po¢itdni s algebraickymi kiivkami, které se pouzivaji
v modernich kryptografickych systémech), ¢i symbolické integrace.

Probirané algoritmy jsou samoziejmé soucasti velkych softwarovych baliki na
pocitacovou algebru. Nejvétsi a nejpouzivanéjsi se zdaji byt v soucasné dobé sys-
témy Maple a Mathematica. Pro vypocetni teorii grup je pak nejrozsirenéjSim sys-
témem GAP (www.gap-system.org).

Nebudeme zde definovat zékladni pojmy teorie slozitosti. Pouze pro uplnost pfi-
pomeneme znaceni tykajici se asymptotického chovani funkeci.

Definice. Necht f,g : N* — R* jsou k-arni funkce. Rekneme, 7ze f = O(g)
(f je asymptoticky mensi nebo rovnd g), pokud existuje konstanta C takova, Ze
f(x1,...,2x) < Cg(w1,...,71) pro viechna z1,...,7; € N. Rekneme, Ze f ~ g
(asymptoticky ekvivalentnt), pokud f = O(g) a g = O(f).

Jesté pfipomeneme terminologii okolo polynomt. Je-li
p=anz" +a, 12"+ ..+ a1z +ag € Rz

a a, # 0, pak n nazyvame stupern polynomu a zna¢ime deg p (pro Gplnost definujeme
deg0 = —1), ag nazyvame absolutni élen, a,x™ nazyvame vedouci clen a znacime
Im(p) (Im jako leading monomial) a a, nazyvime vedouci koeficient a znacime
le(p) (1c jako leading coefficient). V pfipadé polynomu vice proménnych pouzivime
analogickou terminologii. Neni ovSem zfejmé, ktery ¢len je vedouci. Tento problém
bude rozebran podrobné v kapitole o Grobnerovych bazich.
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Zakladni obory a operace

1. POGITACOVA REPREZENTACE DAT

Jesté nez se pustime do diskuse jednotlivych obort, méli bychom zdtraznit,
Ze algoritmy pocitacové algebry pocitaji presné. Neni tedy mozné shora omezit
velikost dat (pocet cifer ¢isla, stupeii polynomu, velikost matice, apod.), nebot
jednak nevime, jak velky vstup ndm uzivatel zada (i velké ¢islo lze zadat na malém
prostoru — napf. ¢islo 100!), ale, co je mozna dtlezitéjsi, i pfi malych vstupech
mohou v prib&hu vypoctu vznikat velika ¢isla (typickym piikladem je Eukleidiv
algoritmus na vypodet nejvétsiho spoleéného délitele dvou polynomi). Anglickym
terminem, ktery neumim prelozit, se tato vlastnost oznacuje jako multiprecision
arithmetics. Jsou viceméné dvé zakladni datové struktury vhodné pro tuto situaci.

(1) Spojovy seznam. struct seznam = (TYP hodnota, seznam * dalsi).
Zakladni jednotkou je bunka obsahujici dvé policka: jedno s hodnotou a
druhé s ukazatelem (pointrem) na dalsi buiiku. Ukazatel posledni buiiky
neukazuje nikam (je nastaven na NIL). Graficky miZeme spojovy seznam
znazornit nasledovneé:

o 3 dal Ffal F— - —{a ]

Vihody: Cist4 prace (ve chvili, kdy mame k dispozici zakladni funkce typu
pridavani a odebirani prvkia ze seznamu, spojovani seznami, atd., se ne-
musime vibec starat o spravu paméti), snadné prodluZzovani a navazovani
seznamd.

Nevyhody: Velkd spotfeba paméti, nebot ke kazdé hodnoté potiebujeme
ulozit i ukazatel. Pomalé prohledavani.

Poznamenejme, ze tato datova struktura je implicitni v jazycich typu Pro-
log ¢ Lisp (presnéji feCeno, v téchto jazycich ani jind datova struktura k
dispozici neni).

(2) Dynamické pole. struct dyn pole = (int! delka, MUJTYP * pole).
Jedné se o pole, jehoz velikost mtizeme podle potieby ménit. Prvni policko
obsahuje soucasnou délku pole, dalsi policka postupné hodnoty. Graficky
muzeme dynamické pole zndzornit nasledovné:

(% e a2 [ [an]

Vyhody: Oproti spojovému seznamu Setii pamét a v jazycich typu Pascal
nebo C se s ni snadno manipuluje.

1Abychom byli korektni, tato proménna by také méla byt schopna nabyvat libovolné velkych
hodnot. Ovsem pfi praktické implementaci samoziejmé staci zvolit tak velky typ, jak velké pole
nam umozni naalokovat pouzity jazyk (coz je v kazdém ptfipadé méné, nez veskera fyzickd pamét
pouzitého pocitace; napt. do 1GB paméti se vejde ¢islo s priblizné miliardou cifer, staci tedy
32-bitovy typ, coz je obvykle néco jako longint).
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Nevyhody: Nemame-li k dispozici chytry manazer paméti, pak nastava pro-
blém pii prodluzovani jiz jednou alokovaného pole.
Poznamenejme, ze tuto datovou strukturu pouziva napt. systém Maple.

1.1. Datova reprezentace celych &isel. Cisla reprezentujeme pomoci cifer ve
vhodné zvolené bazi. Znaménko se zpravidla uklada néjakym zptisobem do nejvyssi
cifry (abychom nezapadli do technickych detailii, budeme nadéale povazovat vSechna
celd ¢isla za nezdpornd :—) ). Jak zvolit bazi, abychom efektivné vyuzili pamét a
moznosti procesoru? Protoze zakladni operace +, - jsou v procesoru implementovany
na trovni slov, voli se obvykle jedna z nésledujicich bazi (zde n znac¢i pocet bitl ve
slové, coz je dnes obvykle 32):

(1) 2" — Vyhoda: maximalni vyuziti paméti. Nevyhoda: vyssi ¢asova néroc-
nost, nebot uzivatel zpravidla vyzaduje vstupy a vystupy v desitkové sou-
stavé (viz slozitost pfevodu mezi bazemi).

(2) 10*, kde k je nejvétsi ¢islo spliujici 10F < 2" — Vyhoda: béaze jakou chce
bézny uzivatel. Nevyhoda: mrhani paméti, nebot spousta hodnot je nevy-
uzita.

V obou reprezentacich plati, Ze nejnizsi cifry ¢isla je vyhodné psat na zacatek (tj.
¢islo psat pozpatku), protoze pii zdkladnich operacich se ¢isla ¢tou obvykle od
nejnizsich cifer a navic dynamické pole se 1épe prodluzuje na konci.

Piiklad. Uvazujme napiiklad 8-bitovy poéita¢ a reprezentujme é&islo 217 = 131072.
Pak

(1) jestliZe si za bazi zvolime 28 = 256, pak zapis ¢isla v této bazi bude

[0]o]2]

(2) jestlize si za bazi zvolime 10 = 100 < 28, pak zapis ¢isla v této bazi bude
logn
log B
s konstantami, naddle budeme povazovat vsechny logaritmy implicitné se zdkladem
B, kde B je zvolend bdze.

Pocet cifer ¢isla n v bazi B je loggn = { ] + 1. Abychom se vyhnuli po¢itani

Definice. Pocet cifer ¢isla n ve zvolené bézi B znaéime Lp (n) nebo kratce L (n).

Poznamenejme, ze asymptotické chovani casové slozitosti nezalezi na volbé baze:
pocitame-li slozitost algoritmu v poc¢tu operaci s bajty zadaného ¢isla, tj. rozhoduje-
li pocet cifer n, pak ovSem v bézi B je parametrem Lp (n), zatimco v bazi C je

parametrem L¢ (n). Jenze loggn = % loggn, a tedy Lp (n) ~ Lo (n).

1.2. Datova reprezentace racionalnich ¢isel. Racionélni ¢islo reprezentujeme
jako dvojici (Citatel, jmenovatel).

] Citatel \ jmenovatel ‘

Racionalni ¢isla reprezentujeme obvykle v zdkladnim tvaru, kdy Citatel a jmenovatel
jsou nesoudélni. Poznamenejme, Ze toto je ¢asové pomérné ndroénd operace (viz
nize), v nékterych vypoctech tedy stoji za tivahu, zda kraceni neprovadét jen v
nékterych krocich.
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1.3. Datova reprezentace algebraickych rozsifeni racionalnich éisel. Z hle-
diska pocitacové algebry se ma smysl zabyvat rozsifenimi kone¢ného stupné, tedy
télesy tvaru Q(ayq,...,ay), kde ay,...,a, € C jsou néjaké algebraické prvky nad
Q. Navic sta¢i uvazovat pouze rozsifeni tvaru Q(«), nebot iteraci nize uvedeného
postupu ziskdme reprezentaci rozsifeni s obecné n prvky.

K reprezentci télesa Q(«) je vyhodné vyuzit vétu, kterd iikd, Ze toto téleso je
izomorfni faktorokruhu Q[z] / meq,0Q[x], kde my, g je minimélni polynom prvku o
nad télesem Q. Z toho plyne, ze Q(«) lze povazovat za vektorovy prostor nad
télesem Q dimenze n = degmq,q, jehoz prvky koresponduji s polynomy stupné
0,...,n —1 s raciondlnimi koeficienty. Operace s prvky télesa Q(«) se prevadéji na
operace s polynomy modulo m, g.

Priklad. Téleso Q(V/2) je izomorfni faktorokruhu Q[z]/(2® — 2)Q[z]. Prvku a +
b/2 + ¢¥/4 odpovida polynom cz? + bz + a.

Tedy problém datové reprezentace téchto rozsifeni se prevadi na problém datové
reprezentace polynomil, ktery bude diskutovan nize.

Poznamenejme, ze algebraicka rosifeni racionalnich cisel se pfirozené objevuji v
algoritmech jako je Rychlad Fourierova transformace ¢i v algoritmech na (pfesné)
FeSeni polynomialnich rovnic s raciondlnimi koeficienty — viz napft. kapitolka ze
Zakladu algebry o konstrukcich pravitkem a kruzitkem.

1.4. Datova reprezentace konec¢nych téles. Prvky télesa I, jsou ¢isla 0, ..., p—
1, problém se tedy pfevadi na reprezentaci celych ¢isel. Ostatni konec¢na télesa jsou,
jak zndmo, algebraicka rozsifeni téles F),, problém lze tedy fesit analogicky jako v
predchozim odstavci.

1.5. Datova reprezentace polynomu.

1.5.1. Polynomy jedné proménné. Polynom p = ag + a1z + azx® + ... + a,z" lze
reprezentovat dvéma zpulisoby:

(1) Hustd reprezentace. Do paméti se ulozi vSechny koeficienty, véetné nulovych.

(oo Tar T Tanos [

(2) Ridkd reprezentace. Do paméti se ulozi pouze nenulové koeficienty, spolu s
exponentem

’ pocet c¢leni H ¢len 1 \ élen 2 \ \ ¢len m ‘

pfi¢emz kazdy ¢len je dvojice tvaru ’ koeficient \ exponent ‘

Casto hovofime o ¥idkych resp. hustych polynomech, v zavislosti na tom, zda je
nebo neni vétsina koeficientt nulové. Velky vyznam mé toto déleni pii generovani
nahodnych polynom?.

Piiklad. Uvazujme polynom z1%°

(100 [2][-1]0]O0]...[0JO[1]
(tedy spotiebujeme 102 jednotek paméti), zatimco ¥{dka reprezentace je
[3]2]0f[-1]1]t]100]
(tedy staci 7 jednotek paméti).

— x + 2. Jeho husta reprezentace je
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Vyhody a nevyhody té které reprezentace jsou ziejmé. Jejich uziti se idi tim,
jaka data bude uzivatel algoritmu poskytovat, a také tim, co je vlastné pro ten ktery
algoritmus potfeba (nap¥. pfi Rychlé Fourierové transformaci se husté reprezentaci
nevyhneme).

1.5.2. Polynomy vice proménngch. Uvazujme obor R[zy,...,z,]. Jeho prvky lze
reprezentovat dvéma zakladnimi zpisoby:

(1) Distributivni forma. Cleny jsou vyrazy tvaru koeficient z R krat term v
proménnych x1,...,x,.

(2) Rekurzivni forma. Vybereme jednu vyzna¢nou proménnou, napf¥. x,, a po-
lynom vice proménnych povazujeme za polynom jedné proménné x,, s koefi-
cienty v oboru Rz, ..., 2,_1]. Jingmi slovy, obor Rz, ..., x,] ztotoznime
s oborem (R[z1,...,Zn_1])[Tn].

ODbé reprezentace dale muzeme uvazovat husté nebo 7idké. Poznamenejme, ze husta
distributivni forma je obvykle velmi nevyhodnd, nebot s riistem po¢tu proménnych
prudce roste po¢et moznych termti daného stupné (napf. polynom stupné 6 ve tfech
proménnych muze mit az 120 ¢lend).
Piiklad. Uvazujme polynom
p =23y + 2ryz + 22 — 22y 2 + 3y222.

Tento vyraz odpovidéd distributivni formé, v ni je jeho stupeiti 6 (viz ¢tvrty ¢len).
Jeho tidka reprezentace je

(5l [2]ayz[1]27 [ —1[a%" ]3]y ]
(jak uz bylo feceno, husta reprezentace by méla 120 ¢lend, byla by tedy velmi

neefektivni.)
Rekurzivni forma polynomu p vzhledem k proménné z je

(1+9%)2% + (zy + 2°¢%)z + 2%,
ma tedy stupen 2, zatimco vzhledem k proménné z to je
ya® + (y32)a® + (y2)z + (2% + y*27),

mé tedy stupen 3. Husta rekurzivni reprezentace vzhledem k proménné z by tedy
byla

’2 H w3y\xy+x2y3 \ 1+y2\

zatimco ridka by byla
(31 «%

OH ry + 22%y° \ 1 H 1+y2\2‘

Opét, volba reprezentace zalezi na uzitém algoritmu a na predpoklddané struk-
tufe dat.

Vznikat také otéazka, co to je ,hezky tvar polynomu”: mame zadany polynom
expandovat do distributivniho tvaru? Nebo jej naopak rozlozit na tzv. soucinovou
formu? Nebo néco jiného? Uvazujte nasledujici priklady: polynom

1000 1000 999 999
e =yt = (=)@ Ay
je evidentné , hez¢i” v expandovaném tvaru, zatimco polynom
1000
(z+y)

v soucinovém, a polynom
1000 1000
(z+y)" —y
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je nejlepsi nechat tak, jak je. Navic si uvédomte, Ze zatimco nasobeni je mnohem
jednodussi v soucinové formé, séitani zase v expandované. A to uz nemluvime o
slozitosti prevodu mezi jednotlivymi tvary. Zavér je, Ze zadnou z téchto forem nelze
povazovat za lep$i a Ze je Casto dobré si pamatovat ,historii tprav”. Napf. systém
Maple to fesi tim, Ze ponechdva polynom v zadaném tvaru, dokud ho uzivatel
explicitné nepozdda o tpravu (viz funkce expand a factorize).

1.6. Reprezentace obecnych vyrazii. Obecné vyrazy je pfirozené reprezentovat
pomoci stromu: struct vyraz = (SYMBOL symbol, int arita, vyraz * argl,
., vyraz * argn).

Priklad. Uvazujme vyraz In(z + 322 sin(y) — y? cos(e®)). Jeho stromové reprezen-
tace je

Velkym problémem je rozhodnout, kdy dva vyrazy urcuji stejnou funkci na ce-
Iych (racionélnich, redlnych, komplexnich) ¢islech. Pro polynomy je to snadné —
staél je roznasobit na expandovanou formu a porovnat koeficienty. Lze to i v né-
kterych dalSich omezenych pripadech: napt. Caviness a Fateman dokazali, ze lze
rozhodnout, kdy dva vyrazy pouZivajici operace +,—,-,/ a do sebe nezanofené
odmocniny urcuji stejnou funkci na redlnych ¢islech. Naopak Caviness (s uzitim
slavnych vysledkti Matijasevice diskutovanych v posledni kapitole) dokazal, Ze rov-
nost vyrazu pouzivajicich operace +, —, -, sin, absolutni hodnotu a konstantu 7 na
realnych ¢islech nelze algoritmicky rozhodnout.

2. ZAKLADNI OPERACE

V nésledujici tabulce podavame piehled slozitosti zakladnich operaci v Z, Q a
na polynomech.

n casova slozitost + . div , mod | NSD
Z | pocet cifer | operace s ciframi | O(n) | O(n!°®23) O(n?) O(n?)
Q | pocet cifer | operace s ciframi | O(n?) O(n?) — —
Rlz] deg operace v R O(n) | O(n'°e23) O(n?) O(n?)
O(nlogn) | O(nlogn)

Zde je dulezité zminit, jak pocitame casovou slozitost.

(1) Pro ¢isla je parametrem pocet cifer a v ¢asové slozitosti bereme jako jed-
notkové operace s ciframi (s¢itani a nasobeni). (Pro raciondlni ¢isla obvykle
pocitdme to vétsi z poctu cifer ¢itatele a jmenovatele.)
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(2) Pro polynomy je parametrem stupeii a v ¢asové slozitosti bereme jako jed-
notkové operace v okruhu koeficientt (s¢itani a nésoben).

V tabulce pro jednoduchost predpokladame, Ze parametr je stejny pro obé vstupni
¢isla (oba polynomy), a to n. Jemnéjsi odhady budou dokézany nize. P¥ipomindme,
ze asymptoticka slozitost nezalezi na volbé baze.

Co se tyce dvojich hodnot u nasobeni a déleni polynomii, zalezi na vlastnostech
oboru R. Viz kapitola o Rychlé Fourierové transformaci.

Poznamenejme, ze nas predpoklad, Ze vSechny operace v oboru koeficientd jsou
stejné casov€é narocné, neni vidy rozumny. Napt. pii béhu Eukleidova algoritmu
v Q[z] mtZe dochazet k prudkému ristu koeficienti, coz algoritmus zna¢né zpo-
mali. Tento problém bude diskutovan pozdéji. V pripadé zékladnich operaci se lze
spokojit s timto zjednodusenim.

2.1. Operace v oboru celych éisel. Uvazujme dvé celé ¢isla

m—1

n—1
a = Z CLiBi a b= Z biBi,
=0 =0

kde B je zvolena baze, n pocet cifer ¢isla a a m pocet cifer ¢isla b. Pfedpokladejme
m < n.

2.1.1. S¢itani. Uvazujme algoritmus séitani dobfe znamy ze zékladni skoly.

Ap—1...0mAm—1...aA100
0...00m—1...b1bo

Cn—1---CmCm—1.-.C1C

Cifru ¢y dostaneme jako soucet ag+by mod B. Jestlize ag+bg > B, pak se prenasi
do dalsiho fadu 1, jinak 0. Cifru ¢; dostaneme jako soucet a; + b1+ prenos mod B.
Analogicky, jestlize a; + bi+ pfenos > B, pak prenasime déle 1, jinak 0. A tak
déle. Je vidét, Ze potifebujeme max(m,n) = n krokd, v kazdém délame konstantni
mnozstvi operaci s ciframi. Casové slozitost s¢itani je tedy

O(max(m,n)).

2.1.2. Ndsobeni. Uvazujme opét algoritmus dobfe znamy ze zékladni skoly.

’ a=ap-1.-.-00 ‘

]b:bm,l...bo\

]
[ e

[

| ab |

Vidime, Ze nasobeni dvou ¢isel délek m, n obnasi (1) m-krat nsobit ¢islo délky n
jednou cifrou, k ¢emuz je pfi provedeni postupu analogického algoritmu na séitani
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potfeba O(n) operaci s ciframi, (2) soucet m éisel délky n, k emuz je potieba
m - O(n) operaci. Celkova ¢asové slozitost Skolského nasobeni je tedy

O(mn).

Na rozdil od sc¢itani, skolské nasobeni neni nejefektivnéjsi metodou. Zpusob, jak
jej zefektivnit, je metoda ,rozdél a panuj”. llustrujeme si ji nejprve na nasledujicim
algoritmu. Predpokladejme, Ze ¢isla a a b jsou stejné dlouhd (kratsi staci doplnit
zleva nulami) a maji sudou délku. Rozdélme si je na poloviny, tj. necht

a=rB"?*+s a b=tB"?+u.
Pak 1ze pocitat
a-b=(rB"? +s)(tB"? +u) = rtB" + (ru + st) B2 + su.

Tedy misto vypoctu jednoho soucinu ab dvou ¢isel délky n pocitame ¢tyfi souciny
cisel ¢isel délky 5, konkrétné rt, ru, st a su. Abychom mohli i v dal§im kroku délit
tlohu na dvé ¢asti, budeme piedpokladat, ze n = 2 pro néjaké k.

Algoritmus 2.1. NASOB(a,b)
VSTUP:  a,b € Z délky 2F.
VYSTUP: a-b.
0. IF k=0 THEN RETURN ab, STOP.
1. w; := NASOB(r,t), we := NASOB(r,u), ws := NASOB(s,t), wy := NASOB(s, u).
2. RETURN w; B™ 4 (wy + w3) B™/? 4 wy.

7Z vyse uvedeného vzorce je ziejmé, Ze algoritmus funguje.

Tvrzeni 2.2. Casovd sloZitost Algoritmu 2.1 je O(n?), kde n = 2F je pocet cifer
obou cisel.

Diikaz. Ozna¢me T'(n) pocet operaci, které algoritmus potiebuje na vstupu délky
n. Pro ¢isla délky 1 mame T'(1) = 1, nebot ndsobime dvé jednocifernd ¢isla. Pro
¢isla délky n plati

T(n) =4T(n/2) + Cn

pro jistou konstantu C, nebot tlohu pfevadime na ¢tyfi ulohy poloviéni délky (krok
1.) a v druhém kroku séitame ctyfi ¢isla délky n. Vynechdme konkrétni vypocet
— je velmi podobny vypoctu v dikazu slozitosti Karacubova nasobeni. Rekurentni
vztahy podobné vyse uvedenému vznikaji ¢asto pti odhadech slozitosti algoritmu
zaloZzenych na metodé ,rozdé€l a panuj”. Existuji obecnd tvrzeni na jejich feSeni
(Master theorem, Akra-Bazzi theorem). O

Jak vidime, tento algoritmus ma stejnou slozitost jako klasické nasobeni. Existuje
ovSem trik, pfipisovany A. A. Karacubovi, jak tento algoritmus mirné upravit a
ziskat postup asymptoticky vyrazné lepsi. Karacubtiv trik spociva v tom, ze se
pouzije vyjadieni ru + st = rt 4+ su + (r — s)(u — t), a tedy dostdvame vzorec

a-b=7rtB" + (rt + su+ (r — s)(u — t))B"? + su.

Vsimnéte si, ze nyni stac¢i volat pouze tii nasobeni ¢isel poloviéni délky: r - ¢, s - u,
(r —s) - (u—t). Cena, kterou platime, je vétsi pocet operaci s¢itani. To se ovSem v
asymptotice neprojevi.
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Algoritmus 2.3. KARACUBA(a, b)
VSTUP:  a,b € Z délky 2F.
VYSTUP: a-b.
0. IF k=0 THEN RETURN ab, STOP.
1. wi := KARACUBA(r, t), w := KARACUBA(r — s, u — t), wy := KARACUBA(s, u).
2. RETURN w; B" 4 (wy + wy + w)B"™? + wy.

Spravnost algoritmu vyplava, tak jako predtim, z vySe uvedeného vzorce.

Tvrzeni 2.4. Casovd sloZitost Algoritmu 2.3 je O(n'°%23), kde n = 2% je pocet
cifer obou cisel.

Diikaz. Ozna¢me T'(n) podet operaci, které algoritmus potfebuje na vstupu délky
n. Pro ¢isla délky 1 mame 7'(1) = 1, nebot ndsobime dvé jednocifernd ¢isla. Pro
¢isla délky n plati
T(n) =3T(n/2)+ Cn

pro jistou konstantu C', nebot v kroku 1. provadime dvé od¢itani a prevadime tlohu
na tii tlohy poloviéni délky a v druhém kroku sc¢itdme pét cisel délky n. Protoze
n = 2%, mtzeme pocitat
T(n) = T(2F) = 37 (2* 1) + C2% = 3(3T(2"~%) + C2*~ 1) + CO2F

=32T(282) + 02%(3/2 + 1)

=32(37(2F3) + C2"%) + C2F(3/2 + 1)

=33T(2"73) + 02%((3/2)? +3/2 + 1)

k k—k k k—1 k k (3/2)k -1
=3k + 203F — 202k = 2klos23 4 oCoklosa3 _ 9ok
_ n10g23 4 2Onlog23 — 9 = O(nlog2 3)
O

Jak jiz bylo feCeno, dani za lepsi asymptotickou slozitost je vyssi rezie. Pti prak-
tickych implementacich se uvadi, ze Karacubovo nasobeni se vyplati pro ¢isla s 7a-
dové desitkami 32-bitovych cifer. Poznamenejme, ze log, 3 je rovno pfiblizné 1.58.
Nasledujici tabulka uvadi nékolik hodnot. Interpretace je takova, Ze na desetkrat
vétsich ¢islech pobézi klasické nasobeni zhruba stokrat pomaleji, zatimco Karacu-
bovo pouze zhruba Ctyticetkrat pomaleji.

n 1| 10 100 1000
n? 1] 100 [ 10000 | 10°
nioe23 [ 1] 38 | 1445 | 55000

Poznamka. Podobnym trikem jako u Karacubova nésobeni 1ze asymptotickou slo-
zitost zlepsit az na O(n'*<), kde € > 0 je libovolné (tzv. Toom-Cookovo nsobent).

Poznamka. Pro néasobeni celych ¢isel existuje teoreticky jesté rychlejsi algorit-
mus, tzv. Schinhage-Strasseniv, s ¢asovou slozitosti O(nlognloglogn). Problém
je, ze konstanta skrytd v symbolu O je tak velka, Ze praktickd pouzitelnost to-
hoto algoritmu se pohybuje v fadu é&isel velikosti 219900 4 vice, coz je hodné i na
kryptografické aplikace (poznamenejme, ze za bezpecné velikosti kli¢e pro RSA se
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v soucasné dobé povazuji &isla Fadu 21924 a i pro vzdalenéjsi budoucnost by mély
stacit klice fadu 24096). Algoritmus ma nicméné velky teoreticky vyznam, nebot
umoziiuje konstruovat algoritmy se subkvadratickou slozitosti (tedy rychlejsi nez
jedno klasické nasobeni) na fadu problémi teorie ¢isel (napi. testy prvociselnosti).

Princip Schénhage-Strassenova néasobeni je takovy, ze dané ¢islo délky n, kde
n = 2%, rozdélime na b bloki délky I, kde b a [ jsou mocniny dvojky rovné zhruba
Vv/n (pro k liché se vezme [ vétsi). Jednotlivé cifry souinu se pak se pocitaji jednak
modulo b (jakkoliv, nebot b je malé), a dale modulo 22! + 1, kde se pouzitim jistého
triku s konvolucemi vypocet prevede pomoci rychlé Fourierovy transformace na
nasobeni b ¢isel délky 2[ a pokracuje se rekurzi.

Cviceni. e Dokazte, Ze mocninu ¢ = a’ lze spocitat v case O(log2 ¢) pfi pou-
ziti standardni aritmetiky. Najdéte podobny odhad pfi pouziti Karacubova
algoritmu na nasobeni.

e Dokazte, ze mocninu ¢ = a® mod m lze spocitat v case O(logalogm +
log blog® m).

2.1.3. Deéleni se zbytkem. Uvazujme opét algoritmus dobfe znamy ze zakladni skoly.

a b a div b
’an,ll Ian,erll ‘ bm_ll ‘ = ’ Cd—1 I ‘
i ]

Tvrzeni 2.5. Casovd sloZitost skolského déleni je O(dm) = O((n —m+ 1)m), kde
n je pocet cifer délence, m je pocet cifer délitele a d je pocet cifer podilu.

Diikaz. K vydéleni ¢isla délky n ¢islem délky m potfebujeme nejvyse d kroki (d <
n—m+1). V i-tém kroku pak hleddme nejvétsi c¢q—; takové, 7e cq—;b < u, kde u
je Cislo se zapisem a,—; . ..aq—;4+1. Vzhledem k tomu, Ze cq—; je jednociferné, tedy,
0 < cq—; < B, staci vyzkouset nejvyse B moznosti, to znamené konstantné mnoho
krokt. V kazdém z téchto nejvyse B kroki nasobime c¢4_;b (coz mé slozitost O(m))
a porovnavame vysledek s éislem u (coz mé také slozitost O(m)). Celkova asova
slozitost déleni je tedy O(dm) = O((n — m + 1)m). O

2.1.4. Prevod mezi bazemi. Necht B, C jsou dvé béze a oznadéme
n—1

m—1
a = ZCLZ‘Bi = Z szl
i=0 i=0

zépisy Cisla a v téchto bazich. Uloha zni: mame-li dany ag,...,an,_1, jak zjistit

bo, ... bm1?
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Klasicky postup pii pfevodu z baze B do baze C je déleni a zapisovani zbytki:
bp = amod C
b1 = (a div C) mod C
by = (a div C?) mod C

Algoritmus 2.6.
VSTUP:  a=Y"J a;B".
VISTUP: by, ..., by 1 takova, e a = 31" " a;C".
0. wug:=a.
i. bz = U; mod C, Ujt1 = Uy div C.
IF u;y1 = 0 THEN STOP.

Spravnost algoritmu je zfejma.

Tvrzeni 2.7. Casovd sloZitost Algoritmu 2.6 je O(n?) (kde n = L (a), tj., a% na
konstantu, pocet cifer v jakékoliv bdzi).

Dikaz. Vykona se pfesné m kroku a jak bylo jiz fe¢eno, m = O(n). V kazdém kroku
dochézi k déleni ¢isla u; ¢islem C, tedy Cisla nejvyse n-ciferného ¢islem K-cifernym
(K je jistd konstanta stdld po celou dobu vypoctu), coz je operace se slozitosti
O((n — K +1)K) = O(n) = O(n). Celkem tedy O(n?). O

2.1.5. Nejuétsi spolecny délitel. Méjme opét n-ciferné ¢islo a a m-ciferné ¢islo b.
Nejefektivnéjsi metodou na nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele Cisel a a b je
Eukleidiv algoritmus, dobfe zndmy ze zakladniho kurzu algebry.

Algoritmus 2.8 (Eukleiduv algoritmus).
VSTUP:  a,b € Z.
VISTUP: NSD(a, b).
1. ap := max(a,b).
2. ag:=min(a,b).
i. 1IF a;—; = 0 RETURN a;_o.
a; = A;—2 mod a;—1.

Tvrzeni 2.9. Algoritmus 2.8 funguje.

Dikaz. Je potfeba dokazat dveé véci: Ze algoritmus po kone¢ném poctu krokt skonéi,
a Ze na vystupu se objevi NSD(a, b). Oboji plyne ze vztahu

NSD(a,b) = NSD(b, a mod b)
, ktery plati v libovolném Eukleidovském oboru. Odkazujeme do zékladniho kurzu

algebry. (Il

K vypoctu slozitosti Eukleidova algoritmu potfebujeme nasledujici snadné tvr-
zeni. Dikaz pfenechame jako cviceni.

Lemma 2.10. Nechf ay,...,a, > 2. Pak > L(a;) < CL(I]}, a;) pro vhodnou
konstantu C' zdvisejici pouze na bdzi.

Tvrzeni 2.11. Casovd sloZitost Algoritmu 2.8 je O((n —d + 1)m) < O(nm), kde
n=L(a), m =L (b), d= L(NSD(a,b)).
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Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze a > b a ozna¢me ¢ nejmensi
¢islo spliiujici ap = 0 (tj. algoritmus se zastavi v kroku ¢ = ¢ + 1). Déle necht

¢ = a;_o div a;_1, neboli a;_s = gia;—1 + a;, i = 3,...,¢. Casovou slozitost
Eukleidova algoritmu pak 1ze podle Tvrzeni 2.5 vyjadfit vzorcem

P4
o (Z L(a;-1)L (%‘)) :
1=3

Vyuzijeme odhad a;,_1 <ay=b,i=3,...,¢:

4 -1
ZL(aFl)L(qz‘) <m-L(q)- ZL(qurl).

Protoze qy_2,q; + 1 > 2, mizeme podle pfedchoziho lemmatu pséat

-1 -1
L(g) Y (L(gi+1)=0 (L (CM e+ 1))) :

1=3 =3

Vsimneme si, Ze qp = ag—a/as—1 a

a;iq; +a; _ a;—1q; +a;  a;—2
qi +1= < = ’
% %) a;
a muzeme odhadnout

- a 1, a ai1as - a a1a

0—2 i—2 ¢—2 Q102 - Gg—3 1G2
o [[a+1) < : = =
i—a Qp_1 ie3 a; Ay_1-a3Q4 ...0¢p_1 CLZ_1

2 2
i S T (.
<a§1> a (NSD(mb)) .
Slozitost je tedy

0 <m-L ((NSD“M)Q» = O(m(n—d+1)).

2.1.6. Rozsireny FEukleidiv algoritmus. Ze zakladniho kurzu by mélo byt znamo,
ze v Eukleidovském oboru existuji pro kazdé prvky a,b néjaké prvky c, d spliujici
NSD(a,b) = ca + db. Rozsifeny Eukleidiv algoritmus vraci kromé NSD téz tyto
koeficienty. Algoritmus prezentujeme pro obecny Eukleiduv obor.

O

Algoritmus 2.12 (Rozsifeny Eukleidiv algoritmus).
VSTUP:  a,b € R, pfedpokladejme v(a) > v(b).
VYSTUP: NSD(a,b) a ¢, d spliyjici NSD(a, b) = ca + db.
1. (a17017d1) = (a,l,O),
2. ((12702,(12) = (b,O,l),
i. IF a;_1 = 0 RETURN NSD((I, b) =aj_o,c=Ci_9,d=d;_o
qi = aj—2 div a;_1,
(az’,bi,ci) = (%’—2 mod a;_1,¢i—2 — qiCi—1,di—2 — Qidi—l)y

Tvrzeni 2.13. Je-li R FEukleidovsky obor, pak Algoritmus 2.12 funguje.
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Dikaz. Provedeme dikaz pouze pro Cast tykajici se koeficientu c,d; zbytek viz
zakladni kurz. Indukci dokdzZeme, Ze

a; = c;a + d;b
pro kazdé i. Pro i = 1,2 je tak postulovano v kroku 1. Déle, pro ¢ > 3,
a; = 2 — a1 = C¢i_20+d;_2b—qi(ci_1a+d;_1b)
= (cic2 —qicic1)a+ (di—2 — qid;—1)b,
a tedy Ci =Ci—2 —(giCi—1 a dz = di_g — Qz’di—l- [l
Neni tézké nahlédnout, ze asymptoticka ¢asova slozitost Algoritmu 2.12 je stejna
jako pro klasicky Eukleidiv algoritmus nad R, protoze v i-tém kroku ptibyde k

déleni prvkl a;,b; pouze nékolik operaci s¢itani a odc¢itani, jejichz asymptotické
slozitosti jsou mensi nebo stejné nez déleni.

2.2. Operace v oboru racionalnich ¢isel.

2.2.1. S¢itdni. S¢itani dvou racionalnich ¢isel probihéd podle vzorce

a c ad + be

b dT
Tedy je tfeba provést tii nasobeni celych ¢isel, jedno sc¢itani, jeden algoritmus na
hleddni NSD a dvé déleni (kvilli zkraceni na zékladni tvar). Casova slozitost tedy
bude

O(n?),

kde n je vétsi z poctu cifer Citatele a jmenovatele.

2.2.2. Ndsobeni. Nasobeni dvou racionalnich ¢isel probiha podle vzorce
a ¢ ac

b d " bd
Tedy je tfeba provést dveé nasobeni celych ¢isel, jeden algoritmus na hledani NSD
a dvé déleni (kvili zkraceni na zdkladn{ tvar). Casova slozitost bude opét
O(n?),

kde n je vétsi z poctu cifer Citatele a jmenovatele.

2.2.3. De¢leni. Déleni dvou racionalnich ¢isel probiha podle vzorce

ol
Sal IS
ol

Deéleni se tedy prevadi na nasobeni a ma proto stejnou ¢asovou slozitost
O(n?).

Zdtraznujeme, ze operace s racionalnimi ¢isly jsou fadové pomalejsi nez s Cisly
celymi, z dtivodu kréceni na zdkladni tvar (slozitost Eukleidova algoritmu dominuje
nad s¢itdnim a nasobenim). V nékterych aplikacich se mtzeme vzdat pozadavku
kraceni a operace tak vyrazné zrychlit. Musime dat ovSem pozor na to, aby nam
nerostly hodnoty v Citateli a jmenovateli do zavratnych vysin, coz je typicky dusle-
dek.
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2.3. Operace v algebraickych rozsifenich Q. Jak uz bylo feceno,

Q(a) = Q[z]/ma,oQlz],

takze prvky Q(a) mtizeme reprezentovat pomoci polynomt stupné menstho nez n =
deg m,p a operace +,- provadime modulo polynom mg,qg. Z toho lze odhadnout
Casovou slozitost operaci — ke s¢itani potfebujeme O(n) operaci v Q a k nasobeni
O(n?) (je tieba jednak nasobit dané polynomy a nasledné délit vysledek polynomem
mayQ).

Protoze Q(«) je téleso, potfebujeme také algoritmus na vypocet inverzu. Mé&jme
polynom p € Q[z] stupné méné nez n, chceme najit polynom ¢ stupné méné nez
n takovy, ze pg = 1 (mod m, g). Jinymi slovy, takovy, Ze p(a)q(a) = 1. Vime, zZe
NSD(p, ma,g) = 1, nebot mq g je ireducibilni a degp < degmq, g, a tedy pomoci
rozsifeného Eukleidova algoritmu lze najit polynomy a,b € Q[x] splitujici 1 = ap +
bm, - Dosazenim prvku « zjistime, Ze 1 = a(a)p(a)+b(a)mq, (@) = a(a)p(a)+0.
Tedy a je hledany polynom. Casova sloZitost invertovani je tedy stejna, jako sloZitost
Eukleidova algoritmu.

2.4. Operace v konecnych télesech. S¢itani a nésobeni v télesech F, netfeba
rozebirat, jde o scitdni a nasobeni celych Cisel s naslednym délenim. Co se tyce
inverzu, bud mutZeme pouZzit zpisob analogicky predchozimu odstavci, nebo lze
uzit vzorce z malé Fermatovy véty, ktera fika, ze v F,, je a=! = a?~? mod p.

Ostatni konecnd télesa jsou, jak znamo, algebraickd rozsifeni téles Z,, problém
Ize tedy Tesit analogicky jako pro algebraické rozsifeni Q.

2.5. Operace s polynomy. Uvazujme dva polynomy

n m
p:Zaixi a q:Zbixi
i=0 i=0
v husté reprezentaci, resp. dva polynomy
u= Z @t a v= Z bt
teTy teTy

v Fidké reprezentaci, kde T7,T» jsou né&jaké mnoziny termi, |T1| = n, |T2| = m.
Zde tedy m,n neznadi stupen, nybrz pocet c¢lent téchto polynomi. (Pro uplnost
predpokladejme, Ze a; = 0 pro vSechna ¢t € To T} a by = 0 pro v8echna t € T3 \Ts.)

2.5.1. Sé¢itdani. S¢itani je v principu stejné jako pro ¢isla, akorat bez prenosi. V
husté reprezentaci probihéd podle vzorce

max(m,n)

pt+a=( Z (ai + bi)z'),

i=0
potifebujeme tedy pfesné max(m,n) + 1 operaci v okruhu R. Podobné, v fidké
reprezentaci probiha podle vzorce

u+v=( Z (ar +be)t),
teT UT>

potfebujeme tedy nejvyse min(m,n) operaci v okruhu R (pfiéitdni nuly nepovazu-
jeme za operaci).
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2.5.2. Ndsobeni. V husté reprezentaci miizeme pouzit vzorec

m—+n [3 ]
pra= Y (Y abig)a’,
=0 j=0

ve kterém provddime 1+2+---+ (m+n) = O((m+n)?) = O(max(m,n)?) operaci
v okruhu R. P¥i jemnéjsim vypoctu (vSimnéte si, Zze a; = 0 pro ¢ > n, resp. b; =0
pro i > m) dostavame ¢asovou slozitost 1+2+-- -+ min(m,n) + - - - + min(m,n) =
O(mn).

Nebo mutzeme pouzit Skolského nasobeni, které probéhne podobné jako pro ¢isla,
ale bez prenost. Zde opét dostavame ¢asovou slozitost

O(mn).

Vyhoda je, Ze tato metoda funguje i v fidké reprezentaci, kde dostavame analogickou
slozitost vzhledem k poctu clenai.

V piipadé husté reprezentace se pak vyplati pouzit Karacubovo nésobeni (v
algoritmu je pouze potieba nahradit mocniny B za z%). Tim ziskdme algoritmus
se slozitosti

O(max(m, n)'e23).

Cviceni. Aplikujte vSechny tfi postupy na vypocet soucinu
(P 4z +1)- (2 —2).
Poznamenejme, Ze v nékterych okruzich R funguje jesté fadoveé rychlejsi algorit-

mus, se slozitosti O(max(m, n)log max(m,n)), zalozeny na moduldrni reprezentaci
a Rychlé Fourierové transformaci. Ukazeme si jej pozdéji.

2.5.3. Déleni a NSD nad télesem. Uvazujme polynomy, jejichz koeficienty jsou
prvky télesa. Podil a zbytek jsou, jak zndmo, jednoznacné urceny a k jejich vy-
poctu lze pouzit skolsky algoritmus.

anz™ + ...+ ag ‘ : ’ byx™ + ...+ by ‘:’ CnemZT™ ™™+ ...+

Podobné jako u déleni ¢isel je tfeba n —m + 1 krokt, v kazdém z nich provadime

nasledujici operace:

(1) Uréi koeficient ¢; jako podil vedouciho koeficientu prévé déleného polynomu

a prvku lc(g).

(2) Odecti od déleného polynomu polynom ¢; - q.
V prvnim kroku provadime pouze jednu operaci v télese, v druhém pak nejprve
nasobime polynom ¢ konstantou c¢;, coz spotfebuje m + 1 operaci, a nasledné odeci-
tame tento polynom stupné m od déleného polynomu, coz spotfebuje m+1 operaci.
Celkova casova slozitost je tedy (m + 1)(n —m + 1) = O(m(n —m + 1)) jako u
celych cisel.

Cviceni. Jak jisté znéte ze zakladniho kurzu algebry, nejvétsi spoleény délitel dvou
polynomu jedné proménné nad télesem lze vypocitat pomoci Eukleidova algoritmu.
Spoctéte jeho ¢asovou slozitost pro vstupni polynomy stuptid m,n. MuZete se in-
spirovat diikazem Tvrzeni 2.11. Uvédomte si, ze rozsifeny EukleidGv algoritmus
funguje pro polynomy také.
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V praxi se bohuzel ¢asto setkdvame s polynomy, jejichz koeficienty nejsou prvky
télesa: jde zejména o polynomy nad celymi ¢isly a o polynomy vice proménnych
(které muzeme chapat jako polynomy jedné proménné nad Rlzi,...,zn-1]). V
téchto oborech viibec nemusi podil existovat.

Priklad. e V Z[z] neexistuje podil polynomt z? — 1 a 2z — 2. Pii feeni
rovnosti (22 — 1) = ¢(2x — 2) +r (kde degr < deg(2x — 2) = 1) dochézime
k tomu, ze koeficient u z je sudy, spor.
e V R[z,y] = (R[])[y] neexistuje podil polynomt y? a xy + 1. Pfi feSeni
rovnosti y? = q(xy + 1) + 7 (kde degr < 1 ve smyslu polynomu jedné
proménné y) dochézime k tomu, ze koeficient u 32 je délitelny x, spor.

Tento problém lze vyfesit pomoci tzv. pseudodéleni, které bude diskutovano v
kapitole vénované nejvétsimu spole¢nému déliteli polynomid nad obecnym Gausso-
vym oborem. (Pfipomerime, Ze tzv. Gaussova véta, kterd se v zdkladnim kurzu casto
nedokazuje, fikd, Ze obor polynomi nad Gaussovym oborem je Gausstv obor.)

2.5.4. Vyhodnocovdni polynomi. Necht p = """ ja,z° € R[z] a a € R. Zajima
nas otazka, jak efektivné vycislit hodnotu polynomu p v bodé «.

Na prvni pohled by ¢tenafe mohlo napadnout prosté dosadit pismeno « misto
pismena x a vysledny vyraz v okruhu R vyhodnotit tak jak lezi, tj. jako ag + a1+
asa® + ...+ an,a™. Budeme-li si pamatovat pfedchozi mocninu «, pak potiebujeme
n s¢itani a 2n nasobeni v R, nebof v kazdém kroku nasobime a; - o1 - au.

Efektivnéjsim zptsobem je tzv. Hornerovo schéma
pla) =ag + alar + af. .. alap—1 + aay))).

Vidite, ze takto potfebujeme n sc¢itani a pouze n nasobeni.
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Modularni reprezentace a rychlé nasobeni a déleni

3. MODULARNI REPREZENTACE

Pripomenme si dvé dobfe znamé véty.

Véta 3.1 (Cinska véta o zbytcich). Nechf my,...,m, jsou po dvou nesoudélnd
c¢isla, oznacme m = myq -...-my. Pak pro kaZdd uq, ..., u, € Z existuje prdvé jedno
feSend x € {0,1,...,m — 1} soustavy

x =wuy (mod mq)
x = ug (mod my)

T = uy, (mod my,)

Véta 3.2 (o interpolaci). Necht ag,aq, ..., q, jsou po dvou rizné pruky télesa T.
Pak pro kaZdd ug,uq,...,u, € T existuje prdvé jeden polynom p € T[x] stupné
nejvyse n splriugici
p(ao) = ug
plon) =u
plan) = un
Navic si vS§imnéte, Ze zobrazeni
Loy = Loy X -+ X Lyy,,, x+— (z mod mq,...,x mod my)

je homomorfismus, a Cinska véta o zbytcich iika, Ze to je bijekce, tedy izomorfismus.
I v druhém ptipadé, zobrazeni

T[] = Tx---xT, p— (plag),...,p(an))
je homomorfismus, a véta o interpolaci fika, Ze to je bijekce na mnoziné vSech

polynomu stupné nejvyse n. Tato pozorovani motivuji nasledujici definici.

Definice. Moduldrni reprezentaci okruhu R podle ideadld My, ..., M,, rozumime
epimorfismus
v:R—>R/M; x...xR/M,
x— (x+My,...,2+M,)
Modulérni reprezentaci nazveme vérnou, pokud je ¢ izomorfismus.

Obvykle se voli My, ..., M, hlavni idedly, tj. M; = m;R pro néjaka m; € R.
Budeme psét zkracené R/m; misto R/m;R.

Pokud obor R umoziiuje délit se zbytkem (jako napf. Z nebo polynomy nad
télesem), mizeme ztotoznit prvky R/m; s vybranymi reprezentanty zbytkd modulo
m;. Modularni reprezentaci pak mtizeme psat ve tvaru

p:R—>R/mi x...xR/m,

x +— (x mod my,...,x mod my,).
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Napf. prvky Z/m ztotoznime s reprezentanty zbytkd modulo m, které se obvykle
voli 0,...,m—1 (alternativné bychom mohli vzit napt. =% +1,..., % pro m sudé,
1

resp. — 5=, ..., ’”T_l pro m liché). Podobné, prvky T|z]/(z—«) ztotoZnime s prvky

télesa T, nebot
pmod (z —a)=p(a) €T
(dokazte dosazenim hodnoty « do definice podilu a zbytku!).
Piiklad. Zobrazeni
Z—7Z/mi%x...xZ/my, x+— (xmodmy,...,zmodm,)
je modularni reprezentaci prirozenych cisel.

Priklad. Zobrazeni
T[z] - Tlz]/(z — ag) X ... x T[z]/(x — an), pr— (p(ao),-..,plan))

je modularni reprezentaci polynomu nad télesem T.

K ¢emu jsou moduléarni reprezentace? Princip tzv. moduldrni metody je, ze dany
problém nefeSime v daném komplikovaném oboru R (tj. ve standardni reprezen-
taci), nybrz v nékolika mensich jednodussich oborech R/m; (tj. v moduldrni repre-
zentaci). PFitom nékteré operace jsou v moduldrni reprezentaci mnohem rychlejsi,
nez v klasické. Typickym prikladem je nésobeni: mame-li dan polynom stupné n
nad télesem T (resp. n-ciferné &islo), ve standardni reprezentaci potfebujeme O(n?)
operaci v T (resp. operaci s ciframi). Je-li ovSem tento polynom (¢&islo) v modu-
larni reprezentaci, tj. reprezentovan vektorem délky n + 1 svych hodnot v néjakych
bodech z T (resp. n zbytky modulo jednociferna ¢isla m;), sta¢i ndm k nésobeni
pouze n + 1 operaci v télese T (resp. 2n operaci s jednocifernymi ¢isly) — vektory
sta¢i vynasobit po slozkach, nebof moduldrni reprezentace je homomorfismus!

Vidime tedy, Ze nasobeni (a dalsi tlohy) jsou v modulérni reprezentaci fadové
rychlejsi. OvSem uzivatel zpravidla vyzaduje vstup i vystup (polynom, ¢islo) v re-
prezentaci standardni. Problém tedy je, nalézt rychly algoritmus na pfevod mezi
standardni a modularni reprezentaci. V obecném pfipadé nalezneme algoritmy
(Lagrangeiv a Garnerdv) s ¢asovou slozitosti kvadratickou (tedy pro rychlé na-
sobeni bezcenné, ovSem cenné pro jiné tlohy). V jistém specidlnim piipadé pro
polynomy pak nalezneme algoritmus s ¢asovou slozitosti O(nlogn) (tzv. rychld
Fourierova transformace), éimz ziskdme asymptoticky nejrychlejsi zndmy algorit-
mus pro nasobeni polynomt.

4. ZoBECNENA CINSKA VETA O zZBYTCICH

Dfive ne? pokro¢ime ke zminénym algoritmim, dokéZeme tzv. zobecnénou Cin-
skou vétu o zbytcich, kterd zahrnuje jak obé véty zminéné v tvodu této kapitoly,
tedy klasickou CVZ a vétu o interpolaci polynomti, tak mnoho dalsich situaci. Tato
véta fikd, na jakém oboru se danid modularni reprezntace chova vérné, proto téz
nazev Véta o moduldrni reprezentaci.

Pripomenme, Ze jsou-li A, B idedly komutativniho okruhu R, pak

A+B={a+b:ac AbeB}

také tvori idedl a je to nejmensi idedl obsahujici A U B. Potfebujeme nasledujici
pomocné lemma.
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Lemma 4.1. Necht R je komutativni okruh s jednotkou a M,My,...,M,, jeho
idedly splnujict M + M,; = R pro vsechna i. Oznacme

Pak M+ K =R.

Diikaz. Nejprve si uvédomte, ze staci dokazat, ze 1 € M + K. V tom pripadé,
1 = a+ b pro néjakd a € M, b € K a libovolné r € R lze psat jakor =r-1 =
ra+rbe M+ K.

Vime, ze pro vSechna ¢ plati M + M, = R, tedy existuji ¢; € M a d; € M,
spliujici 1 = ¢; + d;. Pak ovsem

1=1-...-1=(c1+dy) ... (ch+dy) =
- (6102"'Cn+Cl"'0n_1dn+...+d1 "'dn_lcn) JF (dl"'dn).

OvSem prvni zdvorka je prvkem M, protoze v kazdém s¢itanci je n&jaké ¢, € M (a
podle definice ideélu, libovolny jeho ndsobek tam je a jejich soucet téz). A druha
zévorka, tj. dy - - - d,,, ndlezi K, nebof pro kazdé i mame d; € M;, tedy i dy ---d,, €
M,, a proto dy -+ -d, € (i, M; = K. Takze 1 € M + K. O

Véta 4.2 (o modularni reprezentaci, zobecnéna Cinska véta o zbytcich). Necht R
je komutativni okruh s jednotkou, My, ..., M, jeho idedly splriujici M; + M; = R
pro vSechna i # j a oznacme

Pak je zobrazeni
R/M —R/M; x...x R/M,
z4+M (z+My,...,z+M,)

izomorfismus.

Drikaz. Uvazujme zobrazeni
v:R—-R/M; x...xR/M,

x— (x+M;y,...,x+ M,).
Je to homomorfismus, protoze v kazdé slozce mame pfirozenou projekci R —
R/M;. Nejprve dokézeme, ze Ker(p) = M:

Ker(p) ={z €eR:p(x)=(0,...,0)} ={zeR:z€M,...,z € M, }
={zeR:zec[|M}={rcR:zeM} =M.
i=1
Tedy podle 1. véty o izomorfismu plati R/M ~ Im(p), s izomorfismem uvedenym ve
znéni véty. Zbyva dokazat, ze Im(p) = R/M; x ... x R/M,,. Zvolime uq, ..., u, €
R a zkonstruujeme x € R spliujici

90(.1?) = (u1 +M17~-~7un +Mn)
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Oznac¢me K; = ﬂj# M. Podle Lemmatu 4.1 plati M; + K; = R, tedy 1 € M; +K;,
a proto existuji a; € M;, ¢; € K; spliujici 1 = a; + ¢;. Polozme

n
€r = E Cily;.
i=1

Dokézeme, Ze pro vSechna j plati x + M; = u; + M;, neboli Ze x — u; € M;.
Rozepiseme si
n
T—U; = Zciui —Uuj; = (ZC,UZ) =+ (Cj — ].)U]
i=1 i£]
Protoze c¢; € M, pro vSechna ¢ # j, mame také c;u; € M, pro vSechna i # j, a
tedy celd suma >, . c;u; € M. Navic ¢; —1 = —a; € My, tedy i (¢; —1)u; € M.

Tedy také x — u; nalezi do M. O
Dusledek 4.3. Necht R je Eukleidovsky obor, my, ..., m, € R jeho pruky spliiujict
NSD(m;,m;) = 1 pro vdechna i # j a ozna¢me m =myq - ... - my,. Pak je zobrazeni

R/m —-R/m; x...xR/m,, xmodm— (xmodmy,...,zmodm,)
izomorfismus.

Diikaz. V ptredchozi vété dosadte za M; hlavni idedl m;R a pFipometite si zavedené
ztotoznéni prvki R/m; s reprezentanty zbytkovych t¥id modulo m;. Pro uplnost je
tfeba ovéfit, ze (1) M; + M; = R pro vSechna i # j a (2) (-, M; = mR.

(1) ProtoZe je obor R Eukleidovsky, z rozsifeného Eukleidova algoritmu plyne,
ze existuji ¢,d € R spliiyjici 1 = NSD(m;, m;) = em; + dm; € M; + M;. Tedy
M, +M; =R.

(2) Jingmi slovy, chceme dokézat, ze prvek a je délitelny v8emi m; pravé tehdy,
kdyz je délitelny m. CoZz plyne z nesoudélnosti prvka m,. (Pfipomenme, Ze a je
prvek mR pravé tehdy, kdyz m | a.) a

Piiklad. Pro R = Z dostavame Cinskou vétu o zbytcich.

Priklad. Pro R = T[z] a m; = © — «; dostdvame upfesnéni véty o interpolaci:
moduléarni reprezentace je vérna, bereme-li polynomy modulo polynom

m=(x—ag) ... - (z—ay)
stupné n + 1. Neboli
T[z]/sznJrl, pr= (p(OZO)a"'ap(Oén))'

I zde je tfeba povazovat p za reprezentanta zbytkovych tiid modulo m, tedy degp <
n+ 1.

5. ALGORITMY NA CINSKOU VETU O ZBYTCICH

Uvazujme situaci popsanou Dusledkem 4.3 a zejména dva vyse uvedené kon-
krétni pripady. Algoritmus pro pfevod ze standardni do modularni reprezentace je
oCividny: pocitame n zbytku po déleni prvky my,...,m,. Otazka je, jak provést
efektivné opacény prevod.
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V pripadé polynomt vede tiloha pfimocate na feseni soustavy linearnich rovnic
. s . .z n 7 N~ s s
s tzv. Vandermondovou matici: chceme-li najit polynom p = Y ja;x* spliujici

plag) = ug, ..., play) = uy,, dostdvame soustavu
ay o a2 ... af | u
af ol a2 .. ool |w

0 1 2 n
o) ay Al al | uy,

Jak znadmo, determinant Vandermondovy matice je roven [],_ ; (v — ¢yj) # 0, exis-
tuje tedy pravé jedno feSeni této soustavy.

Pravé popsand metoda jednak neni prili§ efektivni, a navic ji nelze aplikovat
v druhém ptipadé, totiz na feSeni soustav kongruencnich rovnic. Pfedvedeme dva
obecné algoritmy.

Prvni z nich je de facto popsan v diikazu zobecnéné CVZ. Pouze je tieba pielozit
symbolicky zapis z Teci idealt do feci prvku oboru.

Algoritmus 5.1 (Lagrangetv).
VSTUP: mi,...,My € Ry ug,...,u, € R.
VISTUP: Reseni soustavy z = u; (mod m;),i=1,...,n.
1. Polozm:=mq-...-m, ak;:= mﬂi,izl,...,n.
2. Najdi a4, b; spliujici a;m; +bk; =1,1=1,...,n.
3. RETURN z =Y ., bik;u;.

Poznamenejme, ze je-li R Eukleidovsky obor, lze pouzit v kroku 2. rosifeny
Eukleidiv algoritmus, nebot NSD(m;, k;) = 1. V piipadé R =Tz] am; =2 — oy
je vSak efektivnéjsi nasledujici trik: polozme

1 1
ki(ov,) Hj;éi(ai — ;)

(v&imnéte si, Ze a; vlastné k ni¢emu nepotfebujeme). Potfebujeme ovétit, ze b;k; = 1
(mod z — ), tedy Ze bik;(a;) = 1. Oviem k; = [[, (= — o ), takZe to plati.

bi =

Tvrzeni 5.2. Je-li R Eukleidovsky obor a my,...,my jeho po dvou mesoudélné
proky, pak Algoritmus 5.1 fungugje.

Diikaz. Jak jiz bylo uvedeno, postup odpovida dikazu Véty 4.2. (Il

Tvrzeni 5.3. Necht T téleso, ay,...,a, € T. Jestlize R = T[z] a m; = © — «y,
pak md Algoritmus 5.1 casovou sloZitost O(n?).

Dikaz. Probereme jednotlivé kroky. 1. Nejprve se vypoéte m = mq - ... My,
coz je n — 1 nasobeni polynomu stupné nejvyse n — 1 polynomem stupné 1, tedy
¢asova slozitost je O(n?). Nasledné pocitame k; = o, tedy n podilii polynomu
stupné n polynomem stupné 1, takze ¢asova slozitost je nO(n) = O(n?). 2. Provadi
se vypocet by,...,b,. Podle vyse uvedeného vzorce, kazdé b; je inverzem soucinu
n — 1 prvki télesa, tedy casova slozitost je opét nO(n) = O(n?). 3. Posledni krok
zahrnuje n — 1 séitani, pricemz kazdy séitanec je soucin polynomu n; stupné n — 1
a konstant b;, u; € T. Vidime, Ze i tento krok ma slozitost O(n?). O

Tvrzeni 5.4. Jestlize R = Z a m; jsou jednocifernd cisla, pak md Algoritmus 5.1
¢asovou slozitost O(n?).
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Dikaz. Analogicky, pficemz misto polynomu stupné 1 vystupuji jednociferna ¢isla.
Rozdilny je krok 2., kde provadime n-krat rozsiteny Eukleiduv algoritmus. Podle
Tvrzeni 2.11 je slozitost Eukleidova algoritmu provedeného na n-ciferné a jednoci-
ferné ¢islo O(n), tedy i tento krok ma slozitost O(n?). O

P¥iklad. Reste v Z soustavu z =0 (mod 2), x =2 (mod 3), x =3 (mod 5).
110 2 15 -7 1 15

212 3 10 -3 1 10
313 5 6 -1 1 6

Protoze m =2 -3 -5 = 30, dostavame jako feSeni kazdé
z=15-04+10-24+6-3=38=8 (mod 30).
Priklad. Najdéte p € Zg[x] stupné nejvyse 2 tak, aby p(0) = 2, p(1) = 2, p(2) = 1.

z‘ui m; k; b;

112 =z (r—1)(x —2) (—Tl(—Q)Zg
212 (z—1) z(z—2) o = 4
3|1 (z—-2) z(z-1) 77 =3

Hledany polynom je tedy
r=6(x—1)(x—2)+8x(x —2) +3z(x — 1) = 22° + 3z + 2.

Jednou z vyhod Lagrangeova algoritmu je, Ze pii zméné hodnot u; staci opakovat
jen krok 3. Jinou péknou vlastnosti je snadna paralelizace Lagrangeova algoritmu
(tedy tprava do formy vhodné pro velké paralelni pocitace): vypocet x v kroku 3.
lze napsat pro n sudé jako

n/2

n
/! /!
z=( E bingu;) - Moy - - M + ( E binju;) - ma My,
i=1 i=n/2+1
myeem,, . my, cmy, .
kdenj = = =2 proi = 1,...,n/2,nj = —FE"" proi =n/2+1,...,naaj,b

jsou prvky splitujici ajm; +bin/ = 1. Vsimnéte si, Ze prvni i druhou polovinu vjrazu
lze pocitat nezavisle, tedy lze aplikovat metodu rozdél a panuj, velmi vhodnou pro
paralelizaci. Neni tézké ovérit, ze vysledna slozitost je opét kvadraticka.

Uvedené vyhody Lagrangeova algoritmu jsou znevazeny jednou velkou nevyho-
dou: pfi zvySeni n (tj. pfi pfiddni dodatecné podminky) se musi cely vypocet opa-
kovat. To je pomérné Casté situace pfi praci s moduldrnimi reprezentacemi, nebot
v mnoha tlohdch v pribéhu vypoctu vyrazné rostou velikosti proménnych. Na-
sledujici algoritmus tuto vadu nemd. (Poznamenejme, Ze jeho asympotickd ¢asova
slozitost je stejna.)

Trik Garnerova algoritmu je nésledujici:

Je-li a,, FeSenim soustavy = u; (mod m;), i =1,...,n a pfiddme-li novou rovnici
T = tpy1 (mod myy1), pak FeSeni nové soustavy hleddme ve tvaru

Opt1 = Gp +M1 ... - mpby,
pro jisté b,. VSimnéte si, ze a,41 je FeSenim ptvodni soustavy pro jakékoliv b,
nebot druhy séitanec je délitelny kazdym m;, i = 1,...,n. Aby apt1 = upt1
(mod my,41), musi platit
p+m1-...-mpby, = upy1  (mod my,iq)

My -Mpby = Upy1—ap  (mod Mmyq1),
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tedy staéi (a je nutné), aby b, = (un11 — an)e, (mod my41), kde ¢, je prvek, pro
ktery ¢, -my...mp =1 (mod my41).

Algoritmus 5.5 (Garnerav).
VSTUP: mi,...,My € Ryup,...,u, € R
VISTUP: Reseni soustavy z = u; (mod m;), i =1,...,n.
0. (ao,bo,k‘o) = (0,“1,1)
i. (aubz‘,ki) = (ai—l +bi_1ki_1, (U¢+1 - ai)ci mod mi+1amiki—1)a kde
¢; je prvek spliujici k;c; = 1 (mod my11)
n. RETURN a,, := ap—1 + bp—1kn—1-

Poznamenejme (Lemma 4.1), Ze je-li R Eukleidovsky obor a prvky mq,...,m,
jsou po dvou nesoudélné, pak je k; = my - ... - m; nesoudélny s m; 11, a tedy prvek
¢; 1ze nalézt pomoci rozsiteného Eukleidova algoritmu:

1= NSD(ki,mi+1) = Ciki + dimi+1.

(Vsimnéte si, ze modulo m;;1 dostdvame 1 = ¢;k; (mod m;41).) V nasich dvou
specialnich pripadech lze postupovat efektivnéji:

(1) v ptipadé R = Z vlastné hleddme inverz prvku k; v grupé Z;, . Podle
Eulerovy véty muzeme volit

ir1)—1
C; = kf(m“rl) .

(2) v ptipadé R = T[z] a m; = & — «; lze volit (podobné jako u Lagrangeova

algoritmu)
1 1
“a= ki(ai+1) - (ai+1 - 041) Ceelt (ai+1 - Oéi).
(Ovette!)
Tvrzeni 5.6. Je-li R Eukleidovsky obor a my,...,m, jeho po dvou nesoudélné

proky, pak Algoritmus 5.5 funguje.
Diikaz. Vsimnéte si, ze

a v i-tém kroku plati
ait1 =a; + bk =u; (modmj), j=1,...,i+1,

podle vypoc¢tu uvedeného pred algoritmem. (Il

Tvrzeni 5.7. Necht R = Z nebo R = T|z], T téleso, a piedpoklidejme, Ze délka
véech m; je 1 (tj. jsou to jednocifernd éisla, resp. polynomy stupné 1). Pak md
Algoritmus 5.5 ¢asovou sloZitost O(n?).

Diikaz. Algoritmus probihd v n + 1 krocich. Pfitom kazdy z nich mé ¢asovou slozi-
tost O(n): provéite, ze kazda operace je bud s¢itani a od¢itani prvki délky nejvyse
n, nebo nasobeni prvku délky nejvyse n prvkem délky 1, nebo pocitani zbytku
modulo prvek délky 1. S vyjimkou vypocétu ¢;, kde voldme rozsifeny Eukleidiv
algoritmus na prvky délky n a 1: ovSem podle Tvrzeni 2.11 ma i tento vypocet
slozitost O(n). O



POCITACOVA ALGEBRA 25

Jak je vidét, vyhodou Garnerova algoritmu oproti Lagrangeovu je, Zze dodatecné
pridani jedné podminky znamenda prodlouzeni vypoctu o pouhy jeden krok, ktery
probéhne v linearnim case. Tento fakt si ilustrujeme na nésledujicich p¥ikladech, kdy
k tfem podminkdm pouzitych v ptikladech vysSe pfidame ¢tvrtou, které vyhovuje
stejné Teseni.

P¥iklad. Reste v Z soustavu z =1 (mod 2), x = 2 (mod 3), x =3 (mod 5).
Reste tuto soustavu doplnénou o =1 (mod 7).

i lu; omy | kg ¢ oa b;

O|— — |1 — 0 1

1(1 2 2 2 1=0+1-1 2=(2-1)-2

212 3 6 1 5=1+4+2-2 3=(3—5)-1mod5
313 5 30 4 23=5+3-6 3=(1-23)-4mod 7
411 7 |— — 113=23+3-30 —

Resenim prvnich t¥ech rovnic tedy je kazdé x = 23 (mod 30). Resenim vSech &tyfech
pak je kazdé x = 113 (mod 210).

Priklad. Najdéte p € Zs[x] stupné nejvyse 2 tak, aby p(0) = 2, p(1) = 2, p(2) = 1.
Najdéte p € Zs|x] stupné nejvyse 3 spliiujici navic p(4) = 2.

1| U My kl C; a; bz
0] — — |1 — 0 2
112 = T 1= kll(l) 2 0
212 z-1|z(x—1) = gy Mod 5 2 2
3|1 z—-2|z(zx—1)(z—-2) 4= k31(4) mod 5 2+ 2z(x —1) 4
412 z—4|... — 2+ 2z(x—-1)+ —
dz(x — 1)(x — 2)

(Pfi vypoftu napf. by poCitdme (ug — ag) - ¢ mod (z — 4), neboli dosazujeme
hodnotu z = 4 do polynomu (2 — (2 + 2z(z — 1))) - 4. ) Prvnim tfem podminkdm
tedy vyhovuje polynom p = 242z (z—1) = 222+ 32+2. Vem ¢tyfem pak polynom
p=2+2z(x—1)+4r(x —1)(x —2) = 42% + 2 + 2.

6. RYcHLA FOURIEROVA TRANSFORMACE

V této sekci necht T znadi téleso a w jeho prvek.

Diskrétni Fourierovou transformaci DFT(w) s parametrem w rozumime vypocet
hodnot polynomu p € T|[x] stupné nejvyse n — 1 v bodech 1,w,w?, ..., w" . Dis-
krétni Fourierovu transformaci lze chapat jako zobrazeni mezi vektorovymi prostory
T" — T™, které vektoru koeficient prifadi vektor hodnot ve zminénych bodech.
Tedy pro polynom p = Z?:_Ol a;zt plati

DFT(w)(ag,a1,.--,an-1) = (p(1),p(w), ... ,p(wn—l))_

Protoze hodnotu polynomu v libovolném bodé « lze dostat nasobenim jistého rad-
kového vektoru zavislého na o a stale stejného sloupcového vektoru podle vzorce

ao
n—1 ) a1
pla) = Z%Oﬂl = (La,a?...,a") ,
i=0

anp—1
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pro diskrétni Fourierovu transformaci plati vzorec

DFT(w)(u) = A(w) - u,

kde u je sloupcovy vektor (ag,ai,...,a,_1)7 a A(w) je Vandermondova matice
1 1 1 e 1
1 w w? . w1
Aw) = 1 w? w? .. w2(=1)
1 w1t w2(n—1) o w(n—l)(n—l)

n—1

Tedy DFT(w) je linedrni zobrazeni. Navic, pokud jsou prvky 1,w, ..., w po dvou
ruzné, pak je toto zobrazeni bijektivni, protoze, jak znamo, determinant Vander-

mondovy matice A(w) je roven soucinu [],. .(w? — w?). Za tohoto ptredpokladu
1

i
mizeme uvaZzovat inverzni zobrazeni DFT(w)™': nazyvame jej inverzni diskrétni
Fourierovou transformaci a budeme jej znac¢it IDFT(w). Vsimnéte si, Ze

IDFT (w)(u) = A(w) ™! - w.

IDFT je vlastné interpolaci polynomu z hodnot v bodech 1,w,w?,...,w"” ! a cela

diskrétni Fourierova transformace a jeji inverz jsou specialnim pfipadem modularni
reprezentace. Jeji smysl je v tom, ze pro jista w existuje velmi rychly algoritmus na
jejich vypocet.
Definice. Rekneme, Ze prvek w € T je primitivni n-td odmocnina z jedné v télese
T, jestlize plati

(1) w" =1,

(2) w*# 1 pro vSechnai=1,2,...,n— 1.
Jinymi slovy, jestlize je fad prvku w v grupé T* roven n.

27i

Priklad. (1) Vtelese Cjew =en = cos 2X +isin 2* primitivni n-tou odmoc-
ninou z jedné, jak lze snadno nahlédnout, kdyz si nakreslite jeji mocniny v
komplexni roviné (tvoii vrcholy pravidelného n-tthelnika)

(2) V télese Zs je w = 2 primitivni ¢tvrtou odmocninou z jedné, nebot 2% = 4,
2% =3 a 2" = 1. Obecné, kazdy generator grupy Zj je primitivni p — 1-tou
odmocninou z jedné v télese Z,,.

Vsimnéte si, ze je-li w primitivni n-t4 odmocnina z jedné, pak je matice A(w)
regularni.

Tvrzeni 6.1. Je-li w primitivni n-td odmocnina z jedné v télese T a

Alw) = (wij)nfl

i,j=0
pak
A =Ly

n i,j=0"
Jingmi slovy,

IDFT(w) = 1 -DFT(w™}).
n
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Diikaz. Dokazeme, Ze soudin téch dvou matic je jednotkova matice (z toho plyne,
Ze jsou navzajem inverzni). Podle vzorce pro souéin matic plati

ijyn—1 1 —ij\n—1 1 i, ik —kjyn—1
(w )i,jzo T (‘” )i,j:() o (Zw w )m‘:o'
k=0

Pritom pro ¢ = j mame

1 n—1 1 n—1 1

— . ik —ki — — . —_ . . —

- ww - Z 1 - (n-1)=1.

k=0 k=0
Naopak, pro i # j

n—1 n—1 n—1
Zwikw—kj — Zwk(i—j) = Z(wi—j)k7
k=0 k=0 k=0

dostali jsme tedy geometrickou fadu. Protoze w je primitivni odmocnina, méame
w'™7 # 1 a miZzeme pouzit znamy vzorec, ktery ¥ika, zZe

n—1

3wy = (@) -1

wi=i —1
k=0

Zéroven viak w" = 1, a tedy (w'7)" = (w")*7 = 177 = 1. Cili vysledek je 0.
Dokazali jsme, ze na diagonale soucinu téch dvou matic jsou jednotky a mimo
diagonalu nuly. Soucinem je tedy jednotkova matice. (I

Ve zbytku kapitoly se tedy nemusime zabyvat vypoctem IDFT, nebot tu lze
provést stejné jako DFT, pouze s jinym parametrem.

Principem rychlého algoritmu na vypocet DFT je metoda rozdél a panuj. Je-li
n sudé, mizeme pocitat hodnotu polynomu p = Z?;()l a;z' v bodé o rekurzivné
takto:

p(a) = (ag + a2a® + aga® + ...+ ap 20" )+ (ara+aza® + ...+ a,_ 10",

q(a?) ar(a?)

tj.
p(a) = g(a?) + ar(a?),
pficemz ¢, r jsou polynomy definované

21

21
q(z) = Z agizt  a  r(r)= Z agi112".
i=0 i=0

Tedy tlohu dosazeni hodnoty « do polynomu s n koeficienty jsme rozdélili na dvé
alohy dosazeni hodnoty a? do polynomt poloviéni velikosti.

Abychom mohli tlohu délit na polovi¢ni ve vSech krocich, pfedpokladejmé na-
déle, ze n je mocninou dvojky.
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Algoritmus 6.2 (Rychla Fourierova transformace). FFT(w)

VSTUP: A, A1y vy Ap_1-

VYSTUP: DFT(w)(ao,a1,...,an—1)-

0. IFn =1 THEN RETURN ag, STOP.

1. (bo,...,b%,ﬁ = FFT(LUZ)(ao,ag,...,an,g),
(coyevvscn1)i= FFT(wQ)(al,ag,...,an,l). ‘

2. Proi=0,...,5 —1poloz d; :=b; +w'ec, ditz =b; —w'c,
RETURN (do, . .., dn_1).

Tvrzeni 6.3. Je-li n mocnina dvojky a w primitivni n-td odmocnina z jedné v
télese T, pak Algoritmus 6.2 funguje.

Diikaz. Dikaz provedeme indukei podle n. Pro n = 1 je DFT(w) dosazeni do kon-
stantniho polynomu s koeficientem ag, tedy vysledek je ag. Provedeme indukéni
krok. Necht p = Z?:o a;x" a definujeme polynomy g, r jako vyse. Podle indukéniho
predpokladu

(bo, -, by —1) = (a(1),q(w?), q(w?), ..., q(w"7?))

(COa SRR C%—l) = (7’(1), r(w2), T(w4)7 s ar(wn72))'
Chceme dokézat, ze pro i =0,1,...,5 — 1 plati

di =pw") a diyn = p(w'T/?).

Prvni vztah plyne pfimo ze vzorce odvozeného vyse:
pw') = q(w*) +w'r(W*) = b + w'e; = d;.
Podobné odvodime i druhy vztah:
P2 = (P T WA = b i = di .

Zde vyuzivdme snadného pozorovani, ze wt" = w?W"” = wW¥ a Ze w
wiw™? = —w'. Pfitom w™/? = —1, protoZze to je druhd odmocnina z jedné, a ty
jsou pouze dvé: 1 (ta to neni, nebof w je primitivni odmocnina) a —1.

K funkénosti algoritmu zbyva dokézat, ze w? je primitivni 5-t4 odmocnina z

i+n/2 _

jedné. Ziejmé (w?)"/? = w" = 1 a déle pro viechna i = 1,2,...,5 — 1 plati
(w?)! = w? # 1, protoze 2i < n a w je primitivni odmocnina. O
Tvrzeni 6.4. Algoritmus 6.2 md casovou sloZitost O(nlogn) (jako jednotkovou

operaci wvaZujeme jakoukoliv operaci v télese T).

Diikaz. Budeme postupovat podle jiz né€kolikrat pouzitého schématu pro algoritmy
rozdél a panuj. Predpoklddejme, ze n = 2¥. Ozna¢me T'(n) pocet operaci v télese
T, které algoritmus provede na vstupu délky n. VSimnéme si, ze T(1) =0 a

T(n) = 2T(g) ten
pro jistou konstantu c. Plati tedy
T(2F) = 2T(271) 4 c2F
=2(2T(2"72) 4 28 71) 4+ 2F = 4T (2F72) + (2% + 2)

= 2T (28F) 4 ck2b = 2R T (1) + ck2F = O(k2F).
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Tedy T(n) = O(nlogn). O
Priklad. Uvazujme polynom p =523+ 2+ 1€ Zy[z] Mﬁieme zvolit w = —9,
nebot w? = —1, w3 = 9 a w* = 1. Spoc¢teme DFT(w )(1 0,5) pomoci Rychlé
Fourierovy transformace: FFT(w )(1,0) = (1,1), FFT(w?)(1,5 (6,—4), vysledek

5) —
tedy je (14 w6, 14+ w! - (—4),1 —w%,1 — w'(—4)) = (1 +6,1+ (=9) - (—4),1 —
6,1 —(—=9)-(—4)) = (7,—4,-5,6).

Zbyva vytesit otazku, jak zvolit parametr w, tj. kde vzit v télese T primitivni
n-tou odmocninu z jedné. Jak jiz bylo feceno, v télese C existuje primitivni n-ta
odmocnina z jedné pro kazdé n, napft.

2mi 27Ti L. 27Ti
w=e€en =C0S— +18In —.
n n

Pro télesa Z,, plati nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 6.5. V télese Zy, existuje primitivni n-td odmocnina z jedné pravé tehdy,
kdyzn | p— 1. V tom pripadé je primitivni n-tou odmocninou kazdy prvek apw;bl,
kde a je generator grupy Z,,.

Driikaz. Pripomenime, Ze primitivni n-t4 odmocnina z jedné je vlastné prvek w € Z;
fadu n. Vime, Ze |Zj| = p — 1, a tedy, podle Lagrangeovy véty, jestlize n { p — 1,
pak zadny prvek fadu n neexistuje. V opacném piipadé vyuzijeme faktu, ze grupa
Z,, je cyklicka, tedy existuje prvek a € Z,, ktery tuto grupu generuje, a tudiz ma
fad p — 1. Z¥ejmé w = o™= je prvek fadu n, nebot w! = a’ 7é 1 pro kazdé i < n
a pfitom w" = a?~! =1 v Z,. O

Jak ale takové a v Z, najit? V zdkladnim kruzu jsme dokazali, ze grupa Z;
obsahuje p(p — 1) generatori, kde ¢ znaci Eulerovu funkci. Jejich hustota je tedy
relativné velkd a existuje odhad (dokazovany obvykle v teorii ¢isel)

plp—1) 32 = 0.3,
D T
Nejefektivnéjsi metoda je tedy ndhodné volba a nasledné ovéreni, zda skutecéné rad
nahodné zvoleného prvku je p— 1. Zminény odhad fiké, Ze se trefime do generatoru
v prumeéru v kazdém tfetim piipadé.

Poznamenejme, ze nas vlastné zajimaji primitivni n-té odmocniny z jedné pro n
rovno mocniné dvojky. Zajimava jsou télesa Z,, kde 2% | p — 1 pro hodné velk4 k
(napt. 17, 41, atd.)

Zéavérem okomentujeme nepiijemnou namitku, kterd vas jiz mozna napadla: co
kdyZ v mém oblibeném télese T (jako tfeba v racionélnich ¢islech) zadné primitivni
n-té odmocniny z jedné nejsou? Pak v T nemtzeme provadét Rychlou Fourierovu
transormaci. Nikdo ndm ovSem nebrani si pfislusnou odmocninu k T adjungovat a
pracovat v algebraickém rozsifeni T(w). Jako T(w) si samoziejmé zvolime vhodné
kotfenové nadteleso polynomu x™ — 1. V ptipadé€ raciondlnich ¢isel je pfirozenou
volbou Q(ei").

7. RYCHLE NASOBENI POLYNOMU

Principem rychlého algoritmu na nasobeni a déleni polynomu je nasledujici po-
zorovani: je-li
(coy---ycn)
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modularni reprezentace polynomu p a

(doy .., dp)

moduléarni reprezentace polynomu ¢ vzhledem k danym bodim «y, ..., a,, a je-li
navic n > deg(p) + deg(q) (!), pak modularni reprezentace polynomu p - ¢ vzhledem
k témto bodim je

(Codo, N ,Cndn),

nebot (p - q)(a;) = p(a;) - g(a;) pro libovolny bod ;. Analogicky, pokud ¢ | p, pak
§ mé modulérni reprezentaci
(225,
dO ’ ’ dn

Pritom k vypoctu soucinu a podilu v takové modularni reprezentaci staci n + 1
operaci (ndsobeni, resp. déleni) v té&lese T. Vzhledem k tomu, Ze uzivatel obvykle
vyzaduje vstup i vystup ve standardni reprezentaci, slozitost nasobeni a déleni
zavisi na algoritmu pro prevod do vhodné zvolené modularni baze.

Algoritmus 7.1 (Rychlé nsobeni).
VSTUP: p=) . jaix’,q= imobia’ € Tz].
VISTUP: p-q=> o" fial.
1. Zvol N = 2% > m + n a né&jakou primitivni n-tou odmocninu z jedné w v T.

2. ¢:=FFT(w)(ao,--.,an,0,...,0),
d:=FFT(w)(bo, .- . ,by,0,...,0).
3. é:zé'dz(C()'d(),...,CN_l'dN_l).

4. f:= %FFT(w‘l)(eo, cey EN—1)-
5. RETURN >0 ' fiz'.

Tvrzeni 7.2. Predpoklddejme, Ze w, w?, ...jsou ddny. Casovd sloZitost Algoritmu
7.1 je O(nlogn), kde n je vétsi ze stuprid p,q.

Dikaz. Rozeberme slozitost jednotlivych kroki: 1. je trividlni. Krok 2. ma slozi-
tost 20(N log N). Krok 3. ma4 slozitost N. Krok 4. mé slozitost O(Nlog N). A
krok 5. je trividlni. Protoze N < 4n, mame celkoucou c¢asovou slozitost algoritmu
O(Nlog N) = O(nlogn). O

Poznamka. Slozitost hledani primitivni odmocniny z jedné jsme nepoditali, ne-
bot zde velmi zalezi na télese T. Napf. v piipadé Q nemusime nic hledat, staci
polozit w = e a w™! = ¢~ a pocitat v télese Q(w). V pfipadé Z, mizeme
hledat pravdépodobnostnim algoritmem popsanym v pfedeslé sekci. Pokud v Z,
z&4dnd primitivni N-t4 odmocnina z jedné neexistuje, pracujeme opét v pfislusném
rozsireni.
Priklad. Spocteme soucin (372 + 22 —4x + 1) - (22 + 222 + 52 — 3) v Zyy.
(1) zvolme N =23=8>3+3aw=14.
(2) c=FFT(14)(1,—4,1,3,0,0,0,0) = (1,9,—19,—18,3,16,19, —3),
d = FFT(14)(-3,5,2,1,0,0,0,0) = (5,5,0, 14, -7, -6, —10, 16).
(3) e=(5,4,0,-6,20,—14,15, 7).
(4) Plati w™* =3 a + = § = —5. Tedy
f=-5-FFT(3)(5,4,0,—6,20, —14,15, -7) = (-3,17,20, —11,13,7,3,0).
(5) Soucin je —3 + 17z + 2022 — 112 + 132* + T2° + 32°
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Cviéeni. Aplikujte uvedeny algoritmus na vypocet soucinu (20 +x +1) - (23 — )
v Q[x] a porovnejte vypocet s Karacubovym a klasickym nasobenim (viz cviceni v
prvni kapitole).

Poznamka. Algoritmus na rychlé déleni funguje analogicky. V kroku 1. sta¢i N =

2% > n a v kroku 3. poéitime & = (2—‘;, R ZZ: ). I v tomto pfipadé bude ¢asovi

slozitost O(nlogn).

8. RYCHLE DELENI SE ZBYTKEM

Algoritmus déleni z piedchozi sekce funguje pouze v tom ptipadé, kdy je polynom
p polynomem ¢ délitelny beze zbytku. To je problematické omezeni. V této sekci
vyvineme algoritmus pro obecné déleni se zbytkem. Ten ma dvé velmi rozdilné
Casti: nejprve uvedenou tilohu prevedeme na problém invertovani polynomu v oboru
forméalnich mocninnych fad a v druhé ¢asti nalezneme rychly algoritmus na vypocet
pocatecnich ¢lenti této rady.

8.1. Algoritmus na déleni. Zopakujme nejprve stru¢né, co to jsou formdlni moc-
ninné fady nad okruhem R.: jsou to vyrazy tvaru

o0
E Cquxl,
=0

kde a; jsou koeficienty z okruhu R. Na téchto prvcich definujeme okruhové operace
podobné jako pro polynomy:

i aixi + i bixi = i(az + bz)xla
=0 =0

=0
Zaixi szxl :Z(Zaj 'bi_j)ZL'i,
=0 =0 =0 j=0
0=04+0+0+..., 1=140+0+....

Okruh formdlnich mocninnych fad na okruhem R znad¢ime R][z]]. Polynomy nad
R tvori jeho podokruh.

Pro acely této sekce zavedeme technické oznaceni: pro polynom p definujeme
p* _ J/,degp '])(],‘71).

Jinymi slovy, p* je polynom, ktery vznikne z p, kdyZ napiSeme jeho koeficienty v
opa¢ném potradi. Napi. je-li p = 32% + 222 — 1, pak p* = 233273 + 2272 - 1) =
3+ 2x — a3,

Nyni uvazujme polynomy a,b € T[z], b # 0, a ozna¢me n = dega, m = degb,
n > m. Chceme spocitat podil a zbytek, tj. hleddme polynomy g, r € T|x] spliiujici
a=0bqg+r, degr<m.
Ma tedy platit
a(z™) = bz~ (™) +r(z7").
Po vynéasobeni x" dostavame
Ina(l’il) _ Imb(Iil)xnimq(l’il) + xnfdegrzdegrr(mfl)

a* _ b*q* 4 xn—degrr*.
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Po vydéleni b* dostavame

— Gi _ n—degrﬁ

b* b’
Polynom ¢* ma stupeni n — m, tedy je roven prvnim n — m + 1 ¢lenim mocniné
fady na pravé strané rovnosti. Ale n —m < n —degr, takze z" 48 "Z—: se v prvnich
n —m + 1 ¢lenech neprojevi. Polynom ¢* je proto roven prvnim n — m + 1 ¢lenim
mocninné fady Z—* Budeme-li umét najit téchto prvnich n — m + 1 ¢lenti, snadno

dopocitame g, r.

*

q

Algoritmus 8.1 (Rychlé déleni se zbytkem).
VSTUP:  a,b € T[z], b # 0. Ozna¢me n = dega, m = degb, n > m.
VYSTUP: a div b, a mod b.

1. Spocti a*, b*.

2. Spocti prvnich n — m + 1 ¢lentt mocninné fady b% a uloz je do c.
3. Spocti ¢* = a*c.

4. RETURN ¢ =a div b=2"""¢*(1) a a mod b =a — bq.

Spravnost algoritmu jsme odvodili v predeslém textu.

Tvrzeni 8.2. Jestlize téleso T umozriuje FFT, pak md Algoritmus 8.1 casovou
slozitost O(nlogn +mlog?m). V opacném piipadé md slozitost O(n(n —m +1)).

Diikaz. Rozebereme si slozitost jednotlivych krokt:

(1) Pfepsani koeficientd a a b v opa¢ném poradi mé slozitost O(n) + O(m)

(2) Ve zbytku kapitoly si ukdzeme (Tvrzeni 8.7), Ze s pouzitim FFT je slozitost
tohoto kroku O((n—m+1)log(n —m+1)+mlog® m), bez pouziti O(n(n—
m+1)).

(3) O(nlogn), resp. O(n(n —m+1)).

(4) Vypocet a div b je vlastné pfepsani koeficient ¢* v opa¢ném pofadi, ma
tedy slozitost O(n — m). Déle, nasobeni bqg mé slozitost O(nlogn), resp.
O(m(n —m + 1)), odecitani je linearni.

Celkové Gasova slozitost algoritmu je tedy O(n log n+mlog? m), resp. O(n(n—m+
1)). O

Poznamenejme, ze nad télesem, jez FFT neumoznuje, je tento zpusob déleni
pomalejsi, nez klasicky. Tedy nezajimavy.

8.2. Algoritmus na invertovani. V druhé ¢éasti této sekce budeme feSit nové
vznikly problém invertovani polynomu p € T[z] v oboru formalnich mocninnych
fad nad T. Inverzem p v T|[[z]] je mocninnd fada g € T[[z]] splitujici pg = 1. Prvnich
n ¢lend této mocninné fady je tedy polynom ¢ stupné nejvyse n — 1 splnujici

pg=14+04+0+...+0+2"r

n

pro néjakou mocninnou fadu r € T[[z]]. Jinymi slovy,
pg=1 (mod z™).
Uvédomte si, ze modz™ znaéi skrtnuti vSech ¢lent v n-té a vysSsi mocniné.
Nejprve si ukdzeme klasicky postup vypoctu inverzu, a to obecnéji, za predpo-
kladu, Ze p je libovolnd mocninnd fada (ne nutné kone¢ného stupné). Nésledujici
tvrzeni 1ika, kdy takovy inverz existuje.
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Tvrzeni 8.3. Necht T je téleso a p € T|[[z]]. Pak p je invertibilni v T[[x]] prdvé
tehdy, kdyz p(0) # 0.

Dikaz. (=) Kdyby p(0) = 0, pak = | p, a tedy = | pg pro jakékoliv ¢q. Specidlné,
pq # 1. Tedy inverz neexistuje.
(<) Ozna¢me p = > ;2 a;x’, plati tedy ag # 0. Hleddme ¢ = > ;- bz’ spliujici

pq = Z(Z ajb;i_j)z' = 1.

i=0 j=0
Koeficienty b; tedy muzeme konstruovat indukeci:

(0) Musi platit agbp = 1. Tedy by = aal.

(1) Musi platit agb; + a1bg = 0. Tedy by = —aal(albo).

(i) Musti platit Z;:O a;bi—; = 0. Tedy b; = —aal(Z§:1 a;bi—;).
g

V piipadé, ze p je polynom, diikaz obsahuje pfimo algoritmus na jeho invertovani.
Prvnich n ¢lentt mocninné fady p~! ziskdme v n krocich tohoto algoritmu, pii¢em?
nulty krok mé ¢asovou slozitost 1 a i-ty krok (i = 1,2,...) mé ¢asovou slozitost
2i + 1. Tedy celkova slozitost bude

14) (2i+1)=14+n+2» i=0(n?).
=1 =1

To je ale pomalé. My bychom potiebovali ,néco jako nlogn”. Efektivnimu algo-
ritmu by tedy mélo sta¢it O(logn) kroki, neboli v kazdém kroku je potieba pocet
platnych ¢lentt zdvojnésobit (nikoliv zvysit o 1 jako v uvedeném vypoétu). Trik,
kterym to lze provést, je zaloZzen na obecné Newtonovéeé metodé, zminéné v zavéru
této sekce.

Ozna¢me p polynom, ktery chceme invertovat, a ¢ polynom sestavajici z prvnich
n Clent formalni mocninné rady 1% Algoritmus je zalozen na nésledujicim triku:
protoze pg = 1 (mod z™), tedy jinymi slovy 2™ | pg — 1, plati také 22" | (pg—1)% =
pq(pg — 2) + 1 a dostévame

pg(2 —pg) =1 (mod 2°").
Vezmeme-li tedy polynom ¢(2—pq), dostavame prvnich 2n ¢lent formélni mocninné
fady L.
P
Algoritmus 8.4 (Newtontuv).
VSTUP: p € T[z], degp = m, p(0) # 0, n.

VYSTUP: Prvnich n ¢lenti mocninné fady %.

0. qo:= agl.

i.  qi:=¢qi—1(2 —pgi—1) mod 2% proi=1,...,[logn].

Tvrzeni 8.5. Polynom q; sestdvd z pronich 2 ¢lend formdini mocninné vady %.
Tedy Algoritmus 8.4 funguje.

Diikaz. Dokazeme indukci podle i. Pro i = 0 to evidentné plati (viz ditkaz Tvrzeni
8.3). A plati-li pg;—1 = 1 mod 22"ty pgi—1 = 1422 ' pro néjaké r € T|[z]], pak
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2=pai1 = 1= 2?""r. Dostévame pg; = pg;—1(2—pgi1) = (L+a? r)(1-2*'r) =
1—22r2=1 (mod z%). O

K dikazu slozitosti Algoritmu 8.4 budeme potfebovat soucet nasledujici fady.
Lemma 8.6. Zf;l 20 = (N +1)2N+1 —2N+2 4 o,

Dikaz. DokéZzeme indukci podle N. Pro N = 1 to evidentné plati. A z platnosti
vzorce pro N dostavame

N+1
Z,LQ’L 2121 N+1 2N+1 <N+1)2N+1 2N+2+2+(N+1)2N+1

= (N +1)2NF2 _oNH2 g — (N 42)2V+2 —oV+2 _9N+2 4 9
= (N £2)2NF2 _oN+3 4 o
O

Tvrzeni 8.7. Jestlize téleso T umozniuje FFT, pak md Algoritmus 8.4 casovou
slozitost O(nlogn + mlog?m). V opacném pripadé O(n? + mn).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze n = 2*. Tedy algoritmus pro-
béhne v k + 1 krocich. Slozitost 0. kroku je 1. V dalsich krocich je zfejmé nej-
naro¢néjsi operaci nasobeni polynomid ¢;_1 a 2 — pg;—1. Pritom degp = m a
degq;_1 < 2071, tedy jde o nasobeni polynomil stupiiti nejvyse 20! a m—i—2z L Pii
pouziti klasu:keho nasobeni dostavame celkovou ¢asovou slozitost

k . ' k=1 k=1 41
0 <1 +y 0@ (2! +m))) =0 (Z‘f +m22’) =0 ( g +m( - 1))
1=0 =0

i=1

= 0((2")% + m2%) = O(n® 4+ mn).

V pfipadé pouziti algoritmu pro rychlé nasobeni 7.1 dostavame casovou slozitost

k
@] <1 +) 0 (27 +m)-log(2 + m))> :

Tuto sumu si rozdélime na dvé éasti: dokud 2/~ < m, pouzijeme odhad 2! +m <
2m. V opaéném piipadé pouzijeme odhad 27! +m < 2-2i~1 = 2!, Dostavame tedy
k
Z(T‘l +m) -log(2t +m) = Z 2mlog(2m) + Z 2% 1og 2°
i=1 i<l4log, m i>14log, m
k
< logym - 2mlog(2m) + Z i2"
i=0
= O(mlog®m) + O(k2F) = O(mlog® m + nlogn).
(I

Piiklad. Spoctéte prvni 4 ¢leny mocninné fady % prop=1-—2x+3224+2*—2° ¢
Q[z]. (Vidime, ze p(0) # 0.)
Pouzitim Newtonova algoritmu dostavame:

Q=1
g=1-2-p-1)moda?=2—-1+2z+...mod 2% =1+ 2z
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@2 =01+22)2—p - (1+27)) mod z* =2 —p—2xp+4x — 2op — 4a’p =
1+ 27 + 2? — 423
Pozitim klasického algoritmu dostavame:
bo = (Lal =1
bl = —aal<a1b0) = —(—2 . 1) =2
by = —Clo_l(a,lb1 + agb()) = —((—2 . 2) +3- 1) =1
by = —ag H(arbs + azby +azbg) = —((=2-1) +3-24+0-1) = —4

8.3. Obecna Newtonova metoda. Nejprve si v§imnéte, ze jednoduchou analogii
Newtonova algoritmu mutizeme pouzit i na priblizny vypocet zlomkt. Tato metoda
se diive skutecné pouzivala v pocitacovych systémech pro numerickou matematiku.
Dnes uz je aritmetika v plovouci ¢arce implementovana na hardwarové trovni.

Algoritmus 8.8 (Aproximace zlomk).
VSTUP: a,n €N.
VYSTUP: % na n desetinnych mist.
0. Zvol qo né€jaky kladny dolni odhad %
ie Gi=qi-1(2—agi-1)-

Dokazeme, ze g;11 obsahuje priblizné dvakrdt vice platnych cifer nez q;. Toto
tvrzeni je ponékud vagni, ale jeho presna formulace neni v tomto okamziku nasim
cilem. Cilem je si uvédomit, Ze tato metoda aproximace zlomkt pracuje velmi rychle.

Predpokladejme, ze % = q;+107%r, kde r € (0,1). Postupnymi tipravami dosta-
vame

1 —k
qi = — — 10 T,
a
ag; =1 —10"%ar,
2—aq; =1+ 10~ %ar.
Vynésobenim piedchozich dvou fadkt dostavame ag;1, tedy plati
agii1 = ag; - (2 —aq;) =1 — 107422,
a tedy
1
— =qiy1 + 102, qr?.
a
Pokud je ar? € (0,1), pak ¢;11; mé presné dvakrat vice platnych cifer nez g;. V
opacném pripadé jich ma pfiméfené méné, ovsem uvédomte si, ze s pribyvajicim ¢
se pripadny pfesah marginalizuje.
Piiklad. Spoctéte %
pocet platnych cifer

q0=0,1 1
@=0,13 1
go=0,1417 2
gs= 0, 14284777 4
qa=0,1428571432 . .. 8

Na zaveér si ve zkratce ukdzeme obecnou Newtonovu metodu, kterad slouzi k pri-
bliznému vypoctu kofene rovnice f(z) = 0 pro libovolnou diferencovatelnou funkei
f na realnych ¢islech. Necht z( je néjakd aproximace tohoto kofene. Budeme kon-
struovat posloupnost x1,xs,... postupné zpfesnujici tento odhad.
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flzn)|"77-

Vsimnéte si, ze plati f'(x,) = m:ﬁ%*;)n (protilehld ku pfilehlé), a tedy novou
(lepsi) aproximaci dostaneme z pfedchozi volbou

Tn4l1 = Tp — f(mn) .
f'(wn)

D4 se dokazat, ze pro hezké funkce f a pri vhodné volbé xy konverguje posloupnost
Zo, X1, T2, ... k néjakému kofeni, a to kvadratickou rychlosti (tj. existuje konstanta
C takovd, 7e pro vSechna n plati |z,41 — x| < C - |z, — z|?). Co to znamena hezkd
funkce a vhodnd volba xy nechavame na starosti numerické matematice.

Vsimnéte si, ze pro f =a — % dostavame piesné vzorec z Newtonova algoritmu
na aproximaci zlomkt: plati f/ = m%, atedy r,11 = 2, — (@22 —2,) = 2,(2 —ax,).
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Nejvétsi spoleény délitel

9. PRIMITIVNI POLYNOMY A GAUSSOVA VETA

V této kapitole se seznamime s dvéma zékladnimi algoritmy na vypocet nejvét-
$tho spole¢ného délitele polynomu. Tato sekce pak slouzi jako teoreticka pfiprava:
nejprve dokdzeme, ze NSD polynomi skuteéné existuji (pfipometime, ze v zdklad-
nim kurzu byl tento fakt pouze konstatovan).

Cilem je tedy dokézat tzv. Gaussovu vétu, kterd ¥ikd, Ze obor polynomi (libo-
volné mnoha proménnych) nad Gaussovym oborem je opét Gausstv obor. Tedy,
specidlné, ze v oboru polynomt nad okruhem R existuji NSD pravé tehdy, kdyz
existuji v R. Poznamenejme, Ze pro obor polynomu jedné proménné nad télesem
jsme jiz tento fakt dokazali dfive: takovy obor je dokonce Eukleidovsky. Obecné
obory polynomt vSak tuto vlastnost nemaji (napf. Z[z] ani Q[z,y] Eukleidovské
nejsou). Pfipomenime, ze Gaussovskost oboru R 1ze definovat ekvivalentné dvéma
zpusoby:

e v R lze kazdy prvek rozlozit jednoznacnym zptsobem na soucin ireducibil-
nich prvki (pfipomenime, zZe ireducibilni prvek je neinvertibilni prvek jez se
ned4 netrividlné rozlozit);

e v R existuji nejvétsi spolecni délitelé libovolnych dvou prvkt a pfitom ne-
existuje nekone¢nd posloupnost vlastnich déliteli.

Uvédomte si, ze diikaz druhé ¢asti podminky (2) je pro libovolny okruh polynomi
nad Gaussovym oborem takika ocividny.

Lemma 9.1. Necht R je Gaussiv obor. Pak v oboru R[z] neezistuje nekoneénd
posloupnost vlastnich déliteld.

Dikaz. Necht p1,pe,ps,... je takova posloupnost, tj. pi+1 | pi a pi 1 piy1. Pak
ziejmé degpy > degps > degps > --- > 0, a tedy existuje N takové, ze degpny =

degpni1 = ... Oznatme ay = le(py), any1 = le(pnt1). Pak an,any1,... je
nekonecna posloupnost vlastnich délitela v R, spor. ([

Ve zbytku této sekce dokdzeme pro okruhy polynomu prvni ¢dst podmninky (2).
Nebude-li feceno jinak, R bude znacit néjaky Gaussav obor.

Definice. Necht p = Y7  a;2" € R[z], a,, # 0.

e Polynom p nazyvame primitivni, jestlize NSD(ay, ..., a,) = 1.
e Obsahem polynomu p rozumime cont(p) = NSD(aq, ..., ay,).
e Primitivni édsti polynomu p rozumime pp(p) = Y ;" #&p)x’.

Vsimnéte si, ze v okruhu polynomt nad télesem je kazdy polynom primitivni.
V okruhu Z[z] méme napi. pro polynom p = 32 + 6z — 3 obsah cont(p) = 3 a
primitivni ¢ast pp(p) = 22 + 22 — 1.

Nésledujici snadné tvrzeni ukazuje, ze pfi hledani nejvétsiho spolecného délitele
polynomu se mizeme zamérit pouze na primitivni polynomy.
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Tvrzeni 9.2. Necht R je obor integrity a p,q € R[z]. Pak
NSDg(.) (P, ¢) = NSDr (cont(p), cont(q)) - NSDgr,(pp(p), PP(q))

za predpokladu, Ze oba nejuétsi spolecni délitelé na pravé strane rovnosti existugi.

Diikaz. Ozna¢me r vyraz na pravé strané. Je tfeba dokézat, Zze r je spoleCnym
délitelem p a ¢ (v R[z]) a dokézat, Ze r je nejmensi s touto vlastnosti (tedy Ze, pro
jakékoliv a € Rlz], pokud a | p,q, pak a | 7).

Protoze NSDRg (cont(p), cont(q)) | cont(p) a NSDg,(pp(p), pP(¢)) | PP(P), Plati
r | p. Podobné r | q.

Pokud a | p, q, pak cont(a) | cont(p), cont(q), tedy cont(a) | NSDg (cont(p), cont(q).
Podobné pp(a) | NSDg,)(pp(p), pp(¢)). Dohromady a|r. a

Nasledujici tvrzeni je klicové:

Tvrzeni 9.3 (Gaussovo lemma). Necht R je Gaussiv obor a p,q € R[z]. Pakp-q
jsou primitivng pravé tehdy, kdyZ oba polynomy p, q jsou primitivni.

Diikaz. Implikace zleva doprava je trividlni, protoze zfejmé cont(p), cont(q) | cont(pq).

Nyni predpokladédme, Ze p a ¢ jsou primitivni a chceme dokazat, ze pq je také
primitivni polynom. Ozna¢me p = Y ja;z" aq =Y ;- b;z’. Dodefinujme a, 41 =
coi=Qptm =0abyi1 = ... = by, = 0. Mame tedy p-qg = Z;':FO"(Z;:O ajbi_;)z’,
oznacme i-ty koeficient ¢;. Protoze R je Gaussuv obor, staci dokazat, Ze neexistuje
ireducibilni prvek u € R, ktery by délil vSechna ¢; (ta pak musi byt nutné nesou-
délnd). Pro spor predpokladejme opak.

Protoze jsou polynomy p, ¢ primitivni, « nemiize délit vSechna a; ani vSechna b;.
Zvolme nejmensi j takové, Ze u { a; a nejmensi k takové, Ze u { by. DokdZeme, Ze
u{ cjtk, coz da spor. Plati

Ci+k = aobjtr +a1bjip—1+ ...+ aj_1bpt1 +ajbr +ajp1br—1 + ...+ ajyrbo.
Protoze u | a; pro v8echna | < j, mame
u | agbjir + a1bjpr—1+ ...+ aj_1bgga.
Protoze u | b; pro v8echna | < k, mame
ulajyibr—1 + ...+ ajtrbo.

Ovsem u { a;by, a tedy u{ ¢ji, spor. O
Tvrzeni 9.4. Necht R je Gaussiv obor, Q jeho podilové téleso a p,q € Rlx]. Pokud
p|qvQ[z], pakp|q v Rlz].

Diikaz. Predpokladejme, ze p | ¢ v Q[z], ¢ili existuje r € Q[z] takovy, ze pr = q.
Vezmeme k € Q tak, aby rk byl primitivni polynom v R[z]. Mame p - rk = qr.
Na levé strané je soucin primitivnich polynomi, takze podle Gaussova lemmatu gr
je primitivni polynom. ProtoZe ¢ a ¢r jsou primitivni, je r € R, r || 1. Takze ve
skute¢nosti 7 = 7k - k~! je polynom v R[z] a jsme hotovi. O

Diisledkem predchoziho tvrzeni je, ze nejvétsi spolecny délitel primitivnich po-
lynomt v R[z] lze pocitat Q[z]:

Tvrzeni 9.5. Necht R je Gaussiv obor, Q jeho podilové téleso, p,q € R[z]| primi-
tivni polynomy a r = NSDqq(p, q). Pak NSDgy,1(p, q) existuje a je roven kr, kde
k je takovy prvek Q, Ze kr je primitivni polynom.
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Diikaz. Dokézeme, 7e a | p a a | ¢ v R[z] pravé tehdy, kdyz a | kr v R[x].

(=) Protoze a | p, a | g a kr = NSDq,(p, q), plati a | kr (v Q[z]). Podle Tvrzeni
9.4 také ¢lkr v R[z].

(«=) Predpokladejme, Ze a | kr = NSDq(p,q) v R[z]. Pak a | p,q v Q[z] a
proto (opét podle Tvrzeni 9.4) a | p,q v Q[x]. O

Ptiklad. NSDy, (422 + 8z +4,—62%+6) = NSDz(4, 6) - NSDg[a] (2?2 +2x+1,2% -
1) =2(x+1).

Uzitim Tvrzeni 9.2 a Tvrzeni 9.5 dostédvame:

Dusledek 9.6. Necht R je Gausstiv obor, Q jeho podilové téleso a p,q € R[z] libo-
volné polynomy. Pak NSDr,(p,q) existuje a plati NSDg,1(p, q) = NSDq.(p, q)
v Qlx].

Véta 9.7 (Gaussova). Necht R je Gaussiv obor a X libovolnd neprdzdnd mnoZina.
Pak je R[X] také Gaussiv obor.

Diikaz. (A) Nejprve predpoklddejme, ze X je kone¢na. Diikaz provedeme indukci
podle poctu prvki mnoziny X.
(1) Je-li | X| =1, je tvrzeni obsazeno v Dusledku 9.6 a Tvrzeni 9.1.
(2) Je-li | X|=n, oznaéme X = {x1,...,2,}. Podle indukéniho pfedpokladu je
Rilzy,...,zn—1] Gausstv obor. Tedy Rlz1,...,2,] =~ (R[z1,...,Tn-1])[@n]
je také Gausstiv, podle bodu (1).

(B) Nyni pfedpokladdejme, ze X je nekone¢nd. Necht p,q € R[X]. ProtoZe p,q
maji jen koneéné mnozstvi ¢lent, existuji Y, Z C X konecné takové, ze p € R[Y] a
q € R[Z]. Evidentné NSDg[x1(p,q) = NSDrjyuz](p,q) a ten existuje podle bodu
(A). Neexistenci nekoneéné posloupnosti vlastnich délitelt mizeme dokédzat také
odkazem na konecny pripad: prvni ¢len takové posloupnosti by obsahoval pouze
kone¢né mnoho proménnych; pfitom vsichni jeho vlastni délitelé obsahuji pouze
podmnozinu téchto proménnych. Slo by tedy o posloupnost v n&jakém R[Y], YV
konecné, a ta neexistuje podle bodu (A). O

Tvrzeni 9.2 a 9.5 nam zaroven davaji algoritmus, podle kterého lze pocitat
NSD(p, q) v Gaussové oboru R[x] za pfedpokladu, Ze méme algoritmus pro vy-
pocet NSD v R (pfipomenime, Ze Eukleidav algoritmus obecné funguje pouze nad
télesem, pro vypocet v Q[z] jej tedy pouzit 1ze). Algoritmus probiha takto:

(1) spocteme obsahy a primitivni ¢asti,

(2) provedeme NSD obsahti v R,

(3) provedeme NSD primitivnich ¢asti v Q[z] a vyndsobime jej nejmensim spo-

leénym nasobkem jmenovateld koeficientd,

(4) vysledky vynasobime.
Typickym piikladem je obor Z[z]: kroky (2) a (3) lze provést pomoci Eukleidova
algoritmu v Z, resp. v Q[z]. Podobné v oboru Z[x1, ..., z,]: krok (2), tedy vypocet
NSD v oboru Z[z1, ..., %,—1], lze provést iterovanym pouzitim téhoz algoritmu.

Nevyhodou tohoto algoritmu je fakt, ze misto v R se vétSina operaci odehrava
v jeho podilovém télese Q. Pritom operace v podilovém télese jsou ¢asové mno-
je nejmarkantnéjsi pravé na prikladé polynomi vice proménnych, kde bychom mu-
seli pracovat s oborem racionalnich funkci. Ve zbytku této kapitoly predvedeme
algoritmy efektivnéjsi:
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e ve druhé sekci se pokusime o upravu Eukleidova algoritmu tak, aby nepo-
uzival zlomky;
e ve tieti sekci si ukdzeme algoritmus zaloZzeny na modularni metodé.

Na zavér dokazeme jesté jeden teoreticky dtsledek Gaussova lemmatu tykajici
se ireducibility polynomi

Jak plyne z Tvrzeni 9.2 a 9.5, nejvetsi spolecni délitelé dvou polynomut poci-
tané nad Gaussovym oborem R, resp. nad jeho podilovym télesem Q, spolu tzce
souviseji, podle vzorce

NSDg, (p, 9) = NSDr (cont(p), cont(q)) - NSDqy. (Pp(p), PP(9)),

pficemz NSDq|,) bereme takovy, aby byl vysledny polynom primitivni. Nyni doka-
zeme, jak spolu souvisi ireducibilita polynomu nad Gaussovym oborem a nad jeho
podilovym télesem.

Lemma 9.8. Necht R je Gausstiv obor, Q jeho podilové téleso a p € Rlx] pri-
mitiond polynom. Pak p je ireducibilnd v R[x] prdvé tehdy, kdyZ p je ireducibilni v

Qlz].

Dikaz. DokéaZzeme, Ze p lze netrividlné rozlozit v R[z| pravé tehdy, kdyz p lze ne-
trividlngé rozlozit v Q[x].

(=) Necht p = ab, a,b € R[z], a,b }f 1 v R[z]. Je otdzka, zda a,b }f 1 v Qz].
Kdyby aspon jeden z a, b byl invertibilni, musel by byt stupné 0 a tedy by p nebyl
primitivni.

(<) Necht p = ab, a,b € Q[z], a,b }f 1 v Q[z]. Vezméme k,l € Q takové, Ze ka
a [b jsou primitivni polynomy v R[z]|. Pak kil - p = ka - b a protoze ka i Ib jsou
primitivni, je podle Gaussova lemmatu i jejich sou¢in primitivni. Tedy kI || 1 a
p = (kl)"Yka - Ib je netrivialni rozklad p v R[z]. O

Tvrzeni 9.9. Necht R je Gaussiv obor, Q jeho podilové téleso a p € Rlx]. Pak p
je ireducibilni v R[z] pravé tehdy, kdyz

e bud degp =0 a p je ireducibilni v R;

e nebo degp > 0, p je primitivni a p je ireducibilni v Q[z].

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze se p rozklada na obsah a primitivni ¢ast, musi byt v
pripadé ireducibility jedna z téchto ¢asti trividlni a druha ireducibilni. Zbytek plyne
z predchoziho lemmatu. O

Priklad. e Polynom 2z — 2 je ireducibilni v Q[z], ale neni ireducibilni v Z[x],
protoZe neni primitivni.
e Polynom 2 neni ireducibilni v Q[z], protoZe je invertibilni, ale je ireducibilni
v Zx].
e Polynom z* — 222 + 62 + 2 je ireducibilni Q[z] (jak plyne z Eisensteinova
kritéria) i v Z[z] (protoZe je navic primitivni).

10. PSEUDODELEN{

Jak jsme jiz zminili, v neeukleidovskych oborech polynomi obecné neexistuje nic
jako podil a zbytek. Abychom vSak mohli adaptovat Eukleiduv algoritmus na tyto
obory, néco jako déleni bychom potfebovali.
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Priklad. e V Z[z] neexistuje podil polynomt 22 — 1 a 2z — 2. Pii fesen{
rovnosti (22 — 1) = ¢(2x — 2) +r (kde degr < deg(2x — 2) = 1) dochézime
k tomu, ze koeficient u = je sudy, spor.
e V R[z,y] = (R[z])[y] neexistuje podil polynomt y? a zy + 1. Pii feSeni
rovnosti y?> = g(zy + 1) + r (kde degr < 1 ve smyslu polynomu jedné
proménné y) dochézime k tomu, ze koeficient u y? je délitelny z, spor.

Co nam prekazi, je ,pfili§ maly” vedouci koeficient délence. V§imnéte si, ze
2(x2—1) = (z+1)(22—2)+0, tj. podil a zbytek po déleni polynomi 2(z?+1) a 22 —2
existuje, a také x2y? = (zy — 1)(xy + 1) + 1, tj. podil a zbytek po déleni polynomii
2%y? a xy — 1 existuje. Otazku, jak velkym koeficientem je tfeba prendsobit, fesi
nasledujici véta.

Tvrzeni 10.1 (o pseudodéleni). Necht R je obor integrity, a,b € Rlz], b # 0,
n = dega, m = degb a predpoklidejme m < n. Pak eristuje prdvé jedna dvojice
q,r € R[z] takovd, Ze

le(h)" ™ a=qgb+r a degr<m.

Polynom ¢ nazyvame pseudopodil a znac¢ime a pdiv b. Polynom r nazyvame
pseudozbytek a znacime a pmod b. Jinymi slovy,

a pdiv b = (Ic(b)"~™"a) div b,
a pmod b = (Ic(b)" ™ 1) mod b.

Drikaz. Nejprve dokédZeme jednoznac¢nost. Pedpokladejme, Ze lc(b)" "™ ta = ¢1b+
r1 = gob+ro, piicemz degry, degry < m. Pak q1b— q2b = b(q1 — g2) = ro — 11, tedy
b|re —ri. OvSem deg(re —r1) < degb, a tedy musi byt ro —r; = 0. OvSem pak
b(qg1 — q2) = 0, a protoze b # 0 a R je obor integrity, dostdavame g1 — g2 = 0. Tedy
rL="2adq = Q2.

Nyni dokazeme, ze vubec néjaké takové ¢, r existuje. Dilkaz provedeme indukci
podle n — m.

(I) Predpoklddejme n — m = 0. Polozme ¢ = lc(a) a r = lc(b)a — lc(a)b. Pak
plati rovnost lc(b)a = lc(a)b+1c(b)a —lc(a)b = gb+r a staci dokdzat, ze degr < n.
Vzhledem k tomu, Ze polynomy a, b 1ze napsat jako a = lc(a)z™+a’ a b = le(b)a" 4/,
kde dega’ < n, degd’ < m, vidime, ze r = lc(b)lc(a)z™ + le(b)a’ — le(a)le(b)z™ —
lc(a)b’ mé koeficient u 2™ nulovy, a tedy Ze degr < n.

(IT) Pfedpokladejme, Ze n—m > 0 a Ze pro polynomy s mensim rozdilem stupit
tvrzeni plati. Definujme

() ¢ =lc(b)a — le(a)x™~™b,
tedy zbytek po prvnim kroku skolského déleni. Podobné jako v pfedchozim ptipadé
vidime, ze degc < n.
(1) Jestlize dokonce degc < m, polozme ¢’ = 0 a r’ = lc(b)de8c~™m+1c. Pak
(1) lc(b)desc=m+1e — ¢/b 4 ¢/ pFidemz degr’ < m.

(2) Jestlize m < dege < n, pak dege — m < n — m, a proto z indukéniho
predpokladu existuji pseudopodil a pseudozbytek ¢ po déleni b, tj. existuji
q,r’ takové, ze

(1) le(b)dese=mFle — ¢/b 4 ¢/, pticemz degr’ < m.
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Dosadime-li definici () do (1), dostdvdme rovnost
le(b)2°8 20 = (¢’ + le(a)le(b) 4B T )b+

Pienasobenim obou stran koeficientem lc(h)?~deg¢~1

q= lc(b)nfdeg cflq/ + lc(a)lc(b)nfmxnfm a r= lc(b)nfdeg 0717’/.

zjistime, zZe lze zvolit

11. POSLOUPNOSTI POLYNOMIALNICH ZBYTKU

V této sekci adaptujeme Eukleidiv algoritmus na vypocet nejvétsiho spoleéného
délitele polynomu tak, aby fungoval pro polynomy nad libovolnym Gaussovym obo-
rem, v némz mame k dispozici algoritmus na vypocet NSD. Specialné tim ziskdme
algoritmus pro vypocet NSD v oborech polynomu vice proménnych, pomoci rekur-
zivni aplikace vztahu Rz, y] = (R[z])[y]. V dalsim textu bude R znacit libovolny
Gausstv obor.

Pripomenme, Ze Eukleidiv algoritmus funguje v libovolném Eukleidovském obo-
ru, kterymi jsou napf. obory polynomi jedné proménné nad télesem, nikoliv vSak
obory polynomu vice proménnych ¢i polynomy nad Z. Dtvod, pro¢ obecné nefun-
guje, je zhruba Fedeno ten, Ze v obecném oboru R[z] neméme k dispozici déleni se
zbytkem (napi. v Z[x] neexistuje nic jako podil a zbytek polynomt x2 — 1 a 2z +2).
Na druhou stranu, v iivodni kapitole jsme dokézali, Ze v kazdém oboru polynomu
mame tzv. pseudodéleni (viz Tvrzeni 10.1), definované vztahy

p pdiv g = (lc(q)degp—deg qﬂp) div ¢,
D med q= (lc(q)degpfdequrlp) mod q.

Motivaci nasledujici definice je posloupnost polynomu, kterd vzniké pii chodu Eu-
kleidova algoritmu, pri¢emz déleni je nahrazeno pseudodélenim.

Rekneme, %e dva polynomy p,q € R[z] jsou podobné, piseme p ~ ¢, pokud
existuji k,l € R takové, ze kp = lg. (Ekvivalentné p ~ ¢, pokud p || ¢ v Q[z], kde
Q je podilové téleso R.) Napf. 2z + 4 ~ 3z + 6 v Z|x].

Definice. Posloupnosti polynomidlnich zbytki v Rlx] (¢asto budeme psat anglickou
zkratku PRS) rozumime kazdou posloupnost p1, pe, ..., pr € R[z] spliiujici

(1) p1,-e D=1 # 0, pp =05
(2) degp: > degpo;
(3) Dit1 ~ (pi—l pmod pz‘)-

Vsimnéte si, ze pfi béhu Eukleidova algoritmu v T[z] vznikd posloupnost po-
lynomiélnich zbytkt, nebot kazdy dalsi polynom p;y; ziskdme vztahem p;1; =
pi—1 mod p; ~ p;_1 pmod p;. Eukleiduv algoritmus kon¢i nulovym polynomem, &
je tedy pocet kroki a pr_1 = NSD(p1, p2).

Tvrzeni 11.1. Necht R je Gaussiv obor a p1,pa,...,pr néjakd posloupnost poly-
nomidlnich zbytki v R[z]. Pak

NSD(p1,p2) ~ Pk—1-

Diikaz. Ozna¢me Q podilové téleso R. Protoze p;11 ~ (p;—1 pmod p;), plati v
Qlz] pit1 || (pi—1 mod p;). Protoze NSD(p,q) = NSD(g,p mod ¢) v libovolném
Eukleidovském oboru (viz diikaz Tvrzeni 2.9), mame py_1 = NSDqa(p1,p2), tedy
dikaz je hotov uzitim Dusledku 9.6. O
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Dusledek 11.2. Necht R je Gaussiv obor, p,q € Rlx] primitivni polynomy a
Dy 4, D3, P4, - - -, Dk NEjakd posloupnost polynomidlnich zbytkid v R[z]. Pak

NSD(p, q) ~ pr—1-

Tohoto tvrzeni vyuzijeme ke konstrukci algoritmu pro vypocet NSD pro poly-
nomy nad libovolnym Gaussovym oborem, v némz mame k dispozici algoritmus na
vypocet NSD.

Algoritmus 11.3 (NSD pomoci PRS).
VSTUP:  p,q € R[z], pfedpoklddejme degp > degg.
VYSTUP: NSD(p, q).

1. PoloZ p1 := pp(p), p2 == pp(q).-

2. Spocti néjakou PRS p1,po, ..., pk.
3. Spo¢ti ¢ := NSDgr(cont(p), cont(q)).
4. RETURN c- pp(pr—1)-

Spravnost algoritmu plyne z Tvrzeni 9.2 a Dusledku 11.2. Jeho druhy krok vsak je
ponékud nejednoznacny: jakou PRS mame vzit? Ukazeme si ¢tyti zakladni priklady.
Prvni dva by napadly asi kazdého, nejsou vsSak prilis efektivni. Bez dikazu pak
uvedeme dva nejpouzivanéjsi.

Definice PRS 1ika, ze p;11 volime tak, aby p;11 ~ p;—1 pmod p;. NaSe snaha je
udrzovat ¢leny PRS s ,,co nejmensimi koeficienty”, budeme tedy volit

1
Piy1 = — - (pi—1 pmod p;)
Qi1
pro néjaké a; 11 € R takové, aby vysledek nélezel R[z]. Snaha je volit a;y1 ,,co
i

nejvétsi”’, ale zaroven takové, aby jeho vypocet netrval prilis dlouho.
FEukleidovskd PRS. Nejjednodussi variantou je nekratit nic, tedy

ai+1 =1, tj. piy1 = pi—1 pmod p;,
Tato metoda je nejméné efektivni (srovnatelnd s provddénim Eukleidova algoritmu
nad podilovym télesem), kvili obrovskému, v nejhors$im piipadé az exponencidlné
rychlému, rtstu koeficientii. Na druhou stranu, vypocet «;1 nic nestoji.

Priklad. Spoctéte NSD(x®+ 26 —32% — 323 +822 +2x —5, 325 + 5% — 422 —9x +21)
v Z[z].

pr=a%+2% —32* +822+22 -5

po = 328 + 5zt — 422 — 9z + 21

p3 = —152% +32%2 -9

ps = 1579522 + 303752 — 59535

ps = 124542875143750x — 1654608338437500

pe = 12593338795500743100931141992187500

Primitivnd PRS. Druhou pfirozenou variantou je metoda ,vykrat co mtizes”, tedy

@i+1 = cont(p;—1 pmod p;), tj. pir1 = pp(pi—1 pmod p;).
Tato varianta d4 samozifejmé optimalni koeficienty (rostou nejvyse linedrni rych-
losti), jeji velkou nevyhodou vSak je pomaly vypocet koeficientti «;, protoZe se v
kazdém kroku provadi NSD vsech koeficientd polynomu p;_1 pmod p;.

P¥iklad. Spoctéte NSD(2®+ 26 —32% — 323 +822 +2x—5, 325 +52% — 422 — 92 +21)
v Z|z].
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pr =28+ 20 —32* + 822 + 22 -5
po = 328 + 52t — 422 — 9z + 21
ps =5zt —x2+3

pg = 1322 + 252 — 49

ps = 4663z — 6150

pe =1

Redukovand PRS. Tato metoda je kompromisem, na ktery pfisel Sylvester kolem
roku 1850. Volbou

degpi_1—degpitl
az =1, a1 =le(pj_q)ie8Pimrdespitl >3

dostavame prvek, ktery lze pocitat velmi rychle, a pfitom koeficienty polynomi
v PRS rostou znatelné pomaleji, nez v Eukleidovském piipadé. Pokud se stupné
polynomti p; a p;_1 lisi pouze o 1 (pro kazdé i), pak je tento rist pouze linedrni.
Dtkaz, ze vysledny polynom ma koeficienty v R, neuvadime.

P¥iklad. Spoctéte NSD(2®+ 26 —32% — 323 +822 + 22 —5, 325 +52% — 422 — 92 +21)
v Zlx].

pr=2%+2% 32" + 822 + 22 -5

po = 328 + 5t — 422 — 9z + 21

p3 = —152% + 322 — 9

ps = 58522 + 11252 — 2205

ps = —18885150x + 24907500

pe = 527933700

Subrezultantovd PRS. Nejefektivnéjsi v soucasné dobé znama metoda, objevena
Collinsem roku 1967, je v jistém smyslu vylepSenim Sylvesterovy metody; pokud
se stupné polynomu p; a p;_1 lisi pouze o 1 (pro kazdé i), jsou tyto PRS totozné.
Subrezultantova PRS ma linearné rychly rust koeficientt v kazdém pripadé, a pri-
tom je vypocet ;1 asymptoticky stejné rychly, jako u redukované PRS. Vzorec
v8ak je ponékud komplikovany:

ag = (—1)"*,
Qi1 = (—1)6'i*1+110(pi,1)hff11 pro:=3,4,...,k,
pri¢emz §; = degp; — degp;+1 a koeficienty h; jsou definovany induktivné
hy =lc(p2)®,  hy =le(p)%hl 20" proi=3,4,... k.

Dtkaz, ze vysledny polynom ma koeficienty v R, je dosti komplikovany a uvadét jej
nebudeme. Zijemce mizeme odkézat na skripta Alese Drapala dostupna na adrese
www.karlin.mff.cuni.cz/ krypto/seminar/nfs.pdf.

Priklad. Spoététe NSD(2® + 20 — 324 — 323 + 822 + 22— 5, 320 + 52t — 422 — 9z +21)
v Zlx].

P1 =28+ 2% -3 +8224+22 -5

po =328 +52% — 422 — 9z + 21

ps = 152* — 322 +9

pa = 6522 + 125z — 245

ps = 93262 — 12300

pe = 260708
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12. REZULTANT A SYLVESTEROVO KRITERIUM NESOUDELNOSTI

Jak jsme zminili v predeslé sekci, aplny dikaz subrezultantové PRS provadét
nebudeme. Pfesto je vSak uziteéné fici, co to vlastné ten (sub)rezultant je a jak
souvisi s délitelnosti polynomt. Sylvesterovo kritérium nesoudélnosti vyuzivajici
rezultant jesté v budoucnu pouzijeme.

Definice. Necht p,q € R[z], n = degp, m = deggq a ozna¢me p = > . ,a;a’",
q=>1" o biz". Sylvestrovou matici M (p, q) rozumime matici typu (m+n) x (m-+n)
nad R definovanou predpisem

Ap  Ap—1 a ... ... ... 0

0 an Ap—1 ao 0

0 0 an, Ap_1 -+ ... Qg 0

. 0 0 an aop
Mpa)=1 4y " b 0 0
0 by bm—1 .. bp O 0

0 0 b bim—1 ... by 0

0 eee ... 0 by, ... b

Determinant této matice se nazyva rezultant polynomu p, g a znaci se

res(p, ) = det M (p, q).

Piiklad. Necht p = 22* + 22 — 4 a ¢ = 322 + 2. Pak

201 0 -4 0
0201 0 -4
3020 0 0
Mpa)=1¢9 3 02 0 o0
0030 2 0
0003 0 2

a neni té7ké spocitat, ze res(p, ¢) = 1156.
Resultant dvou polynomi rozhoduje o (ne)soudélnosti polynomd.

Tvrzeni 12.1. Bud R Gaussiv obor, p,q € Rlz], n =degp >0 a m = degq > 0.
Pak ezistuji nenulové polynomy s,t € R[z] takové, Ze degs < deggq, degt < degp
a

res(p, q) = ps + qt.
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Diikaz. (A) Nejprve predpoklddejme, Ze res(p,q) # 0, tj. ze matice M(p,q) je re-
gularni. VSimnéme si, ze plati

szrnfl m—1

x p
xm+n72 Z.m72p
:c”“ xp
M(pv Q) : " = p
xn—l xn—lq
T xq
1 q
Mame tedy soustavu linearnich rovnic
xmflp
M (p,q)
q
a vime, 7ze vektor (z™*t"~1 ... 1) je jejim jedinym Fesenim (jedinym, protoze je
M (p, q) regularni). Reseni reguldrni soustavy lze ale spoéitat také pomoci Cramé-
rova pravidla, které iikd, ze soustava Az = b méa feSeni © = (x1,...,xy), pfiemz
i-tou soufadnici lze spoditat podle vzorce z; = ‘é‘ztt’i(, kde A; je matice, ktera

vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce za sloupec b. V nasem pfipadé, pro
i = m + n, dostavame

1 — 9et(M (P, @)mn)
det M(p,q)
a tedy
res(p, q) = det(M(p, q)m-4n)-
Determinant matice M (p, ¢)m+n spocitdme rozvojem podle posledniho sloupce.
(Pfipomenme, Ze rozvojem determinantu matice A = (a;;) podle j-tého sloupce
se rozumi vzorec det A = 2% (=1)"9a;; det A;;, kde matice A;; vznika z matice
A vynechénim i-tého fadku a j-tého sloupce.) V nasem piipadé je posledni sloupec
ten nahrazeny, tedy (z™ !p,...,p, 2" 1q,...,q)T. Dostavame
m
res(p, Q) = Z(_l)m+n+i g™ “p- det(M(p, Q)m+n)i,m+n+
1;1

: xn—i q- det(M(p, q>m+n)m+i,m+n

+ (_1)m+i+'m+n
1

i

=p- Z (—1)™ " det(M(p, @)mn)imn 2™+
i=1

Us

+q- Z (—=1)™ N det (M (D, @)mtn ) immin 2"

V4

n
:p~Zui-xm7"+q-Zvi-x”*i:ps+qt,
j i=1
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pfiemz u;, v; € R jsou koeficienty definované vyse, s = > 1" u; - 2™~ i je polynom
stupné méné nez mat=>y .  v; """

(B) Nyni predpokladejme, ze res(p, q) = 0, oznac¢me M (p, q) = (m”):"f”l Pro-
toZe je matice M(p, q) singuldrni, existuje netrividlni linedrni kombinace fadkovych
vektori rovna nule. Tedy existuji prvky ai,...,m+n € R, aspon jeden z nich

nenulovy, splnujici

je polynom stupné mén€ nez n.

m—+n
E (673 mij = 0
=1

pro kazdé j. Pak také samoziejmé

m—+n m—+n
xm+n*] . E Q;-mj = E Qi - Mij .:Ceran =0
i=1 =1

pro kazdé j a soucet pres vSechna j dava
m+nm+n
Z Z o - Myj ™t = .
j=1 i=1

Prohozenim sum dostavame

m+nm+n

0= Z ZO‘Z myj - ™t _Zaz ~p+zn:am+1-x"_i-q.
i=1

i=1 j=1
Polozime-li s = Y 1"  az™ " at =" | apyr12z™ !, dostdvame
res(p,q) = 0 = sp + tq.

Pritom s,t # 0, protoze aspon jeden z koeficient «; je nenulovy. |

Dusledek 12.2 (Sylvestrovo kritérium). Necht R je Gaussiv obor, Q jeho podilové
téleso a p,q € R[z } Pak ndsleduj@’cz’ tvrzent jsou ekvivalentni:

( ) NSDQ[w](p q) = 1
(3) res(p,q) # 0.

Diikaz. (1) < (2) plyne z Tvrzeni 9.2.

(2) = (3) Pro spor piedpokladejme, Ze res(p,q) = 0 a napi§me 0 = sp + tg pro
néjaké polynomy s, ¢ # 0, deg s < degq, degt < degp. Pak sp = —tq, a tedy p | tq.
OvSem p, ¢ jsou nesoudélné, takze p | t. Jenze degt < degp, tedy ¢ = 0, spor.

(3) = (2) NapiSme res(p, ¢) = sp+tq a uvazujme netrivialniho spole¢ného délitele
u, tj. degu > 0 a u | p,q. Pak u | sp + tq, ovéem deg(sp + tq) = 0, spor. O

Poznamka. Plati i silngjsi véta, jejiz dikaz lezi stranou naSeho zdjmu: Stuperi
polynomu NSD(p, q) je roven nejmensimu j takovému, Ze det M;(p, q) # 0. Matice
M;(p, q) vznikd z M (p, q) vyskrtnutim poslednich j fadkd z horni ¢asti (¢ast matice
s koeficienty a;), poslednich j fadkid z dolni ¢asti (Cast matice s koeficienty b;) a
poslednich 25 sloupct.

Piiklad. Necht p = 2% — 1 a ¢ = 2% + 2z + 1. Spoéitame-li Sylvesterovu matici

1 0 -1 0
1 0 -1

M(p,q) = Mo(p,q) = 12 1 o |
01 2 1
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vidime, Ze res(p, q) = det M (p, q¢) = 0. Pokracujeme-li dale, dostavame

M1(p,q)(} (2))7

a vidime, ze det M;(p,q) = 2. Podle vySe uvedené poznamky se dozvidame, ze
stupeni polynomu NSD(p, ¢) je 1. (Kazdy uz od zac¢atku vidi, ze NSD(p,q) = x+1.)

Definice. Necht M; ;(p, ¢) znaci matici, kterd vznikne z M (p, ¢) vySkrtnutim po-
slednich j fadki z horni ¢ésti, poslednich j fadki z dolni ¢asti a poslednich 25 + 1
sloupcti s vyjimkou (m +n — i — j)-tého. Definujeme j-ty subrezultant pfedpisem

Si(p,q) =Y det(M, ;(p,q)) - ".
=0

Piiklad. Necht p = 22* + 22 — 4 a ¢ = 322 + 2. Pak

2 0 -1 4
30 2 0
det Mo 1(p, q) = 03 0 o 192
00 3 2
a
2 010
30 20
det My 1(p,q) = 0 3 0 2 =0
00 3 0
Tedy

SO(p7 q) = res(p, q) = 11567
Si(p, q) = det Mo 1(p,q) - 2° + det My 1(p,q) - ©* = 102+ 0 - = = 102.
Vsimnéte si, ze pro polynomy z ptredchoziho pfikladu plati p pmod ¢ = 102.

Tato podobnost neni ndhodna! Vztah subrezultantt a délitelnosti je zakédovan v
nasledujici véteé.
Véta 12.3 (Fundamentélni véta o PRS). Bud R Gausstv obor, p1,pa,...,px né-
jakd PRS v Rlz| a oznacme n; = degp;. Pak pro vdechna i =3,... k — 1 plati
Sni_y—1(p1,02) ~ pi,
Sn,i (plapQ) ~ Di,
Si(p1,p2) =0 pro vdechna j =n; +1,...,n,_1 — 2.
Diikaz. Diikaz této véty je dosti technicky a uvadét jej nebudeme. Piipadné zdjemce
muzeme odkéazat na skripta Alese Drapala dostupna na adrese
www.karlin.mff.cuni.cz/"krypto/seminar/nfs.pdf. |
Tato véta fika nasledujici: mame-li libovolnou PRS zacinajici polynomy p,q a
sledujeme-1i hodnoty S;(p,q) pro j = 0,1,2,...,degq — 1, dostaneme nasledujici
posloupnost:
07 cee 707pk—1a Oa teey Oapk—17pk—2707 s 707p1€—23pk—37 Y 2PN &2 Oa ceey Oap3'

Tedy bez ohledu na kréceni v té PRS (ve smyslu bez ohledu na volbu «;) plati,
ze kazdé p; je podobné nékterému subrezultantu p,q, a to konkrétné n;-tému a
(nj—1 — 1)-tému (pokud §; = 1, pak jde o tentyz ¢len té posloupnosti).
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Fundamentalni véta o PRS dava navod, jak ziskat subrezultantovou PRS: pokud
vyjdeme ze vztahu p; = Sy, (p, q), ziskdme po dlouhém vypocétu rekurentni vzorec
uvedeny v pfedchozi sekci. (Odvozeni je opét mozné najit v jiz zminénych skriptech
Alese Dréapala.)

13. MODULARNI ALGORITMUS V Z|[z]

Jiny zptsob, jak bojovat s prilis rychle rostoucimi koeficienty v Eukleidové al-
goritmu, je po¢itani modulo (malé) prvoéislo. Jinymi slovy, misto v Z[z] budeme
pocitat NSD v Zg[z] pro rizné prvoéisla k a ptivodni feSeni zrekonstruujeme za
pomoci Cinské véty o zbytcich. Hlavni problém, ktery budeme muset vyftesit, je
ten, ze modulo k se nékdy dany polynom rozklada na vice faktord, nez nad Z, a
tedy NSD casto vyjde modulo k vétsi, nez by mél. Jadrem algoritmu je tvrzeni, Ze
prvocisel, pro kterd tato nestastnd situace nastane (nazyvaji se smoind), neni ptilis
mnoho.

Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, v celé sekci budeme predpokladat, ze p, ¢ jsou
né&jaké nenulové polynomy ze Z[z] a p mod k, ¢ mod k povazujeme za prvky Z,|x].

Piiklad. Uvazujme polynomy
p=a -2+ —1= (22 +1)(z —1),
g=2*+20 —2-2=(z—D(z+1)(z+2).
Vidime, ze NSD(p,q) = = — 1.

e Pocitejme modulo 2. Protoze p mod 2 = (z + 1)3 a ¢ mod 3 = x(x + 1),
dostavame

NSDz, 4 (p mod 3, mod 3) = (z + 1)2.
Tedy 2 je v tomto pripadé smolné prvocislo.
e Pocitejme modulo 3. ProtoZe p mod 3 = (2% + 1)(z — 1) a ¢ mod 3 = (x —
1)(x + 1)(z — 1), dostavame
NSDz, [, (p mod 3, mod 3) =  — 1.
Tedy 3 je v tomto piipadé stastné prvodislo.
e Pocitejme modulo 5. ProtoZze p mod 5 = (z — 2)(z + 2)(z — 1) a g mod 5 =
(x —1)(xz + 1)(z + 2), dostavdme

NSDgz, 4 (p mod 5,¢ mod 5) = (z — 1)(x + 2).
Tedy 5 je v tomto pripadé také smolné prvocislo.

e Pocitejme modulo 7. Protoze pmod 7 = (22 +1)(z — 1) a g mod 7 = (z —

1)(xz + 1)(z + 2), dostavame

NSDgz, [, (p mod 7,g mod 7) = x — 1.

Tedy 7 je stastné prvodislo.
Otézka je: jak poznat, Ze je prvocislo smolné, aniz bychom znali vysledek predem?
Postup je takovy, ze budeme sledovat stupné nejvétsich spolecnych délitelt modulo

k. Podle nésledujicich tvrzeni jsou tito vzdy vétsi nez stupeni NSD v Z[z]. Dokud
se tedy tyto stupné zmensuji, miZzeme si byt jisti, Ze jsme Stastné ¢islo neobjevili.

Lemma 13.1. Oznacme r = NSDy(,(p, q). Pak
NSDy, (»j(p mod k, g mod k) = (r mod k) - NSDy, 1 (73 mod &, 4 mod k) .
T T
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Diikaz. Ozna¢me a = 2 a b= %. Plati tedy p = ra a ¢ = rb, a proto také p mod k =
(r mod k)(a mod k) a ¢ mod k = (r mod k)(b mod k). Vidime, Ze NSDz, ) (p mod
k,qmod k) = (r mod k) - NSDz, (e mod k, b mod k) = NSDg, (,(2 mod k, £ mod
k). O
Podivejte se jesté jednou na tvodni priklad!
Dusledek 13.2. Jestlize ¢islo k nedéli 1c(p) ani lc(q), pak
deg NSDy, [ (p mod k, g mod k) > deg NSDy,)(p, q).

Diikaz. Pokud k nedéli lc(p) ani le(q), pak nédéli ani 1c¢(NSD(p, q)), a tedy stupeii
NSD(p, q) mod k je stejny jako stupent NSD(p, ¢). Nerovnost plyne z pfedchoziho
lemmatu. ([

Poznamenejme, Ze podminka na nedélitelnost vedoucich koeficientd je nutna:
napf. pro p = q = 2z + 1, k = 2 mame NSDy,1(p, ¢) = 2z + 1, ale NSDg, ,1(p mod
k,qmod k) = 1.

Dtsledkem uvedenych faktt je také nasledujici jednoduchy test na nesoudélnost:

Dusledek 13.3. Pokud k nedéli lc(p) ani leq a jsou-li pmod k a ¢ mod k nesou-
délné v nékterém Zyi[z], pak jsou p,q nesoudélné v Zlx].

Disledek 13.2 motivuje nasledujici definici.

Definice. Rekneme, Ze prvoéislo k je pouitelné pro polynomy p, ¢, pokud k nedéli
le(p) ani le(q).
e Pouzitelné prvodislo k se nazyva stastné pro polynomy p, q, pokud

deg NSDz, 1 (p mod k, g mod k) = deg NSDz,(p, ).
e Pouzitelné prvocislo k£ se nazyva smolné pro polynomy p, q, pokud

deg NSDz, ) (p mod k, ¢ mod k) > deg NSDz(,(p, ).

Lemma 13.4. Necht k je pouZitelné smolné prvocislo pro polynomy p,q. Pak

k | res < P , q > .
NSD(p, ¢)  NSD(p, q)

Diikaz. Protoze k je pouzitelné smolné, plati degr < deg NSD(p mod k, g mod k).
Tedy, podle vzorce 13.1, deg NSDz, (2 mod &, Z mod k) # 1. Podle Sylvestrova
kritéria 12.2 tedy plati resz, ,j(2 mod &, £ mod k) = 0. ProtoZe rezultant je deter-
minantem jisté matice, nezalezi, zda nejprve dosazujeme hodnoty modulo k a poté
pocitame v Zj, nebo zda nejprve pocitame tento determinant v Z a poté vysledek
upravime modulo k. Tedy plati resy[,(£,2) =0 (mod k), neboli &k | res(2,4). O
Dusledek 13.5. Pouzitelngjch smolnych prvocisel pro dané polynomy p,q je jen
konecné mnoho.

Diikaz. Smolnych prvocisel je jen tolik, kolik je prvociselnych déliteli toho resul-
tantu. 0

Protoze je smolnych prvodisel jen kone¢né mnoho, pfi modularnim vypoctu NSD
musime diive nebo pozdéji narazit na nédjaké stastné. Zbyva vytesit otazku, kolik
stastnych prvodcisel potiebujeme k provedeni Cinské véty o zbytcich, abychom zre-
konstruovali NSD v Z[z]. Nésledujici tvrzeni dava horni mez na velikost koeficienti
nejvétsiho spolecného délitele.
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Tvrzeni 13.6 (Landau-Mignottova mez). Predpoklddejme, Ze polynom r = Z?:O c;x' €
Zlz] déli polynom p =31, a;x’ € Z[x] (an,c, #0). Pak

k n
el <2 |2 [Ya
=0 =0

Diikaz. Nebude (viz []). O

Ck

a'll

Dusledek 13.7. Necht p = Y i ja;z’, ¢ = > .o bz’ a NSD(p,q) = Zf:o c;xt
(@, b, 1 £ 0, vSe v Z[x]). Pak pro vSechna i plati

1

|¢;| < 2min(mm) [ INSD(ay,, by, )| - min o]
Gn

Diikaz. Uvédomime si, ze ¢ déli a, i by, tedy i jejich NSD a pouzijeme predchozi
tvrzeni. (]

Pro tucéely algoritmu ozna¢me LM(p,q) jakoukoliv mez na velikost koeficientii
nejvétsiho spolecného délitele polynomu p, q. Podle Dtsledku 13.7 1ze zvolit napft.

LM(p, g) = 2™ ™) - INSD(ay, bya)| - min( iy /S0 a2, 1 v/So i 7).

Nyni si ukdzeme nejjednodussi zptisob, jak vyuzit modularni metodu k vypoctu
NSD: Zvolime dostateéné velké prvoéislo, abychom se vyhnuli aplikaci Cinské véty o
zbytcich. Tento postup neni prilis efektivni, ale je na ném dobte vidét, jak testovat,
zda je zvolené prvodcislo stastné.

Pozndmka. NSDgz, [;)(p mod k,q mod k) je polynom ze Zg[x], ale my jej bu-
deme povazovat také za polynom ze Z[z], pficemz jeho koeficienty bereme z mno-
Ziny {—%,...,%}. Pristoupime-li na tuto konvenci, vidime, ze pro Stastné
k > 2LM(p, q) plati

NSDz)(p, ) = NSDgz, 121 (P, 9),

pokud md polynom na pravé strané stejny vedouci koeficient jako polynom na levé
strané. (Pfipomenime, ze NSD nad télesem je urden jednoznacéné a7 na ndsobek
libovolnym nenulovym prvkem télesa.)

Setkavame se s tzv. problémem vedouciho koeficientu. Lze jej fesit takto: Pred-
poklddame, Ze polynomy p, ¢ jsou primitivni (to miZeme podle 9.2). Vezmeme
k > 2dLM(p, q), spocteme ten NSDy, ,1(p, ¢), jehoz vedoucim koeficientem je d :=
NSDz(lc(p),1c(q)), a spocteme jeho primitivni cast. Protoze vedouci koeficient NSDy,(p, q)
déli d a NSDz,(p, ) je primitivni (viz Gaussovo lemma), uvedeny postup funguje.

Algoritmus 13.8 (Modulrni algorimus na NSD, verze I).
VSTUP:  p,q € Z[z]| primitivni.
VYSTUP: NSD(p,q).

0. Spocti d := NSD(le(p), le(q)).

1. Zvol k nejmensi pouzitelné prvoéislo vétsi nez 2dLM(p, q).
2. Spocti r := NSDg, [;)(p mod k,q mod k), aby lc(r) = d.

3. IF pp(r)|papp(r)| g THEN RETURN pp(r), STOP

ELSE predefinuj k jako nejmensi vétsi nepouzité pouzitelné prvocislo
v&tsi nez k, GOTO 2.

Tvrzeni 13.9. Algoritmus 13.8 funguje.
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Drikaz. Pokud je prvodislo k stastné, z diskuze nad algoritmem plyne, Ze algorit-
mus vrati spravny vysledek. Algoritmus opakuje kroky 2.,3. tak dlouho, dokud
nenalezne $tastné prvodcislo: diky vzorci 13.2 je pp(r) spoleénym délitelem pravé
tehdy, kdyZ je nejvétsim spolecnym délitelem. Jinymi slovy, Stastnost k je ovéfend
tim, zda je kandidat na NSD skuteéné spoleénym délitelem. Algoritmus se zastavi
po koneéné mnoha cyklech diky Disledku 13.5. (I

Problémem uvedeného algoritmu je, Ze mez LM je obvykle mnohem vétsi, nez
jsou ve skutefnosti koeficienty NSD (jde o mez v nejhorsim piipadé, typicky je
situace mnohem pFiznivéjsi), a tedy tspora na velikosti koeficientt je diskutabilni.
O néco komplikovanéjsi, ale v praxi o dost efektivnéjsi algoritmus je nasledujici,
vyuzivajici malych prvocisel a Cinské véty o zbytcich.

Algoritmus 13.10 (Modularni algorimus na NSD, verze II).
VSTUP:  p,q € Z[z] primitivni.
VYSTUP: NSD(p,q).

0. Spo¢ti d := NSDyz(le(p),le(q))

1. Zvol k nejmensi dosud nepouzité pouzitelné prvocislo.

2. Spocti r := NSDgz, [5)(p mod k,q mod k), aby lc(r) = d (mod k)
3. 1IF degr = (0 THEN RETURN 1, STOP

ELSE poloz R:=r a K :=k.
4. WHILE K < 2dLM(p, q) DO:
Necht % je nejmensi dosud nepouzité pouzitelné prvocislo.
Spocti r := NSDg, [,)(p mod k, ¢ mod k), aby lc(r) = d (mod k)
IF degr < deg R THEN GOTO 3.
IF degr = deg R THEN
Spocti polynom s spliiujici s =r (mod k) a s = R (mod K)
(aplikuj CVZ na kazdy koeficient (tj. deg R-krét)).
Poloz R:=sa K =K - k.
5. IF pp(R)|p app(R) | ¢ THEN RETURN pp(R) ELSE GOTO 1.

Tvrzeni 13.11. Algoritmus 13.10 funguje.

Dikaz. Okomentujeme béh algoritmu. Na zacatku zvolime nové pouzitelné prvo-
¢islo k. Pro néj spoc¢teme NSD danych polynomt mod k. Pokud vyjde NSD stupné
nula, jsou polynomy p, g diky Disledku 13.3 nesoudélné. V opac¢ném pfipadé bu-
deme predpoklddat, ze jde o Stastné prvodislo a za¢neme stidadat dostate¢né mnoz-
stvi NSD modulo riizna k tak, aby z nich bylo mozno zrekonstruovat NSD v Z[z].
V K udrzujeme soucin vSech aktudlnich prvocisel, jez povazujeme za Stastna, v R
udrzujeme hodnotu NSD(p, ¢) mod K. Dokud K nepfevysi 2dLM(p, ¢), generujeme
dalsi pouzitelnd prvocisla k. Pro kazdé z nich spocitdme NSD mod k. Pokud ma
tento polynom vétsi stupen nez vSechny predchozi, je toto prvocislo smolné a igno-
rujeme jej (viz 13.2). Pokud m4 tento polynom mensi stupeii nez vSechny ptedchozi,
znamend to, Ze vSechna pfedchozi prvoéisla byla smolné (viz 13.2) a vracime se zpét
na zacatek vypoctu. V pripadé rovnosti stupna spocitame pomoci nékterého algo-
ritmu na Cinskou vétu o zbytcich NSD mod K -k a pokracujeme dal$im prvoéislem.
V kroku 5. si stdle nemtizeme byt jisti, Ze jsme nasli néjaké §tastné prvocislo. Vy-
zkousime tedy, zda je vysledek spoleénym délitelem polynomt p, q. Pokud ano, je
to vysledek. Pokud ne, vSechna prvocisla byla dosud smolna a algoritmus pokracuje
znovu od za¢atku. (Viz dikaz Tvrzeni 13.9).
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Vsimneéte si, ze algoritmus skonc¢i v koneéném cCase, protoze vSechny skoky zpét
probihaji pouze v pripadé, kdy jsme prokazatelné narazili na smolné prvoéislo. Téch
je jen koneéné mnoho podle Dusledku 13.5. O

Poznamenejme, ze Landau-Mignottova mez je pro vétsinu polynomt zna¢né nad-
nesend, nemd tedy obvykle smysl poéitat tak dlouho, az K prevysi LM(p, ¢) mez, ale
vyplati se jiz v pribéhu vypoctu zkouset, zda R neni ndhodou spoleénym délitelem.
Ué¢innou heuristikou znatelné zrychlujici chod algoritmu je nésledujici podminka:
Pokud v cyklu v kroku 4. vyslo dvakrat po sobé stejné R, aplikuj test z kroku 5.
Pokud vyjde, tj. pokud pp(R) | p a pp(R) | ¢, RETURN pp(R), STOP. Jinak pokracuj
vypocet jako by se nic nestalo.

Tvrzeni 13.12. Casovd sloZitost Algoritmu 13.10 je O(n3(logn + ¢)?) operaci s
ciframi, pricemz n znaci véetsi ze stupni p,q a ¢ znact pocet cifer nejvétsiho z
koeficientu p, q.

Diikaz. Nebude (viz []). O

Asymptoticky odhad sloZitosti toho algoritmu sice vypadé hife, nez u metody
PRS, ale uvédomte si, Ze zde pocitame pocet operaci s ciframi, zatimco v odhadu
pro PRS jsme pocitali pocet operaci v Z! Navic, toto je odhad slozitosti v nejhorsim
pripadé, ktery ale mnoho nefika o typickém chovani. Napf. pro nesoudélné polynomy
je modulérni algoritmus pomérné rychly (diky podmince v kroku 3.), zatimco pro
metodu PRS jsou nesoudélné polynomy nejpomalej$im piipadem.

14. MODULARNI ALGORITMUS PRO POLYNOMY VICE PROMENNYCH

Pfedpoklddejme, Ze mame algoritmus pro vypocet NSD v oboru R[z]. Adap-
tujeme moduldrni algoritmus z pfedchozi sekce na vypocdet NSD v oboru Rz, y].
Rekurzivni aplikaci tak ziskdme algoritmus pro vypocet NSD v oborech polynomi
libovolného mnozstvi proménnych nad Z ¢i nad libovolnym télesem. V témto sekci
budeme predpoklddat, ze p, ¢ jsou né&jaké nenulové polynomy z Rlz, y].

Finta je analogicka: budeme pocitat modulo polynom y — «, pro riznd a € R.
Jinymi slovy, za proménnou y budeme dosazovat rtizné hodnoty a a vysledek opét
rekonstruovat pomoci Cinské véty o zbytcich. Polynomy z R[z,y] tedy budeme
uvazovat v rekurzivni reprezentaci (R[y])[x], tj. koeficienty jsou polynomy z R][y].

Piiklad. Uvazujme polynomy
p=ya’+ (1 -yHr—y=(zy+1)(z —y),
g=y2* + (L +y*)z+y=(zy+1)(z+y)
Vsimnéme si, ze vSechny koeficienty (jako polynomy nad y) maji stupeii nejvyse 2.
Totéz musi platit i pro jejich nejvétsiho spolecného délitele, a tedy na jeho zrekon-
struovani budou stacit tii hodnoty.
e a = 1: Protoze p(z,1) = 22 — 1 a q(z,1) = 2% + 22 + 1, dostavame
NSD(p,q)(z,1) =z + 1.
e a = 2: Protoze p(z,2) = 22% — 3z — 2 a q(x,2) = 222 + 5z + 2, dostévame
NSD(p, q)(z,2) = 2z + 1.
e a = 3: Protoze p(z,3) = 322 — 8z — 3 a q(z,3) = 322 + 10z + 3, dostavame
NSD(p, q)(z,3) = 3z + 1.
Tedy NSD(p, q) = yx + 1.
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V tomto pfipadé ndm ndhodou vysly vSechny hodnoty $tastné. Pro¢ jsme nevolili
a = 07 Tato hodnota neni pouzitelnd, protoze y — 0 déli vedouci koeficienty p, g.
(Kdybychom ji pouzili, vyslo by ndm NSD(p, ¢)(x,0) = x, coz je $patné.)

Nasledujici tvrzeni lze dokazat analogicky jako v pfipadé polynomt jedné pro-
ménné nad Z: vsude je obor Zj, je nahrazen oborem R[z] a v§raz mod k je nahrazen
vyrazem mod (y — «). Pfitom misto p(z,y) mod (y — «) piSeme p(z, a).

Lemma 14.1. Oznacme r = NSDgy, ,(p, q). Pak

NSDR[x] (p(fE, a)7 Q(x7 Oé)) = r(x7 O[) : NSDR[Q:} (]%(LC, 04)7 g(x7 a)) .
Dusledek 14.2. Jestlize polynom y—a nedélilc(p) anilc(q) (nebolile(p)(w),le(q) (o) #
0), pak

deg NSDg,) (p(, ), g(x,)) > deg NSDg(y, ] (p; 9)-

Dusledek 14.3. Jestlize y — « nedeéli le(p) ani le(q) a jsou-li polynomy p(x, @) a
q(z, &) nesoudélné v R[x] pro néjaké a € R, pak jsou p,q nesoudélné v Rz, y].

Analogicky definujeme pouzitelné, stastné a smolné hodnoty «.

Definice. Rekneme, 7e hodnota o € R je pouZitelnd pro polynomy p,q, pokud
lez(p)(a) # 0 aleg(q)(a) # 0.

e Pouzitelnd hodnota o € R se nazyva stastnd pro polynomy p, q, pokud
deg NSDro(p(7, @), ¢(7, ) = deg, NSDrjq,y) (P, 0)-
e Pouzitelnd hodnota a € R se nazyva smolnd pro polynomy p, g, pokud
deg NSDr(o(p(7, @), ¢(x, @) > deg, NSDrjgy) (P, 0)-
I nasledujici lemma se dokazuje zcela analogicky, jako v predchozi sekci.

Lemma 14.4. Necht o je pouZitelnd smolnd hodnota pro polynomy p,q. Pak

p q
(v~ a) | res; (NSD@, 2 NSD(p. q>> |

Dusledek 14.5. PouZitelnych smolngch hodnot pro dan€ polynomy p,q je jen ko-
necné mnoho.

Dikaz. Vyraz res,( NSD”(p ik NSDq(p q)) je polynomem v proménné y nad R. Je déli-
telny y — a pravé tehdy, kdyz je a jeho kofenem. Kazdy polynom mé jen konecné
mnoho korenu. O

Analogie Landau-Mignottovy meze je v pfipadé polynomu vice proménnych do-
konce mnohem jednodussi, nez pfedtim: necht d zna¢i nejvétsi stuperi mezi vSemi
koeficienty v p, ¢ (pfipomindme, Ze koeficienty jsou polynomy z R[y]) a polozme

LM(p,q) =1+d.

Je zfejmé, ze vSechny koeficienty v jakémkoliv spole¢ném déliteli polynomu p,q
budou mit stupeni nejvyse LM(p, ¢). Na jejich uréeni postaci LM(p, ¢) + 1 stastnych
hodnot «.
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Algoritmus 14.6 (Modularni algorimus na NSD, polynomy vice proménnych).
VSTUP:  p,q € Rz, y| primitivni.
VYSTUP: NSD(p,q).

1. Necht a; je dosud nepouzitd pouzitelnd hodnota z R.
2. Spocti r := NSDgy(p(z, a1), ¢(z, a1)).

3. R:=r,i:=1.

4. WHILE i < LM(p,q) DO:

Necht «;+1 je dosud nepouzitd pouzitelnd hodnota z R.
Spocti r := NSDRru) (p(@, aiit+1), ¢(@, ait1)).
IF deg, r < deg, R THEN o3 := a;41, GOTO 3.
IF deg, r = deg, R THEN
Zkombinuj pomoci CVZ R, r, visledek uloz do R, i :=i + 1.
5. IF R|pa R|q THEN RETURN pp(R) ELSE GOTO 1.

Ditikaz spravnosti tohoto algoritmu je opét zcela analogicky verzi pro polynomy
ze Z|z]. Podobnym zptisobem se vyplati zabudovat i uvedenou heuristiku.
Priklad. Necht

p = 222%y3 — xy® + 23y + 22y — 23y — 62y + 3y + 2° — 322
q=2zy® —y® — 2%y? + zy? — 23y + 4oy — 2y + 227

Uvazujme tyto polynomy jako prvka a) oboru (Z[z])[y], b) oboru (Z[y])[z]. V obou
pripadech je LM(p, q) = 3. Nésledujici tabulka ukazuje béh modularniho algoritmu
v obou pfipadech:

(Z[z])[y] (Z[y))[«]
a=1 r=1 y+1 y=1 224+ 2x—1
a=-—1 r=-1 =3y+1 y=—-1 z2-2¢x+1
a=2 x =2 3y +4 y=2 2% +4x -2
a=—2 r=-2 —by+4 y=-2 z?2—4r+2
NSD(p, q) 2z — 1)y + 22 22+ 2yx —y

Na zavér poznamenejme, ze kombinaci Algoritmi 13.10 a 14.6 dostavame al-
goritmus pro vypocet NSD v oboru Z[zy,...,x;]. D4 se dokéazat, Ze jeho casova
slozitost je O(n?**1 . (k -logn + c)?) operaci s ciframi v Z, kde opét n zna¢i vétsi
ze stupnu p, ¢ a ¢ znaci pocet cifer nejvétsiho koeficientu.
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Faktorizace

Faktorizace polynomu, neboli rozklad polynomu na soucin ireducibilnich ¢ini-

teld, je nésledujici problém: vstupem je polynom f € Rlz,...,zx] (kde R je
néjaky Gausstiv obor), vystupem jsou po dvou neasociované ireducibilni polynomy
a1, .. am € Rlzy,...,x1] a &isla ny, ..., n, takov, ze

f=ai*-...-apm.

Tyto polynomy a exponenty jsou urceny jednoznac¢né az na poradi a asociovanost
(nebot obory polynomt nad Gaussovym oborem jsou Gaussovy obory).

V celé kapitole budeme predpokladat, ze polynom f je primitivni. Pokud ne, pak
se rozkldda na soucin cont(f) - pp(f) a problém faktorizace f se déli na problém
faktorizace pp(f) v R[z1, ..., zk] a problém faktorizace cont(f) v R. Tim druhym se
zabyvat nebudeme. (Nad télesy je to problém trividlni, nad Z naopak ptili§ obtizny
a zapadd spiSe do vypocetni teorie ¢isel nez do pocitacové algebry).

Vétsina pokrocilych algoritma na faktorizaci dale predpoklada, Ze je vstupni
polynom f tzv. bezctvercovy, tedy ze v jeho rozkladu jsou vSechny exponenty n; =
.-+ =n,, = 1. V prvni sekci proto probereme algoritmus, ktery libovolny polynom
rozlozi na sou¢in bezétvercovych (ne nutné ireducibilnich), a to v ¢ase O(n3).

Pro faktorizaci polynomi nad koneénymi télesy se pouziva tzv. Berlekamptv
algoritmus, ktery se probira na prednasce Konecnd télesa. Je Casova slozitost je
O(n?3). Ten se vyuzije v modularnim algoritmu pro faktorizaci polynomt nad ce-
Iymi éisly (tzv. Berlekamp-Henseltv algoritmus), jehoZ slozitost je sice teoreticky
exponencialni (v nejhors§im piipadé), ale vétsina algoritmu probihd v ¢ase polyno-
midlnim a zavérecna faze je neefektivni pouze v specidlnich ptripadech; obecné tedy
bézi pomérné rychle. Pro faktorizaci polynomi nad celymi ¢isly existuje i algorit-
mus s polynomialni slozitosti v nejhorsim ptipadé, tzv. Lenstra-Lenstra-Lovaszav
algoritmus (jeho slozitost je O(n'?¢)), v praxi se viak ukazuje pomalejsi, nez al-
goritmus Berlekamp-Henseltv.

(Poznamenejme, Ze faktorizace v Z je ve slozitostni t¥idé NP a dosud neni znam
deterministicky polynomialni algoritmus. Tedy polynomy nad Z umime rozkladat
efektivné az na rozklad jejich obsahu.)

Rychlé algoritmy na faktorizaci polynomt maji dalekosahlé aplikace, napt. v
algebraické geometrii. Pro tyto acely existuji dalsi specialni algoritmy pro polynomy
nad algebraicky uzavienym télesem, nad algebraickymi rozsifenimi, atd., kterymi
se zabyvat nebudeme.

15. BEZCTVERCOVA FAKTORIZACE

Jak jiz bylo feceno, vétsina pokrocilych algoritmii na faktorizaci vyzaduje vstupni
polynom f bezétvercovy. Pfedvedeme algoritmus, ktery libovolny polynom rozlozi
na soucin bezétvercovych (ne nutné ireducibilnich).

Definice. Polynom f se nazyva bezctvercovy, pokud v jeho ireducibilnim rozkladu
f = al* ... al'™ neni z4dnd vy$si mocnina, tj. pokud n; = -+ = n,, = 1.
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Bezctvercovym rozkladem polynomu f rozumime po dvou nesoudélné bezétvercové
polynomy g1, ..., gk spliujici

f=91-9393-.. gk
(tedy g; obsahuje pravé ty ireducibilni ¢initele, které se v f vyskytuji v i-té moc-
ning).
P¥iklad. V Z[z] je polynom 4(z — 1)(z + 1) bezétvercovy, ale (x — 1)? neni.

Nadale budeme uvazovat pripad polynomu jedné proménné nad télesem T.
(Misto Z uvazujeme podilové téleso.) Ptipad polynomi vice proménnych lze fe-
it analogicky, avSak technicky je o néco naro¢néjsi. Nechavame jej jako cviceni.

Véta 15.1. Necht T je téleso a 0 # f € T[z]|. Pak
(1) f je bezétvercovy pravé tehdy, kdyz NSD(f, f') = 1;
(2) jestlize char(T)=0a f = Hle gl je bexctvercovy rozklad, pak

k
NSD(f, f)) =[] o "
=1

Driikaz. (1) (<) Predpokladejme, Ze f neni bezétvercovy. Pak f = g2 - h pro né&jaké
g,h € T[z], degg > 0 a po zderivovani dostavame f' = 2gg’h + g*h’. Tedy g je
spolecny délitel f i f’, spor.

(=) Necht f = Hle a; je ireducibilni rozklad polynomu f, tj. ai,...,ax jsou po
dvou nesoud€lné ireducibilni polynomy. Pak

ff=d\-ay...-ap+a-ay-az-...-ap+...+ay-...-ax_1-aj.

Piedpoklddejme, Ze f a f’ maji n&jakého netrividlniho spoleéného délitele. MtiZeme
navic predpokladat, zZe je tento spole¢ny délitel ireducibilni, a tedy je roven a; pro
néjaké i. ProtoZe a; | f’ a pfitom se vyskytuje ve vSech €lenech kromé i-tého,
musi a; délit i i-ty ¢len. Protoze a; 1 a; pro zadné j # i, musi a,; délit a}. Jenze
degal < dega;, a tedy a; = 0. V pfipadé charakteristiky 0 to znamena, Ze je a;
konstantni, spor. V pfipadé charakteristiky p # 0 muZe nastat jeSté nasledujici
moznost: pii derivovani polynomu a; vznikaji koeficienty, které jsou nasobky p.
To nastane, pokud jsou viechny nenulové termy a; tvaru zP?, pro néjaké j. Pak ale
mizeme psat a; = g(xP) pro néjaky polynom g € T[z]. JenZe v télese charakteristiky
p plati g(aP) = g(x)P (pouzijte rovnost (a + b)P = aP + bP), coZ je ve sporu s
ireducibilitou polynomu a;.

(2) Derivaci bezétvercového rozkladu f dostédvame

k k
=3 (I =>i-d " g
=1 i#] j=1 i#j

Tedy bez ohledu na charakteristiku T plati, ze Hle gf_l je spoleénym délitelem
polynomi f a f’. Zbyvé dokézat, ze to je nejuétsi spoleény délitel. Piedpokladejme,
ze ne, tedy ze existuje nekonstatni polynom g, ktery déli polynomy

/ - ik -
- . _ .y
E i1 _Hgi ! ki1 _Zj'nggi'
[i-1 9 i=1 [Ti-1 9 i=1 i#j

Opét miizeme predpokladat, Ze g je ireducibilni a tedy ¢ | g, pro néjaké m. Podobné
jako v (1), protoze se g, vyskytuje ve vSech ¢lenech sumy Zle 79511 4; 9i kromé
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m-tého, musi g délit mg.,,. Jenze g,, je bezctvercové, tedy podle (1) jsou g, a g,
nesoudélné, spor. O
Poznamka. V dikazu bodu (2) jsme konstatovali, Ze polynom Hf:l gf-*l je spo-
le¢nym délitelem polynomt f, f/, a to v libovolné charakteristice. Tedy polynom

m je délitelem polynomu Hle gi, a proto je bezcétvercovy.

Na této vété jsou zaloZeny algoritmy na bezétvercovou faktorizaci: jednodussi a
rychlejsi pro pfipad charakteristiky 0, o néco slozitéjsi obecny.

Algoritmus 15.2 (Bezétvercova faktorizace v charakteristice 0).
VSTUP:  f € T|[z], pfedpoklddame char(T) = 0.
VYSTUP: Bezctvercovy rozklad g; ..., g polynomu f.

0. fQ = f

i. fi:=NSD(fi—1,f{_y) proi=1,... k.
h = fi—1
T fi

IF i > 2 THEN g;_; := "=t

IF f; = 1 THEN RETURN g1,...,0i_1,9; = fi_1, STOP.

Tvrzeni 15.3. Algoritmus 15.2 funguje.

Diikaz. Indukci snadno dokdzeme, ze f; = Hle 11 gj:*i: pro ¢ = 0 to plati trivi-
alné a v indukénim kroku pouzijeme Vétu 15.1 (2), kterd ¥ika, Ze se exponenty v
bezétvercovém rozkladu f;; zmensi oproti f; o jedna. Prvni ¢initel tedy zmizi a

plati

ko j—itl
Hj:i g;

hi: — =(Gi ... " Jk-
k —

| g

Proto
hi-i  gi-1--- gk
= =gi-1-
hi Gi* o Gk

Algoritmus se zastavi presné po k krocich, pfiCemz fr =1 a fr_1 = g O

Priklad. Necht
f=a"+2% —2° —2*—2® — 2 +r +1c Q.

(Vidime, ze f = (22 + 1)(z — 1)?(z + 1)3.) Algoritmus 15.2 prob&hne nasledovns:
0. f() = f
1. f1:=NSD(fo,f)) =2 +2% -2 -1
hl = % = x4 - 1.
hg = ffl = 1'2 — 1.

hg = 2= g1,
gQ::E:x—l.
Vysledek je tedy g1 =22+ 1, go =2 — 1,93 = fo=ax+ 1l aplati f =g1-g3-g5.

Tvrzeni 15.4. Casovd sloZitost Algoritmu 15.2 je O(n?), kde n = deg f.
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Dikaz. Probéhne nejvyse n kroki, v kazdém z nich poc¢itame NSD a dvakrat délime,
to vie s polynomy stupné nejvyse n. Kazdy krok m4 tedy slozitost O(n?) a celkova
slozitost je n - O(n?). O

Algoritmus 15.5 (Bezétvercova faktorizace v kladné charakteristice).
VSTUP:  f € T|xz|, pfedpokldddame char(T) = p # 0.
VYSTUP: Bezctvercovy rozklad g; ..., gr polynomu f.
1. d:=NSD(f, f).
2. IF d =1 THEN RETURN f.
3. IFd= f THEN
najdi g spliujici f = g(aP),

spocti bezétvercovy rozklad hq, ..., hi polynomu g,
RETURN 1,...,1,hy,1,...,1,ho,1,... 1, hs,..., hy.
N—— —— ——
p—1 p—1 p—1
4. IF1+#d+# f THEN
poloz g := 5,
spoc¢ti bez¢tvercovy rozklad hq, ...,y polynomu d, poloz h;11 =1,

proi=1,...,k délej
spo¢ti u := NSD(g, h;) a poloz h; :=
RETURN hl - g, h,z, ceey hk+1.

h;

AN
u?

hiy1:=hig1-u, g:=2

u?

Tvrzeni 15.6. Algoritmus 15.5 funguje.

Diikaz. Algoritmus se zastavi, nebot kazdé rekurzivni volani mé jako parametr poly-
nom stupné mensiho nez ptvodni vstup. Spravnost plyne z nasledujiciho komentaie
k jednotlivym kroktm.

(2) Jestlize je NSD(f, /') = 1, pak je podle Véty 15.1 (1) polynom f bezdtvercovy.

(3) Podminka d = f je splnéna pravé tehdy, kdyz f' = 0, tedy kdyz se vSechny
koeficienty pfi derivovani vynulovaly. Podle argumentu uvedeného v dikaze Véty
15.1 existuje polynom ¢ spliujici f = g(«P). Je-li hq,...,hj bezctvercova fakto-
rizace polynomu g, pak f = g(zF) = ¢ = ([[,h})? = [, h::p, tedy bezdétvercovy
rozklad polynomu f je posloupnost, kde ip-ty ¢len je h; a ostatni ¢leny jsou 1.

(4) Je tieba zakomponovat polynom g = g do bezc¢tvercového rozkladu polynomu
d. Podle poznamky za Vétou 15.1 je g bezctvercovy, staci tedy ovérit jeho soudélnost
s kazdym z bezctvercovych faktort polynomu d. V pripadé soudélnosti pak je teba
pfesunout NSD(g, h;) z i-té do (i 4+ 1)-té slozky bezctvercového rozkladu. To, co z
polynomu g zbyde (tj. to, co neni soudélné s d), se prida k prvni sloZce. ([

Tvrzeni 15.7. Casovd sloZitost Algoritmu 15.5 je O(n?), kde n = deg f.

Dikaz. Algoritmus rekurzivné vola sam sebe nejvyse jednou v kazdém prubéhu, a
to na polynom stupné mensiho, nez je stupen vstupniho polynomu. Dochézi tedy
k nejvyse n opakovanim. Spocitame slozitost jednoho prubéhu.

Vypocet NSD v kroku 1. m4 slozitost O(n?). Je-li splnéna podminka v kroku
2., zddné dalsi operace se neprovadi. Je-li splnéna podminka v kroku 3., vypocet
polynomu g m4 slozitost O(n) a pfepocet bezétvercového rozkladu také O(n). Je-li
splnéna podminka v kroku 4., je nutné testovat soudélnost 5 s kazdym z polynomi
hi, tedy O(n)-krat opakujeme operace se slozitosti O(n?).

Celkem tedy mame nejvyse n pribéhi se slozitosti O(n?). O
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Cviceni. Diikaz slozitosti byl proveden ponékud ,nahrubo”, dostali jsme tedy slo-
zitost kvartickou. DokazZte, ze ve skutecnosti ma Algoritmus 15.5 ¢asovou slozitost
O(n3) ?22aspori doufdm???.
Priklad. Necht

f=a"+2%+25 +at + 2P +2® o+ 1 € Zofa]
(Vidime, ze f = (x + 1)7.) Algoritmus 15.5 probéhne néasledovné:

(1) Nejprve spocteme f' = x® + 2% + 22 + 1 a vidime, ze d = NSD(f, f') =
2% + 2% + 22 4 1. Nastava tedy podminka z kroku 4., provedeme rozklad d
a zkombinujeme ho s § =z + 1.

(2) Nyni je tedy na vstupu polynom d. Protoze d’ = 0, pokra¢ujeme krokem
3., vezmeme polynom ¢ = 2% + 22 + x + 1, spocteme jeho bezétvercovy
rozklad a poté ho budeme brat v druhé mocniné.

(3) Nyni je na vstupu polynom g. Spoéteme ¢’ = 2241, NSD(g,¢') = 22+1, a
tedy pokracujeme krokem 4., kde najdeme rozklad 22 + 1 a zkombinujeme
ho s m =x+1.

(4) Nyni pokracujeme s polynomem z2 + 1. Protoze (22 + 1)’ = 0, podle 3.
najdeme rozklad x + 1 a budeme ho brat v druhé mocniné.

(5) Polynom x+1 je v kroku 2. prohlasSen za bezétvercovy, nastava tedy zpétné
vynotrovani z rekurze.

Pii vynofovani dostdvdme postupné polynomy (5) z + 1, (4) (z +1)2, (3) (z +1)3,
(2) (z+1)° (1) (z+1)".

Priklad. Necht
f=a%+2° +a* + 2% + 2% + 2 € Zyz].
Algoritmus 15.5 probéhne nasledovné:
(1) Nejprve spocteme f’ = z*+22+1 a vidime, ze d = NSD(f, f') = a*+22+1.
Nastéava tedy podminka z kroku 4., provedeme rozklad d a zkombinujeme
ho s g =224 2.
(2) Nyni je tedy na vstupu polynom d. Protoze d’ = 0, pokra¢ujeme krokem
3., vezmeme polynom g = 22 4+ x + 1, spoc¢teme jeho bezétvercovy rozklad
a poté ho budeme brat v druhé mocniné.
(3) Nyni je na vstupu polynom g. Spoéteme ¢’ = 1, tedy g je podle kroku 2.
bezétvercovy a nastava vynorovani z rekurze.
P#i vynotovani dostdvame postupné polynomy (3) z2 +z +1, (2) (22 + 2+ 1), (1)
(22 + 2) (2 + 2+ 1)2

Cvidéeni. Provedte bezétvercovou faktorizaci polynomu 8 + 226 4+ 25 + 223 4+ 22 +2
v Zg [Qj]

Cvi€eni. Necht T je téleso a 0 # f € T[xy,...,xx]. Dokaite, Ze
(1) f je bezétvercovy pravé tehdy, kdyz NSD(f, 2L ... 2Ly —1;

Tm’ ’ Dz )
(2) jestlize char(T)=0a f = Hle g! je bezétvercovy rozklad, pak
k

Nsos, 2L 20y ]

I ) i—1
Ox1’ " Oz :
i=1

2

Na zakladé této véty navrhnéte algoritmus pro bezétvercovou faktorizaci polynomi
vice proménnych.
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16. FAKTORIZACE POLYNOMU NAD KONECNYM TELESEM

Nejbéznéjsim nastrojem je tzv. Berlekampiv algoritmus. Vstupem je bezctver-
covy polynom nad koneénym télesem, vystupem je jeho faktorizace. Jeho slozitost
je O(n?). Veskeré detaily viz prednaska Kone¢n4 télesa.

17. FAKTORIZACE POLYNOMU NAD CELYMI CfSLy

Ziejmé nejjednodusim rychlym algoritmem na faktorizaci polynomt v Z[z] je al-
goritmus moduldrni, ktery vyuziva Berlekampuv algoritmus pro faktorizaci v Z,[z]
a Henseluv algoritmus na ,liftovani” pro rekonstrukci feseni nad Z. Nejprve si uka-
Zeme, pro¢ misto relativné komplikovaného liftovani nelze jednoduse pouzit Cinskou
vétu o zbytcich podobné jako v kapitole o nejvétsim spolecném déliteli.

Uvazujme polynom

f=a%—92+20 € Z[z].
Vidime, ze f = (z — 4)(x — 5). Modulo 2 dostavame
fmod?2=2®+2=ux(x+1),
modulo 3 dostavame
fmod3=2?—-1=(z+1)(z—1)
a modulo 5 dostavame
fmod5=2?+z=mx(x+1).

Tolik prvocisel by meélo stacit k rekonstrukci rozkladu. Jenze: které z téch dvou
¢initelt modulo jednotliva p mame dat k sobé&? Celkem bychom museli vyzkouset
v8ech osm kombinaci (prvni prvni prvni, prvni prvni druhy, atd., druhy druhy
druhy), na kazdou z nich aplikovat CVZ a vyzkouset, zda vysledek skute¢né déli
zadany polynom. Tento pfistup ma ovSem exponencialni slozitost.

Henseliv algoritmus tento problém obchézi: na vstupu mu staci rozklad mo-
dulo jediné (pouzitelné) prvocislo p a on ho umi ,naliftovat” na rozklad modulo
p¥. Zvolime-li k tak velké, abychom pievysili analogii Landau-Mignottovy meze,
dostaneme témér rozklad nad Z.

Zactneme jednim pomocnym algoritmem, ktery potom vyuzijeme v algoritmu
Henselove.

Lemma 17.1. Necht T je téleso, f,a,b polynomy z T|x] a predpokladejme, Ze a,b
jsou nesoudélné a deg f < dega+degb. Pak existuje pravé jedna dvojice polynomi
u,v € Tx] splingict
f=u-a+v-b
takovd, Ze degu < degb a degv < dega.
Diikaz. Nejprve dokdzeme jednoznacnost. Je-li
f=ui-a+vi-b=us-a+vy-0b
a deguj < degbd, degus < degb, degvy < dega, degvs < dega, pak
a(uy — ug) = b(vg — v1).

Protoze a déli levou stranu rovnosti, musi délit také pravou stranu. Protoze a, b jsou
nesoudélné, musi a délit vo — v1. Ovem deg(vy — v1) < dega, a tedy vy —v; = 0.
Analogicky b déli pravou stranu, tedy musi délit i levou stranu a dostdvime u; = us.
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Nyni dokéZeme existenci. Protoze jsou a, b nesoudélné, existuji @, € T[x] spl-
nujici NSD(a,b) = 1 = @-a + ¥ - b (viz rozsifeny Eukleidiiv algoritmus). Pak
f=af-a+7vf-b, ovéem nejspis nebude splnéna ta podminka na stupné. Oznac¢me

u=ufmodb a wv=0f+a-(af divb).

Ovéfime, ze f =u-a+v-b. Oznaéme ¢ = af div b. Tedy af = qgb+u, v =0f + aq
a dostavame

u-at+v-b=(af —qgb)-a+ (0f +aq)-b=ufa—qgba+vfb+agb=1ufa+vfb=f.

Zbyvéa oveérit, ze degu < degb a degv < dega. Prvni nerovnost je ziejma. Druhd
plyne z rovnosti f =u-a+ v - b, protoze deg f < dega + degb, degu - a = degu +
dega < degb + dega, a tedy i degv - b = degv + degb < dega + degb. Proto
degv < dega. O

Tvrzeni 17.2. Necht T je téleso, f,a1,...,a, polynomy z T[x] a predpoklddejme,

Ze ai,...,a, jsou po dvou nesoudélné a deg f < degai + ...+ dega,. Oznacme
;i = [[;4; a;. Pak ezistuje prdvé jedna n-tice polynomi by, ..., b, € T[x| spliujici
n
i=1

takovd, Ze pro vsechna i je degb; < dega;.
Dikaz. Jednoznacnost se dokaze analogicky jako v predchozim lemmatu, detaily
prenechavame Ctenafi jako cviceni.

K dtkazu existence také vyuzijeme prechozi lemma. Oznac¢me a; = a;y1-... Gy, 2
polozme dy = f. Proi =1,...,n—1 zvolime (pomoci toho lemmatu) d;, b; spliiujici

di—1 = d;a; + bial, degd; < dega’,degh; < dega;

a na zavér polozime b,, = d,,_1. Podminka deg b; < dega; je tedy splnéna pro kazdé
i a zbyva ovérit, ze

i=1

Pro vSechna i =1,...,n — 1 plati
bZELl =ai ... Qj—1 " bza’: =qaj ... Qj—1 " (di—l - dlal)
Oznacime-li y; = ay - ... a; - d;, madme b;a; = y;—1 — y;. Tedy
n n—1
> bidi =Y (yic1 = i) + bndin = (Yo —y1) + W1 = y2) + - + Wn-2 = Yn-1) + bniin
i=1 i=1
:yo_ynfl'i_bnan:do_al ‘it lpo1dp1+ Gy - dy1 = dy :f

O

Podivame-li se na dikaz Tvrzeni 17.2 a Lemmatu 17.1, mizeme ihned zformu-
lovat algoritmus, ktery polynomy b4, ..., b, nalezne.
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Algoritmus 17.3.
VSTUP:  f,a1,...,a, € T[z], a1,...,a, po dvou nesoudélné, deg f < >, degaj.
VYSTUP: bq,...,b, spliiujici f = Z?:l b;a; a degb; < dega; pro vSechna i.
1. Poloz d:= f.
2. FORi=1,...,n—1D0
najdi @, v spliujici 1 = @ - a; + 0 - af (rozsifeny Eukleidav algoritmus),
u:=d-umod aj,
vi=d-0+4a;-(d-udiv al),
bi =,
d = u.
3. Poloz by, := d, RETURN by, ..., b,.

Tvrzeni 17.4. Casovd sloZitost Algoritmu 17.3 je O(n-m?), kdem = Y, dega,.

Diikaz. Jediny narocny krok je 2. Vsimnéte si, ze vSechny polynomy, které se vy-
skytuji v cyklu, maji stupen nejvyse m, tedy operace nasobeni a déleni i Eukleidtv
algoritmus probéhnou v ¢ase O(m?). Cyklus probihd (n — 1)-krét, celkem tedy
O(n -m?). O

P¥iklad. Necht f = 22 +22+2,a; =22 +1, a3 = v+ 1, a3 = x v Z3[z]. Oznaéme
d; hodnotu proménné d z i-tého cyklu.

1. dy =%+ 2z +2.

2. i=1. Ma platit dy = dy - (2x + 1) + b1 - (x + 1)z. Vidime, Ze d; =2 a by = 1.
i =2. M4 platit dy =dg - (x + 1) + by - . Vidime, ze dy =2 a by = 1.

3. b3 = 2.

Vystupem algoritmu je tedy by =1, by =1, by = 2.

Nyni dokazeme klicovou vétu tykajici se liftovani rozkladu modulo p na rozklad
modulo p*. Jeji dfikaz bude opét konstruktivni a na jeho zdkladé zformulujeme
Henselav algoritmus.

Véta 17.5 (Henselovo lemma). Bud f primitivni bezétvercovy polynom v Z[z], p
prvocislo, které nedéli 1c(f), a necht ai,...,a, € Zy[x] jsou po dvou nesoudélné
polynomy splriujici

f=ar-...-a, (mod p),
pricemz 1c(ar) = le(f) mod p alc(az) = ... =lc(a,) = 1.
Pak pro vsechna k prirozend existuji alk), . ,a%k) € Lpr [z] spliiugici
f= agk) c...-a®  (mod p*),
pridemZ lc(agk)) = lc(f) mod p* a lc(a(Qk)) =...= lc(aglk)) =1 a pro vSechna i plati
agk) =a; (modp).
Vypoctu polynomt a(lk), ey a%’“) se neékdy tika Henselovo liftovdni rozkladu po-

lynomu f. Jesté nez se pustime do dikazu, pfedvedeme na piikladé, co tato véta
tvrdi. (K FeSeni nijak nevyuzZijeme postup, ktery bude popsan v dikazu.)

Priklad. Necht f = 523 + 922 — 1462 — 120 € Z[z], p = 3 a uvazujme rozklad
f=2x+1)(z+1)z (mod 3).

Chceme tento rozklad modulo 3 naliftovat na rozklad modulo 3% = 9. Hleddme tedy
rozklad
f=06Gz+u)(z+v)(z+w) (mod?9),
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kde u,v,w € Zg jsou neznamé, piicemz ma platit
2e+1=5x+wu (mod 3)
r+l=zxz+v (mod 3)
r=x+w  (mod 3)
Tedy
u=1 (mod 3)
v=1 (mod 3)
w=0 (mod 3)
a mozni kandidati jsou u,v = 1,4,7 a w = 0, 3, 6. ReSenim soustavy rovnic
www=-120=6 (mod 9)
w +uw+5vw=—-146 =7 (mod 9)
u+504+5w=9=0 (mod 9)
dostavame u = 4, v = 4, w = 6, hledanym rozkladem je tedy

f=0Br+4)(r+4)(r+6) (mod?9).
1)

Diikaz. Dtikaz provedeme indukei podle k. Pro k = 1 volime a,”’ = a;.

Predpokladejme tedy, Zze mame agk), ceey a%k) spliujici podminky véty, zkonstru-
ujeme ang), e ,an*”. Existuje tedy d € Zp|z] takové, ze
f- a(lk) c-a®) = pFd (mod pFth.

Predefinujeme agk) tak, ze nahradime jeho vedouci koeficient za lc(f) mod p**1i.
Pak dokonce existuje d € Zj[x] spliujici
f-= agk) ca®) = pRa (mod pFt1)

(), g

a navic degd < deg f, protoze dega = deg f a vedouci ¢leny obou

polynomt jsou stejné. Polozme
al*™ = (a® + pFb;) mod p*t1,

kde b; € Z,[z] jsou polynomy splitujici degb; < dega; pro vSechna i a

d= Zbi&i (mod p),
i=1

kde a; =[] ;i @5~ Existence takovych b; plyne z Tvrzeni 17.2. Ovéfime, Ze takto
(k+1)

i
1) f=a™ Y (mod pht);

(2) az(-kH) = a; (mod p) pro vSechna ¢;

definovana a splnuji podminky véty, tj. ze

(3) plati podminky na vedouci cleny polynomi a{**", ... aff*?.
Plati
agkﬂ) . .a;’”l) = (agk) -H?kbl) el (aglk) +pkb”)

= Haz(‘k) +p"- (Z bid§k)) + (p*)? - (zbytek)
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Protoze []:, al® = f — p*d (mod p*+1), dostavéme

a(lk—i-l) . k+1) =f—prd+p* Zb alf) = f +pk(z biégk) —d) (mod pk+1).
i=1 i=1
Pfitom Y .- ~(k) = Y "  bia; = d (mod p) (polynomy b; jsme volili tak, aby

to platilo), a tak dostavame (1). K dikazu (2) sta¢i pouzit indukéni pfedpoklad:

(k)

protoze a;, * = a; (mod p), dostavame

al(k+1) ( )—i-pkb - ( ) = a; (mod p).
A dale degp*b; = degb; < dega; = deg ai , a tedy lc(a (Hl)) = lc(agk)), ktery
jsme ovSem hned na zacatku predefinovali tak, aby spliioval podminky véty. ([

Podle diikazu Henselova lemmatu miazeme ihned zformulovat algoritmus, ktery
provadi Henselovo liftovani.

Algoritmus 17.6 (Henseliv).

VSTUP:  f,ai,...,a, jako ve Vété 17.5, K € N.

visTuP:  al™), ... al jako ve Véts 17.5.

1. a;:=a, a; = Hj# a; mod p, pro vsechna 1.

2. FORk=2,...,K DO
nahrad vedouci ¢len @, za lc(f) mod p*,
spoéti d spliwjici p*~'d = f —a; -...- @, (mod p*),
Spocti by, ..., by, splijici d = 7" | b;a; (mod p) a degb; < degay,
poloZ a; := a; + p*~'b; mod p*, pro viechna i.

3. RETURN @y, ...,dan.

Druhy fadek v cyklu znamend, Zze kazdy koeficient polynomu f — ay - ... - a,
vydélime &islem p* ! a vysledek vezmeme modulo p*. Z diikazu Henselova lemmatu
plyne, Ze to lze. Na tfetim fadku pak volame Algoritmus 17.3 v télese Z,,.
Tvrzeni 17.7. Casovd sloZitost Algoritmu 17.6 je O(K -n-m?), kde m = deg f.

Diikaz. Cyklus je opakovan (K —1)-krat. V kazdém kroku (1) ndsobime ay - . .. - @y,
tedy mame n néasobeni polynomt stupné nejvyse m se slozitosti n - O(m?), (2)

odecitdme f — @y - ...-a, v ¢ase O(m), (3) délime vysledek p*~! v ase O(m), (4)
provadime Algoritmus 17.3 se slozitosti O(n - m?) a (5) poc¢itdme nové a; v case
O(m). O

Poznamenejme, ze zarucené n < m, a tedy slozitost mtzeme formulovat pouze v
proménnych m = deg f a K jako O(K - m?). Existuje i verze Henselova algoritmu

se slozitosti O(log K - m3): kazdy krok cyklu ma podobnou sloZitost jako v nas

(k+1) nybri a(pk) Cili ksev kaidém kroku

vevs

verzi, ovSem tento krok spocte mkohv a;

zéjemce odkazujeme na hteraturu []
P¥iklad. Necht f = 52 + 922 — 1462 — 120 € Z[z], p = 3 a uvazujme rozklad
f=QCx+1)(zr+ 1)z (mod 3).

Chceme tento rozklad modulo 3 naliftovat na rozklad modulo 32 = 9. Tentokrat
pouzijeme Algoritmus 17.6.
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Ozname a7 = 2z + 1, as = x + 1, ag = x. Nejprve predefinujeme a3 = 5z + 1 a
hledame d splnujici

3d=f—ay-as-az = (52° + 7o +6) — (52° + 62> + x) = 32> + 62 +6 (mod 9).
Tedy d = x2? + 2z + 2. Dale hleddme by, by, b3 splitujici
d=bi(z+ 1Dz +b2(5x + Dz +b3(5x+1)(z+1) (mod 3).

Provedenim Algoritmu 17.3 ziskdme b; = 1,by = 1,b3 = 2. Tedy

2):a1+3b1:5x—|—4, aé2):a2+3b2:x—|—4, ag2):a3+3b3:x+6.

aj

Nyni miZeme koneéné formulovat modularni algoritmus na faktorizaci celocisel-
nych polynomii.

Nejprve zvolime vhodné prvocislo p, a to tak, aby nedélilo vedouci ¢len vstup-
niho plynomu f, a tak, aby f mod p byl bezétvercovy polynom v Z,[z]. Nasledné
spocteme pomoci Berlekampova algoritmu rozklad polynomu f mod p v Zp[z].
Tento rozklad déle naliftujeme pomoci Henselova algoritmu na rozklad modulo p*
pro jisté k. Jak toto k urcit? Pfipomenme Tvrzeni 13.6, které rika, ze jakykoliv
polynom g = > b;a’, ktery déli polynom f = Y1 ja;z" (an,bm # 0), spliuje
Landau-Mignottovu nerovnost

m
D o lbl <2 ’bm
i=0 n

Tedy, oznacime-li

LM(f) = 2"

n
E 2

a;,
=0

pak vsechny koeficienty jakéhokoliv ¢lenu ireducibilniho rozkladu polynomu f v
Z[z] jsou v absolutni hodnoté mensi, nez LM(f). Zvolime-li tedy k tak, aby p* >
2 - LM(f), méme ¢astecné vyhrano.

Maéme-li §tésti, ziskali jsme rozklad f v Z[x] (v tom pfipadé to bude rozklad
ireducibiln{). Mize se ovSem stét (a obvykle tomu tak bude), Ze se f rozklada mo-
dulo p na vice ¢initeld, nez v oboru Z[z]. Potom nékteré slozky rozkladu f modulo
p¥ vitbec nédéli f a je potieba je nakombinovat do vétsich celkii (viz nasledujici
ptiklad a posledni krok Algoritmu 17.8). Tato kombinaé¢ni fdze m4 v nejhorsim p¥i-
padé exponenciélni slozitost (je tfeba vyzkouset viechny mozné kombinace faktort)
a teoreticky je tedy asymptoticky stejné $patnd jako naivni pfistup pres Cinskou
vétu o zbytcich. V praxi se vSak ukazuje, Ze tento pristup je mnohem rychlejsi.

P¥iklad. Uvazujme polynom f = x? + x + 2 € Z[x]. Rozklad modulo p = 2 je
fmod 2 =2 +z=ux(x+1).
Liftovanim dostaneme pro libovolné k rozklad tvaru
f mod 2¥ = (z + u)(z +v)
pro jisté u sudé a v liché. Protoze LM(f) = 4 - /6, zvolme k = 5 a vychazi
f mod 32 = (z+6)(x —5).

Ovsem polynom = + 6 ani x — 5 nedéli f, takze f musi byt nerozlozitelny.



POCITACOVA ALGEBRA 67

Formalni zapis algoritmu nésleduje. Podobné jako v kapitole o modularnim al-
goritmu na NSD chapeme polynom f mod p* nejen jako prvek Zyi[x], ale také

k k
jako prvek Z[z] s tim, Ze koeficienty uvaZujeme z intervalu {—2 2_1, b 2_1} (resp.

{—2F=1 41,2571} pro p = 2).

Algoritmus 17.8 (Berlekamp-Henselav).
VSTUP:  f € Z[z] primitivni bezétvercovy.
VYSTUP: Ireducibilni rozklad aq,...,a, polynomu f.
1. Zvol prvoéislo p takové, ze p{lc(f) a f mod p je bezétvercovy v Z,[z].
2. Spoc¢ti ireducibilni rozklad by, ...,b; polynomu f mod p v Z,[x],

a to tak, aby le(by) = le(f) mod p a le(be) = ... =lc(by) = 1.
3. Najdi nejmensi k takové, ze p* > 2 - LM(f) - |lc(f)|-
4. Spocticy,...,c € Zye[z] splitujici f=c¢1-... ¢ (mod p*),
lc(c1) = le(f) mod p*, lc(ca) = ... =lc(¢;) = 1 a ¢; = b; (mod p) pro viechna i.

5. Kombinace faktori:
C:={2,...,l},i:=0, m:=0,
WHILE m < |C| DO

m:=m+1

pro vSechna iy, ...,4, € C rizna délej
G:=lc(f)-ciy ... ¢, modpr € Zx],
9 =pp(9),

IFg| fTHEN i :=i+1,a;:=g, [ := %,C’::C’\{ih...,im},
RETURN ai,.. ., a;, f.

Bezétvercovost polynomu f mod p v kroku 1. testujeme pomoci kritéria z Véty
15.1, tj. pozadujeme NSD(f mod p, (f mod p)’) = 1 (takové p zarucené existuje,
sta¢i vzit libovolné prvocislo vétsi nez kazdy koeficient f a vétsi nez deg f).

V kroku 2. pouzijeme Berlekamptv algoritmus na polynom f mod p a vysledné
polynomy znormujeme tak, aby platila podminka na vedouci ¢leny.

V kroku 4. pouzijeme Henseltiv algoritmus na polynomy by, ..., b;.

V kroku 5. kombinujeme faktory ci,...,c; do vétsich celka tak, aby davaly dé-
litele polynomu f. Proménné maji nasledujici vyznam: C je mnozina indext dosud
volnych faktord, ¢ je ¢ita¢ faktori polynomu f a m znaci, ze nyni zkousime kom-
binovat dohromady m faktort. Cyklus probihd pro m od jedné (nejprve testujeme
kazdy zvlast) az do té doby, dokud jesté v mnoziné C zbyvaji néjaké neotestované
indexy. V kazdém kroku se testuje soucin vSech moznych m-tic ¢initelt ¢;. Pro kazdy
takovy soucin se otestuje, zda d&li zadany polynom f (pfed tim je t¥eba upravit
vedouci koeficient: nejprve jej polozime maximalni mozny, tj. rovny le(f), a z vy-
sledku vezmeme primitivni ¢ast; zde vyuzivame pfedpokladu, Ze f je primitivni).
Pokud jej déli, pak jsme nasli ireducibilniho délitele (ireducibilni v Z[z] je proto,
7e v8echny mensi kombinace jsme zkouseli dfive). P¥islunou m-tici vymazeme z
mnoziny C' a jeji soucin z rozklddaného polynomu f. To, co ndm zbyde v mnoziné
C po dobéhu cyklu, je potfeba zkombinovat s ¢lenem c;.

Spravnost Algoritmu 17.8 plyne z poznamek uvedenych pied a za algoritmem.
Zbyvéa odhadnout jeho Casovou slozitost. Necht n = deg f. Vypocet provedeme
zv14st pro jednotlivé kroky, aby bylo dobfe vidét, které kroky jsou z hlediska ¢asu
kritické.

m4 sloZitost O(n?); tuto operaci je potieba eventualné provést vicekrét, ale
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ne vice nez n-krat, resp. tolikrat, kolik prvociselnych déliteld mé vedouci
Clen f.

(2) V druhém kroku se vola Berlekampiiv algoritmus se slozitosti O(n?).

(3) Vypocet k ve tfetim kroku mé linedrni slozitost vzhledem k n. VSimnéte si,

ze k < 1+1log,(2"/(n+1)c?) = O(n + logc), kde ¢ je absolutni hodnota

nejvétsiho koeficientu v f.

) Henseliiv algoritmus probéhne v ¢ase O(k - n?) = O(n* + n®logc).

(5) Nejhorsi pfipad, ktery mize nastat, je nasledujici: f je ireducibilni v Z[x],
avSak rozklada se na soudin linedrnich ¢initelt v Z,[x]. Potom cyklus pro-
béhne pro viechny mozné podmnoziny mnoziny C, tedy 2"~ 1-krat. Obecné
mé tento krok slozitost O(2! - n?), kde I je pocet prvki rozkladu f mod p.

Kroky 1.-4. maji tedy slozitost polynomidlni, krok 5. exponencidlni v nejhorsim
pripadé. Ovsem jak je vidét, popsany nejhorsi pripad je dosti obskurni a ¢im méné
dodatecnych faktortt mod p vznikd, tim je tento krok rychlejsi. V praxi se ukazuje,
ze obvykle mnoho novych faktori mod p nevznika.

Poznamka. Pro Berlekamp-Henseltiv algoritmus se nabizeji dvé a¢inné heuristiky:

e Diky analyze slozitosti vidime, Ze kritickjm parametrem je pocet prvka roz-
kladu polynomu f mod p ziskaného Berlekampovym algoritmem. Muzeme
tedy zkusit vice (pfipustnych) prvoéisel p (tj. opakovat nékolikrat kroky
1., 2.) a nakonec zvolit to p, pro které vysel nejkratsi rozklad.

e Jsou-li koeficienty polynomu f velké, Ize pouzit podobnou heuristiku, jako
u modularniho algoritmu pro NSD: zvolime k£ mensi, nez vychazi z Landau-
Mignottovy meze, a pokud krok 5. nevyprodukuje korektni rozklad (je
tfeba pfidat zévéreény test i pro ay), zopakujeme kroky 4., 5. s vét$im
k. Tato heuristika samoziejmé dava smysl pouze v piipadé, kdy je krok 5.
rychlejsi, nez pfipadnd dalsi iterace Henselova algoritmu (tedy pouzitelna
pfedevsim pro polynomy malého stupné s obrovskymi koeficienty).

Priklad. Faktorizujte v oboru Z[z] polynom
f=06z" 4+ 725 + 42° + 2* + 62> + T2® 4+ 4o + 1.
1. Prvni pfipustné prvocislo je p = 5. Mame
fmodbs=2a"4225 -5+t +234+222 -z +1

a (f mod 5) = 226 + 225 — 23 — 222 — x — 1, a tedy NSD(f mod 5, f’ mod 5) = 1.
2. Berlekampiv algoritmus dava rozklad

f=@—-2)(2*-2)(2*+2)(2* —z+2) (mod 5),

tedyb1:$—2, b2:$2—2, b3:$2+1ab4:$2—3}+2.
3. Pro jednoduchost zvolme LM(f) = 10. Pak sta¢i k = 2.
4. Henseltv algoritmus dava rozklad

f=(6z+3)(2® - 7)(2® +7)(z* + 92— 8) (mod 25),

tedy ci =62 4+3, co=a2 -7, cs=a2+7,c4 =22+ 92 — 8.
5. Na zaéatku polozme C' = {2, 3,4}. Néasledujici tabulka zndzoriiuje pritbéh cyk-
lem.
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m=1 ca~ §=6-(r?2—7) mod 25 =622 +8
g=32>+41f
ez~ §=06(2%+7) mod 25 =6z —8
g=3z>—41f
c4~ §=06- (224 9z —8) mod 25 = 622 + 4z + 2
g=322+2x+1|f, tedya; :=32%+22+1,
fi=Ll =20 +at 420 +1,C:={2,3}

m=2 ey c3 §=2- (22— T)(a®+7) mod 25 = 22 + 2

g=a*+1]|f, tedy az ::x4+1,f::£:2x+1,0::@
Cyklus se zastavi s C = (), poslednim ireducibilnim ¢initelem je tedy a3z := f =
2z 4 1. Vysledkem tlohy je rozklad

f=02%+2r+1)(z* +1)(22 + 1).

Poznamka. Algoritmus Lenstra-Lenstra-Lovéasziv (1982) faktorizuje polynomy
nad Z v polynomialnim ¢ase v nejhorsim piipadé (konkrétné se slozitosti O(n'?),
resp. O(nT¢) pti pouziti FFT), nicméné v praxi se ukazuje zpravidla pomalejsi,
nez algoritmus Henseltiv. Na druhou stranu, nékteré myslenky LLL algoritmu lze
vyuzit i pro feSeni dalsich problémt, napf. na (relativné rychlou) faktorizaci ¢isel.

Cvicéeni. Polynom

f=2"+1
ma néasledujici zajimavou vlastnost: je ireducibilni v oboru Z[z], avSak rozklada se
v kazdém Z,[z] pro libovolné prvocislo p. Dokazte!

18. FAKTORIZACE POLYNOMU VICE PROMENNYCH

Na faktorizaci polynomu vice proménnych existuje fada algoritmt. Zminime se
o tiech:
e Kroneckeriv algoritmus (1882) mé sice v nejhorSim piipadé exponencialni
slozitost, ale zato je pomérné jednoduchy; pfedvedeme jej se vSemi detaily.
e analogie Berlekamp-Henselova algoritmu (1960777) mé sice také exponenci-
alni slozitost, ale v praxi je celkem rychla (uréité rychlejsi nez Kroneckertiv
algoritmus); pfedvedeme myslenku, na které je zalozena, ale diikaz sprav-
nosti kvili jeho technické naroc¢nosti uvadét nebudeme.
e Kaltofentiv algoritmus (1982) mé teoreticky polynomidlni sloZitost; v praxi
je vsak relativné pomaly a vice se o néj zajimat nebudeme.
Spoletné vsem tfem (??) metodam je, Ze problém faktorizace polynomi vice pro-
ménnych je pfevadén na faktorizaci polynomi v jedné proménné nad tymz (Gaus-
sovym) oborem.

18.1. Kroneckeruv algoritmus. Principem Kroneckerova algoritmu je dosazeni
riiznych mocnin jedné (nové) proménné za vSechny proménné zadaného polynomu.
Definujme zobrazeni
¢d: Rz, ..., 28] — Rly]
d d2 dk71
fefyy®y® .yt ).
Vsimnéte si, Ze to je (dosazovaci) homomorfismus okruhi.

P¥iklad. Necht f = 2229 + 2123 + 21 + 2 € Z[x1, 22] a polozme d = 3. Za x1 tedy
dosazujeme y a za x5 dosazujeme y>. Dostavame ¢3(f) = y° +y” +y + .
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Dale si vSsimnéte, ze zobrazeni ¢, omezené na mnozinu
{f €R[zy,..., 2] : deg,, f < d pro vSechna i}
je bijekci. Jinymi slovy, pokud deg,. f < d pro vsechna i, pak lze f jednoznacné
zrekonstruovat ze svého obrazu g = 4(f). V tomto kontextu budeme pouzivat
znaceni f = ¢, '(g).

Priklad. Najdéte polynom f € Z[x1,x3] takovy, ze deg, f < 3, deg,, f < 3 a
es(f) =y +y° +y° +y.

Jako stavebni kameny pro o3(f) mame y a y>. Clen y” Ize tedy napsat (jednoznacéné)
jako y - (y*)? a odpovida ¢lenu x123. Podobné, ¢len y° = (y)? -y odpovida ¢lenu
:E% - 29, ¢len y? ¢lenu x4 a &len y ¢lenu x1. Dostavame f = xlxg + x%xg + 22 + x71.

Lemma 18.1. Necht R je Gaussiv obor, f,g € Rlzy,...,x;] a pFedpoklddejme,
Ze g | f. Dale, necht d > max; deg,. f. Pak

9=94" (u)
pro néjaky délitel u polynomu @q(f).

Diikaz. NapiSme f = g - h pro né€jaky polynom h. Protoze je ¢4 homomorfismus,
plati pqa(f) = @a(g) - wa(h), a tedy wa(g) | pa(f). Mizeme zvolit u = p4(g). O

Lemma tedy fiké, Ze kazdy délitel polynomu f lze zrekonstruovat z nékterého
délitele polynomu ¢4(f). Opacné implikace vSak neplati, ve smyslu, Ze ne kazdy
délitel polynomu p4(f) se invertuje na délitele polynomu f.

Piiklad. V predchozim pitkladé y | @3(f), aviak x; = @3 (y) 1 f.

Na této myslence je zalozen Kroneckertv faktorizacni algoritmus. Polynom f pre-
vedeme pomoci zobrazeni ¢4 (pro dostateéné velké d) na polynom, ktery rozlozime
pomoci néjakého algoritmu na faktorizaci v jedné proménné. Vhodnou kombinaci
ireducibilnich ¢initelt polynomu ¢4(f) pak ziskdme ireducibilni faktory polynomu
f, podobné jako v kroku 5. Berlekamp-Henselova algoritmu.

Algoritmus 18.2 (Kroneckerav).
VSTUP: fER[CL‘l,...,LL'k].
VYSTUP: Ireducibilni rozklad aq, ..., a; polynomu f.

1. Poloz d:=1+max;—, _deg,, f.
2. Najdi faktorizaci gy, ..., g, polynomu ¢4(f) v oboru R[y].
3. Kombinace faktoru:

C:={1,...,r}, m:=0,i:=0,
WHILE C # () DO
m:=m+1,
pro vSechna i1,...,%, € C rizna délej
9 =039+ 9in)s
jestlize g | f pak i :=i+1,a;:=g, f:=L,C:=C~{ir,... im}-
RETURN ay,...,q;.

Spréavnost algoritmu plyne z Lemmatu 18.1, nebot kazdy ireducibilni &initel f
lze nakombinovat z cp;l—obrazu nékterych ireducibilnich ¢initeld polynomu ¢q(f).
Ireducibilita je v algoritmu zajiSténa tim, Ze hledani probih4 kombinaci v§ech m-tic
pro postupné se zvysujici m.
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Piiklad. Pomoci Algoritmu 18.2 najdéte rozklad polynomu
f =220 + 2103 + 21 + 20 € Z[21, 2]
Zvolime d = 3 a najdeme rozklad
ps(N) =y "+ +v’ +y=y- > +1)- (v +1).
Tedy g1 =y, g2 = y> + 1 a g3 = y* + 1. Tabulka ukazuje pritbéh kroku 3.
m=1 g~ e () =aitf
g2 oy () =ai+14f
gz~ g (93) =xx2+ 1| f
) tedy a1 = xllxg +1,f:= % =x1+29,C:={1,2}
m=2 gi,92~ @5 (192) =y (¥’ ty)=z1+a2]| f
tedy ag =1 + 22, f:=1,C =10
Vysledkem tlohy je rozklad f = (z122 + 1)(x1 + 22).

Na zavér prodiskutujeme ¢asovou slozitost Algoritmu 18.2. Predpokladejme, Ze
R je konecné téleso nebo Z. V tomto pripadé maji prvni dva kroky slozitost polyno-
mialni. Poznamenejme, ze je-li n = deg f, pak hodnota d muze byt az n+ 1, a tedy
deg pq(f) mize byt az (n+1)* — 1. V piipadé konecného télesa tak dostavame pro
¢asovou slozitost kroku 2. odhad O((n*)3) = O(n®*) a v Z (pii pouziti algoritmu
Lenstra-Lenstra-Lovasz) odhad O(n°F*¢).

Slozitost kroku 3. je v nejhor$im piipadé O(2"). Tedy v krajnim (avSak ex-
trémné fidkém) piipadé, kdy je polynom f ireducibilni, avSak @4(f) se rozklada na
O(n*) &initelt, mame slozitost (9(2”k). V praxi je vSak, podobné jako u Berlekamp-
Henselova algoritmu, tento krok mnohem rychlejsi, nez teoreticky odhad napovida.

18.2. Analogie Berlekamp-Henselova algoritmu. Principem tohoto algoritmu
je dosazeni néjakych hodnot za vSechny proménné zadaného polynomu kromé jedné
vybrané. Algoritmus je zaloZen na zobecnéni Henselova lemmatu, tzv. Vété o lifto-
vani.

Véta 18.3 (o liftovani). Necht R je obor integrity, I koneéné generovany idedl v
R, f1,..., fn polynomy z R[z1,..., 2] a ay,...,ar € R takové, Ze

fl(al,...,ak) GI,...,fn(al,...,ak) el

Oznac¢me U = (u;;) matici n x k, kde

uij: (al,...,ak)

d;
(tedy Jakobidn polynomi fi,...,f, v bodé (a1,...,ar)) a predpokladejme, Ze je
matice U zprava invertibilnd modulo 1 (tj. existuje matice W typu k x n spliugici
U-W=E, (mod1I)).

()

« . P t
Pak pro vsechna t prirozend existuji ay”’, ..., a,(C

fl(agt),...,ag)) € It,...,fn(agt),...,ag)) el

JeR splnugict

a zdroven
a§t)5aj (mod I).
Zde 1t znaciidedl X+ ... - T={iy-... 4y 1i1,...,9 € I}.
t
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Tuto vétu dokazovat nebudeme, ale ukdzeme, jak z ni plyne Henselovo lemma a
dalsi zajimavé dusledky.

Henselovo lemma. Necht f € Z[z] a a1,...,a; € Z[x] spliuji f = a1 - ... ax
(mod p). Polozime-li

R=2Zz], I=pZiz], n=1 a fi=z1-...-Tm — f
(polynom f; rozumime jako prvek oboru R[zy,...,xy], ¢len f € R = Z[x] je tedy
konstantni ¢len tohoto polynomu!), pak dostdvame Henselovo lemma (s vyjimkou
podminky na vedouci koeficienty). Podminka f;(a1,...,a,) € I se pfeklada jako
ay ... -am—f€pllz], &l f =ay-... an (mod p). A ideal I* sestava ze soudini

t polynomt, z nichz kazdy je délitelny p, tedy je roven idealu p'Z[z].
Zbyva ovérit, ze Jakobidn polynomu f; je zprava invertibilni modulo I = pZ]x].

Protoze ale U = (g—ﬁ(al, ey )y %(al, vy @) = (@1, ..., am), podle Tvr-

zen{ 17.3 existuje W = (by,...,by,) " spliujici 31" G;b; =1 (mod p).

Faktorizace polynomi vice proménngch. Necht f € R[z,y,z,...]. Uvazujeme-li

obor R[z,y, z,...] jako obor R ve Vété o liftovani a polozime-li
I=(y—a,z—0,..),n=1a fi=z1-...-xpm—f

(opét, f je konstatnim ¢lenem polynomu f;), dostdvame analogii Henselova lem-
matu. Zhruba Feceno, dany rozklad polynomu f modulo I (tj. jako polynomu jedné
proménné po dosazeni y = o,z = 3,...) mizeme liftovat na rozklad modulo ideal
I' a pro dostatecné velké ¢t dostaneme rozklad, z néjz lze kombinovanim ¢lenti
zrekonstruovat ireducibilni ¢initele polynomu f. Vysledkem je nasledujici analogie
Berlekamp-Henselova algoritmu:

Algoritmus 18.4.

VSTUP: f e R[z,y,2,...].

VYSTUP: Ireducibilni rozklad aq,...,a; polynomu f.

1. Zvola,f,...€¢ Rag= f(z,a,0,...) takové, Ze

deg, f = degg a polynom g je bezétvercovy v R|x].

2. Spocti ireducibilni rozklad by, ..., b, polynomu g v R|x].
Necht ¢ je vétsi nez stupen vsech koeficienti f vzhledem k proménné x.
4. SpoCticy,...,cp, spliiujici

f=c1-... ¢y (mod If) a ¢; = b; (mod I) pro viechna i.

5. Zkombinuj ireducibilni ¢initele polynomu f.

w

Krok 5. mé opét v nejhorsim pripadé exponencialni slozitost, ale v praxi bézi
rychleji, nez Kroneckeriv algoritmus.

Soustavy polynomidlnich rovnic. Uvazujme situaci R = Z, I = pZ anecht f1,..., fn
jsou néjaké polynomy ze Z[z1,. .., xx]. Zajimé nas FeSeni soustavy rovnic

fl(:rl,...,xk) = 0

fn(asl,...,:rk) = 0

Véta o liftovani ¥ika, ze kdykoliv najdeme néjaké feseni (aq, ..., a;) modulo prvo-
¢islo p, tj. kdykoliv

filar,...,ax) =0 (mod p),..., fn(a1,...,ar) =0 (mod p),
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pak existuje pro kazdé t FeSeni (agt), ... 7ag)) modulo pt, tj.

fl(agt),...7a§€t)) =0 (mod pt),...,fn(agt), . .,ag)) =0 (mod p").

Navic, algoritmicka forma (kterou jsme neuvadéli) této véty jej umoziiuje efektivné
nalézt.

Najit celociselné feseni dané soustavy polynomialnich rovnic mize byt problém.
Ovsem najit feSeni modulo néjaké malé p je relativné snadné. Nekdy se stane, ze
liftovanim feSeni modulo p na Yeseni modulo p’ pro dostateéné velké ¢ ziskdme Feseni
v Z. Nékdy ne. Pfedvedeme obé situace na prikladé.

Priklad. Reste soustavu
T1To — x% —10=0,
1‘% —4x1x9 + 21 = 0.

Snadno nalezneme feseni a; = 1, az = —1 modulo 3. Pfitom U = (' 3,), tedy
U mod 3 je invertibilni nad Z3. Pouzitim Véty o liftovani spocteme feseni mod 9.
Vyjde nam a(12) =1, a(22) = 2 a neni tézké ovérit, ze jde o feseni v Z.

Piiklad. Reste rovnici

Tr1xo — x% —10=0.

Opét vezmeme FeSeni a; = 1,a2 = —1 modulo 3. Pfitom U = (—1,3), tedy U -
(=1,0)T =1 (mod 3). Oviem pro zadné ¢ nevznikne liftovanim feSeni nad celymi
¢isly (konkrétné, pro ¢t = 2 dostédvame a§2) = -2, agz) = 2, pro t = 3 dostavame

a$® =20, o{¥ = —20, atd.)
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Grébnerovy baze

19. Uvop

Grobnerovy baze jsou nastrojem pro algoritmickou praci s okruhy polynomu
vice proménnych. Maji fadu aplikaci; nékteré predvedeme v zavéru této kapitoly,
mezi témi ostatnimi zminnme napt. pocitani soustav polynomidalnich rovnic, poc¢itani
NSD, ttoky proti nékterym typtm kryptosystému, byly i pokusy zalozit krypto-
systémy na metodé Grobnerovych bazi. Jako ivodni motivaci ukadzeme, jak mohou
Grobnerovy béaze pomoci pfi (automatickém) FeSeni tloh z klasické stiedoskolské
geometrie.

Uloha. Dokazte, Ze v pravouhlém trojihelniku lezi vrchol C, stiedy stran AB, AC, BC
a pata vysky na stranu AB na kruznici.

(0,2a,) = B

P=(a,,a,)

(0,a,) =S8 8= (4,,4,)

+
S=(a,a,)

00=C___S.;=(a,,0 A=(2a,0)

Tuto tlohu Ize jisté snadno Tesit elementarné: v pravoihlém trojihelniku tvoii
body CSpcSapSac obdélnik, a tedy existuje kruznice k, ktera ho opiSe. Uvazujme
k jako Thaletovu kruznici nad thlopfickou C'S4p. Protoze je thel CPS4p pravy,
lezi bod P na k také.

Podobné tuvahy je vcelku snadné naucit ¢lovéka, nikoliv vSak pocitac. Predve-
deme alternativni zptisob, zalozeny na metodé Grobnerovych bazi, ktery umoziuje
fesit podobné tlohy algoritmicky.

Ulohu budeme Fesit pomoci analytické geometrie; soufadnice zavedeme jako na
obrazku. Ze zadani tlohy vime, zZe

e vyska C'P je kolm4 na stranu AB, neboli vektor (a3, a4) je kolmy na vektor
(a1, —asg), tedy plati rovnice

(1) ai1ag — a4 — 0.

e bod P nélezi strané AB, a protoze pfimku AB muZzeme popsat rovnici
asx + a1y — 2a1a2 = 0, dostavame rovnici

(2) asasz + aray — 2a1a2 = 0.
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e S je stfed kruznice, ktera prochazi body C, Sap, Sac, Spc (pocital by sa-
moziejmé ,nevidél”, ze vSechny ¢tyfi body lezi na kruznici, museli bychom
jej nechat tento fakt dokazat; pro jednoduchost se soustfedime na problém
bodu P). Protoze |SC| = |SSap| = |SSac| = |SSBc|, mame pro sourad-
nice bodu S rovnice

(3)  af +ag = (a5 —a1)? + (ag — a2)” = (a5 — a1)* + ag = af + (a5 — a2)?
Potfebujeme dokézat, ze |SP| je rovno poloméru kruznice k, tj. Ze

(4) (as — as)® + (ag — as)® = a3 + ag.

Shrnuto, chceme dokazat, ze kdykoliv néjaké Sestice &isel (ai,...,as) € R®
splituje rovnice (1),(2),(3), pak splituje také rovnici (4). (Pfesnéji feGeno, uva-
Zujeme jen takova (ay,...,ag), ze tloha dava smysl, tj. body A, B,C skuteéné
tvori trojahelnik.) VSimnéte si, Ze kazdou z uvedenych rovnic lze napsat ve tvaru
f(a1,...,a6) = 0, kde f je polynom z Q[z1,...,x¢]; oznaéme polynomy z rovnic
(1),(2),(3) f1,.-., f5 a polynom z rovnice (4) g.

Definice. Necht T je téleso, ay,...,ar € T a f1,..., fo € T[x1,...,zx]. Definujme
mnoziny

Iai,...,a) ={f € T[x1,...,z] : f(a1,...,ar) =0},
V(fi,..., fo) ={(a1,...,ar) € T": fi(aq,...,ax) = 0 pro viechna i = 1,... ¢}.
Pozorovani 19.1. MnoZina I(aq,...,ar) tvort idedl v oboru T[xq, ..., zx].

Dikaz. Lezi-li polynomy p, g v mnoziné I(ay, ..., ax), pak p+q lezi také v I(aq, . .., ax),
nebot p(ay,...,ax) + g(as,...,ax) = 0+ 0 = 0. Je-li r libovolny polynom, pak
p-r€l(ay,...,ar), protoze p(ai,...,ax) - r(ai,...,ax) =0-r(a1,...,ar) =0. O

Receno pravé zavedenou terminologii, chceme dokézat, Ze kdykoliv (netrivialni)
(a1,...,a6) ndlezi V(f1,..., f5), pak nalezi také V(g). Ekvivalentné, Ze kdykoliv po-
lynomy f1, ..., f5 naleZi néjakému I(ay, ..., ag), pak polynom g nalezi I(aq, ..., ag).

Zékladni tloha, kterou fesi metoda Grobnerovych bazi, je tzv. problém ndle-
Zend idedlu: rozhodnout, zda dany polynom f nélezi danému idealu. Specidlné, umi
rozhodnout, zda pro kazZdy ideal I plati, ze kdykoliv f1,...,fm € I, pak g € I
(tj. g patii do idedlu generovaného polynomy fi,..., fm). Ne kazdy idedl je sice
tvaru I(ay,...,ax), avSak pfesto je mozné tento algoritmus aplikovat v pripadé
uvedené geometrické tlohy. Je-li odpovéd kladné, tloha je dokdzana. Je-li zdporna,
nemtizeme Fici nic. (Situaci jsme zde ponékud zjednodusili, detaily jsou uvedeny v
posledni sekei.)

20. BAZE IDEALU

Ve této sekci se budeme vénovat teoretickému zazemi metody Grobnerovych béazi.
Idedly v oborech T[x1,. .., 2] jsou vétdinou nekoneéné. Abychom je mohli pred-
lozit pocitaci, potiebujeme néjaky konecny popis.

Definice. Rekneme, 7ze prvky ai,...,a, € R tvoii (kone¢nou) bdzi idedlu I v
okruhu R, pokud je I nejmensim idedlem okruhu R obsahujicim tyto prvky. Budeme
znait I = (aq,...,a,). (V této kapitole tedy opoustime pfedchozi znaceni, kde
zévorky ( ) znadily podokruhy generované danymi prvky.)

Pripomenme nésledujici pozorovani ze zakladniho kurzu:
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Lemma 20.1. Necht R je komutativni okruh a a,...,a, bdze idedlu I. Pak

n

I= {Zn—ai iy € R} .
i=1

Dikaz. Inkluze (D) plyne z uzavienosti idedlu na operace +, . Staéi tedy dokézat,

Ze prava strana vyrazu tvoil ideal: Y ra; £ qa; = > (ri £ qi)a; ar- > ra; =

S(rri)a;. O

Konec¢na baze by tedy byla dobrym popisem idedlu. Ma ale kazdy ideal né€jakou
konec¢nou bazi? Obecné ne, nicméné dokazeme, ze v pripadé obord polynomu nad
télesem ano.

Definice. Komutativni okruh R se nazyva noetherovsky, pokud ma kazdy idedl v
R konecnou bazi.

Priklad. e Obory integrity hlavnich idealt jsou noetherovské, protoze kazdy
idedl méa bézi sestavajici z jediného prvku (je hlavni). Pfipomenime napf.
obory Z, Z[z], T[z] (T téleso), atd.

e Obory Z[xy,...,xr] a T[zy,...,zk] (T téleso) jsou noetherovské (i kdyz to
nejsou obory hlavnich idealt), jak plyne z niZze uvedené Hilbertovy véty o
bazi.

e Obor Z[X], kde X je nekone¢nd mnozina, noetherovsky neni. Napfi. ideal
I={p:p(0,0,...) =0} nemd koneénou bézi.

Lemma 20.2. Necht R je komutativni okruh. Pak R je noetherovsky prdvé tehdy,
kdyz v R neexistuje nekonecnd posloupnost ideali Iy & Io G I3 & ...

Dikaz. (=) Uvazujme nekoneénou posloupnost idedla Iy C I C ... v R a poloZzme
I= U;’il I;. Pak I je také idedl a pfedpoklddejme, Ze aq,...,a, je jeho konecénd
baze (takové existuje, nebot R je noetherovsky). Mame aq,...,a, € I = U;’il I,
takze pro kazdé i existuje j; spliujici a; € I;,. Ozna¢me k = max;—; ., j;. Pak ale
ai,...,an € I, tedy Iy = (aq,...,ay), tedy Iy = I, spor.

(<) Predpokladejme, Ze néjaky idedl I nemd konefnou bézi. Definujme néasle-

dujici posloupnost idedla: polozme I; = (a1), kde a1 € I je zvoleno libovolné.
Déle, indukci, zvolme a;1; tak, aby a;1; € I\ I; (takové a;y; existuje, protoze
I # (a1,...,a;)) a polozme I,11 = (aj,...,a;11). Dostali jsme nekonecnou po-
sloupnost idedla Iy C I, C I3 C ..., spor. ([

Véta 20.3 (Hilbertova véta o bazi). Nechf R je komutativni noetherovsky okruh.
Pak je okruh polynomi R[x] noetherovsky.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, 7Ze idedl I v oboru R[z] nemé koneénou bézi.
Zvolme p; néktery z polynomt nejmensiho stupné v I. Déle, indukci, zvolme p; 41
néktery z polynomt v I\ (p1,...,p;) nejmensiho mozného stupné. Ziejmé degp; <
degps < degps < ... Pro kazdé i definujme a; = lc(p;) a polozme J; = (aq, ..., a;).
Mame tedy rostouci posloupnost J; C J5 C J3 C ... idedld v R. Protoze je okruh R
noetherovsky, nemize tato posloupnost obsahovat ostfe rostouci podposloupnost,
a tedy existuje k spliujici J = Jx41 = .... Pak ale apy1 mizeme vyjadiit jako
Zle r;a; pro jistda r; € R. Definujme polynom p; jako x°p; pro takové s, aby
deg p; = deg px4+1 a uvazujme polynom p = Zle p;iri. Ten mé stejny vedouci ¢len
jako pi1 a pfitom p € (p1...,px), takZe polynom pii1 — p mé mensi stupeti nez
Prt1- Ale ppy1 —p €I (p1,...,Pk), COZ je spor s volbou py1. O
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Na zavér této sekce nastinime princip metody Grobnerovych bazi. Uvazujme obor
T[x1,..., 2] (T je néjaké téleso) a jeho idedl I. Metoda sestava ze dvou algoritmi:
(1) je-li ddna ,hezkd baze” idedlu I, existuje algoritmus rozhodujici problém
nélezeni idealu I;
(2) je-li ddna né&jaka konecnd béze idedlu I, existuje algoritmus, ktery vyrobi
,hezkou bazi” idealu I.
Pod pojmem , hezka baze” zde rozumime prave tzv. Grébnerovu badzi. Jeji definici,
ktera je ponékud technické, uvedeme pozdéji.

Uloha. Uvazujme idedl I = (2% — 2 + 1) v oboru T[z]. Rozhodnéte, zda polynom
25 + 23 + 1 nalezi L.

Uloha mé samoziejmé velmi snadné feSeni: protoze je I hlavni ideal, plati h € I
pravé tehdy, kdyz 2% — z + 1 déli h. Staci tedy vydélit (2° +23+1): (22 —z+1) a
zjistit zbytek. Zkusime ovsem na této tiloze ilustrovat princip metody Grébnerovych
bazi.

Protoze 22 —z + 1 € I, neboli 22 — 2 + 1 =0 (mod I), plati

?=x—-1 (modI).

Modulo ideal I tedy mtizeme pfepsat libovolné x2, které se vyskytuje v daném
polynomu f, na x—1. Oznac¢me g vysledny pfepsany polynom. V§imnéte si, ze f € I
pravé tehdy, kdyz g € I: piepiSeme-li ¢len ¢ - 2% v polynomu f na ¢€len ¢ - (z — 1)
(kde ¢ je libovolny polynom), mame g = f —q- 22 +q-(x —1) = f —q- (22 —x +1).
Protoze 22 —x + 1 € I, plati f € I pravé tehdy, kdyz ¢g € 1.

Ptepisujeme-li dany polynom x® + 22 + 1, dostavame

P34 l=2 3+ 41 -3 @-D+23+1=2r+1=22-22+1
—2*z -1 +1=2—2?+1=2-22 -2 +1
—ar—1)—2’+1=-2+1¢I

Pozdé&ji nahlédneme, 7e v tomto piipadé tvoii polynom z? — z + 1 Grobneorvu

bazi idedlu I, a proto h € I pravé tehdy kdyz jej lze prepsat na nulovy polynom.
Tedy polynom x° + 2% +1 ¢ L.

Uloha. Uvazujme ide4l I = (y%> —yz—1,yz—2—1) v oboru T|x,y, z]. Rozhodnéte,
zda polynom y2z + x2? nalezi I.

Zde jiz s vyse uvedenym elementarnim postupem neuspéjeme. Problém ale bude
i s metodou piepisovani — nejprve musime vytesit nasledujici problémy:

e Ktery ¢len z bazovych polynomi je ten prepisovany? Pro polynomy jedné
proménné je vybér prirozeny: ten vedouci (tj. s nejvyssim exponentem). Jak
definovat vedouci ¢len obecnych polynomu?

e Je-li bazovych polynomu vice, ktery v daném pripadé pouzit? Uvazujme v
nasem pripadé prepisovaci pravidla

1)y —yz+1 a (2yz—az+1.
Pak lze prepisovat

vz +az? W 2(yz+ 1) +a2? =y a2’ + 2 S| 24+ 1)+ 222+ 2 =22° + 224 22,
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ale také
vz +az? @ y(x +1) + 222 = 222 + 2y +v,

tedy prepisovani neni jednoznacné.
Problém vedoucich ¢lentt bude fesen v jedné z néasledujicich sekci. Odpovédi na
druhou otazku pak je fakt, ze pro Grobnerovy baze je vybér pravidel lhostejny,
vysledek vyjde vzdy stejné. Jak Grobnerovu bazi daného idedlu poznat a najit,
odpovi také jedna z nasledujicich sekci.

Vratime-li se k vyse uvedenému piikladu, uvazujme polynom g = z(y? — yz —

1) —y(yz —x —1). Ziejmé g € L. Oviem g = 3?2 —y22 — 2 — 9’2 +yzr +y =
—y2?—ztyr+y s xy—xz+y—2z # 0, tedy g se nepfepisuje na 0. Zadana baze
idealu I tedy neni Grébnerova.

Uloha. Uvazujme ideal I = (xy+ 223+ 222, 2* + 23 +22) v oboru Tz, y]. Rozhod-
néte, zda polynom zy? + z3y> nalezi I pokud vite, Ze zadand baze je Grobnerova
vzhledem k lexikografickému usporadani x < y. Dokazte, ze tato baze neni Griob-
nerova vzhledem k lexikografickému uspotradani y < x.

21. KONVERGENTN{ RELACE

V celé této sekci uvazujme orientovany graf (X, —), tj. X je (ne nutné konecna)
mnozina a — binarni relace na X. Typickym pifikladem pro nas bude mnozZina
X = T[z1,...,z;] a — relace prepisovani (redukce) polynomti vzhledem k dané
bazi.

Definice. Pro dany orientovany graf (X, —) definujme symboly

n . .’ Ny
r—y = existujixg,...,x, spliyjiciz =29 221 222 — ... >, =1;

* . . N n . .z v ,
x—y = existuje n > 0 spliujici z — y, tj. ,z = lze dojit do y po Sipkach”;
r<—y = x— yneboy— x;

n . .’ NS
T = existujl xg,...,T, spliujici x =z > 1 < T2 > ... > T, =

© ) )

* _ . . v s s n . . . . . . 5

<y = existuje n > 0 spliujici z < y tj. ,existuje neorientovand cesta mezi x a y”.

Definice. Rekneme, Ze vrchol x je termindl, jestlize neexistuje y spliujici z — y.

Definice. Rekneme, Ze relace — je

terminujici = neexistuje nekoneéna posloupnost 1 — x3 — x3 — ...

1 . _ . * . . v s s * *
normadlni = kdykoliv z < y, pak existuje z spliujici z — z a y — z2;
konvergentni = terminujici a normalni.

Metoda Gribnerovych bazi je zaloZena na (ponékud naivnim, avSak G¢inném)
algoritmu, ktery pro konvergentni relace umoznuje rozhodnout, zda mezi danymi
vrcholy existuje cesta.

Algoritmus 21.1.
VSTUP: x,y € X.
VISTUP: Rozhodne, zda z <& y.
1. Pfepisuj libovolné = zg — 1 — 9 — ... — t, kde t je terminal.
2. Prepisyj libovolné y =yg — y1 — y2 — ... — s, kde s je terminal.
3. Pokud s =t, odpovéz ANO.
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Véta 21.2. Necht — je konvergentni relace a pFedpoklddejme existenci algoritmu,
ktery

e rozhoduje, zda je dany prvek x termindl;

e neni-li x termindl, pak nalezne néjaké y spliujici r — y.

Pak Algoritmus 21.1 funguje.

Diikaz. Ukazeme si spravnost algoritmu. Diky terminovanosti se vypocet v krocich
1. a 2. zastavi v néjakém terminalu.

Zbyva ukazat, ze x <> y pravé tehdy, kdyz s = t. Implikace (<) je ziejma, nebot
T—x — ... —ot=5...—y «—yatedy z < y. Predpokladejme, 7e = < y.
Protoze © >t ay — s, plati t < s (<i> je tranzitivni relace). Relace — je normalni,

takze existuje z takové, ze t — z < 5. Ale s a t jsou termindly a tedy t = z = s. [

Dusledek 21.3. Je-li (X, —) konvergentni a t xS, kdet as jsou termindly,
pak t = s.

Definice. Tento (jednozna¢né uréeny) termindl se nazyva normdlni forma x.

Jak ale zarucit, aby byl pfepisujici systém konvergentni? Terminovanost budeme
zarucovat tak, ze kazdé prepisujici pravidlo bude mit na levé strané polynom v
jistém smyslu vétsi nez na pravé strané (napf. polynom vétsiho stupné, apod.).
Misto normality budeme ovérovat slabsi vlastnost — lokalni konfluenci.

Definice. Rekneme, 7e (X, —) je konfluentni, pokud pro viechny u, z,y takové, ze
T < u >y, existuje z takové, Ze z — z < y.

Rekneme, ze (X, —) je lokdlné konfluentni, pokud pro vSechny u, x,y takové Ze
T — u — y, existuje z takové, 7e T — z < .

Rekneme, Ze (X, —) je (lokdiné) konfluentni v bodé u, pokud pro vSechny z,y
plati podminka z definice (lokdlni) konfluence.

Nyni jsme si zadefinovali slabsi vlastnosti nez je normalita. Ukazeme si, ze jsou
postacujici.
Poznamka. V dtkazu nésledujici véty a nékterych dalsich vyuzijeme nésledu-
jici variantu dikazu indukei: Mame-li graf (X, —), kde — je terminujici relace, a
chceme-li dokdzat tvrzeni P(x) pro vSechna x, pak staci dokazat tvrzeni P(x) za
piedpokladu, ze P(y) plati pro kazdé y takové, ze = — y.

Tomuto principu budeme fikat zobecnénd indukce. V§imnéte si, ze pro X =N a
—=> jde o dilkkaz indukci.

Véta 21.4. Necht (X,—) je graf. Pak
(1) (X,—) je normdlni prdavé tehdy, kdyz je konfluentni.
(2) Necht (X,—) je terminujici. Pak je normdlni prdvé tehdy, kdyZ je lokdlné
konfluentni.

Terminovanost je v bodé (2) nutnd. Néasledujici graf je lokdlné konfluentni ale
neni normalni.

Diikaz. Implikace (=) v (1) i (2) jsou trivilni.
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(1 <) Indukci podle n dokdzeme vlastnost z definice normality pro x,y splitujici
sy

Pro n =1 méme bud = — y, nebo y — x, tedy tvrzeni plati.

Necht nyni tvrzeni plati pro n.

Méme z 45 Yy , t.j. existuje z takové, ze x <> z < y. Z indukéniho piedpokladu
existuje u t.7.  — u < z. Nyni bud z — y nebo y — 2.

Piedpokladejme, 7e z — y. Z konfluence uzité na u < z — y dostavame existenci
u, pro néz u — v < y. Situaci ilustruje nasledujici obréazek.

x

U *

\
x_ U
y

/N

Piedpokladejme, ze y — z. Nyni y — u a jsme hotovi. Situaci ilustruje nasledujici
obrazek
T \>I<k
x_ U
P
Y

(2 <=) Podle bodu (1) sta¢i dokazat, ze (X, —) je konfluentni. Zobecnénou indukci
dokéZeme tvrzeni

P(u): Pokud x < u = y, pak existuje z takové, e z — z < .

Piedpokladame tedy, ze P(v) plati, pokud u —>

Ozna¢me z1 a y; libovolné vrcholy, pro které & <~ z1 «— u — y; — y. Protoze
z1 — u — y; a — je lokdlné konfluentni, existuje w, pro které z1 — w < y;. Z
indukéniho predpokladu dostavame v takové, ze © — v < w (indukéni predpoklad
miZzeme pouzit, nebot u — z1 a x < x; — w). Déle najdeme z takové, Ze v 5

z & y (opét vyuzivime indukéniho piedpokladu). Tedy z je spole¢ny naslednik z a

y. Situaci ilustruje nasledujici obrazek

*_ Tk
171/*' } v
u *x_ W
\yl/*v * z
~a

Y

Pfipomenme pojem usporadani na mnoziné.

Definice. Relace < na mnoziné X se nazyva uspordddni, pokud < je tranzitivni
(tedy z ¢ < y a y < z plyne x < z) a antisymetrickd (nestane se soufasné x < y a
y <.
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Lemma 21.5. Méyme na X usporadani < takové, Ze jestliZe x — y, pak x > y.
Predpokladejme, Ze > je terminugici ( neboli také — je terminugict).
Definujme x %» y, pokud existuji x1,...,xn—1 < u takové, Ze x = xy < T —
u

To <> ... x, =y. Predpokladejme, Ze pokud x «— u — y, pak x <<L> Y.
u
Pak (X, —) je konvergentnd.

Diikaz. Podle pfedchozi véty staci dokézat, ze (X, —) je konfluentni. Tvrzeni do-
kézeme zobecnénou indukei pro (X, >). Zvolime u takové, ze x < u — 3 a predpo-
kladame, Ze pro libovolné v/ < u,z’,1/, takové, ze o/ < o' = 3/, plati &’ = z & ¢/
pro néjaké z.

Necht opét z1, v, znadi takové prvky X, pro které x < z1 «— u — y; — y. Podle

predpokladu % Y1, tedy o1 <<£> y1 pro néjaké n. Indukci podle n dokézeme, ze
u u

* * e ,
T1 — U < Ty pro néjaké v.
Pro n =1 plati x1 — y; nebo y; — 1.
Z platnosti tvrzeni pro n nyni odvodime platnost pro n+ 1. Oznac¢me w < u ten
prvek, pro ktery x; <n<—_1> w <> y1. Z indukéniho pfedpokladu méme existenci t, ze
u

T1 =t < w < y;. Nyni bud a) y; — w, nebo b) w — y;.
a) Mame 21 — t « w < y; a tvrzeni plati.

b) Protoze w < u muzeme pouzit pfedpoklad zobecnéné indukce na t Ew— .

s s s~ * * . . . . 7 s s ,
Dostavame v takové, ze t — v < y1. Situaci ilustruje nasledujici obrazek

1 % w— Y1

*
t 2 b

\**

v
’ v/ o ~ * * sz
Nyni dokon¢ime diikaz lemmatu. Protoze 1 < w a x «— x1 — v dostavame r
7 v * * 7 * * v , ;v

takové, ze x — r «— v. Dale y; < u ar «— y; — y, takze mame s takové, ze

* * , * * o . . .. . , s s ,
r — s« y. Nyni x — s «— y a dikaz je hotov. Situaci ilustruje nasledujici obrazek

X Tk
171/*' >
u x. U
Sy /*V * s
\ y
([l
22. USPORADANI TERMU
Termem rozumime vyraz z{' - ... - x}* (tedy monocleny s koeficientem 1 v
T[z1,...,2]). Oznaéme [x1, ..., 2x] mnozinu véech termt v proménnych x1, ..., xk.
Vsimnéte si, ze tato mnozina je monoid vzhledem k -, kde jednotka je 1 = 29 .. ,Tg

Definice. Usporddani < nazveme pripustné uspofdddni na [xy, ..., x|, pokud
(1) > je linedrni a terminujici.
(2) 1 <t pro v8echna t.
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(3) Jestlize s <'t, pak rs < rt pro v8echna t.
Priklad. UkaZeme si nejbéznéjsi piiklady pfipustnych usporddéni:
e lexikografické usporadani. Polozime x7* - ...  2}* <ppx zlil S IZ’“ pravé
tehdy, kdyz existuje i t.z. a; = by,...,a; = b;,a;41 < biy1. O uspotradani
tedy rozhoduje stupenl proménné xz1, jsou-li rovné, pak stupen u xs, pii

rovnosti obou stupen u z3, ...
Proto napriklad v daném usporadani plati

T1>To>T3>...>x > 1
x> ZL’%OO > XoX3 > xéoo

riwsrd > riadei® > viada)

e graduované lexikografické usporadani. Polozime s <gpgx t pravé tehdy,
kdyz bud deg s < degt nebo deg s = degt a zaroven s <pgx t. O usporadani
tedy rozhoduje celkovy stupen, az pri rovnosti pak <pgx.

V daném usporadani tedy plati

T1>To>...>x > 1
x%oo > xéoo > ToZ3 > T1
132y’ > vases > rirsa;

e spolecné zobecnéni je dano vahovym vektorem w = (wy, ..., wg), kde w; >
0. Polozime s <, t pravé tehdy, kdyz bud > a;w; < > b;w;, nebo Y a;w; =
> bjw; a zaroven s <pgx t.

Tedy napiiklad pro vahovy vektor w = (0,0,...,0) dostavame lexiko-
grafické uspofadéni, zatimco pro w = (1,1,...,1) dostdvime graduované
lexikografické usporadéani.

Poznamka. Pro [z,y, z] vzdy specifikujeme potadi, obvykle > y > z nebo nao-
pak.

Uloha. Dokaite, ze usporadani v prikladu jsou piipustna.

Definice. Necht < je pfipustné uspofadéni na [z1, ..., zx] anecht f € T[zq, ..., xg].
Pak definujeme
e vedouct term jako nejvétsi term v f vzhledem k danému usporadéni, zna-
¢ime jej 1t(f)
e vedouct koeficient jako koeficient u vedouciho termu, znaéime lc(f)
e vedouci monodlen jako ¢len le(f) - It(f), znac¢ime lm(f)

P¥iklad. Uvazujme polynom f = 3xy? + 222 — 2 + 1. Uréete 1t(f),lc(f),lm(f)
vzhledem k (1) lexikografickému uspotfadani (2) graduované lexikografickému uspo-
tadani, jestlize z > y.
(1) Uspofadani termt polynomu f vzhledem k lexikografickému usporadéni je
22 > zy? > x > 1. Proto It(f) = 22, le(f) = 2 a lm(f) = 222
(2) Uspotéadni termti polynomu f vzhledem ke graduované lexikografickému
usporadani je zy? > 22 > x > 1. Proto lt(f) = xy?, le(f) = 3 a Im(f) =
3xy2.
Definice. Necht < je pfipustné uspofadani na [z1, ..., zk]. Pro f,g € R[z1, ..., zk]
polozime f < g, pokud plati jedna z nésledujicich podminek

e f=0ag#0



POCITACOVA ALGEBRA 83

° lt(f) < lt(g)
e 0#£1t(f) =1t(g) a f —Im(f) < g —Im(g)

Pozorovani 22.1. < je uspofdddni na R[zy,. .., zy].

Uloha. Sefadte nasledujici polynomy 3zy? + 222 — 1, 2y? + 2%y, 2%y + 22%y? + 2,
2%y + o + 2y? v nasledujicich uspofddanich a) <ygx, * > y b) <rgx, T < ¥ ¢)
<@LEX, T >y d) <<gLEX, T <Y

Tvrzeni 22.2. Necht T je téleso a < je pfipustné usporddani na [x1,...,x]. Pak
> je terminugict.

Driikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje nekonecénd posloupnost fi > fo >
f3 > ....Pro kazdé i = 1,2,... oznatme J; = (f1,..., fi). Pro kazdé j < i plati
fir1 < fj, tedy fip1 < t;f; pro libovolnd ¢;T, takze fit1 < 3 ;,t;f;. Dokdzali
jsme, Ze f;11 < g pro libovolné g € J;. Proto fi11 & J; (nebot f;11 € fir1) a mame
tedy nekoneenou ostie rostouci posloupnost J; C Jy C ... idedld T[xy,...,zk].
To je spor, protoze T[z1,...,z,] je podle Hilberovy véty o bazi noetherovsky. O

23. REDUKCE POLYNOMU VZHLEDEM K DANE BAZI

Definice. Pro p,q,r € T[z1, ...,z definujeme relaci p = ¢ nasledujicimi ekviva-

lentnimi zptsoby

e existuje monoclen m v polynomu p takovy, ze lt(r)jm a g =p — % T

e plati p = p' + m, kde m = a - lm(r), ¢ = p’' + a - (Im(r) — r), pFicemz p’
neobsahuje ¢len s termem 1t(m)

Déle pro R C T[xy, ..., z] definujeme p R q pravé tehdy, kdyz p — ¢ pro néjaké
r € R.

Piiklad. Uvazujme polynom r = 2y? + 322y — 1 v uspofadani <pgx, y > =. Tedy
Im(r) = 2y%. Definice = ¥ika, ze jakykoliv ¢len tvaru ¢ - 2y> mtzeme piepsat na

t-(—=32%y + 1), kde ¢ je n&jaky monoclen. Takze napiiklad
62%y? +1 =322 -2y +1 5 322 (=32%y + 1) + 1 = —92%y + 32% + 1.

P¥iklad. Uvazujme polynomy r = 2 —y a p = 2x = = + x. Neplati p — 2 + y.
Musime piepsat celj monoclen 2z, tedy spravné je p — 2y.
Pozorovani 23.1. Necht p,q € T[z1,..., 2], R C T[z1,...,zk].

o Relace B je terminugjici, dokonce pokud p R q, pak p>q

o Jestlize p R q, pak mp R mq pro libovolny monoclen m m

o Jestlize p Rid q, pak pro kazZdy polynom s existuje polynom u takovy, Ze

p+s—R>u<5q+s

Poznamka. Obecné neplati p + s R g+ s: Necht R = {z — y}, > y. Pak neplati

x+x5x+y(alex+x52y£x+y).
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Definice. Necht R C T[zy,...,7;]. Rekneme, Ze R je Grébnerova bdze, pokud

R . .
relace — je konvergentni.

Véta 23.2. Necht p,q € Tla1,...,25] a R C Tlzq,...,21]. Pak p <= q pravé
tehdy, kdyz p — q € (R), neboli p = ¢ mod (R).
Specidlné p € (R) prdvé tehdy, kdyZ p 2.0,

Dikaz. (=) Budeme postupovat indukei podle délky n cesty p % q. Pron=1
miizeme predpokladat, ze p R q, tedy p — q = % -r pro néjaké r € R. Protoze
r € (R), je prava strana prvkem (R).

Nyni provedeme indukéni krok. Cestu p <ni+l> q miizeme psat p % s & q.
Z indukéniho predpokladu vime, ze p — s € (R) a z 1. kroku indukce vime, Ze
s—q€ (R). Tedy (p—s)+(s—q¢) =p—qe (R)

(<) Ptedpoklddejme, ze p —q = ) g a, - 7 pro néjaki a,. Roznisobenim
dostavame ) g a, -7 = vazl b;r;, kde b; jsou monocleny a 7; € R. Potom
Z?]:lbiri RN i\igbﬂ“i Rt £3biri 5o ™Mo, Tedyp—q%o.

Podle posledniho bodu Pozorovani 23.1 plati (p —¢) +¢=1p % q=04+¢q. O

Dausledek 23.3. Je-lip € T[x1,...,2, a R C Txy,...,z;] Grobnerova bdze, pak
p € (R) prdvé tehdy, kdyz p Ro.

Dikaz. Grobnerova baze je konvergentni a tedy p L0 prévé tehdy, kdyz p Ro.

Uzitim predchozi véty dostdvame p Ro pravé tehdy, kdyz p € (R). O

24. BUCHBERGEROVA VETA A BUCHBERGERUV ALGORITMUS

V dalsich kapitolach se budeme zabyvat problémem, jak poznat Grobnerovu bazi
a ukazeme si zpusob, jak néjakou Grobnerovu bazi najit.

Mé&jme R C T[z1,...,zx] a 71,72 € R a néjaké pripustné usporadani <.
Definice. Rekneme, ze (hy, hs) je kriticky pdr pro polynomy 71,79, pokud hy <=
t ™5 hy, kde t = NSN(1t(r1),1t(r2)), kde NSN zna¢i nejmensi spoleény nésobek.

S-polynomem pro polynomy 1,79 rozumime polynom spol(ry,re) = hy — hs.
P¥iklad. Méjme r = 2%y — 1, ro = ay? — 1. Pak t = NSN(It(r1),1t(r2)) =
NSN(z2y, zy?) = 2?y%. Mame t > yat 3 z, tedy (y, x) je kriticky par, spol(r1,rs) =
Yy — .

Tvrzeni 24.1. Jestlize p R, q, pakp+s LN q+s.

* KLp+s
Diikaz. Protoze p B, q, plati p it U1 R Us R B q. Uzitim Pozorovani
23.1 dostavame p +s — vy «— U1 +8 — v — U2+ — ... — g+ s. Ale
p+s>ur+s5>us+ s> ..., pricemz u; + s > vg, us + 8 > v1,. .. O

Véta 24.2 (Buchbergerova). Ndsledujici turzend jsou ekvivalentni
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(1) R je Grobnerova baze
(2) Pro kazdy kriticky pdar (h1, h2) néjakych dvou prvki z R existuje polynom
u takovy, Ze hi R, U L ho.

(3) spol(ry,r2) 20 pro libovolné polynomy 1,72 € R.

Diikaz. (1) = (2). R je konvergentni, tedy konfluentni (Véta 21.4). Specidlné plati
podminka z bodu (2).

(1) < (2). Podle Lemmatu 21.5 stac¢i ukazat nasledujici. Pokud f; <~ f 23 fy,
pak fi % f2. Mtize nastat nékolik pripadu.
* <

a)ry, o se prepisuji v f rizné termy. Nechf r1 prepisuje a1 na s; a ry piepisuje ag
na ss. Polynom f tedy mizZeme pfepsat pomoci r; na f1. Protoze vSak ays1 < asas
(tedy v a1s1 se ¢len se stejnym termem nevyskytuje), miizeme jeSté f; prepsat
pomoci 75 na v.

Pomoci ro miizeme f prepsat na polynom f,. Situaci ilustruje nasledujici obrazek

T O I 7

p [ [ew] [ew] ) [ [ma]  [ew] s
g

o [ [om]  [em] |

Pri dalsim pfepisovani rozlisime nasledujici situace:
i) V aasq se nevyskytuje ¢len se stejnym termem jako ajai. Pak v polynomu f;
muzeme «ja; prepsat pomoci 71 na a;s1. Tim dostaneme stejny polynom, jako je

v a tedy fi LN fa.
* L f

1) V aasy se vyskytuje €len se stejnym termem jako ajap. Pak élen agss lze
rozepsat na dva ¢leny asse — fBay, fay tak, ze 1t(Bar) = lt(«1a1). Oba polynomy
v, f1 prepiSeme podle r; a dostaneme tentyz polynom. Takze f; % fa2. Situaci

* <

ilustruje nasledujici obrazek.
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v ’ |04151| |a252—ﬁa1||/8a1 H ’ |a1a1| |a232—5a1|ﬂa1 H fo

" [ [+ Bar] [azs—Ba ]

—

’ | (a1 + B)s1 | |04252—ﬁa1|‘

b) r1, T2 se plepisuji v f ten samy term, oznacme jej 5t, kde t = NSN(1t(r1), 1t(r2)).
Oznacme ay := 1t(r1) a ag := lt(r2). Tedy t = a1a; = agas. Necht 1 pfepisuje aq
na s; a necht 7o prepisuje as na s,. Z predpokladu véty mame zarudenou existenci
polynomu u takové, zZe pokud 181 «— t — aass, pak ags; Su s a282. Tedy po-

kud Bays; «— ft — Pagss, pak Bais; — fu < Basss. Situaci ilustruje nasledujici

" [Baasi | | <,
/ \

|
rL e ] ] [ [Bu] ]
|

h
k Jrﬂa232| ‘ /

Vidime, Ze f; LN fo. Plati fi < f a fo < f, proto z Tvrzeni 24.1 vyplyva

R
Ji— [
* L f

(1) = (3) Protoze hy « t — ha, t.j. h1 <~ hy, mdme hy — hy € (R). Podle

obrazek.

Pozorovani 23.1 existuje polynom u, takovy, ze hy — ho S uE0="hy —hy. Ale 0

je terminél, a proto u = 0. TakZze spol(ry,r3) = hy — ha B, 0.

(1) < (3) Tento bod se dokaze analogicky jako bod (1) <= (2) uzitim Lemma
21.5. Opét rozlisime dvé situace

a) r1,T9 se prepisuji v f rizné termy. Postupujeme jako v (1) < (2) a).

b) 71,72 se prepisuji v f na stejny term, oznacme jej St. Necht r; pFepisuje [t
na Bais; a necht 7y prepisuje St na fagss. Oznaéme f + fays; polynom vznikly
prepsanim f pomoci 71 a f + Basss polynom vznikly prepsanim f pomoci ro. Z

predpokladu vime, Ze spol(ri,rs) = @181 — aass R 0, tedy i Bais; — asss Ro.
* *

Uzitim Tvrzeni 24.1 se analogicky ukaze, Ze Sa sy % Bagss. Proto f + Bags, =
* <L

f1 i} fa = f + Baysi. Situaci ilustruje nasledujici obréazek.
* J



POCITACOVA ALGEBRA 87

ro |
/ /
fL et ] ]
\ fo= [+ Bazsy
" | [Boosa| |

I
1= [+ Boasy

Tx < f

O

Praveé dokazana véta nam dava navod jak na ovéteni, ze dana baze je Grobnerova,
tak na hleddni Grobnerovy béaze. Algoritmus na ovéfeni je ziejmy: Pro kazdou
dvojici 71, 72 € R budeme pfepisovat spol(ry, r2) tak dlouho, dokud to bude mozné.
Jestlize se nam podari prepsat vSechny S-polynomy na 0, pak testovana béze je
Grobnerova.

Na podobném principu funguje také algoritmus, ktery z dané baze vyrobi Grob-
nerovu bazi. Tento algoritmus se nazyva Buchbergeriuv algoritmus.

Algoritmus 24.3 (Buchberger).
VSTUP:  konecna mnozina polynomt R
VYSTUP: Grobnerova baze S, t.z. (R) = (S)
1. Definujme mnozinu vSech dvojic P := {(r,s) : r,s € R}
2. WHILE P #0DO
vezmi né&jakou dvojici (r,s) € P
spoc¢ti spol(r, s) % p pro néjaky terminal p
IF p=0THEN P := P~ {(r,s)}
ELSE P := (PU{(r,p) :r € R}) ~{(r,s)} aR:=RU{p}

Tvrzeni 24.4. Buchbergeriv algoritmus pti libovolném vstupu skonci v konecné
mnoha krocich a vysledkem bude Gréobnerova bdze.

Dikaz. Snadno nahlédneme, ze kazdé p pfidané do R nélezi (R). Pokud se algorit-
mus zastavi, vysledek bude podle Buchbergerovy véty Grobnerova baze.

Zbyvéa dokazat, ze se algoritmus zastavi. Pfedpokladejme, ze ne. Ozna¢me Ry :
R,R;, Ry, ... postupné se zvétsujici bazi. Definujme idedly J; := (It(r) : r
R;). Médme Jy C J; C Jy C .... Z noetherovskosti existuje k takové, ze Jj
Jk+1 = Jge2 = .... Necht ¢ € Rgy1 ~ Ry, t.j. ¢ je termindl vznikly redukei
néjakého S-polynomu. Pak 1t(q) € Jii1 = Ji, t. lt(q) = >_,.cg, ar - I6(r) pro
néjaké a, € T[xy,...,xx]. Rozndsobenim a seftenim stejnych ¢lentt dostéavame
ZTGRk ar - 1t(r) = Ef\il b; - 1t(r;), kde r; € Ry, a b; jsou monocleny. Protoze 1t(q)
je monoclen, je N =1 a lt(q) = b-1t(r) pro n&jaky monoclen b a r € Ry. Tedy ¢
Ize redukovat pomoci r. To je spor s tim, ze ¢ je terminal. ([

m

P¥iklad. Necht R = {r;,ro} a r; = 2%y?> + y — 1, ro = 2%y + = v uspofadani
<GLEX) ¥ > Z.

V daném usporadani plati 1t(r1) = 22y? a lt(r2) = 2%y. Budeme postupovat
Buchbergerovym algoritmem.

(1) plati —y + 1 & 22y? 3 —xy, tedy spol(ry, ) =2y —y +1:=1r3
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(2) plati —y +1 & 22y 2 2y? — xy, tedy spol(ri,r3) = —zy? +ay —y +1 32
—xy? =1y

3) plati —z & 22y 2 2y — , tedy spol(ry,r3) = —xy 2 —y +1:=15

5
(6

Lze ovétit, ze vsechny dalsi kombinace se redukuji na 0. Tedy jsme nasli Grob-
nerovu bazi S = {ry,re,r3,74,75,76}

Lze nahlédnout, ze (R) = (S) = (rs,rg) (ostatni se daji pomoci rs,rs prepsat
na 0). Pfitom 75,76 je Grobnerova baze. V dalsi kapitole se budeme zabyvat pro-
blémem, jak nalezenou Grobnerovu redukovat.

3)
(4) plati y — 1 & zy 2 2, tedy spol(rz,r75) =y —x — 13 —x:=rg
(5) plati y — 1 < xy % 0, tedy spol(rs,7¢) =y — 1 -2 0

)

plati z & 2y 8 0, tedy spol(rs,r¢) = = 2% 0

Uloha. Zjistéte, zda 2%y® — 2zy + 3y € (R).

Uloha. Najdéte Grobnerovu bazi pro (zy? +2% +2, 2%y +x) v Q[r, y] v usporaddani
<LEx, kdea)z>yb)x <y

25. REDUKCE GROBNEROVYCH BAZ{

V minulé kapitole jsme pospali algoritmus na nalezeni néjaké Grobnerovy béze.
Jak jsme vidéli na pfikladu, nalezena béze nemusi byt (a obvykle nebyva) nejmensi
mozna. V této kapitole se zaméfime na redukci nalezené Grobnerovy baze na v
jistém smyslu miniméalni tvar.

Tvrzeni 25.1. Necht I = (R), kde R je konecnd. Pak ndsledugici tvrzeni jsou
ekvivalentni

(1) R je Grobnerova bdaze I

(2) pro kazdy polynom f € I plati f Ro

(3) 0 je jediny termindl v I

Dikaz. (1) = (2) Necht f £ 0, pak existuje polynom u takovy, ze f — u < 0.
Ale 0 je termindl v kazdé bazi R a proto u = 0.
(2) = (3) Protoze f = 0, je bud f = 0, nebo f neni termin4l.

(3) = (1) Necht j <& p <& ¢ . 7, kde 5, jsou terminaly. Cheeme zjistit,
* * *

zda p = ¢. Protoze p AL q, plati podle Véty 23.2 p — q € I. Ale p — G je rovnéz
*
termindl, nebot p ani g nelze piepsat. Tedy podle (3) plati p — g = 0. O

Tvrzeni 25.2. Necht R je Grébnerova baze idedlu I a necht p,q € R. Pak
(1) jestlize 1t(p)|lt(q), pak R~ {q} je Grébnerova bdze idedlu I,
(2) jestlize p > B, pak (R~ {p}) U {p} je Grobnerova bdze idedlu T

Dikaz. (1) Jeziejmé, ze R\{q} je Grobnerova baze, nebot vSechny S-polynomy
se redukuji na 0. Zbyva ovéfit, ze I = (R \ {q}). K tomu sta¢i dokazat, Zze

R
q € (R~{q}), ekvivalentné q 9o Protoze ¢ g e IaR je Grobnerova

{q}

béaze, mame § R 0. Ale qd < q, tedy q 9 ), Proto q € (R)Y~{q}.
* *
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(2) Oznacme si S := (R~ {p}) U {p}. Jelikoz p 2L 5, plati p—p = a - ¢ pro
néjaké a. Protoze ¢ € R a rovnéz ¢ € S, mame p € (R) a p € (S). Tedy
(R) = (S).

Zbyva ovéiit, ze S je Grobnerova béze. Necht r # 0 je termindl v S.
Polynom r nemuze byt podle Tvrzeni 25.1 terminalem v R. Nyni r 2oF

ale pak r E,’ a tedy 7 se prepisuje rovnéz v S, protoze p € S. To je spor s

predpokladem pro r.
O

Definice. Rekneme, 7e R je redukovand Griobnerova béze, jestlize pro vSechny
prvky p, ¢ € R plati p -+ p.

Rekneme, Ze R je normovand Grébnerova baze, jestlize pro véechny p € R plati
le(p) = 1.

Véta 25.3. Pro kazdy idedl v T[x1,..., x| existuje prdvé jedna normovand redu-
kovana Grébnerova baze vzhledem k danému pripustnému usporaddnd.

Dikaz. Existence redukované normované Grobnerovy baze plyne z Buchbergerova
algoritmu a predchoziho tvrzeni.

Zbyva dokazat jednoznacnost. Uvazujme dvé normované redukované baze R;, Ro
v daném uspofadani takové, ze I = (Rq) = (Rp). Necht Ry = {p1,...,pn} a
Re = {q1,..-,qm} Protoze (R1) = (Ra), plati p; RiX 0, tedy existuje i, pro
které r1 lze prepsat pomoci ¢;. Bez (jmy na obecnosti :nﬁieme predpokladat i =
1, tedy lt(q1)[lt(p1). Analogicky ¢; % 0, tedy existuje k, pro néz lt(px)|lt(q1).

Protoze 1t(pr)|1t(¢q1) a 1t(q1)[1t(p1), plati lt(pg)|lt(p1). Protoze p1,pr € R1 a Ry
je redukovand baze, musi byt k = 1. Potom ale 1t(p1)|1t(q1) a 1t(q1)|lt(p1) a tedy
p1 = q1. Analogickym postupem dostaneme m = n a lt(p;) = 1t(¢;) pro vSechna i.

Zbyvé dokézat, ze p; = ¢; pro vSechna 4. Plati p; — ¢; € I, nebot p;,q; € I.
Vsimnéme si, Ze p; — ¢; je termindl v Ro (také v Ry), nebof jej nelze prepsat
pomoci ¢; (t(p;) = 1t(g;), tedy p; — ¢; neobsahuje ptivodni vedouci ¢len). Déle
p; — g; nelze pfepsat pomoci g; pro zadné j # i, jinak baze Ry neni redukovana.
Kdyby polynom p; bylo mozno pfepsat pomoci g;, tak by se také polynom p; dal
prepsat pomoci p;, spor s redukovanosti R;. Tedy p; — ¢; je terminél a protoze R;
i Ry jsou Grébnerovy baze, mame p; — ¢; = 0 pro vSechna i. Tedy R; = Rs. g

Uloha (vypocetné naroéné). Najdéte redukovanou Grobnerovu bazi pro ideél (zz—
322 + 1 +62% + 1,92 + 2% — 2,2° — 62° + 22 — 1) v Q[z, vy, 2] v uspofddani <pgx,
r<y<z.

Uloha (vypocetné narocné). Najdéte redukovanou Grébnerovu bazi pro ideal (z3y—
2% — 1,2%y% +  +9y) v Q[r,y] v usporadani a) <arex, * >y b) <LEx, T > ¥

26. APLIKACE GROBNEROVYCH BAZ{

26.1. NaleZeni a rovnost idealu.
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Algoritmus 26.1 (nélezeni do ideélu).
VSTUP: f,fl...,fmGT[xl,...,:ck]

?
VISTUP:  f € (f1,..., [m)
1. spocti néjakou Grobnerovu béazi R idedlu (f1,..., fim)

2. zjistéte, zda f 20

Algoritmus 26.2 (rovnost ideéli).
VSTUP: fl,...,fm,gl,...,gnGT[xl,...,xk]

VISTUP:  (f1,.. ., fom) = (91, .-, 9n)

1. spoéti normovanou redukovanou béazi R ideédlu (f1,..., fim)
2. spo€ti normovanou redukovanou bézi S ideédlu (g1, ..., gn)
3. zjisti, zda R =S

26.2. NaleZeni a rovnost radikali. Abychom si vysvétlili pojem radikdl, udé-
lame odbocku do algebraické geometrie.

Definice. Necht R C T[z1,...,x;]. Pak definujeme V(R) = {(a1,...,ax) € T :
f(a1,...,ax) =0 pro vSechna f € R}.

Necht X C T*. Pak definujeme I(X) := {f € T[x1,...,zx] : f(a1,...,ax) =
0 pro v8echny @ € X }.

I je ziejmé idedl. Navic I je radikdl, t.j. ideal takovy, ze jestlize g™ € I, pak
qel.

Mnoziny tvaru V(R) se nazyvaji algebraické. Pro dim V(R) = 1 mluvime o
algebraickych krivkdch.

P¥iklad. KruZnice lze popsat jako V(22 + y? — 72?). P¥imku miiZeme popsat mno-
zinou V(ax + by + ¢).

Algebraicka geometrie se zabyva studiem algebraickych kiivek pres odpovidajici
idealy polynomu. Ma uplatnéni v aplikacich teorie ¢isel, kryptografii,. ... Grobne-
rovy baze ndm déavaji nastroj na pocitani s algebraickymi mnozinami.

Definice. Definujeme Rad(7) := {g: existuje m t.z. ¢"™ € I'}.
Pozorovani 26.3. Rad(l) je nejmensi radikdl obsahujict idedl I.

Véta 26.4 (Hilbertova véta o nulach). Necht T je algebraicky uzaviené téleso a
R C T[zy,...,2]. Pak Rad((R)) = I(V(R)).

Diikaz. Nebude (viz. Komutativni okruhy). O

Na pfedchozi vétu se 1ze divat také néasledujicim zpisobem. Rad((R)) je nejmensi
radikal obsahujici R. Dale I(V(R)) = {g € T[z1, ..., 2] : jestlize f(a) = 0 pro vSechna f €
R pak g(a) = 0}, tedy I(V(R)) je mnoZina vSech polynomt, které maji za kofen
vSechny a € V(R). Pfitom vime, ze V(R) je mnoZina vSech spoleénych kofent pro
feR.

Toto pozorovani lze uplatnit v llohach analytické geometrie, kde na vstupu do-
staneme f, f1,..., fm € T[x1,...,2x] a na vystupu se dozvime, jestli plati f €

IV(f1,-- 'y fm))-

Tvrzeni 26.5. Necht T je algebraicky uzaviené téleso. Pak f € I(V(f1,..., fm))
pravé tehdy, kdyz 1 € (f1,...,fm,2f — 1), kde z je novd proménnd riznd od
X1,..., Tk (je to tedy idedl v T|xy,...,xk, 2]).
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Poznamka. Obecné plati jen implikace <, v algebraicky uzavieném télese plati
ekvivalence.
Problém se tedy prevadi na nélezeni do idedlu.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme ve dvou krocich, ve kterych dokazeme dvé pomocna tvr-
zeni.

(1) Nejprve dokdzeme, ze f € I(V(f1,-.., fm)) préavé tehdy, kdyz f1,..., fm,2f—
1 nemaji spole¢ny kotfen. K diikazu nepotiebujeme algebraickou uzavienost

télesa T.
(=) Necht (ay,...,am,b) je spoleény kofen polynomu fi,..., fm,zf —1
a necht @ := (ay,...,an,). Pak fi(a) = f2(a) = ... = fm(@) = 0, tedy i

f(@) =0.Proto (zf —1)(a,b) =b- f(a) —1=5b-0—1= —1. To znamen4,
Ze (@, b) neni kofenem zf — 1, coz je spor s predpokladem.

(<) Necht a je spoleény kofen f1,..., fm, tedy fi(a) = fa(a) = ... =
fm(@) = 0. Chceme dokazat, ze i f(a) = 0. Necht (@, b) neni kofen zf —1 pro
74dné b, t.j. b- f(a) — 1 # 0 pro v8echna b. Ale pokud f(a) # 0, pak rovnost
nastava pro b = ﬁ, coz je spor s predpokladem neexistence spoleéného
kofene. Proto f(a) = 0.

(2) Nyni ukdzeme néasledujici tvrzeni. g1, ..., g, nemaji spoleény kofen pravé
tehdy, kdyz 1 € (¢1,...,9m). Pro dikaz implikace = budeme potfebovat
algebraickou uzavienost télesa T.

(<) Necht 1 = >, r;9; pro néjaké r; € T[zq,...,x;]. Kdyby a byl
spoleény kofen polynomt g¢i,...,gm, pak plati 0 = > r(a)g;(a) # 1,
spor.

(=) Necht g1, . .., gm nemaji spoleény koten, tedy V (g1, ..., gm) = 0. Po-
tom I(V(g1,.--,9m)) = Tl|z1,...,25] a1l € T[x1,...,zx]. Protoze T[x1, ...,z
je algebraicky uzaviené, z Hilbertovy véty o nulach vyplyva I(V(g1,...,9m)) =
Rad({g1,...,9m)). Vime, ze g € Rad(I) pravé tehdy, kdyz existuje m ta-
kové, ze g™ € I. Protoze 1 € Rad({(g1,---,9m)), existuje m takové, Ze
L=1"€ (g1, 9m)-

O

Pomoci predchozi véty mizeme nyni zformulovat algoritmus nalezeni radikalu
pro algebraicky uzaviené téleso T.

Algoritmus 26.6 (nalezeni radikalu pro algebraicky uzaviené téleso T).
VSTUP: f,fl,...,fmGT[$17...,l'k}

5

VISTUP:  f € Rad((f1,.--, fm)) = I(V(f1,- -+, fm))

1. spocti normovanou redukovanou Grébnerovu béazi R pro (f1,..., fm,2zf — 1),
kde z je nova proménna

2. zjisti,zdal e R

Pro obecné téleso mame nasledujici ¢asteény algoritmus pro nélezeni I(V(f1,..., fm))-
Kroky 1.,2. probéhnou stejné. Jestlize 1 € R, pak f € I(V(f1,..., fm)). Jestlize
1 € R, pak nemuzeme nic Fict. Je teotiz mozné, ze kazdy spoleény kofen f1,..., f v
télese T je rovnéz kofenem f, ale muze se stat, Ze existuje spoleény koten f1,..., fm
v algebraicky uzavieném télese, ktery f nemaé.

Podobné mizeme zformulovat algoritmus pro rovnost radikalé (resp. I(V(R))).
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Algoritmus 26.7 (rovnost radikdli).
VSTUP: fla"'vfmagla"'7gn

VISTUP:  Rad((fi,..., fm) = Rad({g1, ..., gn)))

1. pro vSechna i =1,...,m ovéf, zda f; € Rad({¢g1,-.-,9n))
2. pro viechna j =1,...,n ovéf, zda g; € Rad((f1,..., fm))
3. jestlize bylo odpovézeno vzdy ano, pak odpovéz ANO, jestli bylo odpovézeno

aspon jednou ne, pak v algebraicky uzavieném télese odpovéz NE, v obecném
télese odpovéz NEVIM

Priklad. V Q[z] mé&jme f; = (z—1)(2%2—2) a f = z— 1. Zjistéte, zda f € [(V(f1)).

Hned vidime, ze V(f1) = {1}. Pouzitim algoritmu chceme zjistit, zda 1 € (23 —
22 —22+2, 12—2—1). Algoritmus odpovi NE (nemftize odpovédét ANO, cely vipocet
by bylo mo#né provést stejné nad C). Grobnerova baze vyjde z — x — 1,22 — 2.

Priklad. Vratme se nyni k nasi motiva¢ni tloze z tivodu kapitoly o Grébnerovych
bazich. Chtéli jsme dokazat, ze v pravouhlém trojihelniku lezi vrchol C| stiedy stran

AB, AC, BC a pata vysky na stranu AB na kruznici. Ozna¢me si body trojihelniku
podle obrazku.

(0,.4y) =B
P=(u,y)
(0,2y) (2x,2y)

+
§=(xy)

(0,0)=C UZx,ﬂ) A= (4x,0)

Vime, ze

e strana PC' je kolmé na stranu AB, coz muzeme zapsat rovnici f; = zu —
yv =0,
e bod P nélezi strané AB, coz muzeme zapsat rovnici fo = yu+xv—4zy = 0,

Nyni chceme ukazat, ze |PS| = |SC|, neboli (u — x)? + (v — y)? = 22 + 2. Po
rozepsani dostaneme podminku f = u? — 2zu — 2yv + v = 0.

Problém pfevedeme na problém nélezeni do radikdlu. Chceme zjistit, zda libo-
volny kofen (a, b, ¢,d) polynomu f1, f2 je rovnéz kofenem f. Chceme tedy zjistit, zda
feI(V(f1, f2)). K tomu sta¢i ovérit, ze 1 € (f1, f2, 2f — 1). Vypoctem dostavame
Grobnerovu bazi x,y, z(u? 4+ v?) — 1. Vidime, Ze 1 do nalezené baze nepatii.

V ¢&em je tedy problém? Pokud = = y = 0, tak rovnice fi = 0 fo = 0 spliiuji
libovolné u, v, ale ne rovnici f = 0. Pfedpokladejme tedy, ze x,y # 0. Jak to ale
do nasi tlohy zabudovat? Vsimnéme si, ze g(a) # 0 pravé tehdy, kdyz wg(a) — 1
mé kofen. Podminku g # 0 tedy nahradime za wg — 1 a do baze pfiddme polynom
w(z? 4+ y?) — 1, kde w je nova proménnd. Nyni jiz zjistime, ze 1 € (f1, fo, w(2?® +
y2) - 1azf - 1>
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Priklad. Necht ABC je rovnoramenny trojuhelnik t.z. |[AB| = |AC|. Necht H je
pata vysky na stranu BC', E je kolmy praumét bodu H stranu AB, M je stied strany
EH. Dokazte, 7ze ptimka EC je kolma na pfimku AM.

Situaci ilustruje nasledujici obrazek

A=(0,y)
/
/
/
E=(u,v) /
- /
] b
M, T~

B=(x0) | H=(0,0) C=(x,0)

u v

Bod M mé soufadnice (%, &). Sestavime si rovnice baze idedlu

272
e bod FE patii strané AB, coz miiZeme zapsat rovnici fi = —yu+zv—2ay =0
e strana FH je kolm4 na stranu AB, coz miZeme zapsat rovnici fo = zu +
yv =0

Chceme dokézat, ze piimka EC je kolma na pfimku AM, coz lze zapsat rovnici
f = %(u—=z)+v(¥—y) = 0. Po tpravé dostavame rovnici f = u?—2zu+v?—2yv = 0.
Chceme tedy dokézat, ze f € I(V(f1, f2))- K tomu staci dokdzat, ze 1 € (fi, fo, 2f—
1). To bohuzel neni pravda ze stejného divodu v predchozim piikladu. Pokud
x = y = 0, pak libovolné wu,v jsou kofenem fi, fo, ale nikoliv f. Analogicky
jako v piedchozim piikladu piiddme podminku z? + 32 # 0. Zjistime, ze 1 €
(fi, fo,w(@® +y?) = L2f = 1).

26.3. Soustavy polynomidalnich rovnic. Metoda Grébnerovych bazi je zobec-
nénim jak Eukleidova algoritmu, tak Gaussovy eliminace.

Na zakladé tohoto pozorovani mizeme sestavit algoritmus, na jehoz vstupu bu-
dou polynomy fi,..., fm € T[x1,...,7s] ana vystupu budou prvky a € T* takové,
Ze fi(a) = 0 pro vSechna i, pfipadné Fict, kolik jich je a vypsat je. Definujme si
J:={f1,..., fm) a necht R je n&jakd normovand Grsbnerova béze J.
Pozorovani 26.8. V(R) = V(J) = V(f1,..., fm) je mnoZina feseni soustavy
fi(a) = 0.
Lemma 26.9 (Elimina¢ni lemma). Necht R je Grobnerova bdze idedlu I vzhledem
k usporddini <igx, 1 < T2 < Tz < ... < x. Pak I NTlxy,...,z;] = (RN
T[z1,...,x;]) pro vechna i.
Diikaz. (2) Trividlni.

(C) Necht f € INT[z1,...,z;], tedy f Ro. Zit1,---,2k se v priubéhu toho pie-

ANy y : RNT[z1,...,7;
pisovani nevyskytuji, nebot 1 < ... < z; < ;41 < ... < zg. Proto f fasee 0

a tedy RN Txy,...,z;] je Grobnerova baze pro I N T[zy,...,x;]. O
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Pravé dokazané lemma nam fika, ze feSeni pro z1,...,x; lze vyjadrit z rovnic v
T1yeooyTye
Piiklad. Mé&jme soustavu rovnic

2y +y—1=0
2y +x=0
V jednom z ptfedchozich ptikladi jsme ukazali, ze Grobnerova béaze idedlu genero-
vaného témito rovnicemi je {z,y — 1}. Tedy jediné FeSeni této soustavy je (0, 1).
Priklad. Mé&jme soustavu rovnic
zi 42+ =0
?y4+x=0

V jednom z piedchozich ptikladi jsme ukazali, Ze Grobnerova baze této soustavy v
uspofadani <pgx, y > = je {wvy —2® — 22, 2% + 23 + 2}. Dostali jsme sice nekone¢né
mnoho feSeni v C, ale dobfe popsatelnych: Z prvni rovnice mame pokud = = 0 tak
y miize byt libovolné a pokud z # 0, pak y = 22 + x. Z druhé rovnice dostaviame
¢tyfi kofeny pro z. a to 0,«, &, 8. VSechna FeSeni jsou tedy: (0,y) pro vSechna y,
(@, 0% + ), (a,a% + a), (8,52 + f).

Kdybychom pouzili usporadani <pgx, y < «, dostali bychom Grébnerovu bazi
{xy® + 2y — 2, 2y% + 22 + 2}, ze které nejsou zadna feseni vidét.
Tvrzeni 26.10. Necht T je algebraicky uzavrené téleso. Pak V (R) = 0 prdvé tehdy,
kdyZ 1 € R.
Diikaz. (<) Jestlize 1 € R, pak (R) =T[x1,...,2;] atedy V(R) = V((R)) =0

(=) Jestlize V(R) = 0, pak I(V(R)) = T|x1, ..., x| O 1. Podle Hilbertovy véty
o nuldch plati Rad((R)) = I(V(R)). Tedy existuje m takové, ze 1 = 1™ € (R). O

Poznamka. Predchozi tvrzeni ndm déava algoritmus na zjisténi, zda ma dané sou-
stava nad algebraicky uzavienym télesem feSeni.

Tvrzeni 26.11. Necht T je algebraicky uzaviené téleso. Pak V(R) konecnd prdvé
tehdy, kdyz pro vsechna i =1,... k existuje g; € R t.2. 1t(g;) = xf

Diikaz. Nebude. (]
Poznamka. Jako dusledek Elimina¢niho lemmatu navic plati: Je-li R redukovana
v uspofddani <pgx, kde 21 < 2 < ... a je-li V(R) kone¢nd, pak vysledek je ve
tvaru g1 (z1), g2 (21, x2), ..., gk (1, . . ., Tk ), pFiCemz z 1.rovnice mizeme vyjadiit x;,
z 2.rovice pak za, ...

Algebraickéd uzavienost télesa je nutna, protoze Matijasevié¢ nékdy v 70. letech
dokézal, Ze neexistuje algoritmus, ktery by ur¢il, zda mé rovnice p(x1,...,2,) =0
(polynom nad Z) feseni v Z (a tedy ani v Q). Proto nemtZe existovat algoritmus,
jak TeSeni nad algebraicky uzavienym télesem efektivné vyjadrit, jinak by stacilo
otestovat, zda jsou néktera z nich v Z (v Q)!

Priklad. Mé&jme soustavu
drz —day® — 1622 —1 =0
2%z +4r+1=0
20%2 422 + 2 =0

Tato soustava nema feseni v Q, ale ma feseni v C.
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Piiklad. Mé&jme soustavu
rztyr—ac+22—-2=0
vyt 422 —3r+y+z2—-1=0
2224+ 2% =32+ 22y + 14> —3y =0

Tato soustava nemé feseni v Q, ovséem ma nekoneéné mnoho feseni v C. Dokonce
pfi usporadani x < y < z je lze dobfe vyjadrit.
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