1. Test 07/08 zimni semestr

Priklad 1. Euklidovym algoritmem najdéte celd ¢isla k,l takovd, e NSD(81,24) =
k-81+41-24.

Reseni. Plati

81 3.-24+9
24 = 2.9+6
9 = 1-6+3
6 2.3+40,

tedy NSD(81,24) = 3. Zpétné dopocteme &isla k, I.

3=9-1.6=9-1(24-29) = (—1)-24+3-9 = (—1)-24+3-(81—3-24) = 3.81—10-24.
Resenim je (k,1) = (3, —10) (vSech fesenf je samoziejmé nekoneéné mnoho).
Poznamky. Skupina ve 14:00 méla nepatrné jiné zadani NSD(105,24) = 3 -

105 — 13 - 24.

Piiklad 2.  Operace ® algebry A ={0,1,2,3}(®) je ddna ndsledujict tabulkou

(ofof1]2]3]
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31311

(a) Najdéte vSechny podalgebry algebry A.

(b) Najdéte vsechny kongruence algebry A.

Reseni.
(a) Nejprve si vsimneme, zZe pro libovolnou podalgebru B (resp. jeji nosnou
mnozinu) plat{
(i) 0 € B prave kdyz 2 € B (protoze 000 =2 a 2® 2 = 0, coz dokazuje
obé implikace),
(ii) z 3 € B plyne 1 € B (protoze 3 ® 3 = 1).

Probereme jednotlivé piipady podle po¢tu prvki. Hledanou podalgebru
budeme znacit B



— Priazdni mnozina je podalgebrou (pokud ji vubec povazujeme za
algebru).

— Jednoprvké podalgebry. Z (i) a (ii) plyne, Ze jedinou moznost{ je
B = {2}. To je skuteéné podalgebra (nebot 2 ® 2 = 2).

— Dvouprvkové podalgebry. Z (i) plyne, ze pokud 0 € B nebo
2 € B, pak {0,2} € B. Z tabulky vidime, ze {0,2} je podalgebra.
Zbyvé jedind moznost, a to B = {1,3}. To je rovnéz podalgebra.

— Triprvkové podalgebry. Ziejmé 0 € B nebo 2 € B (diky poctu
prvku), ¢ili {0,2} € B (opét jsme pouzili (i)). Zbyvajl dvé moznosti
- B; ={0,1,2} a B, = {0,2,3}. Bs neni podalgebra podle (ii), B;
neni podalgebra, protoze 1 ® 0 = 3.

— Ctyiprvkovi mozina je podalgebrou.
Podalgebry A jsou (0),{2},{0,2},{1,3},{0,1,2,3}.

(b) Vyuzijeme toho, ze ekvivalence ~ je kongruenci algebry A prévé tehdy,
kdyz

(%) Va,b,ceA)a~b=cOa~cOb&a®c~bOec.

Pokud 0 ~1pak2=000~100=3atéz2=000~001=0, tedy ~
je trivialni kongruence. Z 0 ~ 3 vyplyva 0 =002 ~ 3 ® 2 = 1, tedy opét
~ je trivialni. Podobné zjistime, ze na trividlni kongruenci vede 1 ~ 2 i
2~ 3 ataké, ze 2 0 ~ 2 vyplyva 1 ~ 3 a naopak z 1 ~ 3 plyne 0 ~ 2.
Zbyva jedina netrividlni kongruence — kongruence s rozkladovymi tfidami
{0,2},{1,3}. Zkontrolovanim podminky (x) zjistime, Ze jde skutecné o
kongruenci.

Kongruence A jsou {{0}, {1}, {2}, {3}}, {{0,2},{1,3}},{{0,1,2,3}}. (Vyp-

sali jsme rozklady urc¢ené kongruencemi.)

Poznamky. Skupina ve 14:00 méla prvky preznacené 2 < 3.

Piiklad 3. Najdéte podalgebru B algebry C(+) generovanou mnoZinou

{~1,2i}.

Reseni. Protoze —1 € B, je také —2 = (—1) + (—1) € B. Protoze —1,—2 € B,
mame —3 = (—2) + (—1) € B. Je vidét, ze indukci 1ze dokdzat —n € B pro
libovolné n € N. Podobné nahlédneme, ze 2ki € B pro libovolné k € N. Pro
libovolnd k,n € N mdme —n € B a 2ki € B tedy i —n + 2ki € B. Dokézali
jsme, zZe

B

V)

{—n|neN}U{2ki| ke N}U{—n+2ki|2ki—n e N}
= {—n+2ki|k,neNy}—{0}.



Snadno ovéfime, ze mnozina na pravé strané inkluze je uzaviend na operaci +,

tedy

B ={-n+2ki| k,neNy}—{0}.

Poznamky. Skupina ve 14:00 méla mnozinu {—3, 2¢}

Piiklad 4. Zjistéte, zda plati ndsledugics.
(a) C(+) =R(+) x R(+).
(b) C() =R() xR(:).

Reseni.

(a)

Tvrzeni plati. DokéZeme Ze zobrazeni f : C(+) — R(+) x R(+) dané
vztahem f(a + bi) = (a,b) je izomorfismus. Je tedy tieba ovérit, ze f je
homomorfismus a bijekce.

Bijektivita f je zfejma. Pro dukaz kompatibility s operaci vezmeme libo-
volné a + bi, c + di € C, spoc¢itame

flla+bi))+ (c+di)) = f(la+e)+(b+d)i)=(a+c,b+d)
fla+bi)+ (c+di) = (a,¢)+ (b,d)=(a+b,c+d)

a jsme hotovi.

Tvrzen{ neplati. V C(-) Ize odmociiovat libovolné éfslo, kdezto v R(+) X
R(+) nelze (naptiklad nelze odmocnit (—1, —1)). Formélnéji: tvrzeni

(Vo) Fy) y-y==z

plati v algebfe na levé strané a nikoliv v algebie na pravé strané. Platnost
uvedené formule se pritom libovolnym izomorfismem prenasi.

Alternativné lze napi. pouzit skute¢nost, ze v C(-) existuji libovolné prim-
itivnf odmocniny (napft ¢tvrtd). Formélnéji: tvrzen{

(Fz) (z-z-z-x-x=x)& (z -z -z #1x)

plat{ v C(:) (napf pro & = i), ale neplati v druhé algebfe.

Piiklad 5. Najdéte vsechny homomorfismy Z(f) — Z(g), kde undrni operace
f, g jsou ddny predpisy

flz) =241, g(w){ r—1 kdyz x>2

1 kdyz =1



Reseni. Oznacme h libovolny homomorfismus Z(f) — Z(g). Pro libovolné
x € Z plati h(f(z)) = g(h(z)), neboli
(%) h(z +1) = h(z) — 1, pokud h(z) >2, h(x+1) =1, pokud h(z) =1

Predpoklddejme, ze pro néjaké ¢islo a € Z je h(a) # 1. Pokud h(a) # 2, pak
vyuzitim (*) dostdvdme h(a + 1) = h(a) — 1. Bud h(a + 1) # 2, nebo opét

pouzijeme (*) a zjistime, ze h(a + 2) = h(a) — 2. Takto zfejmé nalezneme
b € Z takové, ze h(b) = 2. Nyni aplikaci (%) zjistime h(b + 1) = 1, déle
1=h({b+2)=h(b+3)=.... Rovnéz zjistime, ze h(b—1) = 3, h(b—2) = 4,
.... Mame tedy
! pokud x > b
h(z) _{ b—x+2 pokudz>0

Snadno ovéiime, ze takto definované h je skutecné homomorfismus pro libovolné
b € Z. Nalezli jsme tedy vsechny homomorfismy, které nejsou konstantni s
hodnotou 1. Zbyvéa zobrazeni h(z) = 1,z € Z, které je rovnéz homomorfismem.



