1. Test 06/07 zimni semestr !

Piiklad 1.  Najdéte vsechna teseni nadsledugici soustavy rovnic nad télesem
Z7,’

4 1 5 2 6|4
3 6 3 0 415
5 3 2 1 113

Reseni. Gaussovou eliminaci prevedeme danou soustavu na ekvivalentni sous-
tavu v odstupnovaném tvaru:

4 1 5 2 6|4 4 1 5 2 6|4
36 3 0 4|5 |~]10012 3|2 |~
5 3 2 1 113 0 01 2 415
41 5 2 6|4 1 2 3 4 5|1
~1 0012 3|2 |~(0012 3|2
0 000 1|3 0000 1|3

V prvnim kroku jsme pficetli 1. fadek k 2. fadku a 4-nasobek 1. fadku k 3.
fadku. V druhém kroku jsme pricetli (-1)-ndsobek ( = 6-ndsobek) 1. fadku k
3. fadku. Ve tfetim kroku jsme vyndsobili 1. Fadek ¢islem 2 (to neni nutné, jen
si trochu zjednodusime pocitani fesent).

Neznamé si oznacime poradé a, b, ¢, d, e. Pivoty jsou v sloupcich odpovidajicich
proménnym a, ¢ a e. Proménné b,d jsou tedy parametry.

Vypocteme partikuldrni (tj. libovolné) feseni nasi soustavy: Zvolime napi.
b=d = 0. Ze tfeti rovnice dostdvame e = 3, z druhé rovnice ¢ + 2d + 3e = 2,
tedy po dosazeni d = 0, e = 3 médme ¢ = 0. Z prvni rovnice spocteme a = 0.
Partikularnim feSenim je napf. vektor

(0,0,0,0,3).

Zbyva urcit néjakou bazi prostoru vsech feSeni prislusné homogenni soustavy
1 2 3 4 510
0 01 2 3|0
000 0 1|0

Volbou b = 0,d = 1 dostdvdme feseni (2,0,5,1,0). Volbou b = 1,d = 0
dostdvdme feseni (5,1,0,0,0). Mnozina vSech feSen{ homogenni soustavy je
((2,0,5,1,0),(5,1,0,0,0)).

LOmluvte slabou sazbu. Nemdm &eskou variantu TEXu, takze diakritika vypadé vselijak,
déleni slov je ¢asto chybné, apod. N&améty na zlepSeni, nejasnosti apod. poslete tieba na
email a nebojte se na cokoliv zeptat pfi cvicéenich!



Mnozina v8ech feSeni soustavy je

(0,0,0,0,3) +((2,0,5,1,0), (5,1,0,0,0)).

Poznamky.

e Piiurcovani baze feSeni homogenni soustavy zapomnéli nékteii ” vynulovat
pravou stranu”.

e Vysledek nékdy vypadal napf. takto
(0,0,0,0,3) +((2,0,5,1,0),(5,1,0,0,0),(0,1,5,1,0)).

To je sice pravda, ale jeden vektor Ize vynechat, proto nebyla feseni uznana
jako spréavna (napf. vektor (0,1,5,1,0) (feSeni pro volbu b = 1,d = 1)
je souctem feSeni (2,0,5,1,0) (volba b = 0,d = 1) a (5,1,0,0,0) (volba
b=1,d=0).

e Lze postupovat i tak, ze nejprve vyjadiime proménné v zavislosti na para-
metrech: e =3, c=2+5d+4e =>5d, a =14 5b+ 4c+ 3d + 2e = 5b+ 2d.
Mnozina v8ech feseni je

{(5b+ 2d,b,5d,d,3);b,d € Zr} =
= {(0,0,0,0,3) +b(5,1,0,0,0) +d(2,0,5,1,0);b,d € Z7} =
=(0,0,0,0,3) +((5,1,0,0,0),(2,0,5,1,0)).

To je ale pracnéjsi. Je potieba, abyste uméli fesit soustavy rovnic
postupem ve vzorovém feSeni!!!

e Vektory v nékterych feSenich mély dokonce spatny pocet slozek. Vysledkem
byl napi. vektor z prostoru Z3.

Priklad 2. Mdme ddnu matici A nad télesem Zs. Najdéte A=' (pokud
existugje).

3 40
A=13 1 1
2 41

Reseni. Inverzni matici spocteme metodou (A|E) ~ ... ~ (E|A™1).

34 0|11 00 34 011 00 30 3|13 3 0
3111010 }~10211410]~1021|410
2 4 1|0 0 1 0 3 1|1 0 1 0 0 2|0 1 1
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Poznamky. Nékdo pouzil metodu (E|A) ~ (AL E). To je také mozné (rozmyslete
si proc).

Priiklad 3. Pro kterd redlnd c¢isla a jsou vektory (a,—4,—1), (4,—6,—3),
(1,1, —a) vektorového prostoru R3 linedrné nezdvislé?

Reseni. Elementérn{ ipravy matice nemeénf linearni (ne)zavislost fadki. Napiseme
si tedy dané vektory do fadku a prevedeme vzniklou matici na odstupniovany
tvar. Z odstupniovaného tvaru snadno rozhodneme o linedrni (ne)zdvislosti:
R4dky matice v odstupiiovaném tvaru jsou linedrné zavislé, pravé kdyz matice
obsahuje nulovy Fadek.

1 1 —a 1 1 —a
4 -6 -3 ~ 0 —-10 —3+44a ~
a —4 -1 0 —4—a —1+a?
1 1 —a 1 1 —a
~ 0 —10 -3+ 4a ~ 0 —10 -3+ 4a
0 40+ 10a 10— 10a? 0 0 —6a®+13a—2

(V posledni tipravé jsme pficetli (44a)-ndsobek 2. fadku k 3. fadku.) Vsimneme
si, ze pro libovolné a je posledni matice v odstupnovaném tvaru. Nulovy radek
obsahuje, pravé kdyz —6a? 4+ 13a — 2 = 0, coz se stane, pravé kdyz a = é nebo
a = 2 (fesen{ kvadratické rovnice). Tedy dané vektory jsou linedrné nezavislé,
pravé kdyz a # 2 a a # %.

Jiné teSeni. Podle definice jsou dané vektory linedrné nezavislé, pravé kdyz
rovnice

Z- (17 ]-7 _a’) +y- (43 —6, _3) +z- (CL, —4, _1) = (07070)
mé netrividln{ fesen{ (t.j. jiné feSen{ nez o¢ividné x = y = z = 0). Rozepsdnim
do slozek dostavame homogenni soustavu, kterou upravime Gaussovou elim-
inaci.

1 4 a 1 4 a
1 -6 -4 |~ 0 —10 —4—a |~
—a -3 -1 0 —34+4a a®—-1
1 4 a 1 4 a
~ 0 —10 —4—a |~ 0 —10 —4—a
0 —30+40a 10a®—10 0 0 6a®>—13a+2



(V posledni upravé jsme pricetli (—3 + 4a)-ndsobek 2. fadku k 3. fédku.)
Vsimneme si, ze posledni matice je v odstupiovaném tvaru pro libovolné a. Je
ziejmé, ze homogenni soustava rovnic v odstupniovaném tvaru mé netrividlni
feseni, pravé kdyz obsahuje volnou proménnou (parametr). To se v naSem
pifpadé stane, pravé kdyz 6a — 13a + 2 = 0. Dostdvame stejny vysledek jako
v pfedchozim Feseni.

Jesté jiné reSeni. Dand mnozina vektoru je LZ, pravé kdyz determinant
libovolné matice vysSe je nulovy. Toto jsme jesté na cviceni neprobirali.

Poznamky. Tento pifklad délal nejvétsi problémy (dle oc¢ekédvani)

e Tvrzeni ”Jsou-li vi, vy LN, vy, v LN a vo, vy LN, pak jsou vi, vy, vy LN”

rozhodné NEPLATT !!!!. Napi. vektory (1,0),(0,1),(1,1) v R2.
e Niésobeni fddku nulou neni (vétsinou) ekvivalentni tpraval!!l Tedy pokud
nasobime ¢islem napf. 4a — 3, musime dat pozor na piipad a = %. Je

rozdil mezi témito ipravami:
— Vynasobit 1. fddek a a potom pficist k 2. radku.
— Prficist a-ndsobek 1. tadku k 2. fadku.

Prvni dprava nemusi byt ekvivalentni pro a = 0, druha je vzdy. Navic
prvni Uprava vétsinou matici ”zkomplikuje”.

e Uvazujme matici

a 5 —6
0 3a—14 20
0 0 a®—13a+7

Neni pravda, ze fadky této matice jsou LN, pravé kdyz a®—13a+m = 0!!!!
Proa=0ia= % jsou fadky LZ! Duvod je ten, Ze napf. pro a = 0 neni
matice v odstupniovaném tvaru, tedy o linearni nezavislosti nelze soudit z
absence nulového fadku.

e Nékde chybéla odpovéd na polozenou otédzku. To je zejména u zmatenéjsich
feSeni ¢asto rozhodujici vada.

Priklad 4. Vypodctéte n-tou mocninu (n je prirozené ¢islo) redlné matice A.

-1 1 0
A= 0 -1 1
0 0 —1



Reseni. Spoc¢teme prvnich nékolik mocnin:

1 -2 1 -1 3 =3
A2=A- A= 0 1 —2 |, A*=A4.42= 0o -1 3],
0 0 1 0 0 -1
1 —4 6 -1 5 —10
At=A4-A2=0 1 —4 |, A =4.-4*= 0 —1 5
0o 0 1 0 0 -1

Odhadneme vysledek:

(D" (=DM (<) ()
A" = 0 (—1)  (=1)"*In
0 0 (—1)"

a dokdzeme indukei podle n (tvrzeni, které dokazujeme, je: Pro kazdé prirozené
n plati vztah A™ =...). Pro n = 1 tvrzen{ plati. Nyn{ pfedpokldddme, Ze plati
pro n. Mame

110 )" (=)™ (1) (D)
An+1 = A. A" = 0 —1 1 . 0 (71)71 (71)n+1n —
0 0 -1 0 0 (—1)"

(=D (=D" (1) (=)™ 'n+(=1)" (1) (=D)"(3) + (=1)"*'n

= 0 (—1)- (=1)" (—1) - (=1 + (~1)"
0 0 (—1)- (=)
()" (=)™ (n+1)  (~1)m("E
= 0 (™t (=D 1) |,
0 0 (—1)n+t

kde pii vypoctu prvku na misté 13 jsme pouzili vztah (Z) +n= (”erl) Tvrzeni

tedy plati i pro n 4+ 1 a dikaz indukef je hotov.

Poznamky.

. (3) = 2
e (—1)" = (—1)""2 (v nékterych feSenich se vyskytl vyraz na pravé strané,
coz véci ubird na krése).

e Soucet aritmetické fady 1 +2+ 3+ ... +n je ("'QH) (viz ucebnice pro
zékladni skoly).

Piiklad 5. Jsou ddny permutace w,p € Sg. Vyjddrete permutaci p~lm

rozkladem na nezdvislé cykly a spocitejte znaménka permutaci w, p, p~'.



Reseni. V zépisu pomoci rozkladu na nezavislé cykly je

T = (175634),
p=p" = (13)(25)(46),
p'r = (1725436).

Parita permutace je rovnd parité poctu cyklu sudé délky (v zdpisu pomoci
nezdvislych cyklu). Tedy permutace 7 je lichd (jeden cyklus sudé délky), p
je lich4 (tii cykly liché délky) a p~!7 je suda (zadny cyklus sudé délky).
Poznamky.

e Pozor na poradi pii sklddani!

e Vypocet rozkladem na transpozice je zdlouhavy.

e Vypocet pomoci poctu inverzi je zdlouhavy.

e Pocet inverz{ permutace (1,2,3,4) je 3 nikoliv 0, jak by se mohlo zdit z
nasledujictho chybného postupu: pocet ¢isel napravo od 1 mensich nez 1 je
0, pocet ¢isel napravo od 2 mensich nez 2 je 0, .... Tento postup muzeme
pouzit, pouze mame-li permutaci zapsanou tabulkou.

e Znaménko slozené permutace je soucin znamének jednotlivych permutaci.
Toto u nékterych teSeni neplatilo.

Piiklad 6. Jsou ddny vektory vi,va,vs, vy € Z3:
vi = (1,2,0), vo =(2,2,0), v3 =(1,2,2), v4 = (0,1,2).

o Vyjddrete vektory vi, vy jako linedrni kombinaci vektori vs, vy (pokud to
jde).

o Urcete néjaké bdze a dimenze prostori (vs,va), (vi,Vs, V), (Va, Vs, vy),
<V1, V2,Vs, V4> .

Reseni. Chceme najit k,1 € Zs tak, aby v, = kvs + lvy, a podobné pro vektor
vy. Rozepsanim do slozek dostaneme dvé soustavy rovnic, které se lisi pouze
pravou stranou. VyfeSime je proto soucasné:

1 0|1 2 1 0|1 2 1 0|1 2

2 112 2 ~ 0 1/0 1 ~ 0 1/0 1

2 210 0 0 2|1 2 0 0|1 O
Rovnice vi = kvs + [vy tedy nema feSeni, tj. vi nelze vyjadiit jako linedrni
kombinace vektoru vs a v4. Rovnice vo = kvs + vy mé (jedno) feseni k =

2,1 =1. Tedy
Vo = 2V3 + V4.



K rychlému urc¢eni baze se hodi néasledujici jednoduché pozorovani: Vektory
uy,..., U jsou linedrné nezavislé, praveé kdyz, pro kazdé ¢ = 1...k, vektor u;
nelze vyjadrit jako linedrni kombinace predchozich vektoru uy,...,u;_1. Dobie
si rozmyslete jemny rozdil mezi definici linearni nezavislosti a timto tvrzenim.
Dikaz si snadno udéldte sami, piipadné muzete nahlédnout do skript doc. Tumy
(kapitola linedrni nezdvislost).

Zpét k teseni. Vektor v je nenulovy a vektor v, neni ndsobkem vektoru vs.
Podle piedchoziho tvrzeni je mnozina {vs, v4} linedrné nezévisld a samoziejmeé
generuje (vs, vy). Tedy

Béaze (v3,vy4) je napt. {vs, v}, dimenze je 2.
(Pfipomenuti: béze je linedrné nezdvisld mnozina generatort, véechny béze maji
stejny pocet prvku, tento pocet se nazyva dimenze.)
Zjistili jsme, Ze vo € (V3,Vy4), tj. (va, Vs, vy) = (v3,Va), tj.
Béze (va,vs,vy) je napt. {vs, vy}, dimenze je 2.

Zjistili jsme, Zze vi neni linedrni kombinaci vs, v4. Podle pozorovani vyse je
tedy {v1, Vs, v4} linedrné nezgvisla.

Béze (v1,vs,Vvy4) je napt. {vy,vs,va}, dimenze je 3.

Je dobré si uvédomit, ze libovolny podprostor dimenze n v prostoru dimenze n
je cely prostor. V mnasem pifpadé mame (vy,vs,vys) = Z3i. Tedy jiny piiklad
béze (vi,vs,vy) je {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}.

Ziejmé (v1,va, V3, vy) = (v, V3, vy), tedy

Béze (v1,Vva,V3,vy4) je napt. {vy,vs, v4}, dimenze je 3.

Poznamky.

e Je potieba (hlavné pii zkousce) zndt zdkladni pojmy: vektorovy pros-
tor, LN a LZ mnozina, mnozina generatori, béze, dimenze. Odpovéd
na druhou otdzku ”dimenze vSech prostoru je 3, protoze vektory maji tii
slozky” je chybna.

e Odpoved
L. 1 1 1
Baze je ( 0 2 1 >

je nesmyslnd. Baze neni matice. Spravné by bylo napt.: Bazi tvoii radky
nésledujici matice . ... Nebo jesté 1épe: Béze je {(1,1,1),(0,2,1)} (slozené
zdvorky nejsou nutné, baze se nékdy definuje jako posloupnost vektoru (p.
Tuma), nékdy jako mnozina (p. Bican)).

e Vyuziti eliminace pro urc¢eni béze linedarniho obalu vektoru zde bylo sice
zbytecné, nicméné je spravné, tedy chvalim.

e Rada lidi mlcky pouzivala tvrzenf uvedené v feseni. Mlcky jsem predpokladal,
7e si to doty¢éni uvédomili (i kdyz trochu pochybuji).



