Polarni baze bilinearnich forem
1. verze ze dne: 7.4.2005

Toto je pracovni, netplna verze, ktera jisté obsahuje spoustu chyb. Takze
prosim zatim berte s rezervou.

Prvni ¢tyfi body pfipominaji zakladni definice a fakta o bilinearnich for-
mach, ktera budeme potfebovat.

1. Bilinearni formy. Mé&jme vektorovy prostor V' dimenze n nad télesem
T abazi M = {mqy,ma,...,mp}. At f:V xV — T je bilinearni forma
(dale BF). Matici f vzhledem k bazi M rozumime matici A = (a;)7,—,,
kde a;; = f(m;,m;). Hodnotu f(u,v), kde {u}y = (ur,ug,. .., uy,),

{v}p = (v1,v2,...,v,) vypolitdme

f(u,v) = Z a;;u;v; (analytické vyjadfeni)
ij=1

nebo lépe

flu,v) = (up,ug,...,up)- A (vy,09,...,0,)"

= {ubu - A {v}y.

Pro kazdy vektor v € V definujeme linearni formy f(u, ) a f(, u)
takto:

f(u,,)(v) :f(u,v), f(ﬂu)(v) :f(vau)7 kde v e V.

Matice téchto forem vzhledem k M jsou:
{f(u, b ={ubar - A, {fCGwha = {ufar - A"
Levy a pravy vrchol f se definuje nasledujicim zpusobem:
Vilf) ={ueV | (WweV) fluv) =0t ={ue V| f(u_) =0}

Volf) ={ueV | (VweV) flv,u) =0t ={ueV | f(,u)=0}

kde prvni nula na obou radcich znaci nulovy prvek télesa a druha nula
znaci nulovou formu.

Tedy
WiH) e = War, {Vp(f) I = Wa,

1



o N

10.

kde Wx je mnozina vSech feSeni homogenni soustavy rovnic s matici

X.

Levy a pravy vrchol maji stejnou dimenzi, této dimenzi fikdme nulita,

znaceni n(f). Hodnosti f rozumime ¢islo h(f) =n — n(f) = h(A).

. Tvrzeni. Necht A je matice BF f vzhledem k bézi M. Necht B je

matice prechodu od baze M k bazi N. Pak matice f vzhledem k N je
BT AB.

Symetrické a antisymetrické BF. Rikdme, Ze BE' f je symetricka,
pokud f(u,v) = f(v,u) pro libovolné vektory u,v € V. Je snadné ovéfit
(ovétte!), ze f je symetrickd pravé tehdy, kdyz jeji matice A vzhledem
k libovolné (ekvivalentné kazdé) bazi je symetricka (tj. a;; = aj; neboli
maticové A = AT). U symetrickjch bilinedrnich forem levy a pravy
vrchol splyva a mluvime o vrcholu (znaceni V(f)).

Rikdme, e BF f je antisymetricka, pokud f(u,v) = —f(v,u) pro
libovolné vektory u,v € V. BF f je antisymetricka prave tehdy, kdyz
jeji matice A vzhledem k libovolné (ekvivalentné kazdé) bézi je antisy-
metrickd (tj. a;; = —aj; neboli A = —AT).

. Kvadratické formy. Mame-li bilinearni formu f, definujeme fo(u) =

f(u,u) (f2 je tedy zobrazeni fy : V' — T') a fikdme, Ze f, je kvadra-
ticka forma vytvoteni bilinearni formou f. V télesech charakteristiky
ruzné od 2 existuje pro kazdou kvadratickou formu pravé jedna syme-
tricka bilinearni forma, ktera ji vytvari.

. Definice polarni baze. Necht f : V x V — T je BF na vektorovém

prostoru V' dimenze n nad télesem 7.

Baze P = {pi1,pa,...,pn} prostoru V se nazyva polarni baze BF f,
pokud f(p;,p;) = 0 pro libovolna ¢, j € {1,2,...n}, ¢ # j. Jinymi slovy,
pokud matice f vzhledem k P je diagonalni.

Otazka. Existuje polarni baze trivialni (= nulové) BF?
Odpovéd. Ano. Vsechny baze V jsou v tomto pfipadé polarni.
Otazka. Existuje polarni baze BF f, pokud f neni symetricka?

Odpovéd. Neexistuje. Matice f vzhledem k polarni béazi je diagonalni,
¢ili symetricka. Tedy f je symetricka BF.

Otazka. Existuje polarni baze néjaké nenulové antisymetrické BF?
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Odpovéd. Ano. Pokud char(T) = 2, kazda symetrickd BF je zaroven
antisymetricka. Napr. diagonalni matice je antisymetricka.

Otazka. Existuje polarni baze néjaké nenulové antisymetrické BF nad
télesem T, char(T') # 27

Odpovéd. Ne. Pro takova télesa je kazd4 antisymetrickd a zaroven
symetrickd BF nutné nulova.

Umluva. Nasim cilem je naucit se pro danou BF f najit jeji polarni
béazi (pokud existuje). To se ndm muze podafit, jen je-li f symetricka.
Popsané metody funguji pro télesa charakteristiky ruzné od 2 (nad
télesem charakteristiky 2 existuji symetrické BF, které polarni bazi ne-
maji). Dale budeme ptredpokladat, ze

f je symetricka BF na vektorovém prostoru V' dimenze n nad
télesem T, kde char(T) # 2.

V tomto pfipadé polarni baze vzdy existuje.
Polarni baze — Metoda I.

1. Najdeme vektor p; € V' takovy, Ze fa(p1) # 0. Uréime f(py, ).

2. Najdeme vektor po € Ker(f(p1,-)) takovy, Ze fo(p2) # 0. Urcéime
f(p2, ).

3. Najdeme vektor ps € Ker(f(pi,-)) N Ker(f(p2,-)) takovy, ze
f2(p3) # 0. Uréime f(ps, ).

atd.

Jsou dvé moznosti

(a) Podafi se ndm provést n kroku. V tomto piipadé P = {p1,...,pn}
je hledana polarni baze f.

(b) V i-tém kroku se ndm nepodafi najit najit p; € ;;11 Ker(f(p;,-)),
aby fa(pi) # 0. V tomto piipadé je
i1
V(f) = Ker(f(p;,-)
j=1

a hledana polarni baze je P = {p, . .., p;—1 }U libovolnd baze V(f).



16.

17.

18.

19.

20.

Poznamka. V i-tém kroku tedy potfebujeme v daném prostoru U
bud najit vektor u € U, aby fa(u) # 0, nebo rozhodnout, Ze takovy
vektor neexistuje. Jisté nebudeme zkouset vSechny vektory v U (v pro-
storech nad nekonec¢nym télesem jich je nekonecné mnoho, takze ani
nemuzeme). Nasledujici tvrzeni fika, Ze sta¢i zkouset vektory z libo-
volné baze a soucty dvojic vektoru z této baze.

Tvrzeni. Necht f je BF na vektorovém prostoru U nad télesem T,
char(T) # 2. Necht {uy,...u,} je baze U. Pak f je trividlni prave
tehdy, kdyz fo(u;) = 0 a fa(u; +u;) = 0 pro kazda i,j € {1,...n},
i#j.

Dikaz. Neni-li forma trivialni, pak pro néjaka 4, j je f(u;,u;) # 0.
Protoze

folwi +uj) = folw) + flwi,uy) + fluj, w) + fo(uy),
f je symetrickéd a char(T') # 2, mame
0 7 2f (uiy uy) = faui + uj) — folui) = fa(uy),
takze jedno z Cisel na pravé strané je nenulové.

Proc¢ metoda I funguje? Navod k dukazu: Predpokladejme, Ze na-
stane varianta (a). Pro libovolnd pfirozend ¢isla i < j < n, vektor p;
volime (mimo jiné) v Ker(p;, ), neboli f(p;,p;) = 0. Takze staci pouze
overit, ze vektory py,...,p, tvori bazi. K tomu staci pro kazdé ¢+ < n
ovéfit, ze p; & (Div1,Disv2, - - -, Pn) - Ale vektory pii1,pita, - .., Py volime
v prostoru U = Ker(f(pi,-)). Tedy p; & U, nebot fo(p;) = f(psi, pi) # 0.

Pokud nastane varianta (b), snadno nahlédneme, ze (,_} Ker(f(p;,-))

je vrchol f (nahlédnéte!). Zbytek se dokaze podobné jako v pfedchozim
odstavci (dokazte!).

Priklad. Najdéte polarni bazi BF f : Z§ x Z3 — Z3 zadané matici A
vzhledem ke kanonické bazi.

21 21
1 21 2
A_2112
1 2 21



21. ReSeni. Nejprve si viimneme, ze f je opravdu symetrickd BF, tedy
polarni baze existuje.

1. Mame zvolit pq, aby fa(p1) = f(p1,p1) = 0. Tedy napf.

p1:(1707070)7 f2(p1):p1Ap{:2

Uréime matici M; linedrni formy f(py, -):
My ={f(p1, Jbrs. =p1-A=(2121).

2. Uréime Ker(f(p1,-)), tedy feseni homogenni soustavy rovnic s matici
Mli
Ker(f(p1,-)) = (a1, a9,a3), kde
a; = (1,1,0,0), a2 =(2,0,1,0), a3=1(1,0,0,1).

V tomto prostoru mame najit py, aby fa(ps) # 0. Postupujeme podle
tvrzeni 17. Zkusime a;, bohuzel f3(a;) = 0. Podobné spoc¢teme f3(as) =
0, ale fa(az) = 2 (pokud by ndm vyslo fs(as) = 0, museli bychom jesté
spocitat fo(a; + as), fo(a; + as), fa(as + az)). Volime

p2:a3:(1707071>7 f2(p2) =2
a spocteme

M, = {f(p%—)}k.b. =pp- A= (0 01 2)-

3. Uréime Ker(f(p1,-)) N Ker(f(pa,-)), neboli feSeni homogenni sou-

stavy rovnic s matici
My (2121
My ) \0 01 2]/

Matice je rovnou v Gaussové tvaru, tedy ihned piSeme Feseni (parame-
try volime na 2. a 4. pozici)

Ker(f(p1,-) N Ker(f(p2,-)) = (b1,bs), kde

by = (0,0,1,1), by=(1,1,0,0).

Zkusime f5(b1) = 0, fo(b2) = 0, fa(by + by) = 0. Tedy jsme se dostali
do vrcholu.



Zjistili jsme, ze

Vrchol = V/(f)=((0,0,1,1), (1,1,0,0)>

Nulita = n(f)=dim V(f) =
Hodnost = h(f)=4—n(f)=2
Polarni baze = P = {p1,p2,p3,ps} =

= {(1,0,0,0),(2,1,0,1),(0,0,1,1),(1,1,0,0)}
Ja(p1) 0 0 0
_ 0 fo(p2) 0 0
Mat. vzhledem k P = 0 0 Folps) 0
0 0 0 f2(P4)
2 000
B 0200
o 0 00O
0 00O

22. Polarni baze — Metoda II.

Pokud je vrchol BF netrividlni, v néjakém kroku nastane situace z
bodu (b). Abychom ovéfili, Ze uz nemame pokracovat dal (tj. dostali
jsme se do vrcholu) musime vypoéitat hodnotu fy(u) pro fadovée |n(f)|?
vektori. Tuto nevyhodu do zna¢né miry odstranuje nasledujici tprava
predchoziho postupu:

1. Najdeme vrchol V(f) BF f (resp. jeho bazi).
2. Najdeme D bazi n€jakého doplitku vrcholu. Uréime g — restrikei

f na (D).
3. Najdeme polarni bazi g (metodou I.).
Polarni baze P je P = baze g U baze V(f).
23. Priiklad.
Spocitame jesté jednou predchozi priklad.

1. Najdeme vrchol, neboli feseni homogenni soustavy rovnic s matici

A:

N = DN
N = N =
N = = DN
— NN
S O O N
S O O
=N O N
N = O
2
Y
SN
o =
— N
N =
N~—
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Tedy
V(f)=(0,0,1,1),(1,1,0,0)) .

2. Najdeme bazi doplitku vrcholu. Zvolime napf.
D = {d,,dy} = {(0,1,0,0),(0,0,0,1)}.

Vidime, ze D je skutecné baze doplitku: vektory z D tvoii s bazi V(f)
bazi Zj, protoze pokud je napiSeme pod sebe ve vhodném poradi,
vznikne dolni trojihelnikova matice s nenulovymi prvky na diagonale.

Matice g — restrikce f na (D) je

se(faca) ) -3 1)

3.1. Zvolime {p1 }p = (1,0) (neboli p; = {0,1,0,0}), g2(p1) = 2. Matice
g(p1,-) vzhledem k D je {p1}p - B = (2 2).

3.2. Spocteme {Ker(g(p1,-))}p = ((1,2)). Zvolime {p2}p = (1,2) (ne-
boli p2 = (0,1,0,2)) a méme go(ps) = 2.

Polarni baze je P = {(0,1,0,0), (0,1,0,2),(0,0,1,1),(1,1,0,0)}.

Polarni baze — Metoda III — Symetrické tpravy.

Méjme BF f a jeji matici A vzhledem k bazi M. Napiseme si vedle
matice A jednotkovou matici. Nyni provadime symetrické tpravy (viz
nize), abychom v levé ¢asti matice dostali matici diagonélni:

(A|E) ~ ...~ (DI|P)
Jakmile se ndm to podaii, méame v fadcich matice P vektory polarni
baze (vyjadiené vzhledem k M). Navic D je matice f vzhledem k P.
Jedna symetricka tprava sestava ze dvou kroku:
e Provedeme elementéarni fadkovou tpravu (napiiklad 3-nasobek 1.
fadku pricteme ke 2. fadku; pfip. vynasobime 4. fadek ¢islem 5).
e Tutéz tpravu provedeme se sloupci (napf. 3-nasobek 1. sloupce

pfi¢teme ke 2. sloupci; pfip. vynasobime 4. sloupec ¢islem 5).

Symetrickych tprav lze provadét i vice najednou, patricné sloupcové
upravy pak musime provadét v opacném potadi. Vzdy je dobré si po
upravé prohlédnout, zda vznikla matice je opét symetricka — provede-
nim symetrické tpravy se totiz symetrie nenarusi.
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Symetrickou matici lze vzdy prevést symetrickymi tipravami na ma-
tici diagonalni: Gaussovou eliminaci se snazime prevést matici na dolni
trojuhelnikovy tvar, eliminaci horniho trojihelniku nam zajisti syme-
trické tpravy. Oproti bézné eliminaci se muzeme setkat jesté s jednim
problémkem, viz déle.

Pro¢ metoda III funguje? Pripomenme, Ze provedeni elementarni
rfadkové tpravy lze vyjadrit nasobenim regularni matici, feknéme B,
zleva (tzv. matice elementarni transformace). Snadno nahlédneme (na-
hlédnéte!), Ze provedeni odpovidajici ipravy na sloupce je totéz, jako
nasobit matici BT zprava.

Po provedeni i symetrickych uprav mame matici (X|Y'). Indukei podle
it dokadzeme, ze X je matice f vzhledem k bazi N takové, ze matice
piechodu od M k N je YT. Na zacatku (pro i = 0) tvrzeni plati. Podle
predchoziho odstavce lze jednu symetrickou tpravu zapsat maticoveé
takto:

(X|Y) ~ (BX|BY) ~ (BXB"|BY),

tedy tvrzeni opét plati podle bodu 2.

Priklad.
Spocitame opét stejny priklad.

212 1/1 000
12120100
211200107
1 221/000 1

212 1/1 000 200 0/1 000

0000|1100 0000|1100

00212010 7loo0o21/2010]"

00121001 00121001

2000[/1 000 2000|1000

0000|1100 0000|1100

0021/2010]| 7 [oo20l2010

0000/00T11 0000[0O0T11

V prvni tpravé jsme 1. fadek pricetli k 2. a 4. a dvojnasobek 1. radku
pticetli k 3. V druhé upravé jsme totéz provedli se sloupci (zde je jedno
v jakém poradi provadime tpravy — tpravy spolu komutuji). Ve tfeti
uprave jsme 3. fadek pricetli k 4., ¢tvrta je symetricka pro slupce.
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29.

Vidime tedy, ze P = {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(2,0,1,0),(0,0,1,1)} je po-
larni baze (a matici f vzhledem k P méame vlevo). Z vysledku je rov-
néz mozné vycist vrchol (jeho bézi tvori pravé vSechny radky na pravé
strané, kde vlevo jsou samé nuly).

Priklad. Najdéte polarni bazi BF f : Z3 x Z3 — Z3 zadané v kanonické
bazi matici A.

0 21
A=12 0 1
110

Reseni. K eliminaci prvniho slupce bychom potiebovali mit v levém
hornim rohu nenulovy prvek télesa. Co kdyz za timto tcelem zkusime
prohodit 1. a 2. fadek? Potom ale musime prohodit 1. a 2. sloupec a v
levém hornim rohu bude zase nula. To je ona vySe zminovana drobna
zaludnost.

0 21{1 00

2 01{010 |~

1 10/0 01
222110 1 2 2/1 10
20101 0]~]1201/010]~
11 0/0 01 21 0(0 01

122110 1 00j1 10
020/1 20|~10220|1 220
00 2]1 11 00 2|1 11

Nejprve jsme pricetli 2. fadek k 1 a totéz pro sloupce. Potom jsme prvni
radek pricetli k 2. a 3. a opét totéz pro sloupce.

Vidime, ze f je regularni (n(f) = 0, h(f) = 3). Polarni baze je P =
{(1,1,0),(1,2,0),(1,1,1)}. Matice f vzhledem k P je (samoziejmeé)
diagonalni, kde na diagonale jsou postupné prvky 1,2, 2.
Polarni baze — Metoda IV.
Tato metoda se prilis nehodi k pocitani polarni baze. Ma vsak nasle-
dujici vyhody:

e Dava explicitni vyjadieni (vzorecek) pro polarni bazi.

e Hodi se k pocitani signatury BF (viz niZe).
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31.

Méjme matici A (typu n x n) BF f vzhledem k bazi M. Ozna¢me A;
matici (typu ¢ x i), kterd vznikne z A vynechédnim poslednich n — i
fadkul a sloupct. Pro ¢ < j oznacme A;; algebraicky doplnék prvku a;;
v matici A;, pficemz definujeme Ay; = 0.

Predpokladejme, Ze pro vSechna i je |A4;| # 0 (II!). Pak

{pl}M - (A117 07 0) .. ')7
{P2}M = (A12, A, 0,0, .. ->,

{pi}M = (A1i7 Az, ..., A, 0,0, .. ‘)7

je polarni baze BF f. Matice vzhledem k této bazi ma na diagonale
postupné prvky

|A1‘7 |A1‘ '|A2‘7 |A2‘ '|A3‘7 sy |An71|' ’Anl

Uvédomme si, ze tuto metodu lze pouzit, pouze kdyz jsou vsSechny
hlavni subdeterminanty nenulové. Tedy napt. pro singuldrni BF ji ne-
muzeme (pfimo) pouzit nikdy.

Pro¢ metoda IV funguje? Pro zjednoduseni zapisu polozme |Ag| =
1. Nejprve si vS§imnéme, 7e A;; = |A;_1| > 0 (to je pfedpoklad), tedy
{p1,...,pn} je baze. Z véty o rozvoji (a faleSném rozvoji) determinantu
podle 2-tého sloupce vyplyva

fips) = Apita - A-{pi}y
= (070, o ,0, |Ai|701,02. .. ) : (Alj,AQj, ce ,Ajj,0,0, .. .)T,
—————

(i—1)x

kde ¢ jsou néjaka ¢isla. Vidime, ze pro i = j vyjde fo(p;) = |As|- Ais =
|A;_1] - |A;| a pro i > j mame f(p;,p;) = 0.

Polarni baze — Metoda V — Gramm-Schmidtova ortogonali-
zace. S touto metodou se seznamime v kapitole o unitarnich prosto-
rech. Lze ji pouzit k hledani polarni baze pozitivné definitnich forem
na realnych vektorovych prostorech (v kontextu unitarnich prostoru se
takova baze nazyva ortogonalni).
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Signatura bilinearnich forem nad télesem R

Umluva. V této ¢asti bude f vzdy symetrickd BF nad télesem realnych
Cisel.

Definice signatury. Signaturou BF [ je trojice (n(f),p(f),q(f)),
kde n(f), p(f), q(f) je poradé pocet nul, kladnych, zapornych prvka
na diagonale matice f vzhledem k libovolné polarni béazi f.

Poznamka. Uvédomme si, ze n(f) je opravdu nulita BF f, takZe zna-
Ceni je konzistentni. Korektnost definice (nezavislost na volbé polarni
béaze) je obsazena v nasledujici vété.

Zakon setrvacnosti bilinearnich forem. Pocet nulovych, kladnych
ani zapornych prvka na diagonale matice symetrické BF f vzhledem k
polarni bazi nezavisi na volbé této baze.

Jak spocitat signaturu? Jedna moznost je najit polarni bazi a spo-
¢itat matici BF vzhledem k této bazi. Jinda moznost je vyuzit metodu
IV — spocitame hlavni subdeterminanty |A;|, |As|, ..., |A,| matice dané
BF. Pokud jsou vSechny nenulové vime, ze vzhledem k néjaké po-
larni bézi (tu pocitat nemusime) mé f matici, kterd ma na diagonéle

prka |A1|7 |A1| : |A2|7 |A2| ’ |A3|a ) |An—1| ’ |An|

Priklad. Matice BF f vzhledem k bazi M je A. Urcete signaturu f.

1 200
2100
A= 00 3 4
0045
ReSeni. Spocitame |A;| = 1,|Ay| = —3,|A3] = —9,|A4| = 3. Tedy

|A1] > 0, |As] - [As] < 0,[As] - |As] > 0, |As] - [A4] <0 a signatura [ je
(0,2,2).

Piiklad. Urcete signaturu BF f na R?* zadané vzhledem k M matici

A.
0

_ o O

o NN OO
S O N O
S O O

11
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41.
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43.

Reseni. Matice A je ziejmé regularni, tedy f je reguldrni. Nemuzeme
ale pouzit predchozi postup pfimo, protoze jiz prvni hlavni subdeter-
minant je nulovy. Staci si ale vzpomenout, Ze provedenim symetrické
upravy vznikne matice téze BF f vuci jiné bazi, tedy signatura se ne-
zméni:

0 001 1 001 2 0 01
00 20 00 20 00 20| B
0 200 02 00 0200
1 000 1 0 00 10 00
Nyni je |B;| # 0, ale |Bz| = 0. Provedeme jesté jednu tpravu.
2 0 01 2 0 01 2 0 01
00 20 02 20 04 20| C
0200 0 200 0200
1 0 00 1 000 1 000

Nyni jiz |Cy| = 2,|Cs| = 8, |Cs| = =8, |Cy| = 4 a signatura je (0,2,2).

Signatura pro singularni BF. Obecné muZzeme postupovat napr.
takto

e Urcéime vrchol (tedy i n(f)) a matici restrikce ¢ BF f na néjaky
doplnék vrcholu (ta je reguldrni).

e Pokud to je nutné, provedeme symetrické tpravy, aby vsechny
hlavni subdeterminanty byly nenulové.

e Ze subdeterminantu uréime signaturu g — (0, p(g), ¢(g)). Signatura

fie (n(f),p(9),a(9)).

P¥iklad. Urcete signaturu BF f na R® zadané vzhledem k M matici

2
A=11
1

=

1
1
0

Reseni. Resenim homogenni soustavy rovnic s matici A uréime

V(N =(1,-1,-1), n(f)=1

Béaze doplitku vrcholu je napf. {D}y = {(0,1,0),(0,0,1)} a matice
restrikce f nad (D) vzhledem k D je

(15)
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Provedeme symetrickou tipravu

01 11 21
(o)~ (0s)~(00) -2
Nyni je |By| = 2,|Bs| = —1, tedy |By| > 0,|B1| - |B2| < 0. Signatura
této restrikce je tedy (0,1,1). Signatura f je (1,1,1).
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