Piiklad 1. Urcete vSechna feSeni nédsledujici soustavy rovnic nad Zs:

0 01 00 1]1
01 1 1 1 1)1
01 01 0 1]1

Reseni. Gaussovou eliminaci prevedeme zadanou soustavu na ekvivalentni sous-
tavu v odstupnovaném tvaru:

001 00 1]1 01111 11
01 111 1|1 |~100T1U0UO0T1|1 ]|~
01 010 11 01 01 0 1]1
01 1 1 1 1]1 01 1 1 1 1]1
~f0O0100T1|1 |]~(0O0T1O0O0T1|1
001 01 0}0 00001 1]1
Ozna¢ime proménné potfadé xi,...,xs. Parametry jsou xi,x4,x¢. Spocteme

partikularn{ feseni, dosadime napiiklad z1 = 24 = ¢ = 0. Vyjde (0,1,1,0, 1,0).
Bézi prostoru feseni piislusné homogenni soustavy spocitdme volbami x; =
x4 = 0,26 = 1 (vyjde (0,1,1,0,1,1)), 1 = 26 = 0,24 = 1 (vyjde (0,1,0,1,0,0))
axy=2x6=0,21 =1 (vyjde (1,0,0,0,0,0)). Béze prostoru fesen{ pifslugné ho-
mogenn{ soustavy je tedy napt. {(0,1,1,0,1,1),(0,1,0,1,0,0),(1,0,0,0,0,0)}.
Mnozina v8ech feSeni je

(07 ]" ]" O? 170) J’» <(O7 17 ]" O’ 17 1)7 (03 1707 17 0’ 0)7 (1707 0’ 0707 O)>'

Poznamky.

e [ kdyz proménna x; nehraje v feSeni velkou roli, nelze ji ignorovat. To, ze
koeficient u x; je v kazdé rovnici 0, se projevuje tim, ze vektor (1,0,0, 0,0, 0)
je feSenim ptislusné homogenni soustavy.

Priklad 2. V zavislosti na a,b € Z3 urcete dimenzi podprostoru U vektorového

prostoru Z3, kde

U= ({(a,1,2),(1,b,2), (1 +a?2,1)})

Reseni. Hledand dimenze je (podle definice) rovna hodnosti matice

a 1 2
A= 1 b 2
14a®2 2 1

Hodnost matice se neméni fadkovymi ani sloupcovymi upravami. Pfipomenme,
ze hodnost matice v odstupnovaném tvaru je rovna poc¢tu nenulovych Féadku.



Nejprve upravime A do jednodussiho tvaru (ktery nebude vzdy odstupriovany):

2 1 a 1 2 1+4d? 1 2 1+ a?
A~ 2 b 1 ~| 2 @ 1 ~| 0 b+2 2442 = B.
1 2 14a? 2 1 a 0 0 1+a+ad?

(V prvni dpravé jsme prehdzeli sloupce, v druhé fadky a ve tfet{ jsme prvni
fadek pricetli k ostatnim.) Dosazenim a = 0,1,2 zjistime, ze 1 + a + a? = 0
pravé tehdy, kdyz a = 1. Pokud b+2 # 0 a 1 + a + a? # 0, pak je matice v
odstupniovaném tvaru a ma tfi nenulové radky, hodnost je tedy 3. Podminky
nastévaji pravé tehdy, kdyz b # 1 a a # 1 (viz vyse).

Pokud a = 1, pak matice B m& tvar

1 2 2
B=10 b+2 0

0 0 0
Tato matice je v odstupriovaném tvaru nezavisle na b. Pokud b = 1, pak mame
jeden nenulovy fadek (a tedy hodnost je 1). Pokud b # 1, pak mdme dva

nenulové fadky (hodnost je 2).
Zbyva moznost a # 1, b = 1. Matice B vypada takto

1 2 1+ a?
0 0 2 + a2
0 0 1+a+ad?

Tato matice neni v odstupiiovaném tvaru! Protoze 1 4 a + a? # 0, lze matici
fadkovymi ipravami prevést na

a?

1 2 14+
0 0 1
0 0 0
(rozmyslete si proé!) a hodnost je tedy 2.

Pokud a = b = 1, pak dimenze U je 1; pokud a = 1 a b # 1, pak dimenze
U je 2; pokud a # 1 a b = 1, pak dimenze U je 2; pokud a # 1 a b # 1, pak
dimenze U je 3.

Poznamky.

e Rada z vés si neuvédomila, Ze je mozné provadét i sloupcové tpravy, takze
prevod na odstupnovany tvar byl komplikované;jsi.

o Nékteif zjistovali hodnost tak, ze dosadili vSechny mozné kombinace hod-

not parametru (9). To je v tomto piipadé veelku ¢asové nendrocné. Je to

2a? +14+2ab

rozhodné lepsi, nez pracovat s vyrazy typu =55

e Castou chybou bylo délenim vyrazem zivisejicim na parametrech aniz
byste zkontrolovali, ze nedélite nulou.



e Velmi castou chybou bylo uziti “tvrzeni” nasledujiciho typu: Matice
1 2 3
X=10 a b
0 0 ¢

je v odstupnovaném tvaru, tedy jeji hodnost je pocet nenulovych radku.
Toto neni pravda! Matice X nemusi byt v odstupnovaném tvaru!

Napt. pokud a = 0, b,c¢ # 0, matice X v odstupfiovaném tvaru neni (a
jeji hodnost je 2).

Priklad 3. Uvazujme nasledujici matici nad Zs

1
A= 4
3

w = N
w N W

(a) (4 body) Spoéitejte A~! (pokud existuje)

(b) (1 bod) Pomoci vysledku v (a) najdéte vSechna feSen{ soustavy rovnic s

matici
1 2 3|2
4 1 2|1
3 3 3|1
Reseni.
(a) Radkovymi tipravami pievedeme matici (A|E) na tvar (E|A~!):
1 2 3]1 0 0 1 2 3|1 0 O
41 2/01 0 |~(03 0|1 1 0|~
3 3 3|00 1 0 2 412 0 1
10 3|2 10 1 0 0|1 4 3
~(03 01 10]|~]103T0|110]|~
0 0 413 11 0 0 413 11
1 0 0|1 4 3
~1 0102 2 0

0 0 1|2 4 4
(V prvni dpravé jsme 1. fadek pricetli k 2. a dvojndsobek 1. rddku pricetli
k 3.; v druhé upravé jsme 2. fadek pricetli k 1. a 3.; ve tfeti upravé jsme
trojnasobek tretiho radku pricetli k 1.; v posledni upravé jsme 2. fadek
vyndsobili dvémi a 3. Fddek ctyimi.) Takze

1
A"t=| 2
2

=N
=~ O W



(b) Hleddme viechna fesenf rovnice Ax” = bT, kde b = (2,1,1). Vyndsobenim
zleva matici A~! dostaneme po tpravé x = A~'b”. Tato rovnice je ekvi-
valentn{ puvodn{ (napf. proto, ze vyndsobenim matici A zleva dostaneme
puvodni rovnici). Dand soustava mé tedy jediné fesen{ x, kde

1 4 3 2 4
xT=A"""'=| 2 2 0 1 |=11
2 4 4 1 2

Jedinym fesenim soustavy je x = (4,1, 2).

Piiklad 4. Uvazujme nésledujici dvé permutace m, p € S1g

(123 456789 10
™4 53109816 2 7

(1 2 3 45 6 7 8 9 10

P*\2 10 4 96 8753 1
(a) (1body) Napiste permutace 7, p, 7p a w1 p~1 v zdpisu pomocf nezavislych
cyklu.

50 1217.‘.13

(b) (1 bod) Urcete znaménka permutaci 7, p,wp a 7°%p 4.

p

(c) (2 body) Spocitejte w100,

Reseni.
(a)
14107)(259)(68)

T = (

p = (1210)(349)(568)

m = (1589310427)
aipt (1435627109)

(b) Permutace je sudéd pravé tehdy, kdyz ma sudy pocet nezavislych cyklu
sudé délky. Permutace m ma dva cykly sudé délky, permutace p zadny,
tedy obé permutace jsou sudé, sgn(w) = sgn(p) = 1. Protoze sgn(af) =
sgn(a)sgn(f) (pro libovolné permutace «, 3), méme

sgn(mp) = sgn(m)sgn(p) = 1

50 121 13 4 121

sen (%1213 ) = sgm(m)Psgn(p) 2 sgn(r) Psgn(p) = 1.

Vsechny ¢tyti zadané permutace jsou sudé.



(¢) Pokud a, 8 jsou nezdvislé cykly, pak ziejmé (o)™ = ™3™ pro libovolné
celé &fslo n. Pokud « je cyklus délky k, pak o = id z éehoz snadno plyne,
se a = o™ mod k.

7% =[(14107)(259)(6 8)]" = (1410 7)'*°(2 5 9)'°(6 8)'" =

— (1 410 7)100 mod 4(2 5 9)100 mod 3(6 8)100 mod 2 _
=(14107)°259468)"=(259)

Chybn odpovéd na nékterou z nasledujichich otdzek znamens nepochopeni
néjaké zasadni definice nebo trvrzeni. Proto vam doporucuji si odpovédi dukladné
promyslet.

Priklad 5.

e ANO NE Mnozina {(1,6,10),(3,1,5),(2,2,2),(1,3,4)} je linedrné
nezévisla v R3.

e ANO NE Mnozina {(2,1,2,1,1),(1,1,0,1,2),(2,1,0,1,2),(0,0,1,1,1)}
generuje Z3.

e ANO NE Necht U= ((1,2,3),(1,1,1)) < R3. Prostor U m4 dimenzi 2.

Reseni.

e NE. “Vektoru je moc”: Kazda linedrné nezavisld mnozina se da doplnit
na bézi. Kazd4 baze R? je tifprvkova.

e NE. “Vektoru je malo”: Z libovolné mnoziny generatoru lze vybrat bazi.
Kazd4a baze Z° mé pét prvki.

e ANO. Mnozina M = {(1,2,3), (1,1,1)} zfejmeé generuje U. Snadno nahlédneme,
ze M je linedrné nezavisld. M je proto bdze U a tedy dimenze U (=pocet
prvki libovolné béze U) je 2.

Priklad 6.

e ANO NE Existuje soustava rovnic nad R, kterd ma pravé osm feSeni.
e ANO NE Pro libovolné podprostory U a V prostoru R7, mnozina U UV
je podprostorem R”.

e ANO NE Necht U a V jsou podprostory prostoru R” a dim U = dim V =
5 Pak U =V.

e Zde doslo k nepfesnosti v zadani. Mélo byt “soustava linedrnich rovnic”.
Pro obecnou soustavu rovnic (ne nutné linearnich) je odpovéd ANO. Pro
soustavu linedrnich rovnic je odpovéd NE: Mnozina viech Feden{ soustavy
lin. rovnic je tvaru “ partikuldrni feSeni + vSechna feSeni piislusné ho-
mogenni soustavy ”. Pocet TeSeni je tedy roven poctu feseni piislusné ho-
mogenni soustavy. Mnozina vsech feseni homogenni soustavy lin. rovnic



nad R je podprostorem R™ (kde n je pocet proménnych). Velikost li-
bovolného podprostoru vektorového prostoru R™ je bud 1 (v pifpade, ze
podprostor obsahuje pouze nulovy vektor), nebo je nekoneénd — pokud
podprostor obsahuje nenulovy vektor v, pak i celou piimku {rv :r € R}.

e NE. Napiiklad dva ruzné jednodimenzionalni podprostory. Jejich sjedno-
ceni (dvé pfimky) neni uzaviené na s¢itani.

e NE. Napi. U = (v1,va,...,v5), V. = (va,...,vg), kde {v1,...,vg} je
libovolnd linedrné nezdvisld mnozina vektoru.

Priklad 7.

e ANO NE Existuji matice A, B typu 2 x 2 nad R, pro které A-B # B - A.
e ANO NE Existuji matice A, B typu 2 x 2 nad R, pro které A £ 0, B # 0
aA-B=0.

e ANO NE Existujf matice A, B typu 2 X 2 nad R, pro které A-(B-A) #
(A-B)-A

Reseni.

e ANO. Prikladem je téméf libovolnd dvojice matic.

. 4 (60 ({00
oANO.Napr.A—(9 0),B—<5 8).

e NE. Nasobeni matic je asociativni.

Priklad 8.

e ANO NE Jednotkovd matice typu 4 X 4 nad Zq; je regularni

e ANO NE Matice typu 4 x 4 nad R je regularni pravé tehdy, kdyz kazda
dvojice jejich fadku je linedrné nezavisla.

¢ ANO NE Matice typu 2 x 2 nad R je reguldrni pravé tehdy, kdyz fadky
jsou linearné nezavislé.

Reseni.
e ANO. Plyne z libovolné definice reguldrnosti.

e NE. Napi. pokud fddky matice jsou (1,0, 0,0), (0,1,0,0),(0,0,1,0),(1,1,0,0).
Viz téz posledni pozndmka k feseni druhého domaciho tkolu.

e ANO. To je jedna z definic reguldrnosti.

Piiklad 9.
e ANO NE Pro libovolnou permutaci 7 € Sy plati: Pokud 72 = id, pak
7 je transpozice.



e ANO NE Pro libovolné permutace m, p € Syp existuje pravé jedno
v € S, pro které mov = p.

e ANO NE Pro libovolnou permutaci m € Sy plati: Pokud 73 = id, pak
7 je suda.

Reseni.

e NE. Napi. 7 = (1 2)(3 4)

e ANO. Vynéasobenim rovnice permutaci 7~! zleva dostaneme v = 77 1p a
toto v zfejmeé rovnost spliuje.

e ANO. 1 = sgn(id) = sgn(m3) = (sgn(w))3, ¢ili nutné sgn(w) = 1.



