Priklad 1. Urcete levy a pravy vrchol, hodnost a nulitu bilinedrni formy f :
Z3 x 73 — Zs, jejiz matice vzhledem ke kanonické bazi je

1 2 0
A= 3 0 0
0 4 0

1 2 0 1 2 0

Reseni. Pravy vrchol je FeSenim homogenni soustavy rovnic s matici A:
300 ]|~1040]~ <
0 4 0 0 4 0

2 0
i)
Vo(f) = ((0,0,1)).

Levy vrchol je feSenim homogenni soustavy rovnic s matici A7:

O =

1 30 1 30
2 0 4 |~10 4 4
0 0 O 0 0 O

Vi(f) = ((3:4,1)).
Nulita je dimenze levého (ekvivalentné pravého) vrcholu, ¢ili n(f) = 1. Hodnost

je dimenze prostoru minus nulita (ekvivalentné hodnost matice A), tedy h(f) =
2.

Piiklad 2. Matice bilinearni formy f : R? x R? — R vzhledem k bazi B je A.
Urcete matici f vzhledem k bazi C, je-li

B={(0,2),(L,1)}, C={(11),0,1)} A= (i 2)

Reseni. Spocitame [id]c p - matici pfechodu od B k C. K tomu je tieba znat
{1,1}p a {0,1} 5. Je okamzité vidét, ze {1,1}p = (0,1) a {0,1} = (1/2,0), ¢ili
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Piiklad 3. Urdcete signaturu bilinedrni formy f : R* x R* — R, jejiz matice
vzhledem k jisté bazi je

Nl Ot
NI= DN

0 1 -3 0
1 0 0 0
-3 0 0 -4
0 0 —4 0



Reseni. Pouzijeme metodu pomoci hlavnich subdeterminantt. Protoze je ma-
tice regularni, 1ze ji v principu pouzit, jen si musime nejprve symetrickymi tpra-
vami upravit matici do tvaru, aby vSechny ¢tyfi hlavni subdeterminanty byly
nenulové.

0 1 -3 0 1 1 -3 0 2 1 -3 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
30 0 -4l -30 0 -4 -30 0 -4]|"~
0 0 -4 0 0 0 -4 0 0 0 -4 0

2 1 -3 0 2 1 -3 0

1 0 0 0 1 0 0 0

-3 0 -4 -4 |7 -3 0 -8 —4

0 0 -4 0 0 0 -4 0

(Pficetli jsme druhy fadek k prvnimu (a nésledné druhy sloupec k prvnimu) a
potom étvrty Fadek ke tfetimu (a totéz se sloupci)). Vznikld matice je matici
stejné bilinearni formy vzhledem k jiné bazi, takze signatura je stejna. Hlavni
subdeterminanty jsou

|A1| =2, |Ag|=-1, |A3|=8, |A4| =16,

kde posledni dva subdeterminanty 1ze snadno spocitat rozvojem podle fadku

nebo sloupce.
Takze

|A1‘ > 0, |A1||A2| <0, |A2HA3| <0, ‘A3||A4‘ >0
a signatura je (0,2,2).

P¥iklad 4. Uvazujme bilinearn{ formu f : Z2 x Z2 — Zs, jejiz matice vzhledem
ke kanonické bazi je

N W N W
=W NN
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(a) Najdéte vrchol f.

(b) Najdéte bazi B néjakého doplitku nalezeného vrcholu a urcete matici g =
fI{B) vzhledem k B.

(¢) Najdéte polarni bazi g (nepouzivejte metodu symetrickych aprav).

(d) Najdéte polarni bazi P bilinedrni formy f. Uréete matici f vzhledem k P,
hodnost a nulitu f.

ResSeni.



(a) Vrchol je FeSenim homogenni soustavy rovnic s matici A:

3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2
2 2 3 1 0 4 1 3 0 41 3
33241 71o14 2710000
2 1 4 2 0 3 2 4 000 3

V(f)=((0,1,1,0)).
(b) Lze volit napiiklad
B= {b17 b27 b3} = {(]-a 07 07 0)7 (07 Oa ]-7 0)7 (07 07 Oa 1)}a

protoze se snadno vidi, Ze tyto tfi vektory spolu s (0,1,1,0) tvoii bazi Z3.
Matice g vzhledem k B ma na pozici 4, j hodnotu f(b;,b;) = biAbjT:

3 3 2
gle=|( 3 2 4
2 4 2

(c) Zvolime {p1}5 = (1,0,0), pro tento vektor plati g2(p1) = 3 (= f2(p1))-
Je {f(p1,-}B = (1,0,0)[g]5 = (3,3,2), takze

{kerf(ph f)}B = <(1707 1), (47 170)>‘

Zvolime {p2}5 = (1,0, 1), coz je stastna volba, protoze go(p2) = (1,0,1)[g]5(1,0,1)T =
(0,2,4)(1,0,1)T = 4. ReSenim soustavy rovnic uréime ker f(py, -)Nker f(pz, -):

3 3 2
< 0 2 4 ) ’
{kerf(ph *) n kerf(p2, *)}B = <(37 3, 1)>

Volime {ps}p = (3,3,1) a spocitdme g2(p3) = 2.
Polérni béze g je napi. {p1,p2,ps} = {(1,0,0,0),(1,0,0,1),(3,0,3,1)}.

(d) Ptidame-li k polarni bazi g bazi vrcholu f, ziskdme polarni bazi P. Lze
tedy volit napf.

P = {(1,0,0,0)7(1,0,0,1),(3,0,3,1),(071,1,0)}
3 0 0 0
e = | oo 50
0 0 0 O
n(f) = 1
W) = 3



Piiklad 5. Uvazujme vektory vi, Vs, v3 v unitarnim prostoru R® se standard-
nim skalarnim soucinem.

vi=(2,1,-2),vo =(0,1,-1),v3 = (0,—2,0).

(a) Najdéte ortogondlni bazi o1, 02,03 prostoru R? takovou, Ze (o1,...,0;) =
(vi,...,v;)yproi=1,23.

(b) Najdéte ortonormadlni bazi nj, ns, ng takovou, ze n; € (0;), i = 1,2, 3.
(c) Urcete ortogonalni projekci vektoru vs na prostor (vy,va).

(d) Uréete ortogonélni doplnék prostoru (vi,va) v prostoru R3.

Reseni.

(a) Postupujeme Gram-Schmidtovou ortogonalizaci

0O = V= (2, 1, —2)
’ V201 1 1
o, = — o;=(0,1,-1) — =(2,1,-2) = =(—2,2,—1
2 V2T oo o ( )~ 3( )=3( )
0 = (2,-2,1)
o, = v3-— (v301 o1 + 292 02)
0107 0209

— (0,-2,0)— (3(2,1,2) + 3(2,2,1)) _

2 4
= (0.-2,0) - 5(2,-5.4) = ;(-1,-2,-2)

o3 = (1,2,2)
(b)
1
n, = II%II:§(2’1’_2)
1
ng — Hziznzg(z,z,q)
ng = W‘;%”:é(l,m)

(c) Ortogonélni projekce v na (vi,va) = (01,02) je

V301 V302
(01
0101 0202

02,

coz jsme pocitali vyse. Vyslo nam

2
—(2,-5,4).
=(2,-5,4)



(d) Vektor o3 je kolmy na o7 i 09, takZe o3 lezi v ortogondlnim dopliiku
(01,02) = (v1,Vva). ProtoZe hledany doplnék ma dimenzi 1 (doplnék di-
menze (vy,va) do dimenze celého prostoru), je hledany ortogondlni dopl-
nék (o3) = ((1,2,2)).



