ReSeni domacich tkol
na linearni algebru 08/09 léto

P¥iklad 1. Uvazujme podprostor V = ((1,1,1),(1,2,3)) prostoru R3. Uréete
matici bilinedrni formy f na prostoru V vzhledem k bazi C' (tj. matici [f]¢),
vite-li, ze

B = {(2,2,2),(2,3,4)},
Cc = {(*1,*2773)7(37577)}7

s = (5 5 )

Reseni. Z prednasky (nebo ze cviceni) vime, Ze

[fle = lidl&p[fBlid)es.

K uréeni [id]cp (tj. matice pfechodu od B k C) potfebujeme {(1,—-2,-3)}¢c a
{(3,5,7)}c. To vede na dvé soustavy rovnic, které soucasné vytesime:

2 2]-1 3 2 2]-1 3
2 3|-2 5 |~ 0 1|-1 2
2 41-3 7 0 2|-2 4

Dopoctenim Feseni zjistime, ze {—1,-2,-3}c = (3 —1) a {(3,5,7)}c = (—3,2).
Tedy

[id]CB = < _%

a hledana matice je

Priklad 2. Matice bilinearni formy f : Z3 x Z} — Zs vzhledem ke kanonické
bazi je
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Najdéte néjakou polarni bazi P formy f, urcete matici a analytické vyjadieni f
vzhledem k P, urcete vrchol, nulitu a hodnost f.

Reseni. Zvolime p; € Z? tak, aby fo(p1) # 0. Napiiklad p; = (1,0,0,0) a
fg(pg) = (1, 0, 07 O)A(l, 0, 0, O)T =1.

Vektor p2 hleddme v ker f(p1, -) tak, aby fo(p2) # 0. Matice linedrni formy
f(p1,-) vzhledem ke kanonické bézi je (1,0,0,0)A = (1,2, 3,2), takze

ker f(p1,-) = ((3,0,0,1),(2,0,1,0),(3,1,0,0)).

(To zjistime vyfeSenim “soustavy” rovnic s matici (1,2, 3,2).) Protoze f2(3,0,0,1) =
0, zkusime ps = (2,0, 1,0). Vyjde

f2(p2) = (2,0,1,0) - A-(2,0,1,0)T = (0,3,4,0) - (2,0,1,0)" = 4.

(Pokud by bylo f2(2,0,1,0) = 0, zkusili bychom (3,1,0,0). Pokud by ani
tento pokus nevysSel, museli bychom jesté zkusit soucty dvojic vektori baze
ker f(p1, ).)

Vektor ps hleddme v praniku ker f(p1, -) a ker f(p2, -), opét aby fa(ps) # 0.
Matice f(p2,-) vzhledem ke kanonické bazi je (2,0,1,0)A = (0, 3,4,0). Resenim
homogenni soustavy rovnic

ker f(p1,-) Nker f(p2,-) = ((3,0,0,1),(3,2,1,0).)

Jiz vime, ze f2(3,0,0,1) = 0, takZe zkusime vektor ps = (3,2,1,0). Je fa(p3) =
(0,3,0,0)(3,2,1,0)T = 1.

Vektor p4 hleddme v priiniku ker f(p1, ), ker f(p2,-) a ker f(p3, ). ReSenim
homogenni soustavy rovnic

S =
wW N
=W
(e V)

zjistime, ze

1 2 3 2
03 40
03 00

ziskame
ker f(p1,-) Nker f(p2,-) Nker f(ps,-) = ((3,0,0,1)).

Protoze f2(3,0,0,1) = 0, dostali jsme se do vrcholu. Polarni bazi P tvori vektory
P1, P2, P3 a baze vrcholu (tj. napf. (3,0,0,1)).

V(f) = <(3’05071)>
nf) = 1
hf) = 3



P = {(1707 0, O)a (2707 1, O)v (37 2, 170)a (35 0,0, 1)}

f2(17 0) 0; 0) O 0 O
i, = 0 f2(2,0,1,0) 0 0 -
P 0 0 f2 (3a 2,1, O) 0 B
0 0 0 f2 (35 0,0, 1)
1 0 00
04 0 0
00 1 0
00 0O
fla,v) = z1y1 + 4xoys + x3y3 (analytické vyjadieni vzhledem k P)

Priklad 3. Matice endomorfismu f : Z} — Z2 vzhledem k bazim B =
{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} a B je

A:

N >
O = O
SN V]

Urcete vlastni ¢isla f a p¥islusné vlastni vektory (vyjadfené vzhledem ke kano-
nické bézi).

Reseni. Jak bylo odvozeno na cviceni, A je vlastni ¢islo pravé tehdy, kdyz
det(A— AE) = 0. Pfislusné vlastni vektory vyjadiené v bazi B pak jsou FeSenim
homogenni soustavy rovnic s matici A — \FE.

Spocitdme determinant matice A — AE:

4—- X 0 2
det(A—AE)=| 4 1-X 1 |=@1-)
2 0 4— X

4-x 2 |
24—\ |

A=A (A= NE =N —4) =1 -N(12=8A+A2) = (1= A\)(2—A)(6—)) =

— 1= N22-N)

Pouzili jsme rozvoj podle prostfedniho sloupce. Pokud Vam pfijde podeziela
posledni tiprava, podivejte se v jakém pocitame télese.
Vlastni ¢isla jsou 1 a 2. Nyni ur¢ime vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu

~(3 0 2).

W = N

30

A-1E=| 4 0
2 0
i (

~—

Resenim je podprostor ((1,0,1),(0,1,0)). Nenulové prvky tohoto podprostoru
jsou vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu 1 vyjadfené v bazi B. Ptislusné
vlastni vektory jsou tedy

(1-(1,1,1)+1-(1,0,0),1-(1,1,0)) — {(0,0,0)} = ((2,1,1),(1,1,0)) — {0,0,0}.



Nakonec uréime vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu 2.

p
2 0 2
A—-2F = 4 4 1 ~ < (2) 2 3 ) .
2 0 2
Resenim soustavy je ((4,2,1)) a vlastni vektory pifslusné vlastnimu ¢islu 2 jsou

4-(1,1,1)+2-(1,1,0) +1-(1,0,0)) — {(0,0,0)} = ((2,1,4)) — {0,0,0}.

Priklad 4. Najdéte polarni bazi bilinearni formy z 2. ptrikladu metodami II a
III ze cvieni (metoda II - vrchol, restrikce na doplnék a zbytek jak u 1. metody;
metoda IIT - symetrické upravy.)

Reseni.

Metoda I1

Nejprve ur¢ime vrchol.

1 2 3 2 1 2 3 2
s aia) fooso) (1232
3 4 31 0 3 40 00 3 0
2 41 4 0 0 0O

Vrchol je
: V(f)=1((3,0,0,1))

a h(f)=3,n(f) =1

Béazi vrcholu doplnime na bazi celého prostoru naptiklad vektory b; =
(0,1,0,0), by = (0,0,1,0),bs = (0,0,0,1). Oznaéime B = {by,b2,b3z} a D =
(B) (D je doplnék vrcholu, B je jeho béze). Matice bilinedrni formy g = f|D
vzhledem k B je

92(b1)  g(b1,b2) g(b1,bs)
Q= g(ba,b1) ga(bz) g(ba,bs)
g(bs,b1) g(bs,b2)  ga(bs)

fa(b1)  f(b1,ba) f(b1,b3) 4 4 4
= | f(b2,b1)  fa(ba) f(ba,bs) | = 4 3 1
f(b3,b1) f(bs,b2)  fa(bs) 4 1 4

Zvolime libovolny vektor p; € D, pro ktery ga2(p1) # 0. Napf. {p1}5 = (1,0,0)

a g2(P1) = {P1}sQ{pP1}5 = (1,0,0)Q(1,0,0)" = 4.
Vektor ps € D hleddme v ker g(p1,-) tak, aby g2(p2) # 0. Matice linedrni
formy g(p1,-) vzhledem k B je (1,0,0)A = (4,4, 4), takze

{kerf(ph f)}B = <(47 0, 1)5 (47 170)>



(To zjistime vyfesenim “soustavy” rovnic s matici (4,4,4).) Zkusime {p2}p =
(4’07 1)7 Vdee 92(p2) = {pZ}BQ{p2}T = (4a07 1)@(470’ 1)T = 07 takze tento
vektor nevyhovuje. Zkusime tedy {p2}5 = (4,1,0), vyjde g2(p2) = (4,1,0)Q(4,1,0)” =
(0,4,2)(4,1,0)T = 4. (Kdyby ani toto nevyslo, pak vezmeme {p2}p = (4,1,0)+
(4,0,1), to uz by vyjit muselo, protoze g je regularni.)

Vektor p3 hleddme v ker g(p1,-) Nker g(p2, ). Hledany prinik vyjadieny v
bazi B nalezneme feSenim soustavy linearnich rovnic

( {kerg(p1,)} 5 ) _ ( 44 4 )
{kerg(pz,)}s /  \ 0 4 2 )°
Resenim je (2,2,1). Zvolime p3 = (2,2, 1) aspoéitame go(p3) = (2,2,1)Q(2,2,1)T =
(0,0,4)(2,2,1)T = 4.
Polarni bazi g tvori vektory pi, p2, p3. Protoze {p1}p = (
(0,1,0,0)4+0-(0,0,1,0)+0-(0,0,0,1). Podobné p; = (0,4,1,0
Polarni bazi f ziskame pfidanim baze vrcholu. Tedy
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P ={(3,0,0,1),(0,1,0,0),(0,4,1,0),(0,2,2,1)

je polarni baze f. Matice f vzhledem k P mé& na diagonéle prvky f2(3,0,0,1) =
0, f2(0,1,0,0) =4, f2(0,4,1,0) =4, f5(0,2,2,1) = 4.

Metoda III

Symetrickymi tpravami matice (A|E) ziskdme

1 232100 0
2 4 4 4/0 10 0
343 1/00 10|~
2 41 4(0 0 0 1
1 232|100 0 1 00 0|1 00 0
00 3 0[3 100 00 3 0[3 100
“1 o3 40(2010|[ 7103 40[/2010]"
0000|300 1 0000|3001
100 0|/1 000 100 0|/1 000
0 4 00[4 1 30 0 4 00[4 130
“l o3 40/201 0|7 (00 40[2010
00 0O0[3 001 00 0O0[3 001

V prvni tpravé jsme fadkovymi tpravami vyeliminovali prvni sloupec, nasledné

jsme provedli odpovidajici Gpravy na sloupce. V tfeti apravé jsme trojnasobek

tretiho Fidku pricetli k druhému a pak jsme provedli stejnou tipravu na sloupce.
V radcich matice vpravo je polarni baze

P = {(17 0,0, 0)» (47 1,3, O)a (2707 1, O)a (370707 1)

bilinearni formy f, vlevo pak matice f vzhledem k P. Vidime téz, ze V(f) =



Priklad 5. Najdéte nejlepsi pfiblizné feSeni nésledujici soustavy rovnic nad R
metodou nejmensich ¢tverct

r+y =

r+3z =

Y
r+yt+z =

= o O O

Tj. najdéte x,y,z pro kterd ma vektor (x + y,x + 3z,y,2 + y + z) nejmensi
vzdéalenost od (0,0,0,1).

Reseni. Hledame z, y, z tak, aby vektor (z-+vy, z+3z,y, v+y-+2) = 2(1,1,0,1)+
y(1,0,1,1) + 2(0,3,0,1) mél co nejmensi vzdalenost od (0,0,0,1). To nastane
pravé tehdy, kdyz je vektor u = (0,0,0,1)—[z(1,1,0,1) + y(1,0,1,1) + 2(0,3,0,1)]
kolmy na podprostor ((1,1,0,1),(1,0,1,1),(0,3,0,1)) (k tomu staci, aby vektor
u byl kolmy na vektory béaze tohoto podprostoru). To lze délat vice zpiisoby.

1. zpusob. Gram-Schmidtovou ortogonalizaci uréime ortogonalni bazi prostoru
<V17 V2, V3> = <(17 17 07 1)& (]-7 07 17 1)3 (Oa 37 07 1)>

o1 = vi=(1,1,0,1)
/ V201 2 1

= — =(1,0,1,1) — =(1,1,0,1) = =(1,—-2,3,1
5 V2 010101 (aaa) 3(aa7) 3(7 57)
0, = (1,-2,3,1)
/ V301 V302
03 = V3— 01 — 09

07107 0202
4 5

= (0.3.0,1) = 5(L,1,0,1) + 12(1,-2,3,1) = (~3,3,3,0)

o3 = (-1,1,1,0)

Ozna¢me w = z(1,1,0,1) + y(1,0,1,1) + 2(0,3,0,1). Protoze (vq,va,v3) =
(01,09, 03), lze vektor w vyjadfit jako ao; 4+ bos + cos pro né&jakd a,b,c € R. Z
toho, ze (0,0,0,1) — w je kolmy na o;, dostdvame
[(0,0,0,1) —aoy —boz —cozlo; = 0
(0, 07 O7 1)01 — 0101 =

a =

0
(0,0,0,1)(1,1,0,1) 1
(1,1,0,1)(1,1,0,1) 3

Podobné, vyuzitim kolmosti na oy ziskdme b = %5 a pomoci kolmosti na og
dostaneme ¢ = 0. (Vlastné jsem zopakovali odovozeni koeficientd pfi Gramm-
Schmitové orogonalizaci.) Takze

_1(1101”71 (1 _231)_71
W= - =
3 Y Y 15 ) 7y 15

VyfeSenim soustavy %(2, 1,1,2) = 2(1,1,0,1)+y(1,0,1,1)+2(0, 3,0, 1) ziskdme
(x7y72) = (%7 %70)

1
(6.3,3,6) = £(2,1,1,2)



2. zpusob. Pfimo z toho, Ze vektor (1,0,0,1) — «(1,1,0,1) — y(1,0,1,1) —
2(0,3,0,1) ma byt kolmy na vektory (1,1,0,1),(1,0,1,1),(0,3,0,1) ziskdme
soustavu tfech rovnic o tfech neznamych, kterou vyfesime. Obecné, nejlepsi
piibilizné feseni soustavy Ax? = b’ metodou nemensich ¢tvercii je (presné)
feseni soustavy AT AxT = ATb”. Pokud jste nebyli na cvi¢eni, odvodte!

Priklad 6. 21.4. resp. 23.4.

(a) Zjistéte, zda jsou pfimky p = (1,2,-1) + ((1,-1,1)) a ¢ = (0,9, —2)
((1,0,0)) mimobézné. Pokud ano, najdéte jejich prlcku ve sméru ((1 2,0)
(

_l’_
,2,0)).
(b) Najdéte pticku pfimek p = (3,3,3)+((2,2,1)) a¢ = (0,5,—1)+((1,1,1))
prochéazejici bodem (4,5, 3) (pokud existuje).

Reseni. Uvadim jen naznak feseni.

(a) Pfimky p =a+ (u) a ¢ = b+ (v) jsou mimobé&zné pravé tehdy, kdyz jsou
vektory u, v, b — a linedrné nezavislé.
Jeden z vektor na piiéce ve sméru (w) nalezneme jako prunik roviny
p = a+ (u,w) a pfimky ¢. Tento prinik se nejlépe hledd, popiseme-li
rovinu p rovnicové a pro piimku g pouzijeme parametrické vyjadieni.

(b) Jeden z bodu lezici na hledané pficce ptimek p = a + (u) a ¢ = b+ (v)
prochézejici bodem ¢ = (4, 5, 3) nalezneme jako prinik roviny p obsahujici
piimku p a bod ¢ (tedy p = a + (u,c — a)) a ptimky q.

Piiklad 7. Uréete kolineaci K projektivniho rozsifeni afinniho prostoru R? tak,
aby platilo K((Oa 0, 0)) - (07 0, O)a K<<(2a 3, 1)>) - <(1a 0, 2)>7 K(<(07 0, 1)>) =
((0,0,1)) a K o K = Id.

Reseni. Ozna¢me f automorfismus projektivniho rozsifeni P(V') affinniho pro-
storu R?, ktera vytvaii kolineaci K. V prostoru P budeme pracovat v aritmetické
béazi indukované afinni soustavou soufadnic {(0,0), (1,0),(0,1)}. V této bazi je
V =R* a f je tedy automorfismus R*.

Afinn{ bod (0,0,0) je v homogennich soufadnicich roven ((1,0,0,0)), tedy
prvni podminka fika K ({(1,0,0,0))) = ((1,0,0,0)), ¢ili

£((1,0,0,0)) = «(1,0,0,0), 0#a€cR.

Libovolny nenulovy nasobek f vytvari stejnou kolineaci, takze mizeme predpo-
kladat
f£((1,0,0,0)) = (1,0,0,0).

Nevlastni bod ((2,3,1)) je v homogennich soufadnicich bodem ((0,2,3,1)) (a
podobné pro ostatni body), takze druhd podminka ¥ik4

£((0,2,3,1)) = 5(0,1,0,2), 0+#peR,



podobné tfeti podminka se ekvivalentné prepise jako
£((0,0,0,1)) = 4(0,0,0,1), 0#vyeR
Z pozadavku K o K = Id a K({(2,3,1))) = ((1,0,2)) plyne K({(1,0,2))) =
((2,3,1)), neboli
f((0715072)):6(07273a 1)7 O#éeR
Oznacme
B ={(0,0,0,1),(0,1,0,2),(0,2,3,1),(0,0,0,1)}.

Snadno nahlédneme, Ze B je baze. Matice f vzhledem k B (ob$irnéji, matice f
vzhledem k bazim B a B) je podle odvozenych vztaht rovna

0
0
0

gl

[fl5 =

S o O
(=S e N )
oo wo

Kolineace vytvorena libovolnym homomorfismem tohoto tvaru spliuje prvni
tfi pozadavky. Snadno nahlédneme, ze podminka K o K = Id je ekvivalentni
podmince, Ze f o f je (nenulovy) nésobek identického automorfismu. Maticové
fedeno, matice [f o f]p je ndsobkem jednotkové matice. Spocteme [f o f]p:

1 0 0 0
Folls=1e-Ws=| o %0 5 o
0 0 0 ~2

Tedy k tomu, aby K o K = Id je nutné a staci, aby 86 = 1,72 = 1.
Shrnuti: Kolineace vytvorené automorfismem f, jehoZ matice vzhledem k B
je

[flB =

kde 3,8,v # 0 a 8§ = 1, 42 = 1, jsou pravé kolineace spliujici pozadované
podminky. Jako cviceni si urcete matici f vzhledem k ptivodni bazi.

Priklad 8. K afinni kvadrice 22 — 22y + 2y + 22 + y + 3 = 0 vedte tecny
rovnobézné s piimkou 3z — 2y + 10 = 0.

Reseni. Ozna¢me f’ pfislusnou symetrickou bilinedrni formu, jeji matice (vzhle-
dem k indukované aritmetické bazi) je

31 %
A= 1 -1
;7 -1 2



Abychom se vyhli poéitani se zlomky, budeme radé&ji pracovat s formu f = 2f’
(kterd uréuje tutéz kvadriku). Jeji matice je

6 2 1
A=1 2 2 =2
1 -2 4

Snadno ovérime, ze f je regularni.

Smér dané piimky je zfejmé ((2,3)). Teény rovnobézné s touto piimkou
jsou pravé teény prochazejici nevlastnim bodem (u) = ((0,2,3)). Body dotyku
uréime jako priseéik polary bodu (u) s kvadrikou. Matice formy f(u,-) je

(0,2,3)A = (7,-2,8),
takZe polara mé v homogennich souradnicich rovnici
Txg — 2x1 + 8x9 = 0.
V afinnich soufadnicich je to pfimka o rovnici
7—2x+8y=0.

Nyni uré¢ime priiseéik této pfimky s kvadrikou (dosazenim 2z = 7+8y do rovnice
kvadriky):

2 =20y + 2y + 22 +y+3

= 42® — 8xy+8y® + 8z + 4y + 12

(7 + 8y)? — 4(7 + 8y)y + 8y* + 4(7 + 8y) + 4y + 12
40y* + 120y + 89

—30++/10

—

o o o o
Il

Takze
—25 4+ 2/10

10

Uvazujme nejprve jeden z bodt dotyku, napt. t; = (z,y) = (‘25J{§ﬁ0, _30;2)‘/1()) .

T12 =

V homogennich soutadnicich jde o bod

ey [ [y =2 +2V10 30+ V10
=L 10 20 '

Matice formy f(t1,-) je

—25+2V10 —30 + /10 10
(17 - \[, +I>A=C(—\/ﬁ+9,6,—4).

10 20 2



Rovnice teény z bodu t; je tedy
(=10 + 9)zg + 621 — 4z, =0
a v afinnich souradnicich
—V10 + 9 + 62 — 4y = 0.

(Vsimnéte si, Ze tecna je opravdu rovnobézna s danou pfimkou.)
Druhé tec¢na se vypocte obdobné, vyjde

V10 -9+ 6x —4y = 0.

Piiklad 9. Provedte metrickou klasifikaci kvadriky v R?

522 — 16xy — 1622 — Ty* — 32yz — 72° + 62 + 66y + 122 +27 =0

Reseni. Ozna¢me f piislusnou symetrickou bilinedrni formu, jeji matice (vzhle-
dem k indukované aritmetické bazi) je

27 3 33 6
3 5 -8 =8
3 -8 -7 -16
6 -8 —-16 —7

A:

Oznacéme
N ={(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} ag= fl(N),

tj. N je (ortonormélni) baze nevlastni nadroviny a g je z(iZeni{ f na nevlastni
nadrovinu. Matice g vzhledem k N je

5 -8 -8
glv=B=| -8 -7 —16
-8 —16 -7

Najdeme ortonormélni polarni bazi formy ¢. K tomu ur¢ime vlastni ¢isla, pii-
slusné prostory vlastnich ¢isel a v nich ortonormélni baze.

5— A -8 -8
|B—A\E| = -8 —7—-Xx  —16 | =
-8 —16 —-7—2A

= 5-=N(T+N)(7T+A) — 1024 — 1024 — 256(5 — \) + 64(7 + \) + 64(7 + \) =
= =A% —9X\? + 405\ — 2187 = —(\ — 9)%(A +27)

Vlastni ¢ilsa jsou 9 a —27. Z toho plyne, Ze se jedna o stfedovou kvadriku (pokud
je ovSem kvadrika reguldrni, coz zjistime pozdéji).

10



Podprostor Vg (vyjadieny v bazi N) vlastnich vektord pfislusnych vliastnimu
¢islu 9 je feSenim homogenni soustavy rovnic s matici A — 9E:

-4 -8 -8
-8 —16 —-16 |~ (1 2 2)
-8 —-16 -16

Tedy {‘/Q}N = <(_27 17 0)) (_27 07 1)> a
Vo = ((0,-2,1,0),(0,-2,0,1)).

Ortogonalni bazi Vy bychom mohli nalézt Gramm-Schmidtovou ortogonalizaci,
vysli by vektory (0,—2,1,0),(0,—2,—4,5). Aby se ndm lépe poéitali, zvolime
odhadem ,hez¢i* bazi (0,2,1,—2), (0,2, —2,1) (nahlédnéte, Ze se skuteéné jednd
o bazi!). Znormovanim dostaneme ortonoromalni bézi {vy,va}:

1
2(0,2,-2,1).

1
Vi 3 (Oa )+ )7 V2 3

Ted vypocteme podprostor V_s7 a jeho ortonormalni bézi.

32 -8 -8 2 -5 4 2 -5 4 o 5 4
-8 20 -16 |~ 2 4 -5 |~[0 9 -9 ~<0 9_9>
-8 —16 20 4 -1 -1 0 9 -9

Tedy {V_28}n = ((1,2,2)), V_a5 = ((0,1,2,2)). Ortonormalni bézi tvoii vektor
V3!

1
vs=3(0,1,2,2).

Nalezneme stied (ze cviceni vime, Ze je to FeSeni homogenni soustavy rovnic
s matici A bez prvniho fadku):

3 5 -8 -8 3 5 —8 -8
A=1133 -8 -7 -16 |~ 0 —-63 81 72
6 -8 —-16 -7 0 -18 0 9

Resenim je ((1,1,—1,2)). Tedy stfedem je afinni bod a = (1,—1,2), v homo-
gennich soufadnicich a = (1,1, -1, 2).

K uréeni matice f vzhledem k bazi S = {a, vy, Vs, v3} jesté potfebujeme
spoéitat fa(a), fa(vi),...,:

f2(2) = (1,1,-1,2)4(1,1,-1,2)7 = (9,0,0,0)(1,1,-1,2)T =9
falvi) = é(o,z, 1, —2)/%(0,2, 1,-2)T = 3(27, 18,9, -18)(0,2,1,-2)" =9
fa(va) = %(0,2, -2, 1)/%(0,2, -2, )" = %(—54, 18,-18,9)(0,2,-2,1)" =9
fa(vs) = %(0, 1,2,2)/%(0, 1,2,2)" = %(81, —27,-54,-54)(0,1,2,2)" = —27
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(Neni ndhodna, Ze hodnoty pro vektory v; jsou rovné pfislusnému vlastnimu
¢islu. Je to tak vzdy, rozmyslete si prod!)
Matice f vzhledem k S je tedy

[fls =

[l e e BN}
o O © o
o © o o
~No o o

-2
(Ted vidime, 7e f je regularni.) Rovnice kvadriky vzhledem k S je proto
922 + 927 + 93 — 2723 = 0.

Vzhledem k afinni soustavé souradnic S = {(1,-1,2),(2,1,-2),(2,-2,1),(1,2,2)}
mé dana kvadrika rovnici

9+ 922 4+ 9y% — 2722 = 0,

neboli
—2?2 -yt 4322 =1

a jedna se o rotacni dvojdilny hyperboloid.

Piiklad 10. Provedte metrickou klasifikaci kvadriky v R3

4a® — daz + 2y° — dyz + 327 — 281 — 40y — 542 + 33 =0

Reseni. Oznaéme f pislusnou symetrickou biline4rni formu, jeji matice (vzhle-
dem k indukované aritmetické bazi) je

33 —-14 -20 =27
—14 4 0 -2
-20 0 2 =2
=27 -2 =2 3

A:

Oznacéme
N ={(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} ag= f|(N),

tj. N je (ortonormélni) baze nevlastni nadroviny a g je z(iZeni{ f na nevlastni
nadrovinu. Matice g vzhledem k N je

4 0 -2
gv=B=[ 0 2 -2
-2 -2 3
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Najdeme ortonormalni polarni bazi formy g. K tomu urc¢ime vlastni ¢isla, pii-
slusné prostory vlastnich ¢isel a v nich ortonormalni baze.

4- 0 -2
|B-\E| = 0 2—A -2 |=
-2 -2 3-2A

A=N2=NB=N) —4(4-N)—42-)\) =
A 4907 — 18X = —A(A —3)(\ — 6)

Vlastni éisla jsou 0, 3 a 6. Z toho plyne, Ze se jednad o paraboloid (pokud je
ovSem kvadrika reguldrni, coz zjistime pozdéji).

Podprostor V3 (vyjadieny v bazi N) vlastnich vektort p¥islusngch vlastnimu
¢islu 3 je feSenim homogenni soustavy rovnic s matici A — 3E:

1 0 -2 L o0 o
0 -1 =2 |~ | 5 )
-2 -2 0

Tedy {VB}N = <(27 -2, 1)> a
V3 =((0,2,-2,1)).

Ortonormélni bazi Vs tvori vektor vy:

1
vi=35(0.2,-21).

Podprostor V4 je fesenim homogenni soustavy rovnic s matici A — 6E:
-2 0 -2 10 1
0 -4 -2 |~ 02 1)
-2 -2 -3
Tedy {Va}y = (-2, -1,2)) a
Vs = ((0,-2,—1,2)).
Ortonormalni bazi Vi tvori vektor vo:

1
2(0,-2,-1,2).

V2:3

Podprostor Vj je fesenim homogenni soustavy rovnic s matici A:
4 0 -2 9 0 -1
0 2 -2 |~ 01 -1 )
-2 =2 3

Tedy {Vo}n =((1,2,2)) a
Vo = ((0,1,2,2)).
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Ortonormalni bazi Vj tvori vektor vs:
1
V3 = 5(0, 1,2,2).

Smér osy paraboloidu je {(1,2,2)).

Jesté musime spocitat vrchol paraboloidu — vektor a = (1,z,y, 2), ktery
splituje f(vy,a) = 0, f(ve,a) = 0, f(a,a) = 0. Z prvnich dvou podminek
dostéavame

0=(0,2,-2,1)A(1,z,y,2)" = (-15,6,-6,3)(1,2,,2)" = —15+ 6z — 6y + 32

0=(0,-2,-1,2)A(1,z,y,2)T = (-6,-12,-6,12)(1,z,y,2) = —6—120—6y+122
Po tpravé vyjde z = 22 — 1,y = 2z — 3. Posledni podminka f(a,a) = 0 fik4, Ze
bod a = (z,2z — 3,22 — 1) lezi na kvadrice. Dosazenim ziskdme

42° —4x(20—1)+2(20—3)*—4(22—3) (20—1)+3(22—1)?—282—40(22—3) —54(22—1)+33 = 0

—216x = 216

Tedy a = (1,—1, —5,—3) a afinni bod a = (-1, —5, —3) je vrchol paraboloidu.
Vypoétem zjistime, ze f(a,vs) = —108, fo(vi) = 3 a fa(ve) = 6 (u posled-
nich dvou rovnosti vyjdou vlastni ¢isla, v minulém ptikladu jste si méli rozmyslet
proc).
Matice f vzhledem k bazi S = {a, v, v, v3} je tedy

0 0 0 —108

0 3 0 0

[f]S - 0 0 6 0
—108 0 O 0

(Ted vidime, Ze f je regularni.) Rovnice kvadriky vzhledem k S je proto
322 4 622 — 216x9x3 = 0.

Vzhledem k afinni soustavé souradnic S = {(-1, -5, -3),(2,-2,1),(-2,-1,2),(1,2,2)}

mé dané kvadrika rovnici
322 + 6y — 2162 = 0,

neboli i 1
Oy — 24 2
#=%0" T3Y

a jedna se o elipticky paraboloid.
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