CSP seminaf 14/15 letni semestr — sada 4

Relaéni strukturu A nazyvame binarni, pokud obsahuje pouze unarni nebo binarni relace.

Problém 1. Ukazte, ze pro kazdou rela¢ni strukturu A s kone¢né mnoha relacemi existuje
binérni rela¢ni struktura B takova, ze CSP(A) ~p CSP(B). Strategie:

e Definujte B = A*, kde k je maximalni arita relace v A. Relace v B budou unérni relace,
které budou odpovidat relacim v A a jeSté binarni relace p; ; (kde ¢, € {1,...,k}, bude jich
tedy k?) definované ((ai,...,ax), (b1,...,bx)) € pij < a; = b;

o Ukazte, ze diky p;; je kazdy n-arni polymorfismus B tvaru (hq, ..., hi) pro n&jaké h; : A™ —
A, kde (hy, ..., hs) znaci n-arni operaci na A*, ktera v i-té slozce funguje jako h;.

o Ukazte, ze diky p; ; a unarnim relacim je kazdy polymorfismus dokonce tvaru (h,h,...,h),
kde h € Pol(A).

e Nahlédnéte, ze Pol(B) = {(h,h,...,h) : h € Pol(A)} = Pol(A)*

Je-li R(x1,...,x)) constraint, pak mnozinu proménnych {z1,...,z;} nazyvame scope tohoto
constraintu.
Instance CSP se nazyva (k,!)-minimalni (kde 1 < k <), pokud

e (Technickd podminka: Scope zddného constraintu neobsahuje jednu proménnou vicekrat.)
e Kazda [-tice proménnych je ve scopu néjakého constraintu.

e Pokud W je nanejvys k-prvkova posloupnost proménnych a Cy, Cs jsou constrainty, jejichz
scope obsahuje W, pak projekce C7 a Cy na W se shoduji.

Instance je k-minimdlni, pokud je (k, k)-minimalni.
Instance se nazyva trivialni, pokud obsahuje ,,prazdny“ constraint, tedy constraint tvaru R(...),
kde R = ). Dv& instance jsou ekvivalentni, pokud maji stejnou mnoZinu feseni.

Problém 2. Ukazte, Ze pro pevna k,l existuje polynomiélni algoritmus, ktery kazdou instanci
CSP(A) pfevede na ekvivalentni (k,)-minimalni instanci CSP(B), kde B je pp-definovatelna z A.

Instanci vzniklou vaSim algoritmem nazveme (k,!)-minimélni instance prislusnd pavodni in-
stanci.

Rekneme, ze CSP(A) méa (rela¢ni) sfiku (k,l), pokud pro libovolnou instanci I problému
CSP(A) plati: pokud je (k,l)-minimalni instance piislu$na I netrividlni, pak ma I feseni. Rek-
neme, ze CSP(A) mé koneénou §irku, pokud existuje (k, 1), ze CSP(A) ma 8itku (k,1). (Specialné,
CSP(A) jev P.)

Problém 3. (Zobecnéni HORN-SATu) Operaci f : A — A nazgvame TSI (totally symmet-
ric idempotent), pokud je idempotentni a plati {ai,...,an} = {b1,...,bx} = f(a1,...,an) =
f(by,...,b,). Idempotentni mnozinova funkce na A je zobrazeni ¢t : P(A) — A (kde P(A) znadi
mnozinu neprazdnych podmnozin mnoziny A), ktera spliiuje t({a}) = a pro kazdé a € A.

Dokazte, Ze nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni pro kazdou rela¢ni strukturu A, ktera obsahuje
vSechny singletony.

(i) Pol(A) obsahuje pro kazdé n TSI arity n.

(ii) Existuje idempotentni mnozinova funkce ¢ na A spliiujici nasledujici podminku. Pro kazdou
relaci R v A (feknéme arity k) a libovolné Aj,..., Ay C A, pokud S = RN (4 x --- %
Ayg) je subdirektni v A; X -+ x Ay (tj. projekce S na i-tou soufadnici je rovna A;), pak
(t(Al)a s at(Ak)) €R.



(ifi) CSP(A) ma &fiku 1.

Napovéda: Napied ukazte (i) < (ii). Pro dukaz (ii) = (iii) pouZijte mnozinovou funkci na
prislusnou 1-minimélni instanci. Pro dukaz (iii) = (ii) formulujte podminku jako instanci CSP, o

vy

které dokazte, ze pFislusnd 1-minimalni instance je netrividlni (to je myslim nejtézsi ¢ast).

Problém 4. (Zobecnéni 2-SATu) Operaci f : A" — A nazyvame NU (near unanimity), pokud
fla,...,a,b,a...,b) = a pro libovolnd a,b € A a libovolnou pozici b.

Je-li [ instance CSP s mnoZinou proménnych V', pak zobrazeni z : W — A, kde W C V,
nazveme Castecnym fesenim, pokud spliiuje vSechny constrainty, jejichz scope je obsazen v W.
Rikdme, ze CSP(A) m4 striktni &fiku (k,[), pokud pro libovolnou instanci CSP(A), ptislugna
(k,1)-minimaln{ instance splituje nasledujici: kazdé ¢astecné feseni z : W — A, kde |W| > k, lze
rozs§itit na fesSeni.

Dokazte, ze nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni pro kazdé k > 2 a kazdou rela¢ni strukturu
A, ktera obsahuje vSechny singletony.

(i) Pol(A) obsahuje NU arity k.
(ii) CSP(A) ma striktni sitku (k, k + 1)

Problém 5.  (3-LIN(Z3) nemd kone¢nou sitku). Ozna¢me A = ({0,1}, Ry, Ry, {0}, {1}), kde
R ={(z,y,2) :x+y+ 2z mod 2=i}. Ukazte, Ze CSP(A) nemd konecnou sifku.



