Kapitola 1

Uvodni kurs

1.1 Vyroky a kvantifikatory

Univerzitni matematika se od stfedoskolské matematiky odliSuje predevsim durazem na abstrakci a na
presnost uvaZovdni.

Abstrakci rozumime to, ze se vétsinou nebudeme zabyvat konkrétnimi ¢isly nebo funkcemi, ale budeme
zkoumat celé ti¥idy matematickych objektu, jako jsou éisla, rovnice, funkce, algoritmy, pravidla pocitani.
Vypocty budeme vétsinou provadét se symboly jako z, f, A, v, atd.

Vyznam abstrakce spo¢ivd v tom, ze se snazime formulovat matematické vysledky tak, aby je bylo
mozné pouzit v nejruznéjsich situacich. Typickou a dobie zndmou ukézkou abstrakce je vzorec pro koteny
kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty

az’ + bz +c=0,
kde a # 0. Rikd, ze kofeny této rovnice jsou ¢isla

—b+Vb? — dac

T12 = %

Tento vzorec vyjadiuje koteny libovolné kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty. Potiebujeme-li vytesit
konkrétni rovnici, napi. 222 + 5z — 10 = 0, stacf pouze dosadit do vzorce za symboly a, b, ¢ konkrétni
¢isla, v nasem piipadé a = 2,0 =5,c = —10.

Pozadavek piesnosti uvazovani vede k tomu, ze matematika si vytvaii vlastni jazyk, ve kterém se snazi
odstranit jakékoliv nejednoznacnosti. Tém se piirozeny jazyk nikdy nemuze vyhnout, ve skutecnosti jsou
zdrojem mnohé zabavy, vtipu, basni, a také nedorozumeéni. Piesnost uvazovani ndm také pomahd ujistit
se, ze nage matematické vysledky jsou spravné. Prakticky vse, co budeme tvrdit, budeme také dokazovat.
Dukazy nam dédvaji moznost pochopit, pro¢ jsou matematickd tvrzeni spravnd, abychom je mohli pripadné
adaptovat na jiné situace. A studiem dukazu se také u¢ime jak dokazovat nové matematické vysledky.

Pro tspésné studium matematiky je tfeba dobfe zvladnout matematicky jazyk.
Zakladnim stavebnim kamenem matematického jazyka jsou wviyroky. Vyroky jsou véty, o kterych ma
smysl rozhodnout, jsou-li pravdivé nebo ne.



Priklady. e Cislo 7 je kladné realné ¢islo. (Je vyrok.)
e Novy Bydzov je hlavni mésto Kanady. (Je vyrok.)

e Cisaf pan je korunovanej. (Je vyrok.)

Ahoj! (Neni vyrok.)

Miluji te. (Je vyrok.)

e 27 je iraciondln{ ¢islo. (Je vyrok. Neni ale zndmo, je-li pravdivy nebo ne.)

vvvvv ’

Vyroky muzeme kombinovat do slozitéjsich vyroku pomoci logickyjch spojek a a nebo. Spojky a a nebo
jsou pouzivamy také v prirozeném jazyce. V matematice je pouzivame v piresné definovaném vyznamu,
ktery zduraznujeme tim, ze mluvime o logickyjch spojkdch.

Definice 1.1.1. Jsou-li P, ) vyroky, pak konjunkce vyroku P,(Q je vyrok P a Q. Disjunkce vijroku P, Q
je vyrok P nebo Q.

Konjunkci vyroki P, @ zapisujeme také jako P& nebo P A Q. Disjunkci vyrokii P, zapisujeme
rovnéz jako PV Q.

Pravdivost konjunkce a disjunkce vyroku P, @ je definovdna pomoci pravdivosti vyroka P, ). Zduraznéme
jesté, ze logickou spojku a pouzivame ve smyslu a zdroven. Logickou spojku mebo nepouziviame ve
vylucugicim smyslu, jak se obcas stava v bézném jazyce.

Definice 1.1.2. Konjunkce P a () je pravdivé, pokud jsou pravdivé oba vyroky P, (). Disjunkce P nebo
@ je pravdiva, pokud je pravdivy aspon jeden z vyroku P, Q).

Vyrok éislo 7 je kladné redlné éislo a (zdrovern) Novy BydzZov je hlavni mésto Kanady tedy neni
pravdivy, zatimco vyrok c¢islo m je kladné redlné cislo nebo té miluji pravdivy je. Uspéjete s nim ov§em
pouze tehdy, pokud objekt vaseho zdjmu nechdpe spojku nebo ve vylucujicim smyslu, tj. ze plati jedno
nebo druhé, nikoliv obé soucasné.

Matematické vyroky se narozdil od vyroka bézného jazyka (Cisar pan je korunovanej.) vyznacuji tim,
ze pojmy, které v nich pouzivdme, jsou presné definované. V této chvili sice neumime definovat redlné
¢islo, muzeme ale presné definovat, co je to druhd odmocnina z kladného redlného cisla.

Definice 1.1.3. Druhd odmocnina z kladného redlného cisla = je takové kladné realné cislo y, pro které
plati y2 = z.

Matematické definice ddvaji presny matematicky vyznam vyrazum bézného jazyka, jako tieba vek-
tor, matice, spojitost, podil, grupa, které budeme v matematickych formulacich pouzivat. Prvni soucasti
matematickych textu jsou tedy definice pouzivanych matematickych pojmu. Definice tvori slovnik ma-
tematického jazyka, ve kterém jsou nové matematické pojmy definovany pomoci jinych matematickych
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pojmu, které povazujeme za znamé. Tak napiiklad v definici druhé odmocniny z kladného realného cisla
povazujeme za znamou operaci nasobeni (druhou mocninu) redlnych ¢isel.

Naprosta vétsina matematickych tvrzeni je formulovana tak, ze z pravdivosti néjakého vyroku, kterému
fikdme predpoklad, plyne pravdivost jiného vyroku, kterému ¥ikdme zdvér. Vzdy je velmi dulezité uvédomit
si, co je pfedpoklad matematického tvrzeni a co je zavér. V tvrzeni

(T1a) Je-li z > 0 redlné ¢islo, pak existuje redlné éislo y > 0 takové, ze y2 = x.

je predpokladem vyrok = > 0 je redlné ¢islo a zavérem je vyrok ezistuje realné éislo y > 0 takové, Ze

y? = . Mizeme jej také formulovat ndsledujicim zpiisobem.

(T1b) Pro kazdé kladné redlné ¢islo z existuje kladné redlné ¢islo y takové, ze y? = .
Také tvrzeni
(T1c) ke kazdému kladnému redlnému ¢islu existuje druhd odmocnina,

ikd totéz, co tvrzeni (T1a), vezmeme-li v tivahu Definici 1.1.3. Matematické definice tedy zjednodusuji
formulace, nemusime vzdy znovu vysvétlovat, co myslime druhou odmocninou. Definice fixuje, co mate-
maticky termin znamena.

Vytvatrime-li slozitéjsi vyroky pomoci logickych spojek a a nebo, musime davat pozor na jednoznacnost
takto utvarenych vyroku. Napf. vyrok

(T2) miluji té a ¢islo 7 je kladné redlné ¢islo nebo cisaf pan je korunovanej,

lze interpretovat dvéma ruznymi zpusoby. Bud jako

(T3) (miluji té a ¢islo 7 je kladné redlné ¢islo) nebo cisaf pan je korunovanej,

tj. jako disjunkci dvou vyroku, z nichz ten prvni je konjunkei jinych dvou vyroku, nebo jako
(T4) miluji té a (¢islo 7 je kladné redlné ¢islo nebo cisaf pan je korunovanej),

tj. jako konjunkci dvou vyroki, z nichz ten druhy je disjunkei jinych dvou vyrokiu. Jde skutec¢né o dva rizné
vyroky, protoze vyrok (T3) je pravdivy, je-li cisai pdn korunovanej, bez ohledu na to, jsem-li zamilovany
nebo ne. Oproti tomu k pravdivosti vyroku (T4) staci, abych byl zamilovany a na cisai panovi nezalez.
Podobnych nejednoznacnosti je ptirozeny jazyk plny. Pokud jej pouzivdme pro vyjadieni matema-
tickych poznatku nebo tloh, musime si byt védomi moznych nejednoznacnosti. Tak napiiklad vyraz z
ucebnice pro zakladni skoly soucet trojndasobku nezndmého éisla zvétsemého o dva a dvojndsobku téhoZ
nezndmého ¢isla zmenSeného o ¢ muzeme matematicky vyjdiit jako 3(z + 2) + 2(z — 3) nebo jako
3z + 2 + 2z — 3. Prvni formulace je spravnd, druhd je také moznd. Zalezi na tom, co podle nas rozviji
privlastek zvétseného. Jestli podstatné jméno ¢isla nebo cely vétny ¢len trojndsobek neznamého cisla.

Typické matematické tvrzeni je implikace ve smyslu nasledujici definice.
Definice 1.1.4. Jsou-li P, ) vyroky, pak vyrok z P plyne ) nazyvame implikace.

Vzhledem k tomu, jak ¢asto se implikace v matematickych textech vyskytuji, existuje mnoho riznych
zpusobu, jak je formulovat. Radu 7 nich uvadime v nésledujicim ptikladu, v zavorkach jsou pak jejich
anglické verze.



Priiklady. e Je-li P, pak Q. (If P, then Q.)
e Plati-li P, pak plati Q. (If P holds, then @ holds.)

P implikuje Q. (P implies @.)

Necht plati P. Pak plati Q. (Let P hold. Then @ holds.)

P je postacujici podminka pro Q. (P is a sufficient condition for @).)

@ je nutnd podminka pro P. (@ is a necessary condition for P.)

P plati pouze plati-li Q. (P holds only if ¢) holds.)
e Pokud @ neplati, pak neplati P. (If @) does not hold, then P does not hold.)

Je véci vkusu a jazykového citu, kterou z variant autor zvoli v zavislosti na konkrétni podobé vyroku
PaqQ.

Také pravdivost implikace muzeme rozhodnout na zakladé pravdivosti vyroku P a Q).

Definice 1.1.5. Jsou-li P, () vyroky, pak implikace z P plyne @ je pravdiva, jestlize jsou pravdivé
soucasné oba vyroky P, (), nebo vyrok P neni pravdivy.

Druhd z podminek pravdivosti implikace z P plyne @ tikd jinymi slovy, Zze z nepravdivého vyroku
plyne cokoliv.
Implikace z P plyne () se v matematickych textech casto zapisuje jako

P= Q.

Také my budeme toto oznaceni pouzivat.

V matematickych formulacich zalezi na kazdém slové. Tak napiiklad tvrzeni
(T5) je-li > 0 redlné ¢islo, pak existuje pravé jedno redlné ¢islo y > 0 takové, 7e y> = .

se od tvrzeni (T1a) lis{ pouze dvéma slovy prdvé jedno.

Zavér této implikace ewistuje prdavé jedno redlné ¢islo y > 0 takové, Ze y*> = x je ve skutecnosti
konjunkci dvou vyroki, vyroku ezistuje aspori jedno redlné éislo y > 0 takové, Ze y> = z a vyroku
existuje nejuyse jedno redlné cislo y > 0 takové, Ze y?> = x. Mame-li dokdzat tvrzeni (T5), musime
dokézat, ze z predpokladu x > 0 rediné ¢islo plynou oba vyroky, jejichz konjunkci je zavér tvrzeni (T5).
Musime tedy dokazat obé nasledujici tvrzeni.

(T6) Je-li > 0 realné éislo, pak existuje aspoii jedno redlné éislo y > 0 takové, ze y? = x,
které ikd totéz, co tvrzeni (Tla), a tvrzeni
(T7) je-li # > 0 redlné ¢islo, pak existuje nejvyse jedno realné ¢islo y > 0 takové, ze y? = =.

K dukazu tvrzeni (T6) musime ptesné definovat, co je to realné &islo a to je v souasnosti mimo nase
moznosti. Dukaz tvrzeni (T7) je naopak jednoduchy a sta¢i k nému znat zakladni pravidla pocitani s
redlnymi cisly.

Uvedeme si jesté definici negace vyroku.



Definice 1.1.6. Je-li P vyrok, pak negace vijroku P je vyrok —P.
Negaci vyroku P muzeme také formulovat ruznymi zpusoby:
Priklady. e P neni pravdivy. (P is not true.)
e P neplati. (P does not hold.)
e Neni pravda, ze P. (It is not true that P.)

Definice 1.1.7. Negace —P je pravdiva, pokud vyrok P neni pravdivy.

Dalsim béznym typem matematického tvrzeni je ekvivalence dvou vyroku.

Definice 1.1.8. Jsou-li P, @) vyroky, pak fikdme ze P je ekvivalentni s (), pokud je pravdiva konjunkce
dvou implikaci (P = Q) a (Q = P).

Také vyrok P je ekvivalentni s () muzeme formulovat ruznymi zpusoby. Dvé nejcastéjsi varianty jsou
uvedené v nasledujicim ptikladu.

Priklady. e P plati prave tehdy, kdyz plati Q. (P holds if an only if @) holds.)
e P pravé kdyz Q. (P if and only if Q.)
Vyrok P je ekvivalentni s () také zapisujeme jako
P& Q.

Tento zapis budeme ¢asto pouzivat.

Pomoci pravdivostni tabulky muzeme dokézat nasledujici tvrzeni.

(T9) Pro libovolné dva vyroky P, @ plati, ze P je ekvivalentni s () prave tehdy, kdyz jsou vyroky P, @
soucasné pravdivé nebo jsou soucasné nepravdivé.

Kazdy matematik pouziva zcela automaticky ekvivalence mezi ruznymi dvojicemi vyroku. Neuplny
vycet téchto zautomatizovanych ekvivalenci nédsleduje. Prvni z nich je jinou formulaci tvrzeni (T9).
Vsechny muzeme dokéazat pomoci pravdivostnich tabulek.

Piiklady. Nechf P, (Q jsou libovolné vyroky. Pak plati

e P& () prave kdyz (P a @) nebo (= P a—(Q),

P = @ pravé kdyz - Q = - P,

=(P a Q) prave kdyz (= P) nebo (= @), (negace konjunkce je disjunkce negaci)

= (P nebo Q) prave kdyz (= P) a (= @), (negace disjunkce je konjunkce negaci)

=(P = Q) prave kdyz P a = Q.



Snaha o obecnost a abstrakci vede k Castému pouzivani jinych dvou vyrazu: pro kaZdy a existuje.
Setkali jsme se s nimi uz v tvrzeni (T1b). Pfeformulujeme si toto tvrzeni jesté jednim zpusobem.

(T10) Pro kazdé redlné ¢islo x > 0 existuje redlné ¢islo y > 0 takové, ze y? = .
Vezméme si jesté jednodussi tvrzeni:
(T11) pro kazdé nenulové redlné ¢islo y platf y? > 0.

V ném se iik4, 7ze vyrok y2 je kladné éislo je pravdivy (plati) pro kazdé nenulové redlné éislo. O pravdivosti
tohoto vyroku muzeme rozhodnout teprve tehdy, vime-li konkrétni hodnotu ¢isla y. Pokud by y bylo
rovné komplexn{ jednotce i, vyrok 4?2 je kladné éislo by pravdivy nebyl. Vyrok 32 je kladné éislo zavisi na
parametru y. Protoze je tento vyrok pravdivy pro velkou spoustu parametru y, formulujeme nase tvrzeni
tak, ze uvedeme, pro jaké hodnoty parametru y tvrdime, ze je vyrok y? je kladné cislo pravdivy. Piesné
to tikd vyraz pro kazZdé nenulové realné cislo y.

Casté podoba matematického tvrzeni je
(T12a) pro kazdé y € S plati P(y).

V nasem piipadé je S mnozina vSech nenulovych realnych éisel a P(y) je vyrok y? > 0.
Pro vyraz pro kazdé y € S pouzivdme specidlni znaceni

Yy € S.

Této formulaci rikdme obecny kvantifikator, y je kvantifikovand proménnad.
Tvrzeni (T12a) pomoci obecného kvantifikdtoru muzeme formulovat také nasledovné

(T12b) (Vy € S)P(y).

Druhym typem kvantifikdtoru je existencéni kvantifikdtor. Také s nim jsme se uz setkali ve vyroku
existuje rediné ¢islo y > 0 takové, Ze y> = x. Pro vétsi jednoduchost si jesté zvolime z = 2 a budeme
uvazovat vyrok ezistuje redlné ¢islo y > 0 takové, Ze y> = 2. V ném tvrdime, ze v mnoziné véech kladnych
redlnych ¢isel existuje prvek y, pro ktery plati (je pravdivy) vyrok y? = 2. Posledni vyrok y? = 2 zavis
na parametru y, oznacime si jej tedy Q(y). A protoze mnozinu vsech kladnych redlnych ¢isel jsme oznaéili
S, muzeme nas vyrok formulovat takto:

(T13a) existuje y € S takové, ze plati Q(y).
Také pro vyraz ezistuje y € S pouzivame specialni znaceni
Jy €S,
pomoci kterého tvrzeni (T13a) formulujeme nasledovné.

(T13b) (Fy € T)Q(y).

Kvantifikatory obou typii muzeme kombinovat a formulovat tak slozitéjsi tvrzeni. Ukazku jsme uz
formulovali v tvrzeni (T1b). Pomoci kvantifikdtoru je muzeme formulovat takto

(Vz>0)3y > 0)(y* = z).
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Tento vyrok #ika piesné totéz jako vyrok (T2), pokud vime, ze z,y jsou redlna ¢isla. A pokud pouzijeme
oznateni S pro mnozinu vSech kladnych realnych ¢isel, muzeme jej formulovat také jako

(Vz e S)3y € 9)(y* = x).

Na poradi kvantifikatoru stejného typu nezalezi, naopak poradi kvantifikatoru ruzného typu meénit
nemuzeme.

Vsechny matematické texty maji néjaky kontext. Ten iikd, s jakymi objekty pracujeme. Posledni dvé
formulace tikaji totéz jako vyrok (T1b), pokud vime, ze pracujeme v kontextu redingch cisel. Kontext
umozinuje neopakovat stile v kazdém tvrzeni, 7e se zabyvame redlnymi ¢isly. Staci fict v dvodu knihy,
kapitoly, odstavce, ze v nasledujicim textu budeme pracovat s redlnymi ¢isly. Kontext tak muze byt
vyjadieny mnoho stranek pied tim, nez je tieba jej v néjakém tvrzeni pouzit jako jeden z predpokladu.

Pokud v néjakém tvrzeni pouzivame vyraz existuje prdvé jedno y € S, pouzivame pro takto for-
mulovany existen¢ni kvantifikdtor oznaceni 3!y € S. Tvrzeni (T5) pak pomoci kvantifikatoru zapiseme
jako

(Ve e S)3ly € 9)(y? = ).

Také obecny kvantifikator pro kaZdé x € S muzeme vyjadiit mnoha riznymi zpusoby. Netiplny ptehled

nasleduje.

Piiklady. e Nechf z € S,

e necht je ddno z € S,

kdykoliv z € S,

at v €85,

kazdé = € S,

ka kazdému z € S,

e pro kazdé z € S.

Podobné rovnéz existencni kvantifikator ezistuje x € S formulujeme také jako
Priiklady. e pro néjaké z € S,

e existuje aspon jedno z € S,

e lze nalézt z € S.

Zapis vyroku pomoci kvantifikatoru usnadnuje formulaci negace libovolné slozitého vyroku. To v
bézném jazyce muze obcas pusobit problémy.



Jestlize vyrok (Vx € S)(P(z)) neplati, existuje néjaké x € S, pro které vyrok P(x) neplati, tj. plati
jeho negace — P(z). Negace vyroku (Vz € S)(P(z)) je tedy ekvivalentni s vyrokem

(Fz € S)(—P(x)).

Naopak, pokud neplati vyrok (Jy € T)(Q(y)), znamend to, ze pro kazdé y € T plati negace vyroku
Q(y), tj. plati vyrok = Q(y). Negace vyroku (Jy € T)(Q(y)) je tak ekvivalentni s vyrokem

Vy e T) (- Q).

Takto muzeme zcela mechanicky najit negaci kazdého kvantifikovaného vyroku P. Kazdy obecny
kvantifikdtor nahradime existenénim, kazdy existen¢ni kvantifikdtor nahradime obecnym kvantifikdtorem
a vyrok P nahradime jeho negaci — P.

Negace vyroku

(V2 >0)3y > 0)(y* = ).

je tak ekvivalentni s vyrokem
(Fz>0)(Vy > 0)—(y* = x).

A protoze negaci vyroku y? = 2 je vyrok y? # z, je negace vyroku o existenci realné druhé odmocniny z
kladného redlného cisla ekvivalentni s vyrokem

Bz >0Yy>0)(y* #2).

Uz z prvni prednasky vime, ze
Priklady. e vyrok = (P A Q) je ekvivalentni s vyrokem = PV =@,
e vyrok = (P V Q) je ekvivalentni s vyrokem = P A =@,

e vyrok = (P = @) je ekvivalentni s vyrokem P A = Q).

Nyni muzeme zkusit formulovat néjakou slozitéjsi negaci.

Priklady. Negujte vyrok Kazdy je nékdy na nékoho nastvany, ale ne vZdy a ne na kazdého.

1.2 Kongruence celych ¢isel

V dalsim textu se budeme zabyvat vyhradné celymi ¢isly. Mnozinu vSech celych ¢isel budeme oznacovat
7.. Mnozinu vech pFirozenych éisel budeme oznacovat N. Cislo 0 za piirozené &islo nepovazujeme. To je
véci dohody, nékteri autori 0 mezi ptirozend c¢isla radi.

Zacneme s vétou o déleni se zbytkem.

Véta 1.2.1. Je-li a € 7 celé éislo an € N prirozené ¢islo, pak existuji jednoznacné urcend éisla q € 7. a
r€{0,1,...,n— 1} takovd, Ze
a=nqg-+r.
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Dukaz. Existenci lze dokazat tak, ze dokazeme spravnost Skolského algoritmu pro déleni se zbytkem.
Ukazeme jiny postup. Nechf a € Z a n € N jsou libovolna. Potiebujeme nalézt ¢,r € Z tak, aby
0<r<n-—1aa=ng+r. Necht ¢ je nejvétsi celé ¢islo takové, ze a — ng > 0' a polozme r = a — ng.
Nyni a = ng+1r ar > 0, takze staci ovérit, ze r < n — 1. To plyne z volby ¢: Plati a — n(¢+1) < 0 a po
Upraveé r < n.

K dukazu jednoznacénosti predpoklddejme, 7ze a € Z,n € N a a = nqg1 + r1, a = nga + r2, kde
q1,q2,71,72 € Z,0 < ry,ry < n — 1. Potfebujeme ukazat, ze ¢ = g2 a r1 = ry. Ze vztahu ng; +r; =
ngs + ro(= a) dostavame po dprave

n(gr —q2) =11 — 72

a aplikaci absolutni hodnoty na obé strany ziskdme
nlgr — gz = |r1 —ral.

Zr <n-—1, —ry <0 dostaneme se¢tenim 71 — ro < n — 1. Podobné dostaneme —(n — 1) < ry —ry a
dohromady |ry —72| < n—1. Na pravé strané tedy mame vyraz ostie mensi nez n. Z levé strany nyni vidime,
7e |q1 — q2| = 0, neboli ¢; = q2. Ted uz ziejmé r; = ro (protoze napt. ry = a—ngy = a—ngz =ry). O

Definice 1.2.2. Cislo ¢ € Z (resp. r € {0,1,...,n — 1}) z predchozi véty nazyvame podil (vesp. zbytek)
pri délent a éislem n. Zbytek pii déleni a ¢islem n oznacujeme a mod n.

Priiklady. o Podil pri délent ¢isla 17 ¢islem 5 je 3 a zbytek je 2, protoze 17 =5-3+2a0<2<5-1.
e Podil pri déleni cisla —17 éislem 5 je —4 a zbytek je 3, protoze —17=5-(-4)+3 a0<3<5-1.

Pro dand dvé pfirozend ¢isla muzeme jejich podil a zbytek zjistit §kolskym délenim. Rozmyslete si
jak vydelit zaporné ¢islo ¢islem ptirozenym. Pokud se vdm zda definice v tomto piipadé nepfirozend,
zamyslete se nad jinymi moznymi definicemi v kontextu néasledujicich vét.

Nyni pripomeneme definici délitelnosti dvou celych cisel.

Definice 1.2.3. Jsou-li a,b € Z celd cisla, pak fikame, ze a déli b, jestlize existuje ¢ € Z takové, ze
b = ac. Skute¢nost, ze a déli b zapisujeme také a | b. Pokud a nedéli b, piseme a 1 b.

Piiklady. e 5 deli —15, protoze —15=5-(-3)
o 4 nedéli 13, protoZe 4c = 13 neplati pro Zddné celé ¢islo c
e jakékoliv ¢islo a déli 0, protoze 0 =a -0
e 0 nedeli Zadné éislo, kromé 0 (proc?)
Priiklady. Dokazte ndsledujici dvé tvrzeni:
e Pokudn,a,b€Z,n|aan|b, pakn|a+b.
e Pokud n,a,b € Z, n | a, pak n | ab. Specidlné, pokud n | a, pak n | —a.

Uvedend tvrzeni budeme v dal§im textu éasto pouZivat, nékdy vicekrdt v jednom kroku dikazu. Napiiklad
v uvaze ,pokud 3| a a 3| b, pak 3| 17a — 45b“ pouzivime dvakrdt druhé tvrzeni a jednou proni.

Velice uzite¢nym pojmem pii studiu délitelnosti je kongruence:

Definice 1.2.4. Jsou-li a,b € Z cela ¢isla a n € N prirozené ¢islo, pak fikdme, ze a je kongruentni s b
modulo n, jestlize n déli a — b.

Skuteénost, ze a je kongruentni s b modulo n zapisujeme jako a = b (mod n). Jestlize a neni kongru-
entni s b modulo n, pak piseme a Z b (mod n).

Jinymi slovy, a je kongruentni s b modulo n, pokud se a od b lisi o celociselny nasobek cisla n.
Piiklady. 3 =13 (mod 5), 3= -2 (mod 5), 3 # —3 (mod 5).

Nasledujici véta doklada, ze a = b (mod n) prave tehdy, kdyz a a b davaji po déleni n stejny zbytek.

Vysvétlit, 7e existuje
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Véta 1.2.5. Pro libovolnd dvé celd éisla a,b € 7 a pro libovolné prirozené éislon € N platia = b (mod n)
prdvé tehdy, kdyZ a mod n = b mod n.

Diikaz. Necht a,b € Z a n € N jsou libovolna. Oznaéme q;,7, (resp. ¢z2,72) podil a zbytek po déleni éisla
a (resp. b) ¢islem n. Tedy a mod n =7, a b mod n = ry.

Dukaz implikace =. Predpoklddejme, 7ze a = b (mod n), neboli n | a — b. Potiebujeme dokazat, 7e
ry = ro. Ze vztahu a = ng; + r1, b = ngs + ro dostaneme po tpravé

(@a—0b)+n(q —q) =r1 —7ra.

Oba scitanci na levé strané jsou délitelni n, ]éﬁrlnd eféngé]i levou stranu, tedy také n|r; — ro. Protoze
—(n—1)<r;y —ry <n—1 (viz dukaz tvrzeni }'ITZ.—i%mme ry —ry =0, tedy 71 = ro a jsme hotovi.
Dukaz implikace <. Piedpokldddme, ze 11 = ro, a snazime se dokazat n | a—b. ijravou a=mnq+r1,
b = nqo + ro ziskdme
a—b=n(ga—q)+ (ra —r1) =nlg —q1)-

Vyraz na pravé strané je délitelny n tedy i n | @ — b, coz jsme chtéli. O

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze relace byt kongruentni modulo n“ je reflexivni, symetrickd a tranzi-
tivni, takze je to ekvivalence. Tyto pojmy potkate pozdéji v ivodnim kurzu.

Véta 1.2.6. Bud a,b,c € Z an € N. Pak plati

1. a=a (mod n) (reflexivita),

2. jestlize a =b (mod n), pak b = a (mod n) (symetriénost),

3. jestlize a =b (mod n) a b= c (mod n), pak a = ¢ (mod n) (tranzitivita).
Dikaz.

1. nla — a, tedy a = a (mod n).

2. Pokud a =b (mod n), ¢ilin|a—>b,pakn|—(a—b) =b—a,¢lib=a (mod n).

3. Pokud a =b (mod n) ab=c (mod n), nebolin|a—ban|b—c,pakn|(a—b)+(b—c)=a—c,
neboli a = ¢ (mod n).

O

Obecnou vlastnosti ekvivalenci je, 7e se piislusnd mnozina rozpada na disjunktni t¥idy navzdjem
ekvivalentnich prvkua. V nagem piipadé, napi. pron = 5, Ize mnozinu celych ¢isel rozlozit na 5 podmnozin

Ag,Al,...,A4Z
Ay = {...,-10,-5,0,5,10,15,...}
A = {...,-9,-4,1,6,11,16,...}
Ay = {...,-6,-1,4,9,14,19,...,}

(A; je tvorena ¢isly, ktera davaji po déleni péti zbytek i.) Dveé celd ¢isla jsou kongruentni modulo 5 préve
tehdy, kdyz nélezi do stejné podmnoziny.
Tranzitivita také ospravedlnuje fetézové zapisy kongruenci typu

a =ay =---=a (mod n).

Pokud totiz kongruence plati vidy pro sousedni prvky, pak je libovolnd dvojice a; a a; kongruentni
modulo n.

Dalsi tvrzeni ukazuje, ze dvé kongruence modulo n lze sec¢ist i vynasobit.

Véta 1.2.7. Bud a,b,c,d € Z an € N. Pak plat{

1. jestlize a =b (mod n) a ¢ =d (mod n), pak a+c¢=b+d (mod n),

2. jestlize a =b (mod n) a ¢ =d (mod n), pak ac = bd (mod n).
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Dikaz.

1. Pokud @ = b (mod n) a ¢ =d (modn), pakn |a—ban|c—d takzen | (a —b) + (¢ —d) =
(a+¢)— (b+d) atim padem a + ¢ =b+ d (mod n).

2. Méme-lin | a—0, pak n | (a — b)c = ac — be, tedy ac = bec (mod n). Podobné ukdzeme, ze be = bd
(mod n). Nyni ac = be = bd (mod n) a jsme hotovi (uz{vame tranzitivitu).

O
Priklady.

e Je-llia=0b (mod n) acéeN, pak také a® = b° (mod n). Lze totiz c-krét vynasobit kongruenci a = b
(mod n).

e Na druhou stranu obecné neplati, 7e pokud a,b,c € N a a = b (mod n), pak ¢* = ¢® (mod n).
Naptiklad 1 = 4 (mod 3), ale 2! # 24 (mod 3).

. El‘ré‘_:.?!ﬂ_aci ; " oz , o . Y S
7 véty I1.3.7 a predchoziho prikladu vyplyva, ze ve vyrazu muzeme nahradit s¢itanec, soucinitel a
mocnénec kongruentnim éislem (modulo n) a vysledek bude kongruentni s ptivodnim vyrazem modulo n.
Pozor ale na exponenty, kde toto provést nelze.

Piiklad. Chceme-li zjistit zbytek po délent ¢isla 33'599°1 .19 — 16 ¢islem 17, mizeme upravovat
33159951 .19 — 16 = (—1)9%1 .24 1=-24+1=-1=16 (mod 17),

tedy hledany zbytek je 16. (Pri vypoctu jsme wZili kongruenci 33 = —1 (mod 17), 19 = 2 (mod 17),
~16=1 (mod 17) a —1 = 16 (mod 17).)

Nyni budeme sméfovat k feseni nekterych typu linearnich kongruenci, tj. rovnic tvaru az = b (mod n).
K tomu pfipomeneme pojem nejvétsiho spoleéného délitele a Eukliduv algoritmus na jeho hledani.

Definice 1.2.8. Jsou-li a,b € Z celd c¢isla, takovd, ze aspon jedno je nenulové, pak nejvétsi spoleényy
délitel cisel a,b je nejvétsi celé cislo d, které déli obé ¢isla a, b.
Nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel a, b budeme oznacovat ged(a, b).

Existuji rozumné duvody definovat definovat ged(0,0) = 0, zde je ale uvadét nebudeme.
Poznamka 1.2.9.

1. Pro libovolna dveé celd ¢isla a,b € Z plati ged(a, b) = ged(|al, |b]),

2. pro kazdé prirozené ¢islo b € N plati ged(b, 0) = b.

Podle bodu 1. sta¢i umét pocitat nejvétsiho spoleéného délitele pro dvojice ptirozenych ¢isel. K tomu
nam pomuze nasledujici pozorovani.

Véta 1.2.10. Pro libovolnd dvé éisla a,b € N plati ged(a,b) = ged(b, a mod b).

Diikaz. Ukézeme, 7ze dvojice cisel a,b a b,a mod b maji stejné spolecné délitele, véta pak bude ziejm4.
Dokazeme tedy ndasledujici tvrzeni: Je-li ¢ celé ¢islo, pak ¢ déli a a b praveé tehdy, kdyz ¢ déli b a @ mod b.

Bud ¢ € Z libovolné. Je tfeba dokdzat dvé implikace.

Pokud ¢ déli a a b, pak ¢ déli b a a mod b. Predpokladame, ze ¢ | a,b. Trividlné c | b, takze zbyva
dokézat ¢ | @ mod b. Ozna¢me q podil pti déleni a ¢islem b. Méme a = bg+ (a mod b), ¢ili a mod b = a— bg.
Protoze ¢ | a a ¢ | —bq, skuteéné plati ¢ | a — bg = a mod b.

Pokud ¢ déli b a amod b, pak ¢ déli a a b. Predpokladame, ze ¢ | b,a mod b. Trividlne ¢ | b, zbyva
dokézat ¢ | a. Oznac¢me opét ¢ podil pii déleni a ¢islem b. Mdme a = bg + (a mod b). Oba ¢leny na pravé
strané jsou délitelné ¢, takze opravdu c | a. O

Posledni véta vede k nasledujicimu algoritmu pro nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele ged(a,b),
a > b. Tento algoritmus se nazyva FEuklidiv algoritmus.

ifb=0
return a
else
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thm:bezout

thm: inverz

return ged(b, a mod b)

Eukliduv algoritmus tedy prevede vypocet ged(a,b), a > b, na vypocet ged(b, a mod b). Vsimnéte si, ze
b > a mod b, takze argumenty pro rekurzivni volani jsou spravné usporadany. Navic prvni argument pri
kazdém rekurzivnim volani klesd, z ¢ehoz vyplyva, ze algoritmus skonci. Formalné bychom toto tvrzeni
dokazovali indukci, ale délat to nebudeme.

Piiklad. Pro wvipocet ged(—16,38) si nejprve uvédomime, Ze ged(—16,38) = ged(16,38), pak cisla
usporaddame sestupné a pouZijeme predchozi algoritmus:

ged(38,16) = ged(16,6) = ged(6,4) = ged(4,2) = ged(2,0) = 2.
Takze ged(—16,38) = 2.

Bez rekurze lze Euklidiuv algoritmus napsat napiiklad takto:
while b # 0 do
c <+ a mod b,
a < b,
a ¢,
end
return a

Nasledujici véta iikd, ze ged(a, b) lze napsat ve tvaru sa+tb pro néjaka cela ¢isla s, ¢. Tato ¢isla se ndm
budou hodit k feseni linearnich kongruenci. Jejich nalezeni nejprve piedvedeme na piikladu a = 38,6 = 16.
Postup je takovy, ze provadime Euklidiv algoritmus na vypocet ged(38,16) a zapiseme kazdé déleni se
zbytkem (tuéné je vyznacen délenec a délitel):

38 = 2-16+6
16 = 2-6+4
6 = 1-4+42
4 = 2.2

Pak postupujeme od konce a vyjadiujeme nejvétsi spolecny délitel ve tvaru s'a’ +¢'b', kde a’, b’ jsou tucéne
vyznacend ¢isla. V prvnim kroku je zapis ziejmy, v dalsich pak vyjadiime z piislusné rovnosti zbytek,
dosadime do predchoziho vztahu a vytkneme tucnd cisla:

2 = 0-4+41-2

2 = 0-4+1-(6-1-4)=1-6+(-1)-4

2 = 1:6+(—1)-(16-2-6)=(-1)-16+3-6

2 = (~1)-16+3-(38—2-16) =338+ (—7) - 16.

Dostali jsme s = 3, t = —7 (feSeni je vice, napt. s = 3+ 16,t = —7 — 38).

Obecnéji, pokud a > b, ¢ a v jsou poradé podil a zbytek po déleni a ¢islem b a existujf éisla s, ¢’
takovd, ze ged(a, b) = s'b+ t'r, pak existuji ¢isla s, ¢ takovd, ze ged(a,b) = sa + th. To ukazuje nasledujic
vypocet:

ged(a,b) = s'b+t'r = s'b+t'(a—qb) =t'a+ (s —1'q)b,

takze staci polozit s =t at = s’ — t'q. Timto zpusobem bychom indukei dokézali ndsledujici tvrzeni.
Veéta 1.2.11. Jsou-li a,b € Z libovolnd celd éisla, pak existuji cela éisla s,t € 7 takova, Ze
ged(a, b) = sa + tb.
Poznamka 1.2.12. Cislam s, ¢ z piedchozi véty se fikd Bezoutovy koeficienty.
Nyni jiz muzeme piistoupit k feseni jednoho dulezitého typu linearni kongruence.

Véta 1.2.13. Pro kazdé prvocislo p a kazZdé celé éislo a, které neni ndsobkem p, existuje celé cislo s
takové, Ze

sa=1 (mod p).
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Diikaz. Necht p je prvoéislo a a € Z je celé ¢islo, které neni nasobkem p. Nasim cilem je nalézt s takové,
ze as =1 (mod p).

Protoze ged(a,p) déli p a p je prvoéislo, tento nejvétsi spolecny délitel je bud t; hebo p, Ale p to
byt nemuze, protoze, podle predpokladu, p nedéli a. Tedy ged(a, p) = 1. Podle vety [[.3.11 existuji ¢isla
s,t € Z takova, ze

1 = sa + tp.

Vezmeme néjakd takova éisla s,t a ukdzeme, ze opravdu sa = 1 (mod p). Skuteéné, podle piedchoziho
vztahu sa = 1 — ¢p, a protoze tp = 0 (mod p), mame sa =1 —tp =1 (mod p) a jsme hotovi. O

Cislo s z predchozi véty je ,inverznim prvek modulo p“ a tak jej taky muzeme vyuzit pii feseni dalsich
linearnich kongruenci, viz cviceni. Diikaz dava zaroven navod jak takové s nalézt.

Piiklad. Najdeme s € Z takové, ze 8 = 1 (mod 19). Protoze 19 je prvocislo a 8 neni jeho ndsobkem,
muzeme pouzit postup z dukazu. Vypocitaime Bezoutovy koeficienty.

ged(8,19) =1=(-7)-8+3-19.

Takze muzeme poloZit s = —7. Vsimnéte si, Ze jakékoliv ¢islo s takové, Ze s = —7 (mod 19) nasi kon-
gruenci 7esi, tedy napr. i s = 12 nebo s = —45, atd. Jako cviceni je prenechan dukaz, Ze Zdidnd jind s
kongruenci nerest.

Cviceni 1.2.14. Jsou ddna prirozend éisla x,a,b,c takovd, Ze © = a (mod b) a x = a (mod ¢). Mus?
pak nutné platit © = a (mod be)? (V pripadé, Ze ne, zkuste pridat predpoklady, aby tvrzeni platilo.)

Cviceni 1.2.15. Najdéte posledni cifru ¢isla 3971,
Cviéeni 1.2.16. Dokazte, e cislo 16 + 2914 4 4213 je deélitelné 13.

Cviéeni 1.2.17. Dokaste, Ze pro libovolné prirozené ¢islo n plati 60 | n® — n?. (Ndpovéda: Zkoumejte
dany vyraz modulo 3,4 a 5.)

Cviceni 1.2.18. Pro které dvojice éisel a,b bude v Euklidové algoritmu na vygpoéet ged(a,b) vychdzet
stdle podil 12

Cviceni 1.2.19. Najdeéte nejuétsi spolecny délitel a Bezoutovy koeficienty pro cCisla
1. 1234 a 4321
2. 650 a 702
3.3%—-1a3% -1

. , thm:inverz . i .
Cviceni 1.2.20. Dokazte, Ze s z véty [1.3.13, je uréen ,jednoznacéné modulo p“, tj. dokazte, Ze kdykoliv
sa =1 (mod p) a s'a = 1 (mod p), pak s = s’ (mod p). Pomoci toho popiste viechna TesSeni rovnice
za =1 (mod p) (kde a,p jsou pevné zvolend).

Cviceni 1.2.21. Navrhnéte postup jak pro dand celd ¢isla a,b a prvocislo p nalézt celé ¢islo x takové, Ze
ax = b (mod p).

Cviceni 1.2.22. Najdéte vsechna x, pro kterd 21x = 6 (mod 9). (Ndpovéda: nejprve nahlédnéte, Ze obé
strany a modul kongruence lze krdtit spolecnym délitelem.)
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