Ulohy k prednasce NMAG 102: Linearni algebra a
geometrie 2, letni semestr 2012-2013

Verze ze dne 29. kvétna 2013

Toto je seznam pifmocarjch piikladii k prednasce. Ulohy z tohoto seznamu
je nezbytné nutné umét fesit. Podobné typy tloh se budou vyskytovat v testech
na cvicenich.

1 Vlastni cisla a vektory
Cviceni 1.1. Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory linedrniho operdtoru f na
prostoru R3.

f((w1, 22, 23)T) = (2 — w3, —21 + 229 + 23, —221 + T2 + 23)7

Cvigeni 1.2. Matice linedrniho operdtoru na Z3 vhledem k bdzi B je A. Urcete
vlastni ¢isla a prislusné vlastni vektory operdtoru f.

3.2 1 1 0 0
A=|1 2 4|, B= 1.l 21].]o
02 4 2 1 3

Cviceni 1.3. Urcete vlastni c¢isla a vlastni vektory matice A nad Zs.

1
A= 2
1

O ==
O =

Cviceni 1.4. Zjistéte, zda je redlnd matice A diagonalizovatelnd. Pokud ano,
najdéte requldrni matici R a diagondini matici D tak, aby D = R™'AR.

1 2 =2
A= -1 0 2
-2 2 1

Cvideni 1.5. Zjistéte, zda je operdtor f na prostoru Z3 diagonalizovatelny.

Pokud ano, najdéte bazi B takovou, e [f]B je diagondini, a urcete [f]5.

f((xhl'g,l‘g)T = (5171 + 2:132 —|— T3,T1 —|— QIQ —|— 65637 2.172 + 6,I3)T

Cvi€eni 1.6. Matice linedrniho operdtoru f na prostoru Z3 vzhledem k bdzi B

je A. Zjistéte, zda f je diagonalizovatelny. Pokud ano, najdéte bazi C' takovou,

ze [f]S je diagondlni, a urcete [f]S.

121 1 1 1
A=|(12 2|, B= 1|, 1 ].,]o0
02 2 1 0 0



Cvideni 1.7. Urcete koeficienty u \*, \> a konstantni koeficient charakteris-
tického polynomu rediné matice A.

0
3
-1
-1

— = N
O = =N
N OO

Cviceni 1.8. Najdéte vlastni ¢isla a jejich geometrické a algebraické ndsobnosti
pro matici A nad Zs.

O = N
— = =N
[l e Ne)
N OO

Cvideni 1.9. Operdtor f na Z3 spliuje
F(LL2)T) = (1,2,00", f((1,2,007) = (LT, f(0,1,2)") = (2,1,0)" .
Urcete jeho charakteristicky polynom.
Cviceni 1.10. Najdéte vzorec pro a, v ndsledujici posloupnosti prvkid Zr.
ap=2, a1 =3, ap,=°06a,_1+5da,_o pron > 2.
Cvicéeni 1.11. Najdéte n-tou mocninu redlné matice A.
=(5 )
Cvi€eni 1.12. Vyfeste soustavu diferencidlnich rovnic (nezndmé jsou redlné
funkce redlné proménné).

uy] = up + Uz
uh = —2uq + 4us
Cviceni 1.13. Zjistéte, zda M = (B) je invariantnim podprostorem operdtoru

fa na prostoru Zg. Pokud ano, naleznéte matici restrikce f4 na M vzhledem k
bdzi B.

1 1 11 2
B= 1 ].]o0 . A=[1 0 2
0 2 11 1

Cviceni 1.14. Pro operdtor f na R najdéte néjakou bdzi B prostoru Im f a
urcete matici zuzent f na Im f vzhledem k B.

T T+ 2y + 3z
fly =1 3x—y+22
z 2x + 2z



Cviceni 1.15. Linedrni operdtor f na R? je ddn predpisem niZe. Najdéte bdzi
B prostoru R a matici f vzhledem k B tak, e [f]5 je v Jordanové kanonickém
tvaru.

z 8x —2y+ Tz
fly = T+ 2y + 22
z -3z +y—=z

Cviceni 1.16. Matice operdtoru f na R? vzhledem k bdzi B je A. Najdéte bdzi
C, aby [f]g byla v Jordanové kanonickém tvaru.

1 1 4 -1
o= ((1)- (%)) a=(0 )
Cviceni 1.17. Najdéte Jordaniv kanonicky tvar J matice A nad Zs a matici

R takovou, e R-1AR = J.

A:

= W
o N O
— s e

Cviceni 1.18. Najdéte bdzi prostoru R® sloZenou z Jordanovijch vetizki operd-
toru fa a matici fa vzhledem k této bdzi.
1 1 =2
A= -1 2 -1
1 -1 4

Cviceni 1.19. Najdéte Jordaniv kanonicky tvar matice A nad Z.

01 00
4 6 3 3
A= 1 1 6 5
4 5 1 2

Cviceni 1.20. Najdéte Jordaniv kanonicky tvar operdtoru f na prostoru C2.

T\ 2ix +y
f(y)_(QierQy)

Cviceni 1.21. Zjistéte, zda je matice A nad Zs podobnd matici v Jordanové
kanonickém tvaru.

N OO

A:

N O ==
O = O N
L )
(an)

Cviceni 1.22. Spocitejte n-tou mocninu matice A nad R.

Il

—
b
O

A



Cviceni 1.23. Reste diferencni rovnici v, = Avy s pocdtecni podminkou v =
T
(1,1,1)*.

Cviceni 1.24. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti a,,.
ap=1, a1 =0, azx=2, Un4+3 = 5an+2 - 8an+1 + 4ay,

Cviceni 1.25. O matici A 7adu 13 vime, Ze ma charakteristicky polynom
p(z) = (2 —2)°3 — 2)*, dim(Ker (A — 3113)) = 1, dim(Ker (4 — 2I13)) = 4,
dim(Ker ((A —2I13)?)) = 7, dim(Ker ((A —2I13)3)) = 9. Uréete Jordantiv kano-
nicky tvar matice A.

Cviceni 1.26. Najdéte Schuriv rozklad redlné matice A.

13 —4 2
A= -7 —-11 -17
-4 4 7

Cviceni 1.27. Unitarné diagonalizujte matici A a rozlozte na soudet matic
ortogondlnich projekci na primky v R3.

4 0 -2
A= 0 2 =2
-2 -2 3

Cviceni 1.28. Najdéte ortonormding bdzi B prostoru R3, vzhledem ke které je

matice operdtoru f diagondini a najdéte [f]5.

T 10x + 2y + 22
fly | =1 2x+13y+4z
z 2¢ + 4y + 132

2 Bilinearni formy

Cvideni 2.1. Najdéte matici bilinedrni formy f na Z2 vzhledem k bdzi B zndte-
li jeji matici vzhledem k bdzi C.

= (1) e () () (1)

Cvideni 2.2. Rozloste danou bilinedrni formu na prostoru Z3 na soucet syme-
tricke a antisymetricke.

T Y1
f T2 |, | ¥ = 2x1y1 +371Yy2 +421Yy3 +622y1 +5T2Y2 +x3Y1 +5T3Y2
T3 Ys



Cviceni 2.3. je ddno analytické vyjddient kvadratické formy fa na prostoru R?
vzhledem k bazi B. Urcete matici prislusné symetricke bilinedrni formy vzhledem
k bazi C.

p ()0 2) o= ((2)( 1)) o) -t

Cvicéeni 2.4. Matice bilinedrni formy f ma prostoru Zs vzhledem k bdzi B je
A. Urcete f-ortogondlni doplnék prostoru <(1, 2,3)T (2,2, 1)T>.

1 1 1 31 2
B= 1), 1].]o L A=[1 2 1
1 0 0 2 1 3

Cviceni 2.5. Urcete radikdl, nulitu a hodnost kvadratické formy fy na R3.
fal(z1, x2, arg)T) =22+ 223 + 41‘% 4 2x129 + 22123 + 62073

Cviceni 2.6. Metodou ortogondlnich dopliki najdéte f-ortogondlni bazi pro-
storu Z3 a urcete matici f vzhledem k této bdzi, kde

fa((z1, 22, x3, x4)T) = 22129 + 22123 + T124 + Tox3 + 22224 + 22324

Cvigeni 2.7. Metodou symetrickjch tiprav najdéte f-ortogondlni bdzi Z3 a
urcete matici f vzhledem k této bazi, kde

0 2 1 1 1 1
[fls= 2 0 1 |, B= 11, 11,10
110 1 0 0
Cviceni 2.8. Uzitim algebraickych dopliiki urcete f-ortogondlni bazi prostoru
R3.
-1 2 -3 1 1 1
[fls = 2 3 0 , B= 11,1 11,10
-3 0 0 1 0 0

CvicCeni 2.9. Uréete signaturu bilinedrni formy f:

O O = Ut
SO o O~ W
o o oo

(e el e B e )

Cviceni 2.10. Urcete signaturu kvadratické formy fs:

f2(<3517$2a $37$4,9€5)T) = —93% +4x1x9 + 62123 + 8174 + 533% + 22973



Cvideni 2.11. Najdéte bdzi R2, kterd je f-ortogondini a zdrovern ortonormdini
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

fo((z1,22)7) = 2F — 22139 + 323

Cvideni 2.12. Najdéte bdzi R2, kterd je f-ortogondini a zdrovern ortonormdini
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

ne=( % 7). 5= ((1)(1))

Cvideni 2.13. Najdéte bdzi R?, kterd je f-ortogondlni a zdroveri g-ortonormdlng,
kde

F((x1,29)T, (y1,92)T) = 22191 — 321y2 — 3T2y1 + T2ya,
9(($17I2)T7 (yla yz)T) =21y1 + 21Y2 + T2y1 + 3292

Cviceni 2.14. Najdéte bdzi R?, kterd je f-ortogondlni a zdroveri g-ortonormdlng,
kde

Re=( % ) we=(15) 5=((1) (1))

3 Afinni prostory

Cvigeni 3.1. Zjistéte zda S je soustava souradnic v afinnim prostoru Z3.

4 1 4 2
S = YO R T Y T IO
3 1 3 1

Cviceni 3.2. Zjistéte, zda S je soustava soutadnic v afinnim prostoru A s
prostorem vektori V nad télesem R.

(D)D) () v ((D)(2)

Cvicéeni 3.3. Najdéte vyjddreni bodu b a vektoru v vzhledem k soustavé sou-
radnic S afinniho prostoru Z3.

0 1 0 2 1 2
S = T O O I O I ) b=3|,v=|[1
0 1 0 1 4 4

Cviceni 3.4. Zjistéte, zda bod b lezi v afinnim prostoru A (s prostorem vektori
V nad télesem R). Pokud ano, najdéte jeho soutadnice vzhledem k soustavé
soutadnic S = (a,u, us).

1 3 2 1
A=a+V =a+ (uj,up) =1 2 +< 1 1 >7 b= 1



Cviceni 3.5. Soutadnice bodu b vzhledem k soustavé souradnic S afinniho pro-

storu Z3 jsou (1,3,4)T. Najdéte souradnice b vzhledem k soustavé soutadnic
R.

0 1 0 2
S = t e, o
0 1 0 1
3 1 2 2
R= 1, 3], 2].[14
4 1 0 1

Cvideni 3.6. Souradnice bodu (2,3,—2)T € R? vzhledem k soustavé sourad-
nic S = (a,(1,1,-5)T,(3,2,-1)T, (1,1, -1)T) jsou (4,4,4)T. Najdéte pocdtek
soustavy soutadnic S.

Cviceni 3.7. Zjistéte, zda body a1 = (1,2,3)7,as = (3,1,0)7, a3 = (4,1,2)T, a4 =
(1,1, 1)T v afinnim prostoru Z3 tvori barycentrickou soustavu soutadnic. Pokud

ano, najdéte barycentrické souradnice bodu b = (2,2,3)T v této barycentrické
soustave.

Cviceni 3.8. Najdéte parametrické vyjadrent podprostoru B = <(1, 2,3)T,(3,6,1)T, (2,3, 1)T>
afinniho prostoru Z3 a zjistéte dimenzi tohoto podprostoru.

Cviéeni 3.9. Najdéte rovnicové vyjddrent podprostoru B = <(1, 2,3)T,(3,6,1)T,(2,3, 1)T>
afinniho prostoru Z3 vzhledem ke kanonické soustavé souradnic a zjistéte di-
menzi tohoto podprostoru.

Cviceni 3.10. Najdéte parametrické vyjadieni podprostoru B afinniho pro-
storu Z2 daného rovnicemi vzhledem ke kanonické soustavé souradnic a zjistéte
dimenzi tohoto podprostoru.

3x1 + xo + dxg + x5 = 2
201+ 629 + 23+ 24 =3
x1+5$5:2

Cvi&eni 3.11. Najdéte vyjddreni podprostoru B afinniho prostoru 73 jako
afinng kombinaci bodu. Podprostor B je ddn rovnicemi vzhledem ke kanonické
soustavé soutadnic. Zjistéte také dimenzi tohoto podprostoru.

3$1+$2+5$3+3’I5:2
201 + 629+ 23+ 24 =3
x1 + 5r5 = 2

Cviceni 3.12. Najdéte vyjddreni podprostoru B afinniho prostoru R® jako
afinni kombinaci bodu a zjistéte dimenzi B. Podprostor B je ddn parametricky.

B = (13 2; 37 717 2)T + <(17 37 717 273)Ta (2’ 1747 23 O)T7 (713 27 757 03 3>T>



Cviceni 3.13. Najdéte rovnicové vyjddieni podprostoru B afinniho prostoru R®
vzhledem ke kanonické soustavé soutadnic a jeho dimenzi. Podprostor B je ddan
parpametriky.

B=(1,2,3,-1,2)" +((1,3,-1,2,3)",(2,1,4,2,0)", (-1,2,-5,0,3)")

Cviceni 3.14. Najdéte vsechny normdlové vektory podprostoru B afinniho eu-
kleidovského prostoru R® se standardnim skaldrnim soucinem.

B=(1,2,3,-1,2)" +((1,3,-1,2,3)",(2,1,4,2,0)", (-1,2,-5,0,3)")

Cvideni 3.15. Najdéte rovnicové vyjddieni podprostoru B afinniho prostoru 73
vzhledem k soustavé souradnic S.

B=(1,0,2"+{(2,1,1)",(1,1,0)7)
S=(1,2,0)7,(1,1,1)T,(1,1,0)7, (1,0,0)7)

Cvi€eni 3.16. Urcete vzdjemnou polohu podprostori B a C prostoru Zi (t.
zda jsou rovnobéziné, riznobéiné nebo mimobézné).

B=(1,0,2,1)"+((1,1,2,2)",(2,2,0,2)"),C = (1,1,0,0)"+((2,0,1,2)", (0, 1,2,2)")

Cvideni 3.17. Uréete vzdjemnou polohu podprostori B a C prostoru Z3 (tj. zda
jsou rovnobézné, riznobéiné nebo mimobéziné). Podprostory jsou ddny rovnicové
vzhledem k néjaké soustavé souradnic S.

0

0

B=(1,0,2,1)"+((1,1,2,2)7,(2,2,0,2)),C = (2,1,1,0)"+((2,0,1,2)", (0, 1,2,2)T)

1
0

i)

1 01 1 01
B:1 0110 1|1 7C:( 81(1)
1110 00

Cvideni 3.18. Najdéte prinik podprostori B a C prostoru Zj

Cviceni 3.19. Urcéete parametrické vyjdadrent souctu podprostori B a C pro-
storu 73.

B=(1,0,1,1,0"+((1,1,0,1,1)") ,C = (0,1,1,0,1)"+((1,0,0,0,1)",(0,1,0,1,0)")

Cviceni 3.20. Urcete parametrické vyjdadrent souctu podprostori B a C pro-
storu Z3. Podprostory jsou ddny rovnicové vzhledem k néjaké soustavé soutadnic

S.
1 01 1 01
B:1 0110 1|1 ,C:(é?g}éo)
111 0 010

Cviceni 3.21. Urcete vzdalenost podprostori B a C afinniho eukleidovského
prostoru R3 se standardnim skaldrnim soucinem.

B = (1707 2)T + <(1a -1, 1)7 (170’ _2)> , O = (3a -1, 1)T + <(27 -1, _1)>



Cviceni 3.22. Urcete vzddlenost podprostori B a C afinniho eukleidovského
prostoru R3 se skaldrnim soucinem (|).

B=(1,0,2)T 4+ ((2,-1,1)),C = (3,1,2)T + ((1,2,2))

{(z1,22,23)" [(y1,92,93)" ) = 2191 + T1y2 + 2291 + T1Y3 + T3y1 + 2220 + 3x3Y3

Cviceni 3.23. Urcete thel podprostori B a C afinniho eukleidovského prostoru
R3 se standardnim skaldrnim soucinem.

B = (17 Oa Z)T + <(15 717 1)a (1707 72)> 70 = (27 725 I)T + <(37 17 71)7 (17 17 1)>
Cviceni 3.24. Urcete thel podprostori B a C afinniho eukleidovského prostoru
R3 se skaldrnim soucinem (|), jehoZ matice vzhledem ke kanomnické bdzi je A.

B = (17 03 2)T + <(27 717 1)> ﬂC = (27 723 I)T + <(37 17 71)>
1 1 1
A=11 2 0
1 0 3

Cviceni 3.25. Zjistéte, zda jsou bdze B a C prostoru R3 souhlasné orientované.

1 2 1 2 1 2
B= 2 |, (1], -1 , C= 1], =1 ). 1
~1 3 1 2 0 ~1

Cviceni 3.26. V R3 se skaldrnim soucinem (|) spocitejte orientovany objem
rovnobéznosténu urceneého vektory vi,va, vs.

2 1 1 "
(@1, m2,23)" |(y1,92,93)" ) = (@1 a2 w3) [ 1 3 0 Y2
1 0 4 Y3

Cviceni 3.27. V R? se standardnim skaldrnim soucinem spocitejte obsah rov-
nobézniku urceného vektory (1,1,2)7, (3,1, -1)T.

Cviceni 3.28. Urcete obraz bodu (1,2,3)T € R® pri afinnim zobrazeni F :
R3 — R? spliiujicim

2 1 0 1

Fl 1 :<§>F 0 :<g)F 1 :<_11>,F 1 :(i)
-1 2 1 1

a obraz vektoru (1,2,3)T pri prislusném linedrnim zobrazeni f.

Cvideni 3.29. Urcete obraz bodu (x1,x2,23)T € R® pri afinnim zobrazeni F :
R3 — R? spliiujicim

2 0 1
(D)) (o) (0)r (1) () r (1)<
-1 2 1 1



Cviceni 3.30. Linedrni zobrazeni f : R? — R2 vytvorené afinnim zobrazenim F
md vzhledem k bdzi B matici A. Navic F((1,2)T) = (1,-1)T. Urcete F((3,4)T).

() () )

Cvideni 3.31. Provedte metrickou klasifikaci kvadriky U v R? (se standardnim
skaldrnim soucinem).

U= {(z1,22)" : 23 — 62129 + 923 + 142; — 275 — 27 = 0}

Cviéeni 3.32. Provedte metrickou klasifikaci kvadriky U v R? (se standardnim
skaldrnim soucinem).

U= {(z1,22)" : 22 — 2x323 — 10 = 0}

4 Projektivni prostory

Cviceni 4.1. Najdéte vyjddient kvadriky U C R? vzhledem k soustavé soutadnic
S = (a,vl,v2).

U= {( il ) €R2:3x§—10x1m2+5x§+x1 —41‘2—1—3:0}
2
1 1 -1
s=((4)2)(7))
Cvideni 4.2. Najdéte tecny ke kvadrice U C R? v bodé (3,1)T.

U:{( ﬁl ) eR2:3x§—10x1x2+5x§+x1—4x2—1=0}
2

10



Seznam prikladi ze zimniho semestru. Tyto priklady je stale tfeba umét
Tesit.
5 Teorie Cisel
Cvideni 5.1. Spocitejte zbytek po délent ¢isla 33199951 .19 — 16 cislem 17.
Cvideni 5.2. Najdéte posledni cifru ¢isla 3°°1.

Cviéeni 5.3. Dokaste, e cislo 16 + 2914 + 4213 je délitelné 13

Cviceni 5.4. Najdéte nejuétsi spoleény délitel éisel a Bezoutovy koeficienty pro
¢isla 650 a 702.

Cviéeni 5.5. Najdéte cislo x € {0,1,...,59}, pro které 23z =1 (mod 59).

6 Soustavy linearnich rovnic

Cviceni 6.1. Urcete, zda matice je v odstupriovaném tvaru.
2 2 2 2
1 3 2 4
01 0 4

Cviceni 6.2. Najdéte vsechna TeSeni soustavy rovnic nad R.

3
5

w = O
=W N
O NN
= DN

-2
Cviceni 6.3. Najdéte vsechna TeSeni soustavy rovnic nad C.

0 24¢ 2-3¢ 2|3
v 3 2 415+1
3 1 0 4| -2

Cviceni 6.4. Najdéte vSechna teSeni homogenni soustavy rovnic (nad C) s
matici

0 24¢ 2—-31 2
T 3 2 4
3 1 0 4
Cviceni 6.5. Nadjéte polynom tretiho stupné, jehoz graf obsahuje body

(07 1)7 (L 71)7 (2a 5)7 (37 37) .

11



7 Télesa a soustavy linearnich rovnic nad télesy

Cviceni 7.1. Najdéte inverzni prvek k 123 v télese Zy37.

Cviceni 7.2. V télese Z; spoditejte

8 Matice

Cviceni 8.1. Spocitejte soucin matic nad Z13.

1 10 2 3 182 1,;)
3 5 0 4 2 5
2 4 9 3 8 8

Cviceni 8.2. Zjednoduste vyraz
((A+2(BTC + A)T +24B” + A3B — 4C)T)" |
a urcete jaké musi mit matice A, B, C typy, aby byl vyraz definovdn.

Cviceni 8.3. Spocitejte mocniny redingch matic

(G9) (1)

Cviceni 8.4. Vyreste maticovou rovnici nad Zs.

(029)%=(11)

Cviceni 8.5. Najdéte viechny rediné étvercové matice X, pro které plati X A =

AX.
12
=4

Cviceni 8.6. Rozhodnéte, zda jsou dané komplexni matice requldrni.

143 —40 2+ 3 7T—1 1 14+¢ 1—4
21+5 141 1—1 1—1¢ |, 1474 2 —1
4i+6 661 —-37i+12 12 —1 -2 1

12



Cviceni 8.7. K matici A nad télesem Zs najdéte inverzni, pokud existuje.

4
A= 2
1

O N W
N NN

Cvideni 8.8. Reste maticovou rovnici AXB = C, kde A, B, C jsou redIné.

2 4 1 —4 2 -1
=(3s) =G E) e=(0Y)

Cviceni 8.9. Spocitejte (A~*B)~1C)~1C, kde A, B,C jsou redlné matice.

2 4 1 —4 2 -1
=(3s) = y) e=(0)

Cviceni 8.10. Vyjddrete matici A nad Zz jako soucin elementdrnich matic,
pokud to jde.

0 1 1
A= 3 6 1
4 40

9 Vektorové prostory

Cviceni 9.1. Zjistéte, zda mnozina vektori
(a) {(x+y,1+2,24+y):z,y €R}
(b) {(x+2y,3z,2¢+vy) : z,y € R}
(c) {(zx+1,y+1,z+1):2,y,z € R}
(4) {(

je podprostorem R3.

z3,2% x) 1 v € R}

Cvideni 9.2. Zjistéte, zda vektor (1,3,2,4)T le#i v linedrnim obalu vektori (1,
1,0,3)7%, (i,1,1,0)7, (4,4,2,3)" e C*

Cvideni 9.3. Vyjddrete vektor (1,2,3)T jako linedrni kombinaci vektord (1, 1,
0)%, (0,1,1)T, (2,3,4)T € Z3.

Cvideni 9.4. Zjistéte, zda mnoZina {(1,2,3)T,(4,5,6)T,(1,2,0)T} generuje
R3.

Cviceni 9.5. Najdéte Ker A pro ndsledujici matici nad Zs.

_A:

e
DO = s
L =
w o w
—= NN
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Cviceni 9.6. Zjistéte, 2da (1,2,3)T € Z3 lezi vIm AT a 2da (3,4)T € Z2 lezi v
Im A pro matici A nad Zs.
3 3
=(1i3)

Cvideni 9.7. Zjistéte, zda jsou posloupnosti vektori ze 73 linedrné zdvislé nebo
nezdvislé. Pokud jsou linedrné zdvislé, vyjddrete jeden z vektord jako linedrni
kombinaci ostatnich.

=N

(a) ((2,1,0,2)T,(1,1,2,2)7,(1,0,1,2)7,(2,2,1,2))
(b) ((1,2,0,1)T,(2,2,1,1)T,(2,0,2,1)7,(1,1,2,1)T)
Cviceni 9.8. Najdéte néjakou bdzi podprostoru V prostoru C3.
V={_1+41—d1+0)" (1—41+3ii—1)", (1,14+4,49)")

Cvideni 9.9. Najdéte (néjaké) baze prostori Ker A, Ker AT, Im A a Im AT pro
matici A nad Zs.

1 4 4 3 2
A= 3 1 1 0 2
4 2 3 3 1
Cvicéeni 9.10. Urcete dimenze Ker A, Ker AT, Im A a Im AT pro matici A nad
Zs,.
1 4 4 3 2
A= 3 1 1 0 2
4 2 3 3 1
Cviceni 9.11. Z vektorti vi,vs,...,v, € R* vyberte néjakou bdzi jejich line-
darniho obalu.
5 1 9 -2
v, = 7 vy = -3 vy = 17 vy = 6
-1 |’ 8 ’ —-10 |’ —16
3 2 4 —4

Cvideni 9.12. Zjistéte zda B = ((2,1,3)T,(=3,1,-2)T,(5,-2,4)T) je bdzi R?
a pokud ano, najdéte souradnice vektoru (—10,7,—4)T vzhledem k B.

Cvi€eni 9.13. Ovéite, Ze vektor u leZi v podprostoru V- = (vy,va,Vv3) prostoru
73}, ovérte, 7e B = (vi,va,Vv3) je bdzi V a najdéte [u]p.

Vi = Vo =

l\DC»jl\.’)}—l
—= O N
)-lkc'iww
O W o
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Cviceni 9.14. Uréete bdzové sloupce matice A nad Zr a vyjddrete ostatni
sloupce jako linedrni kombinaci bdzovych.

A:

o O O

1
2
3

(A
N DN DN
w ot o
— o

Cviceni 9.15. Urcete hodnost komplexni matice A.

2 2420 29 1
A= 1—-4 143 i—1 0
1+¢ 1—2¢ 14¢ 1

Cviceni 9.16. Urcete dimenzi priniku a souctu podprostori U,V < R3.

1 1 1 1
U:< 2 1,10 >, V:< 11,1 —1 >
1 2 0 1

Cviceni 9.17. Zjistéte, 2da R3 = U +V, kde

1 3 2

U:< 2 || 1 > V:< -1 |,
3 2 1

U<

10 Determinant

N O
S~——"

_— o = O
—__ O =
~—

— O = =
O = O
~o_—
<
I
—

Cviceni 10.1. Najdéte redukovany cyklickyj zdpis permutace a3y, kde per-
mutace «, (3, v € Sg jsou ddny tabulkami.

Cviéeni 10.2. Najdéte redukovany cyklicky zdpis permutace o~ 3y~!, kde per-
mutace «, (3, v € Sg jsou ddny redukovanym cyklickym zdpisem.

a=(1734)(256), B=(28753)(46), ~v=(34)(18)(26)

15



Cviéeni 10.3. Najdéte vsechny permutace ™ € Sg, pro které a~'w3 =71, kde
a=(1734)(256), =(28753)(46), v=(34)(18)(26)

Cviceni 10.4. Vyjadrete permutaci p € Sg danou tabulkou jako sloZeni trans-

pozic.
(1 8
p - 7 8 )

Cviceni 10.5. Uréete znaménko permutact o, 3,7y a Y8 'a, kde a, 3,y € Ss

jsou dany tabulkami.
a—12345 7 8 5_12345678
“\6 2 4 3 8 15) "7\2 415 36 8 7))
(8 2 3 5 4
=2 3 4 8 7
Cviceni 10.6. Vypiste vsechny sudé a viechny liché permutace v Sy (v reduko-
vaném cyklickém zdpisu).

4 6
1 2

W

3 5
4 6

(G20 \V]

~N

6
5

— =
[S2EN|

Cviceni 10.7. Spocitejte determinanty ndsledugicich matic nad Zr.
2 3
2 4 23 0 5
, 4 5 0 |,
5 6 6 0 2 0 0
0 0

Cviceni 10.8. S jakym znaménkem wvystupuji v determinantu matice A =
(aij)7x7 scitanci

OB N
W W~ W

431072043014025056067, A24071A56035047012063 ?

Cviceni 10.9. Spocitejte determinant matice A nad Zr.

Tt W O
Ul = Ot W
D= N
W W= W

Cviceni 10.10. V zdvislosti na parametrech a,b,c,d, e, f, g, h,i,j,k,l,m,n € R
spocitejte determinant matice A.

B

|
S>oo0 o
~. OO0 <
oxocoo
o —~o=wo

S Q@ QR
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Cviceni 10.11. Uzitim Cramerova pravidla spoéitejte druhou sloZku Tesend sou-
stavy rovnic (nad R)

21 3|0
1 3 —4|2
35 0|1

Cvideni 10.12. Urcete adj(A) a A~ pro redlnou matici A.

2 4 -1
A= -3 3 7
0 1 6

11 Linearni zobrazeni

Cvigeni 11.1. Urcete matici prechodu od bdze B prostoru Z3 k bdzi C.

3 0 3
B= 6 |, 1].lo0 , C= 1], 2].,[¢s
1 2 4 0 2 3

Cvigeni 11.2. Souradnice vektoru u € Z3 vzhledem k bdzi B jsou (1,2, x3)
Urcete [u]c, je-li

2 3 5 3 0 3
B= 6 |, 1],[o0 , O = 1. 21].]6
1 2 4 0 2 3

Cvi€eni 11.3. Matice prechodu od bdze B prostoru Z2 k bdzi C je A. Urcete
bdzi C, vite-li, Ze

2 3 5 310
B= 6 |, 1],[o A= o0 2 2
1 P 4 3 6 3

Cvideni 11.4. Linedrni zobrazeni f : Z3 — 72 je ddno predpisem
1 xr1 + 4I2 + 3I3
fl oz | =
2%1 + Zo + X3
3

Urcete matici f vzhledem k bdzim B a C.

3 1 4

() () (3) =)
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Cvideni 11.5. Matice linedrniho zobrazeni f : 73 — 72 vzhledem k bdzim B a
C je A. Urcete f((x1,72,13)7T).

3 1 4
=) e ) e ()G (E s 1)
1 3 0

Cvieni 11.6. Linedrni zobrazeni f : 73 — 72 spliuje

3 1 4
1 4 9
1 3 3 4 0 1

Urcete jeho matici vzhledem ke kanonickym bdzim.

Cvi¢eni 11.7. Matice f : Z2 — 72 vzhledem k bdzim B a C je A. Urcete matici
f vzhledem k D o E.

4 1 1 2 3 2
=(aa) o= () (5)) o= (00)(5))
2 4 0 4
p=((3)(0)==((5)-(1))
Cvi€eni 11.8. Matice f : Z2 — 72 vzhledem k bdzim B a C je A. Urcete

soutadnice f(u) vzhledem bdzi E, vite-li, Ze soufadnice u vzhledem k bdzi D
jsou (w1, 12)7.

(33 (D) e (D))
o~((2)-(3)+((2)()

Cvideni 11.9. Matice f : Z% — Z2% vzhledem k bdzim B a C je A. Urcete, zda
f je automorfismus a najdéte matici f~' vzhledem k D a E.

4 1 1 2 3 2
=(a2) =) (1) e=((0)-(5)
2 4 0 4
p=((3)-(o)) == ((5)-(1))
Cvideni 11.10. Matice f : Z2 — 72 vzhledem k bdzim B a C je A, matice

g : Z2 — Z2 vzhledem k bdzim D a E je X. Urcete matici fg vzhledem ke
kanonickym bdzim.

=(33) x=(00) == (D))
e=((1)-(3))- 2=((3)-(2)) == ((3)-(1))
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Cvideni 11.11. Matice f : Z — 72 vzhledem k bdzim B a C je A, matice
g : Z2 — 72 vzhledem k bdazim D a E je X. Uréete matici f + 2g vzhledem ke
kanonickym bdzim.

a=(aa)ox=(30) o= (G)(1)
=((1)-(3)) 2=((3)-(a)) == ((3)-(7))

Cvigeni 11.12. Matice f : Z3 — Z3 vzhledem k bdzim B a C je A. Urcete
jadro a obraz f.

1011 é ; | '
A=|110 1|, B= , , , ,
011 0 0 1 0 1

1 0 0 0
0 1 1
C= 1], o], |1
1 1 1

12 Skalarni soudin

Cviceni 12.1. Pri standardnim skaldrnim soucinu v R* spocitejte normu vek-
tori u a v a uhel mezi nimi.

u:(173a _274)7 V:(270a1a5)

Cviceni 12.2. Skaldrni soucin na R? je ddn predpisem

vy =ur (%, )y

Spoéitejte ihel mezi vektory (2,3)T a (1,4)T.

Cvieni 12.3. Spoditejte normu polynomu 2ixz+(3i—4) vzhledem ke skaldrnimu
.. 1z
soucinu (f |g) = [, fg.

Cviceni 12.4. Skaldrni soucin na C? je ddn predpisem

= (5 P )y

Najdéte vsechny vektory kolmé na vektor u = (1,i)T. Najdéte néjakou ortogo-
ndlni bdzi u, v a znormovdnim najdéte ortonormdlni bdzi.
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Cvi€eni 12.5. Najdéte soufadnice vektoru (m,1,37) vzhledem k bdzi
1 1 1
—-(1,2,2),=(-2,-1,2), = (2,—2,1

(3( = )7 3( ) ’ )’ 3( ? ’ ))

prostoru R3.

Cviceni 12.6. V prostoruR? se skaldrnim soucinem (|) je B = ((1,1)7,(2,-1)T)
ortonormdini bdze. Urcete ((1,—1)T(2,0)7)

Cviéeni 12.7. V prostoru C? se standardnim skaldrnim soucinem urcete orto-
gondlni doplnék roviny ((1,2,4)", (1 +1i,—1,3)T).

Cviceni 12.8. V prostoruR? se skaldrnim soucinem (|) je B = ((1,1)T, (2, -1)T)
ortonormdlni baze. Urcete ortogondlni doplnék primky <(1, 3)T>

Cviceni 12.9. V prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem urcete matici
ortogondlni projekce na primku <(4,5,6)T> vzhledem ke kanonickym bdzim a
ortogondlni projekci vektoru (1,2,3)T na tuto primku.

Cviceni 12.10. V prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem urcete nej-
lepsi aprozimaci vektoru (2,—1,3)T v roviné <(17 1,0)T, (0,1, 2)T> a chybu této
aproxrimace.

Cviceni 12.11. Metodou nejmensich ¢tverci najdéte nejlepsi ,feseni soustavy

1 0| 2
1 1)1
0 2| 3

Cviceni 12.12. V prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem ortogo-
nalizujte bdzi ((2,1,-2)7,(0,1,-1)T,(3,5,—2)T). K nalezené ortogondini bdzi
urcete prislusnou ortonormadlns.

Cvicéeni 12.13. Najdéte QR-rozklad A = QR redlné matice

2 0 3
A= 1 1 )
-2 -1 -2

Urcete Q7.
Cviceni 12.14. V prostoru R* se standardnim skaldrnim soucinem najdéte or-

tonormdlni bdzi podprostoru W = <(1, L,1L,DOT, (-1,-3,-1,-3)T,(4,1,2, 71)T>
a urcete ortogondlni projekci a kolmici vektoru (1,2,3,4)T na W.
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