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Uvod
Ars Magna

1545 Girolamo Cardano

uloha: najdéte Cisla a, b, pro kterd plati a+ b =10, ab =16
feSeni: zkusme a =5+ x a b =5 — x pro néjaké x

musi platit ab =25 — x> =16, tj. x> =9 a x = 3,

tedy a=38, b=2

uloha: najdéte Cisla a, b, pro kterd plati a+ b =10, ab = 40
feSeni: zkusme opét a =5+ x a b =5 — x pro néjaké x

musi platit ab = 25 — x? = 40, tj. x> = —15

,za cenu nesmirného dusevniho utrpeni” Ize napsat x = v/—15

ab = (5++/—15)(5 — v/—15) = 52 — (v/—15)%2 = 25 — (—15) = 40
co to ma znamenat?

Komplexni &isla
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Uvod
Vice odvahy
V=16 = V6V T = 4y/-1

pro ¢ > 0 ma rovnice x> = —c koreny

x=y=c=yev=Tax=—y=c=—y/e/-1

rovnici x2 = 2x — 10 upravime na x2 —2x 4+ 1= —9, neboli
(x —1)2 = -9,

tama kofeny x —1=+/-9=3y/-1lax—-1=-3,/-1

t. x=14+3y/-lax=1-3y/-1

(2+3/-1)+(B3-2y/-1)=5+1/-1

(2+3V-1)3-2V-1) =6 —4/~1+9y=1—6(v/-1)* =
6+5/-1-6(-1)=6+5/-1+6=12+5/-1

René Descartes (1596-1650) posmésné: jsou to imaginarni Cisla

Komplexni &isla
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Uvod

Leonhard Euler (1707-1783): oznadeni i misto /—1, tedy 2 = —1

Imaginarni jednotka

komplexni &islo je vyraz z = a + bi, kde a, b jsou redlna Cisla

Komplexni &isla

a je redlna cast komplexniho disla z

b je imaginadrni ¢ast Cisla z

dvé komplexni ¢isla z, w se rovnaji, rovnaji-li se jejich redlné
¢asti a imaginarni Casti

soucet (a+ bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

soucin (a+ bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

i nazyvdme imagindrni jednotka

Cisla a + 0/ jsou redlnd Cisla (pocita se s nimi stejné)

Cisla 0 4 bi nazyvame cisté imaginarni Cisla
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Uvod
Zakladni véta algebry
rozsifovani Ciselnych obort kvilli fesitelnosti rovnic

NCZCQCRCC

zakladni véta algebry: kazdy nekonstantni polynom s
komplexnimi koeficienty ma aspon jeden komplexni kofen

e Vvéta rikd, ze koren existuje, nerika jak jej najit

vzorecky existuji pouze pro polynomy stupnt 1,2 3,4

pro polynomy stupné 3,4 jsou nepraktické

pro polynomy stupné > 5 zadné vzorecky neexistuji

Komplexni &isla 1-7



Uvod
Komplexni (Gaussova) rovina
redlnd Cisla si geometricky predstavujeme na rediné ose

komplexni ¢islo z = a+ bi si mizeme si predstavit jako bod [a, b] v
roviné s kartézskymi souradnicemi

poldrni soufadnice bodu z: r = Va2 + b2, sinp = ’7’, cosp = %
polarni tvar komplexniho &isla z = a + bi = r(cos ¢ + isin ¢)
absolutni hodnota |z| = r, argument arg z = ¢ (az na nasobek 27r)

Komplexni &isla 1-8



Uvod

Eulerova formule

komplexni isla z = cos ¢ + isiny, w = cos + isin
lezi na jednotkové kruZnici

zw = (cos ¢ + isin¢)(cosp + isin 1))
= cos p cos Y — sin @ sin 1 + i(cos ¢ sin 1 + sin @ cos )
= cos(p + ) + isin(p + )

Eulerova formule: cosp + isinp = e/?, e/ve = e/(¥F¥)

Komplexni &isla 1-9



Uvod

Geometricky vyznam operaci

z=a+ bi =r(cosp +ising), w=c+di=s(cosy) +isin)

z+w=(a+c)+(b+d)i

zw = r(cos ¢ + isin p)s(cosp + isin1))
= rs(cos(p + ) + isin(p + 1))

Komplexni &isla
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Uvod

Komplexni sdruzovani

je-li z = a+ bi, pak Cislo a — bi je komplexné sdruzené€ k z,
oznaceni z

NI

° =7
e Z+W=Z4+WwW
e ZW =2Z W

e zz = (a+ bi)(a— bi) = a®> + b?> = |2|?
e z € C je redlné Cislo pravé kdyz z =7z

7

e z+Z je vzdy redlné Cislo

Komplexni &isla



Uvod
Komplexni sdruzovani koren(

kofeny polynomu s redlnymi koeficienty se komplexné sdruzuji do
parl
véta: je-li p(x) polynom s redlnymi koeficienty a z komplexni &islo
takové, ze p(z) = 0, pak také p(?) =0
dukaz: p(x) = apnx" + an— x4 ax + ag,
protoze p(z) = a,z" + ap_12"" 1+ -+ + a1z + ag = 0, plati také
p(z) =0=0,

0=p(z) =apz"+ap_1z" 1+ -+ a1z+ ag

=a,2"+3, 12" '+ @Az + D

= a2+ a,_12" '+ -+ @7 + a0 = p(2),

tedy Z je také kofen p(x)
dasledek: ma-li polynom s redlnymi koeficienty lichy pocet korend,
pak aspon jeden z kofen( je redlny

Komplexni &isla



Uvod

Moivreova véta
pro kazdé prirozené Cislo n plati

(cosp + isin)" = cos(ny) + isin(ny)
dakaz: matematickou indukci podle n
pro n = 1 plati (cos ¢ + isinp)! = cos(1¢) + isin(1y)
predpokladejme, Ze pro néjaké n > 1 plati

(cos + isin)” = cos(np) + isin(ny)
potom plati

(cos o + isin )" = (cos o + isin )"(cos p + isin )
= (cos(ny) + isin(ny))(cos ¢ + isin )
= cos(ny + @) + isin(np + @)
= cos(n+ 1)p +sin(n+ 1)p
Moivreova véta pomoci Eulerovy formule: (e#)" = &%

Komplexni &isla 1-13



Uvod

Binomické rovnice

z"=w (=s(costp+isint)))

z budeme hledat v polarnim tvaru z = r(cos ¢ + i sin ¢):
z" = r"(cos ¢ + isin )" = r"(cos(ny) + isin(ny))

porovndnim absolutnich hodnot a argument(li pro z" a w
n __ H — n — 1 — ¢
dostaneme r" = s, tj. r = /s, a v =np, tj. ¢ = &

argument v je urceny jednoznacné az na nasobek 27

b2 _ 9
=04

Jiné Feseni dostaneme volbou ¢ +2m: ¢ = =

volby argumentu pro w 1, ¢ + 2w, b +2 -2, ... 0+ (n—1)2rw

vedou k riznym moznostem pro : f, W;% ey w+(";1)27r
rGizné kofeny jsou +/s(cos ¢+k2” + isin ersz), k=0,1,...,n—-1

Komplexni &isla



Uvod

n-té odmocniny z 1

feSeni rovnice z" =1

primitivni n-td odmocnina z 1: cos 2%

+/sm

2

Komplexni &isla
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Uvod

pripad |w| =1

pripad |w| # 1

n-té odmocniny z w

Komplexni &isla
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Uvod
Cardaniv vzorec
¥edeni rovnice x3 = px + g
(a+ b)® =3ab(a+b)+ (a®+ b3) (= a®+3a°b+3ab? + b3)
a+ b je feSenim rovnice, pokud 3ab=p a a3+ b3=gq
spolteme tieti mocninu prvni rovnice: a3h® = 2”—;

zname soudet a soudin neznamych ¢isel a3, b3

2 3
proto a®> =3 +4/% — 5, b3

oo 2 3 _— v . T
je-lip,g e Ra % — % >0, jednim z kofenii rovnice je redlné ¢islo

a+b:\3/‘27+1/‘f—2”;+\3/§’—\/‘f—2”; (Scipione del Ferro)

obecné jsou tfi moZnosti pro a, ke kazdé z téchto tfi moznosti
existuje pravé jedno b = £

Nl

¢ _p
4 27

Komplexni &isla



Uvod
Uvod - komplexni &sla - shrnuti

komplexni cisla

e zakladni: pocitani s komplexnimi Cisly - imaginarni jednotka,
operace sCitani a odcitani, nasobeni a déleni, rovnost
komplexnich cisel,

e zakladni: geometricka interpretace komplexnich Cisel,
goniometricky tvar komplexniho cisla, absolutni hodnota a
argument

e zakladni: ¢isla komplexné sdruzend, geometricky vyznam,
souvislost komplexniho sdruzovani s operacemi

o duilezité: geometricka interpretace operaci s komplexnimi
Cisly, Eulerova formule, Moivreova véta

o dulezité: korfeny binomickych rovnic, n-té odmocniny z 1

o dulezité: komplexni sdruzovani korentl algebraické rovnice s
redlnymi koeficienty, zakladni véta algebry

Komplexni &isla 1-18



Uvod

Uvod - komplexni Cisla - shrnuti

e pro zajimavost: Cardaniv ,0objev" komplexnich Cisel

e pro zajimavost: Cardanova formule pro kofeny polynomil
tretiho stupné

e pro zajimavost: neexistence vzorce pro koreny polynomf
stupné aspon 5 s redlnymi koeficienty

Komplexni &isla
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Uvod

Délitelnost - obsah

B Délitelnost
Déleni se zbytkem
Délitelnost celych Cisel
Kongruence celych &isel

:
Délitelnost
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Uvod
Déleni se zbytkem
7:3 =2, zbytek 1, zkouska 7=3-2+1
—7:3= -2, zbytek —1, zkouska —7=3-(-2)—-1
—7:3= -3, zbytek 2,  zkouska -7 =3-(-3)+2
—7:3=—4, zbytek 5,  zkouska —7=3-(—4)+5

véta o déleni se zbytkem: je-li a celé Cislo a n prirozené Cislo,
pak existuji jednoznaéné uréend celd &isla g a r € {0,1,...,n— 1}
takova, ze a=nqg+r

jiny zapis

VaeZVneN3lgeZ Ire{0,1,...,n—1}(a=ng+r)

r je zbytek pfi déleni Cisla a Cislem n, oznaceni: a mod n

Délitelnost



Uvod

Délitelnost

definice: jsou-li a, b cela Cisla, pak fikime, ze a déli b pokud
existuje celé Cislo k takové, ze b = ak, oznadeni: a|b

upozornéni: z této definice plyne, Zze 0|0, nebot 0 =0-1
tranzitivita délitelnosti: pokud a déli b a b déli ¢, pak a déli ¢
dukaz: protoze a|b, existuje celé Cislo k tak, ze b = ak,
protoze b|c, existuje celé &islo / tak, ze ¢ = bl,

potom ¢ = bl = (ak)! = a(kl) a tedy a déli ¢

pfimy dakaz

zapis tranzitivity formulkou: ((a|b) & (b|c)) = (a|c)

Délitelnost
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Uvod
Kongruence
definice: je-li dano prirozené Cislo n a dvé celd Cisla a, b, pak
fikdme, Ze a je kongruentni s b modulo n, pokud n déli rozdil a — b,
zapis: a = b (mod n), pfipadné a # b (mod n)
véta: pro kazda dvé cela Cisla a, b a pro kazdé prirozené Cislo n
plati a= b (mod n) pravé tehdy kdyz a mod n= b mod n

dakaz: vydélime obé Cisla a, b Cislem n se zbytkem:

a=nq+r, b=ns+t, tedyr=amodn a t=>b modn
dilea—b=nqg+r—(ns+t)=n(qg—s)+(r—t),

je-li a= b (mod n), pak n|(a — b), tj. a— b = nk pro néjaké k,
tedy nk = n(q —s) + (r — t); upravime na n(k —qg+s) =r — t,
levd strana je ndsobkem n, pro pravou stranu plati |[r — t| < n,
proto r —t =0, tj. amod n= b mod n

plati-li naopak a mod n = b mod n, plyne odtud r =t

atedy a— b=n(q—s), proto n|(a— b), tj. a= b (mod n).

Délitelnost



Uvod
Vlastnosti kongruenci

véta: pro kazda cela Cisla a, b, c a kazdé prirozené Cislo n plati
e a=a(mod n) - reflexivita
e je-li a= b (mod n), pak b = a (mod n) - symetrie

e je-lia= b (mod n) a b= c (mod n), pak a= c (mod n) -
tranzitivita

dukaz tranzitivity: z a = b (mod n) plyne a mod n = b mod n,
z b= c (mod n) plyne b mod n=c¢ mod n,
proto a mod n = c mod n a tedy a = ¢ (mod n)

pozorovani: plati a = b (mod n) pravé tehdy, kdyz existuje celé
Cislo k takové, ze a=nk + b

pozorovani: je-li r = a mod n, pak r = a (mod n)

Délitelnost



Uvod

Kongruence a operace

véta: je-li n prirozené Cislo a a, b, ¢, d celd Cisla takova, ze
a= b (mod n) a ¢ =d (mod n), pak plati

e a+c=b+d (mod n),

e ac = bd (mod n)

dikaz:
z a= b (mod n) plyne existence k € Z takového, ze a = nk + b,
z ¢ = d (mod n) plyne existence | € Z takového, ze ¢ = nl + d,
e pak a+c=nk+b+nl+d=n(k+1)+ (b+d), tedy
a+c=b+d (mod n),
e déle ac = (nk + b)(nl + d) = n(kl + kd + bl) + bd, a protoze
kl 4+ kd + bl je celé Cislo, plati ac = bd (mod n)

Délitelnost
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Uvod

Pocitani modulo n

modulo 12: 7+ 8 = 3 (mod 12), 19 + 104 = 3 (mod 12),
7-8 =28 (mod 12), 19-20 = 8 (mod 12),
6-8=0 (mod 12), 3(—5) =9 (mod 12)

modulo 5: 34+ 4 =2 (mod 5), 3—4 =4 (mod 5),
3:-4=2(mod5),3-2=1 (mod 5)

modulo 2:  co znamend a =0 (mod 2), coa=1 (mod 2) ?

priklad: jaka je posledni cifra &isla 31999 zapsaného v desitkové
soustavé?

31999 _ 34-499+3 — (34)499 . 33 — 81499 . 217,
proto 31999 = 81499 .27 = 1%%9.7 = 7 (mod 10)

Délitelnost
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Uvod
Prvodisla

definice: prirozené Cislo p > 2 nazyvame prvocislo, jestlize jedina
dvé prirozena disla, ktera déli p, jsou 1 a p

véta: je-li p prvodislo a jsou-li a, b prirozend Cisla takovd, ze
p|(ab), pak bud p|a nebo p|b

véta: je-li p prvocislo a a prirozené Cislo, které neni nasobkem p,
pak jsou isla 1a mod p,2a mod p,3a mod p,...,(p—1)a mod p
navzajem rizna

dukaz: zvolme k > [ dvé &isla z mnoziny {1,2,...,p — 1},
plati-li  ka mod p = /a mod p, maji obé Cisla ka a /a stejny
zbytek pri déleni &islem p,

plati tedy ka = /a (mod p) a proto p|(k — /)a,

protoze p nedéli a, plati p|(k — /),

protoze 0 < k — [ < p, plyne odtud k — /=0

Délitelnost



Uvod
Pocitani modulo prvocislo

pozorovani: pokud p nedéli a, pak zadné z Cisel
1a,2a,3a,...,(p — 1)a neni délitelné p

dikaz sporem: predpoklddejme, Ze p |(ka) pro néjaké

k€ {1,2,...,p— 1}; protoze p je prvodislo, plati p |k nebo p]|a,
moznost p |k je ve sporu s predpokladem k € {1,2,...,p — 1},
moznost p |a je ve sporu s predpokladem, Ze p nedéli a

duisledek: je-li p prvocislo a a prirozené Cislo, které neni ndsobkem
p, pak existuje pfirozené Cislo k € {1,2,...,p — 1} takové, Ze
ka=1 (mod p)

dukaz: ¢&isla 1a mod p,2a mod p,...,(p—1)a mod p jsou
nenulova podle pozorovani, jsou navzajem riizna podle predchozi
véty, a vSechna lezi v mnoziné {1,2,...,p — 1}, kterd m3 presné
p — 1 prvki, aspon jedno z nich se proto musi rovnat 1,

z ka mod p =1 plyne ka =1 (mod p)
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Uvod
Inverze modulo n
plati-li ba=1 (mod n), fikdme Ze b je inverzni k a modulo n

pocitame-li modulo né€jaké prvocislo p, pak inverzni prvek existuje
ke kazdému a, které neni ndsobkem p

pro mala prvodisla jej najdeme vyzkousenim vsech moznosti

mod 3: 2-2=1 (mod 3),

mod 5: 2-3=1(mod5), 4-4=1 (mod 5),

mod7: 2-4=1(mod7), 3:5=1(mod7),6-6=1 (mod 7),

pro velka p najdeme inverzni prvky pomoci rozsireného euklidova
algoritmu

pokud modul n neni prvodislo, existuji inverzni prvky pouze k tém
a, kterd jsou nesoudé€lna s n, najdeme je stejnym algoritmem

Cislo 4b je vzdy sudé, tedy 4b mod 6 se nikdy nerovna 1, inverzni
prvek ke 4 modulo 6 tedy neexistuje
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Uvod

Cinska véta o zbytcich

k |0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11
mod3|0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
mod4|0 1 2 3 0 1 2 3 01 2 3

kazdé nezaporné celé Cislo k < 12 = 3 - 4 je jednoznacné urcené
dvojici zbytkd (k mod 3,k mod 4)

¢insti vojevildci takto Gdajné zjiStovali pocet svych vojaki; nechali
je nastoupit napf. do 9-stupd, 10-stupti, 11-stupl a 13-stup(; pak
uz jenom odhadli, maji-li jich méné nez 9-10-11-13 = 12870
nebo mezi 12870 a 25740, atd.

dnes se moduldrni vypocty pouzivaji pri pocitani s velkymi celymi
Cisly

vypocet se udéld modulo riiznd prvocisla p; a pak se skutecny
vysledek rekonstruuje z téchto ¢aste¢nych (moduldrnich) vysledkd

Délitelnost



Uvod

Délitelnost

Uvod - délitelnost - shrnuti

zakladni: struktura matematickych tvrzeni, implikace,
predpoklad, zavér

zakladni: délitelnost celych Cisel, jednoduché ditkazy z definice

dilezité: kongruence na mnoziné celych ¢isel, kongruence
modulo n je ekvivalence na mnoziné vsech celych Cisel

dalezité: souvislost kongruenci a operaci na mnoziné celych
Cisel

dulezité: pocitani modulo n, zejména modulo prvodislo,
inverze modulo n a modulo prvocdislo

pro zajimavost: ¢inska véta o zbytcich



Uvod

Zobrazeni - obsah

B Zobrazeni
Razné pohledy na zobrazeni
SloZené zobrazeni
Prosté zobrazeni, zobrazeni na

:
Zobrazeni
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Uvod
Zobrazeni

jsou-li X, Y néjaké mnoziny, pak zobrazeni f : X — Y je
»predpis”, ktery kazdému prvku x € X pfifazuje jednoznacné
uréeny prvek f(x) € Y

na zobrazeni mizeme nahlizet jako na ,,Cernou skrinku", do které
na jedné strané ,leze” hodnota proménné x € X a z druhé
,vyléza" hodnota f(x) proménné y € Y, proto zépis f(x) =y

nékteré obory zdiraznuji cernoskrinkovy pohled zapisem funkce
pomoci blokového schématu

nase zobrazeni jsou vZzdy definovana na celé mnoziné X

Zobrazeni



Uvod

Geometrickd zobrazeni v roviné

0sova symetrie v roviné

ortogonalni projekce na pfimku v roviné

otoceni kolem bodu o Uhel «

Zobrazeni
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Uvod

Geometrickd zobrazeni v prostoru

ortogonalni projekce na rovinu

rotace kolem osy o (hel «

Zobrazeni
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Uvod

f:X—-Y

Bramborovy pohled na zobrazeni

Zobrazeni
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Uvod
Slozené zobrazeni

jsou-li f: X — Y ag:Y — Z dvé zobrazeni, pak sloZeni
zobrazeni f a g je zobrazeni h: X — Z definované predpisem
h(x) = g(f(x)) pro kazdé x € X, oznaceni: h = gf

blokové schéma

sklddani zobrazeni je asociativni: plati h(gf) = (hg)f pro libovolna
zobrazenif : X - Y, g: Y —-Zah:Z—-U

Zobrazeni



Uvod
Otoceni v roviné a komplexni Cisla

z geometrického vyznamu nasobeni komplexnich cisel - str. 1-10 -
plyne, Ze otoceni v roviné o Ghel & miZeme popsat také
zobrazenim f : C — C, kde f(z) = €'z

otoceni o Ghel 3 je zobrazeni g(z) = e’z

pro sloZené zobrazeni fg plati fg(z) = f(e'’z) = e'®e'’z pro kazdé
zeC

otoleni o tihel o + 3 je zobrazeni h(z) = e/(@+5)z
skutecnost, ze otoceni o thel o + 3 dosteneme jako slozeni otoceni
o thel 3 s otoenim o thel o znamena, ze h(z) = fg(z), tj.

ellath)z = ei®eiBz pro kazdé z € C

specialné pro z = 1 dostavéme Eulerovu formuli e/(@tP) = eieeiB

Zobrazeni



Uvod
Prosté zobrazeni
identické zobrazeni na mnoziné x je zobrazeni, které kazdy prvek
x € X zobrazuje zase do x, oznaceni: idx

definice: zobrazeni f : X — Y je prosté, pokud pro kazdé dva
prvky xi,xo € X z predpokladu x; # x plyne f(x1) # f(x2)
pozorovani: zobrazeni f : X — Y je prosté pravé kdyZ existuje
g: Y — X takové, ze gf = idx

dukaz =: je-liy € Y a y = f(x) pro néjaké x € X, definujeme
g(y) = x, pro ostatni y € Y definujeme g(y) € X libovolné,
pro kazdé x € X pak plati gf(x) = g(f(x)) = x,

<: jsou-li x; # xp dva rlizné prvky x, pak plati
gf(x1) = x1 # x2 = gf(x2) a tedy musi byt f(x1) # f(x2)

Zobrazeni



Uvod
Zobrazeni na

definice: zobrazeni f : X — Y je na mnozinu Y,
pokud pro kazdé y € Y existuje x € X takové, ze y = f(x)

pozorovani: zobrazeni f : X — Y je na mnozinu Y pravé kdyz
existuje h: Y — X takové, ze fh=idy

dikaz =: potfebujeme definovat zobrazeni h: Y — X,

je-liy € Y, existuje x € X takové, Ze f(x) =y, jedno takové x
zvolime a definujeme h(y) = x,

pak fh(y) = f(x) =y, protoze y € Y bylo libovolné, plati fh = idy

<: zvolme y € Y, potom y = idy(y) = fh(y) = f(h(y)),
protoze x = h(y) € X, je f na mnozinu Y

Zobrazeni



Uvod
Vzajemné jednoznacné zobrazeni

definice: zobrazeni f : X — Y je vzdjemné jednoznacné, je-li
soucasné prosté a na mnozinu Y

pozorovani: zobrazeni f : X — Y je vzdjemné jednoznacné pravé
kdyz existuje zobrazeni g : Y — X takové, ze gf = idx a fg = idy

dikaz: témér stejny

definice: zobrazeni g nazyvame inverzni zobrazeni k f a
oznalujeme jej f1

Zobrazeni
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Uvod
Zobrazeni mezi kone¢nymi mnozinami
tvrzeni: jsou-li X, Y dvé konecné mnoziny se stejnym poctem

prvkl, pak pro zobrazeni f : X — Y jsou nasledujici tfi podminky
ekvivalentni:

e f je prosté,
e f je na mnozinu Y,

e f je vzajemné jednoznadné

dukaz:

priklad: pro nekone¢né mnoziny, napft. je-li X = Y =N, tvrzeni
neplati

Zobrazeni 1-42



Uvod

Zobrazeni

Uvod - zobrazeni - shrnuti

zakladni: geometricka zobrazeni v roviné a prostoru, projekce

na primku a rovinu, symetrie vzhledem k pfimce a roving,
otoceni kolem bodu v roviné, kolem pfimky v prostoru

zakladni: skladani zobrazeni

zakladni: prosté zobrazeni, zobrazeni na, vzajemné
jednoznacné zobrazeni, inverzni zobrazeni,

dulezité: riizné pohledy na zobrazeni

dulezité: formdlni definice zobrazeni (byla v matematické
analyze)

dalezité: charakterizace riznych typd zobrazeni pomoci
existence inverzi zleva, zprava nebo oboustranné

pro zajimavost: otoceni v roviné a komplexni Cisla
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Uvod

Vektory - obsah

m  Vektory
Souradnice bodu
Soufadnice vektoril
Body a vektory
Prostory vétsich dimenzi
Skalarni soucin

Vektory

1-44



Uvod

Souradnice bodl v roviné

Zvolime-li v roviné souradny systém, mizeme kazdy bod roviny
zapsat jako uspordadanou dvojici redlnych Cisel

bOdy [13 2]7 [_17 1]7 [_2’ _1], atd.
zavislost na soufadném systému

Vektory
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Uvod

Souradnice bod( v prostoru

zvolime-li souradny systém v prostoru, mizZeme kazdy bod prostoru
zapsat jako uspordadanou trojici redlnych Cisel

body [1,2,0],[~1,1,1],[0, -2, —1], atd.

Vektory
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Uvod

Souradnice vektor( v roviné

soufadny systém v roviné nam umozinuje zapisovat také vektory
jako usporddané dvojice realnych Cisel

vektory (1,2),(—1,1),(—1,—2), atd.
polohovy vektor bodu
nulovy vektor

Vektory
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Uvod

Souradnice vektor(i v prostoru

podobné miizeme zapisovat vektory v prostoru jako usporddané
trojice realnych Cisel

vektory (1,2,0),(1,1,1),(—1,—-1,—1), atd.

Vektory
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Uvod

Soudet bodu a vektoru

jsou-li p bod a u vektor v roving, uréuji jednoznacné jiny bod g

bod g zapisujeme obvykle jako p + u

je-li v roviné soufadny systém, bod p ma souradnice [a, b]
a vektor u ma soufadnice (c, d),

pak bod p 4+ u ma soufadnice [a + ¢, b+ d]

podobné v prostoru

Vektory
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Uvod

Soudet vektort

dva vektory u,v v roviné miZeme secist

u+v=v+uut+o=u (ut+v)+w=u+(v+w)

ma-li u v néjakém soufadném systému soufadnice (a, b)
a v soufadnice (c, d), pak u+ v ma soufadnice (a+ ¢, b+ d)

totéz v prostoru

Vektory



Uvod

Nasobeni vektoru &islem

vime, co znamen4 2u, co (—1)u, 3u, Ou, ru, ro pro kazdé r € R

rlu+v)=ru+rv, (r+s)u=ru+su

jsou-li souradnice vektoru u v néjakém souradném systému rovné
(a, b), pak ru md v témze soufadném systému soufadnice (ra, rb)

totéz v prostoru

Vektory
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Uvod

Primky v roviné a prostoru

je-li p bod a u # o vektor v roving, pak mnozina bodi
{p+ ru:r € R} je mnozina vSech bodl p¥imky
prochdazejici bodem p ve sméru vektoru u

primky {p+ru:reR} a {g+ru:r e R} jsou rovnobézné
(nebo se rovnaji)

totéz v prostoru

parametricky tvar pfimky v roviné nebo v prostoru

Vektory 1-52



Uvod

77

je-li p bod v prostoru a u, v dva vektory v prostoru, ¢emu se rovna
mnozina bodd {p+ru+sv:r,s € R} ?

Vektory
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Uvod
Polohovy vektor bodu

bod a vektor v roviné jsou dva rozdilné matematické pojmy

pokud v roviné zvolime soufadny systém, bod i vektor mlzeme
zapsat jako usporadanou dvojici realnych Cisel

zapisem [a, b] ddvdme najevo, ze jde o bod, (a, b) je vektor
volbou soufadného systému volime vyznamny bod — pocatek o

polohovy vektor bodu p vede z o do p

totéZ v prostoru

Vektory

1-54



Uvod

Primky a roviny jako mnoziny vektor(

je-li p bod v roviné nebo v prostoru, a u nenulovy vektor tamtéz,
pak {p + tu: r € R} je pfimka

oznac¢ime p polohovy vektor bodu p

mnozinu vektord {p + ru : r € R} také nazyvame pfimka

totéz pro roviny

Vektory



Uvod
Prostory vétsSich dimenzi
prostory dimenze vétsi nez 3 si predstavit geometricky neumime

umime si ale predstavit souradnice jejich bodl a vektorti — v
dimenzi 4 jsou to usporadané Ctvefice [u1, uo, us, us] redlnych Cisel

usporadanou ¢tvefici [2, 1, 4, 3] mizeme povazovat za bod v
prostoru dimenze 4

stejné tak se mizeme Ctvefici (2, 1,4, 3), povazovat za vektor p v
tomto prostoru

na zakladé analogie mizeme mnozinu {p + ru : r € R} povazovat
za mnozinu bod{ né&jaké primky v prostoru dimenze 4

stejné tak mizeme mnozinu {p + ru +sv : r,s € R} povaZovat za
rovinu ve Ctyrdimenzionalnim prostoru

podobné interpretujeme mnoziny vektord {p + ru : r € R} nebo
{p+ ru+sv:r,;s € R} jako pfimky nebo roviny v prostoru dim 4

Vektory



Uvod
Aritmetické vektory

n-sloZkovy aritmeticky vektor je usporadand n-tice (ui, u, ..., u,)
Cisel (redlnych, komplexnich nebo jinych)

u; je i-td slozka aritmetického vektoru (uq, up, ..., up)
Il nikoliv soufadnice !!

up
. s . . 2
aritmetické vektory budeme zapisovat sloupcové:
Up
kviili Setfeni mistem ale také (u1, uz, ..., up)"
nulovy vektor je vektor (0,0,...,0)7, oznadovat jej budeme o
—

n

Vektory 1-57



Uvod

Analogie pokracuji

uq %1 u+v;
. ) L . u2 V2 up + v
soucet aritmetickych vektor(: . + . =
Un Vn Up+ Vp
uy ruy
o o u» rus
soucin ¢isla a vektoru: r ) =
U rup
. X. T T
asporné: (up, u,...,up)"' + (vi,va,...,vy) =
T
(1 +vi,u2 + va, .. U+ V)
T _ T
r(ur, upy..oyup)’ = (rug, run, ..., ru,)

dile -v=(-1)v,u—v=u+(-1)v

Vektory



Skalarni soudin

. . u
jsou-li u = Llav=
u V2

standardni skalarni soucin, nebo také bodovy soucin jako &islo
u-v=1uvy+ v

Uvod
< i ) aritmetické vektory, definujeme

pomoci skalarniho soudinu méfime délku vektoru nebo také normu

Jul| = Vu-u= \/“1+“2

také zjistujeme kolmost: vektory u, v jsou kolmé, plati-li
u-v=uwuvi+uwwn=>0

podobné pro 3-slozkové vektory

Vektory



Uvod

Dalsi analogie

skalarni (bodovy) soucin definujeme analogicky pro obecné
n-slozkové vektory u = (u1, uz,...,up)" av=(vi,va,...,v,)"

n
u-v:u1v1+uzvz+---+unvn=ZUiVi
i=1

norma (délka) n-slozkového vektoru |jul| = yu-u = /3" ; u?
n-slozkové vektory u, v jsou kolmé, plati-liu-v =10
mnozinu n-slozkovych vektord s redlnymi slozkami oznacujeme R”

mnozinu n-slozkovych komplexnich vektord oznacujeme C"

Vektory 1-60



Uvod

Vektory

Uvod - vektory - shrnuti

dalezité: body a vektory v roviné€ a v prostoru, jejich
souradnice

dalezité: operace - soucet vektort, skalarni nasobek vektoru,
soucet bodu s vektorem

dilezité: parametrické vyjadreni pfimky v roviné nebo v
prostoru, roviny v prostoru
dalezité: polohovy vektor bodu

dulezité: aritmetické (redlné nebo komplexni) n-slozkové
vektory, jejich soucet, skaldrni ndsobek aritmetického vektoru
dulezité: skalarni (bodovy) soucin dvou n-slozkovych
aritmetickych vektor(

dulezité: norma vektor, kolmost vektoru, souvislost s
kosinovou vétou
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Uvod
Terminologie

je-li f: R — R, nazyva se redlnd funkce (jedné) redlné proménné
f:C — R je redlnd funkce komplexni proménné

f : C — C je komplexni funkce komplexni proménné

f:R"™ — R je redlnd funkce n redlnych proménnych

velka Cast linearni algebry spocdiva ve studiu linedrnich zobrazeni
f:R"” — R™ pfipadné f : C" — C™

zobrazeni f : R” — R™ je usporadand posloupnost m redlnych
funkci n redlnych proménnych

zobrazeni f : C" — C™ je usporadana posloupnost m komplexnich
funkci n komplexnich proménnych

Vektory
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Soustavy linedrnich rovnic

Kapitola 2

Soustavy linedrnich rovnic

2-1



Soustavy linedrnich rovnic

Soustavy linearnich rovnic - obsah

B Priklady
B Geometricky vyznam
B Gaussova eliminace

B Matice jako zobrazeni

2-2



Soustavy linedrnich rovnic

Priklady - obsah

Priklady

Rovnovaha na pace

Prolozeni kruznice danymi body
Elektricky obvod

Vyroba TNT

Pohyb hlavy disku

Priklady

2-3



Soustavy linedrnich rovnic
:

Rovnovaha na pace

50 40 30 20 10 A\ 10 20 30 40 50
g

50 40 30 20 10 A\ 10 20 30 40 50

40h+ 15¢ =50-2
25¢ =25-2+50h

Priklady 2-4



Soustavy linedrnich rovnic

ProloZeni kruznice danymi body

y

x4+ y?+ax+by+c=0

;
Priklady 2-5



Soustavy linedrnich rovnic
:

Elektricky obvod

1Q

— AW

w0 (2" S
e 10
10V — @ AVAVAY

500 @ 550

1h + 25(/1 - 12) + 50(/1 - I3) =10
25(h — h)+30hL+1(h—5hk)=0
50( — h)+1(s — k) +555 =0

Priklady 2-6



Soustavy linedrnich rovnic

Vyroba TNT

uvazujme chemickou reakci toluenu a kyseliny dusi¢né, pri které
vznikd TNT a voda

C;Hg + HNO3 — C7H506N3 + H>,O

vycisleni chemické rovnice znamena nalezeni poméril jednotlivych
molekul, aby pocet atomil kazdého prvku byl na obou stranach
stejny

xC7Hg + yHNO3; — zC7H50gN3 + wH,> O

x =17z
8x+y=5z+2w
y=3z
3y=6z+w

Priklady 2-7



Soustavy linedrnich rovnic
:

Pohyb hlavy disku 1

objekt jednotkové hmotnosti se pohybuje bez tfeni po prfimce

na pocatku je v poloze 0 a ma nulovou rychlost

:
Priklady
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Soustavy linedrnich rovnic

Pohyb hlavy disku 2

po dobu 8 ¢asovych jednotek na néj pisobi vnéjsi sily 7(t)

vnéjsi sila je konstantni vzdy béhem jedné jednotky casu,
tj. f(t)=xjproj—1<t<jaj=12,...,8

chceme dosahnout toho, aby se po 8 jednotkdch ¢asu poloha
objektu rovnala b; a jeho rychlost byla b,

vektor neznamych sil (xg,...,xg)" musi spliiovat soustavu
15 L+ 13 N 11 n 9 n 7 4 5 L 3 . 1 b
—X —— X —X — X — X — X —X —Xg =
S XU Xt X3 oXa T 5Xs T 5X6 T 5 X7+ 5 X8 1

X1+x0+x3+x4+ x5+ X6+ x7+xg = b

Priklady 2-9



Soustavy linedrnich rovnic

Geometricky vyznam - obsah

B Geometricky vyznam
Dvé nezndmé
TFi nezndmé
Vice neznamych

2-10

|
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Soustavy linedrnich rovnic

Jedna rovnice o dvou nezndmych

2x1 + 3x2 = 6, mnozinu fedeni si pfedstavime jako body [x1, x2],

parametrické vyjadreni body/vektory
ai1xy + axxo = by, kde a% + a% #0
normalovy vektor

degenerované pripady

:
Geometricky vyznam 2-11



Soustavy linedrnich rovnic

Vice rovnic o dvou nezndmych

2x1+3xp =06

x1—xo=1

moznosti obecné:
e celd rovina
° pFimka
e bod

e prazdna mnozina

Geometricky vyznam

2-12



Soustavy linedrnich rovnic

Jedna rovnice o trech nezndmych

2x1 — Xp +x3 =2

normalovy vektor
parametrické vyjadreni body/vektory
ai1xy + axxo + asxz = by

degenerované pripady

Geometricky vyznam

2-13



Soustavy linedrnich rovnic

Vice rovnic o tfech neznamych

moznosti obecné:

cely prostor

rovina

primka
e bod

prazdna mnozina

Geometricky vyznam
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Soustavy linedrnich rovnic

Vice nezndmych

napriklad mnozina vSech FeSeni soustavy o 5 nezndmych je néjakd
podmnozina R, tj. prostoru dimenze 5

parametrické vyjadreni

moznosti:
e prazdna mnoZzina
e bod
e primka
e rovina
e 3-dimenzionalni prostor obsazeny v R®
e 4-dimenzionalni prostor obsaZeny v R®

o cely 5-dimenzionalni prostor R®

Geometricky vyznam 2-15



Soustavy linedrnich rovnic

Gaussova eliminace - obsah

B Gaussova eliminace
Maticovy zapis soustavy
Gaussova eliminace
Hodnost matice
Obecny tvar reseni
Problémy pti praktické realizaci

:
Gaussova eliminace

2-16



Soustavy linedrnich rovnic

Priklad

2x1 +6x2 +5x3 =0
3x1 4+ 5xo + 18x3 = 33
2x1 + 4xo + 10x3 = 16

elimina¢ni metoda spociva v tom, ze z néjaké rovnice vypoclteme
jednu proménnou a dosadime ji do ostatnich

napr. z prvni rovnice spofteme x; = —3xp — %X3
a po dosazeni do druhé a treti rovnice dostaneme
2x1 4+ 6x0 +5x3 =0
21
—4xp + 5= 33
—2X2 + 5X3 =16

Gaussova eliminace 2-17



Soustavy linedrnich rovnic

Priklad - dokonéenti

z druhé rovnice spoclteme xp = %X3 — % a dosadime do treti

2x1 +6x2 +5x3 =0

21
—4X2 + ?X3 = 33
1 1
——X3 = ——
4737 72

nyni odzadu spo¢teme hodnoty jednotlivych proménnych

X3 = 21
—dxp = 33— Fx3 =12, . xp = =3,

2xy = —bxp —bx3 =8, tj. xy =4

poradi proménnych i rovnic pfi eliminaci si mizeme volit

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic

Priklad jinak

2x1 +6x0 +5x3 =0
3x1 +5x0 + 18x3 = 33
2x1 +4x0 + 10x3 = 16

od druhé rovnice odelteme %—nésobek prvni rovnice, potom
pri¢teme ke treti rovnici (—1)-nasobek prvni
2x1 +6x0 +5x3 =0
21
—4x> + 7X3 =33
—2x2 +5x3 =16

ke treti rovnici pricteme (—3)-ndsobek druhé
pak opét navazeme zpétnou substituci

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic
Elementdrni Gpravy

pfi druhé metodé eliminace jsme pouzivali jedinou Gpravu
e pricteni k-nasobku jedné rovnice k jiné rovnici

dalsi dvé Gpravy, které se pri feSeni soustav linedrnich rovnic
pouzivaji, jsou

e prohozeni dvou rovnic

e vynasobeni rovnice nenulovym cislem

zadna z téchto elementarnich dprav nezmensi mnozinu vSech reseni
kazda z elementarnich Gprav je vratnd, tj. jeji efekt Ize odstranit
jinou elementarni Gpravou

proto zadna elementarni Gprava zadné nové feseni ani neprida
mnozina vSech feseni soustavy se elementarnimi Gpravami neméni -
jsou to ekvivalentni tpravy

Gaussova eliminace 2-20



Soustavy linedrnich rovnic

Matice

vSe podstatné o soustavé linedrnich rovnic zapiseme pomoci
rozsifené matice soustavy

N W N
&~ 01 O

510
18|33
10 | 16

Jje vektor pravych stran

5
18 | je matice soustavy, tvofi ji koeficienty u nezndmych
10

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic

Eliminace pomoci elementdrnich Gprav rozsifené matice

26 5|0 2 6 50
35183 |~[0 -4 233 |~
2 4 10|16 2 4 10|16
2 6 5|0 2 6 510
~(0 -4 2|33 |]~0 -4 %33
0 —2 516 0 0 —-1|-3
nebo jinak
2 6 5[0 12 58
351833 |~| 35 18(33 |~
2 4 10|16 2 6 5|0
1 8 1 2 5|8
0 9 |~[0 -1 3]9
0 ~16 0 0 1|2

Gaussova eliminace 2.22



Soustavy linedrnich rovnic

Zpétna substituce pomoci elementdrnich Gprav

zacneme posledni matici prvniho vypoctu

2 6 510 2 6 5|0
0 -4 %3 |~[0 -4 %33 |~
1 _ 1
0o 0o -1|-3 0 0 1|2
2 6 5|0 2 6 0]-10

2

o o
o |

IS

)

[y

N o
2

o o
o
)
o
w

— o o

[

w

2
cor
o~ o
= o o

|

w

i zpé€tna substituce pouziva pouze ekvivalentni (pravy, proto neni
nutné na konci délat zkousku

Gaussova eliminace

2-23



Soustavy linedrnich rovnic

Definice matice

matice (nad R) typu m x n je obdélnikové schéma redlnych Cisel s
m tadky a n sloupci

Zapis A = (ajj)mxn zZnamena, Ze A je matice typu m x n, kterd ma
na pozici (i, /) (tedy v i-tém ¥adku a j-tém sloupci) ¢islo ajj

pozor na poradi index(i — prvni Cislo oznacuje fadek, druhé sloupec

matice také zapisujeme vyctem prvki spolu s jejich umisténim

all dl12 ... din

ani dano ... anp
A= (aij)mxn —

dml dm2 --- Admn

Gaussova eliminace 2-24



Soustavy linedrnich rovnic

Sloupcové vektory matice

v matici A = (ajj) typu m x n je n sloupci

kazdy sloupec je usporadana m-tice redlnych Cisel, tj. vektor z R™

a1
s . a21 v . .
prvni sloupec je vektor . , ozna&ime jej a;
ami
¥adkovy zépis j-tého sloupce je a; = (a1, azj,- - -, am;) "

sloupcovy zapis matice je A= (ajaz --- a,)

nebo peclivéji A = (az|az|- - -|a,)

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic

Réadkové vektory matice

podobné kazdy radek matice A = (aj;) typu m x n je n-slozkovy
aritmeticky vektor

radkové vektory budeme oznacovat a;

ai1
. . i a2
protoZe vektory zapisujeme sloupcové, a; =
ajn
=T
tedy a, = (a,-1, ap, ..., a,-,,)
cH
D a;
radkovy zapis matice je potom A= :
a,
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Soustavy linedrnich rovnic
:

Matice soustavy linearnich rovnic

soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych

ajix1 + apxa + -+ ainxy = by
ap1x1 + amxa + -+ + anxny = b

am1X1 + amaX2 + -+ 4 amnXn = bm

matice soustavy

all di2 ... din
ani a2 ... aop
A= (aj)mxn =
dmi dm2 ... Ad@mn
vektor pravych stran je vektor b = (by, ba, ..., bm)T
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Soustavy linedrnich rovnic

Rozsifena matice soustavy

rozsifend matice soustavy

all dl12 e din b1

dani ano ... d2p b2
(Al b)=

ami am2 --- amn | bm

rozsifend matice soustavy je tvorend dvéma bloky — matici
soustavy a vektorem pravych stran
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Soustavy linedrnich rovnic

Radkové odstupfiovany tvar matice - priklady

Gaussova eliminace je postup jak prevést matici do radkové
odstupriovaného tvaru pomoci elementarnich radkovych Gprav

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
matice je v fadkové odstupnovaném tvaru, pokud je na pocatku

kazdého nenulového fadku vice nul nez kolik je nul na pocatku
radku predchoziho

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic
:

Radkové odstupriovany tvar matice obecné

matice C = (¢jj)mxn typu m X n je v fadkové odstupriovaném
tvaru, pokud existuje index r € {0,1,..., m} takovy, Ze fadky s
indexy r +1,..., m jsou nulové, radky s indexy 1,2,...,r jsou
nenulové a plati k; < ko < --- < k,, kde k; je nejmensi sloupcovy
index takovy, ze cj, #0, pro i =1,2,...,r

prvni nenulové prvky v fadcich nazyvame pivoty
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Soustavy linedrnich rovnic
Gaussova eliminace

matici A = (ajj)mxn chceme prevést pomoci elementarnich
radkovych tGprav do radkové odstupnovaného tvaru

1. je-li A nulova matice (tj. vSechny prvky jsou 0) nebo ma
pouze jeden fadek, skoncime (nebot A je v rot)

2. je-li A nenulova a ma aspon dva rfadky, najdeme prvni
nenulovy sloupec zleva, jeho index oznacdime ki

3. v ki-nim sloupci najdeme néjaky nenulovy prvek, tfeba v
i-tém ¥adku, a prohodime prvni s i-tym fadkem, pokud i # 1

4. pric¢itdme postupné vhodné nasobky prvniho fadku k ostatnim
a vynulujeme zbylé prvky v ki-nim sloupci pod prvnim radkem

5. cely postup opakujeme s matici B, kterou dostaneme z A
vynechanim prvniho radku
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Soustavy linedrnich rovnic

Proc¢ to funguje

jak vypada matice po jednotlivych krocich Gaussovy eliminace

-
0 -~ 017 ¢ 0 0| d7T
0 -0 0 0|7
0 --- 0]: 0 07
0 --- 0| d7 0 --- 0 x| d7
0 - 010 0 --- 00
: ~1 . .. =C
: N I Ao S Go
0 --- 010 0 --- 00

formalni dikaz indukci podle poctu fadkid m matice A

Gaussova eliminace



Soustavy linedrnich rovnic

Hodnost matice

zakladni definice: pocet nenulovych fadkd v matici v fot, kterou
dostaneme po Gaussové eliminaci z matice A nazyvame hodnost
matice A,

znaceni: r(A) nebo rank(A)
jde o velmi dilezitou definici - zakladni Ciselnou charakteristiku
matice

v tomto okamziku neumime dokazat, Ze hodnost matice nezavisi
na tom, jaké ekvivalentni Gpravy pfi Gaussové eliminaci pouzijeme

Vv 7

nicméné tomu tak je a hodnost rozsirené matice soustavy A
rozhoduje o tom, jakou ,,dimenzi ma mnozina vSech feseni
soustavy

Gaussova eliminace



Soustavy linedrnich rovnic

Soustava linedrnich rovnic - dalsi priklad

pouzijeme Gaussovu eliminaci na rozsifenou matici soustavy

1 4 3|11 1 4 3 |11 1 4 3|11
1 4 5/15 |~ 00 2| 4 ~1 00 2| 4
2 8 3|16 0 0 -3|-6 0 00|O0

posledni rovnice je vzdy splnénd, na mnoZinu vSech feSeni nema vliv

e z druhé rovnice spolteme x3 = 2
e hodnotu x mizeme zvolit libovolné: x, = t, t je parametr

e z prvni rovnice pak spolteme x; =5 — 4t

mnozina vSech reseni je t telR
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Soustavy linedrnich rovnic
Geometrické vyjadreni mnoziny vSech reseni

pro libovolnou hodnotu parametru t plati

5—4t 5 — 4t 5 —4t
t = 0+t =1 0 | + t =
2 2+ 0t 2 ot
5 —4
=10 |+t 1
2 0

mnozinu vSech FeSeni soustavy tak mizeme vyjadfit ve tvaru

5 —4
0 |+t 1 teR
2 0

jde tedy o pfimku, ktera prochazi bodem [5,0,2] (s polohovym
vektorem (5,0,2)7) a jeji smérovy vektor je (—4,1,0)7

Gaussova eliminace



Soustavy linedrnich rovnic
DalSi geometrickd vyjadreni
rizné volby parametru t vedou k riiznym reSenim soustavy

volbou dvou riiznych hodnot parametru t dostaneme polohové
vektory p a q dvou riznych bodl p, g pfimky

jejich rozdil u = q — p je smérovy vektor primky a parametricky
zépis této pfimky je {p + tu: t € R}

v nagem piipadé volba t = 0 vede na vektor p = (5,0,2)7

volbou t = 1 dostavéme q = (5,0,2)7 + (—4,1,0)" = (1,1,2)7 a
smérovy vektor u =¢q —p = (—4,1,0)"

nase vyjadreni tedy pochdzi zvolebt=0at=1

Gaussova eliminace



Soustavy linedrnich rovnic

Homogenni soustava

tvrzeni: jsou-liv = (vi,vo,...,v,)T aw=(wi,wo,...,w,)" dvé
feseni soustavy (A|b), pak jejich rozdil v — w je FeSenim soustavy
(Alo)
dikaz: zvolime libovolnou rovnici aj1x1 + ajpxo + + -+ 4+ ajnxp = b;
soustavy (A|b)
protoze v, w jsou FeSenim soustavy (A|b), plati
aipvi + appvo + - -+ + ainVn = bj,

ajiiwy + ajppwo + - -+ + ajpw, = b;

odectenim obou rovnic dostaneme
aj1(vi — wi) + ajp(va — wa) + -+ + ajp(vh — wp) =0

rozdil vektorll v — w tak spliiuje kazdou rovnici soustavy (A|o)

definice: soustavu (A|o) nazyvame homogenni soustava linedrnich
rovnic ( pfislusnd k soustavé (Alb) )

Gaussova eliminace



Soustavy linedrnich rovnic

Vétsi soustava

00 1 0 2|-3 1 2 -1 3 0] 2
2 4 -1 6 2|1 ~1 2 4 -1 6 2|1 ~
1 2 -1 3 0] 2 00 1 0 2|-3
1 2 -1 3 0] 2 1 2 -1 3 0] 2
00 1 02{-3]~100 1 0 2]-3
00 1 0 2|-3 00 0 OO O

bazové sloupce jsou sloupce, které obsahuji néjaky pivot — v nasem
pripadé prvni a treti

proménné rozdélime na bdzové (x; a x3) a volné (x2, x4 a xs)

volné proménné jsou parametry, jejich hodnoty mizeme libovolné
volit: xo = to, x4 = tg, X5 = t5

hodnoty bazovych proménnych pak dopocteme zpétnou substituci:
x3=—3—2t5, x31 =—1—2t) — 3t — 2t5
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Soustavy linedrnich rovnic
Geometrické vyjadreni

—1— 2t — 3ty — 2t5
15)
feseni: -3 — 2ty tto,tg, t5 €R
ta
ts

podobné jako v prvnim pripadé feSeni vyjadrime ve tvaru:

-1 -2 -3 -2
0 1 0 0
-3 + b 0 + ta 0 + t5 -2 tt, ty,ts €ER
0 0 1 0
0 0 0 1

,vidime", Ze jde o 3-dim prostor umistény v prostoru dimenze 5

Gaussova eliminace



Soustavy linedrnich rovnic

Kucharka

obecné Ffeseni (Alb):  {u+ tova + tava + tsvs : B, ta, t5 € R},
kde u, vz, v4,vs € RS jsou vhodné vektory

vektor u je konkrétni feSeni soustavy (A|b) dané volbou parametri
b=ty =t =0

vektor vy je konkrétni feseni pfislusné homogenni soustavy (A|o)
dané volbou parametri th =l aty =t5 =0

podobné vy je feseni (Alo) dané volbou tp =0, 4 =1ats =0a
vs je feseni (Alo) dané volbou t, =ty =0ats =1
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Soustavy linedrnich rovnic

Forma

obecné reseni také ,,upeceme” tak, ze do obecné formy dané
po¢tem proménnych (v nasem pfipadé 5) a volnymi proménnymi

X2, X4, X5
0 1 0 0
+ b . + i . + t5 . S, ty,t5 €R
0 0 1 0
0 0 0 1

doplnime nezndmé slozky tak, ze
e spocteme jedno konkrétni feseni (A|b) dané volbou parametri
tr, tg, ts = 0,
e pro kazdy parametr t, najdeme vektor v, jako feseni
homogenni soustavy (A|o) dané volbou t, =1 a t; =0 pro
vSechny ostatni patametry t,
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Soustavy linedrnich rovnic

Neresitelné soustavy

(@)

véta: soustava linedrnich rovnic (A|b) je nefesitelna pravé kdyz p
provedeni Gaussovy eliminace je vektor pravych stran bazovy
sloupec

dikaz: Gaussova eliminace pouZivad pouze ekvivalentni Gpravy,
soustava s rozsifenou matici (A|b) je fesitelnd pravé kdyz je
resitelnd soustava s rozsifenou matici (C|d), kterd je v rot

je-li sloupec pravych stran d bazovy, obsahuje soustava po
Gaussové eliminaci rovnici 0x; +0x2 + -+ - + 0x, = d, kde d # 0,
tato rovnice (a tedy celd soustava) je neresitelnd

v pripadé, Ze sloupec pravych stran d neni bazovy, rozdélime
proménné na volné a bazové a pomoci zpétné substituce najdeme
jednoznacné Feseni soustavy pro libovolnou volbu hodnot volnych
proménnych

jinak fe€eno: soustava (Alb) je fesitelnd pravé kdyz r(A|b) = r(A)
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Soustavy linedrnich rovnic

Parametrické vyjadreni mnoziny vsech reseni

obecné mlizeme postup pfi feSeni soustavy m linearnich rovnic o n
neznamych s rozsifenou matici soustavy (A|b) popsat nasledovné

matici (A|b) pfevedeme do fot pomoci Gaussovy eliminace
zjistime, je-li sloupec pravych stran bazovy, pokud ano,
soustava je nefeSitelna

pokud ne, najdeme bazové proménné xi,, Xk, ..., Xk, a volné
proménné x,, p € {1,2,...,n} \ {xk, Xkps - - - s Xk, }

volné proménné x, = t, jsou parametry, jejich pocet je n —r
vyjadfime obecné feSeni soustavy ve tvaru u + )
kde u,v,, p € P jsou vhodné vektory z R"

vektor u najdeme napriklad jako feseni soustavy (Alb) dané
volbou parametril t, =0 pro p € P

pro p € P najdeme vektory v, napriklad jako feseni
homogenni soustavy (A|o) dané volbou parametru t, =1 a
tgq=0proqg#p

peP tpVp

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic

Zaokrouhlovaci chyby

redlna Cisla jsou v pocitacich reprezentovana s urcitym poctem
platnych mist

napriklad double precision floating point representation pouziva 52
binarnich mist, tj. zhruba 18 desetinnych mist

vysledky aritmetickych operaci scitani, ndsobeni nebo déleni je na
pocitadi nutné zaokrouhlovat na dany pocet platnych mist

nejsou provadéné presné, nybrz s malou zaokrouhlovaci chybou

pri stamilionech operaci, které vyzaduje Gaussova eliminace u
soustav o tisicich rovnic s tisici nezndmymi, se zaokrouhlovaci
chyby kumuluji a vysledek vypoctu se miiZze podstatné lisit od
spravného feseni

navrh algoritm0 pro reseni velkych soustav lin. rovnic tak, aby se
vysledky algoritm0 pfilis neliSily od spravnych vysledkd, tj. aby byly
numericky stabilni, je naplni numerické linearni algebry
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Soustavy linedrnich rovnic
Priklad

y : ., —107% 1]2
vezmeme sI soustavu s rozsirenou matici 1 113

1 2,0003) T

JeJl presne reseni je (m, 1,0001

pfi zaokrouhlovani na tfi platnd mista Gaussova eliminace vede na
—107*% 112 -107% 1 2
1 13 0 10*|2-10%

zpétna substituce vede k vysledku (0,2) 7, které se od spravného
feseni lisi vyznamné v prvni slozce

problém je v tom, Ze ¢islo 10 je tak velké, e smaZe pro danou
soustavu podstatny rozdil mezi koeficientem 1 u proménné x; a
pravou stranou 3 ve druhé rovnici

Gaussova eliminace



Soustavy linedrnich rovnic
Castecna pivotace

CastecCna pivotace spociva v tom, Ze pred eliminaci néjaké
proménné prehazime radky tak, aby pivot byl (v absolutni hodnoté)
co nejvétsi

v nasem prikladu bychom napred prohodili Fadky a pokracovali
1 13 113
~107% 1|2 0 1|2

zpétna substituce vede k vysledku (1,2)7, co? je tak blizko

spravnému resSeni, jak jen lze pfi zaokrouhlovani na tfi platnd mista
doufat

¢astecnd pivotace neni vselék na zaokrouhlovaci chyby, jak ukazuje
—10 10°|2-10° >
3

fiklad t
priklad soustavy ( 1 1
dostali jsme ji z prvniho prikladu vynasobenim prvni rovnice 10°

Gaussova eliminace



Soustavy linedrnich rovnic

Uplna pivotace
zde je jiz pivot v absolutni hodnoté nejvétsi, eliminace vede na

—10 10°|2-10° —10 10°|2-10°
1 1 3 0 10*|2-10%

a zpétna substituce dav4 opét vysledek (0,2)7

problém v tomto pripadé je ve velkém rozilu mezi velikosti prvki v
prvnim a druhém radku

zde pomize dplnad pivotace — pred kazdym cyklem GE zménime
poradi zbylych radki a sloupcl tak, aby pivot byl co nejvétsi

pozor: prehazovani sloupct znamena prehazovani proménnych
Ak 10° —10|2-10° 10° —10|2-10°

P 11 3 0 1 1

coz vede k x; =1 a xo = 2, tj. k feeni (1,2)7 plivodni soustavy

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic

Spatné podminéné soustavy

0,835 0,667 | 0,168

R _N\T
soustava ( 0.333 0.266 | 0.067 ) m3 feSeni (1, —1)

nepatrnd zména druhé slozky pravé strany na 0,066 vede k
0,835 0,667 | 0,168
0,333 0,266 | 0,066

v obou pripadech jde o presné Feseni, problém neni v numerické
stabilité algoritmu

) s fesenim (—666, 834) 7

pri feSeni praktickych Gloh jsou Casto pravé strany soustav
vysledkem méreni a jsou tedy znamé s jistou toleranci

pokud drobna zména namérené hodnoty podstatné méni feseni,
nelze se na vysledek reSeni soustavy spolehnout

takovym soustavam se fika spatné podminéné
problém je v tom, ze obé pfimky jsou témér rovnobézné

Gaussova eliminace



Soustavy linedrnich rovnic

Matice jako zobrazeni - obsah

B Matice jako zobrazeni
Zobrazeni uréené matici
Vyznam prvki matice
Matice grafu

2-49
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Soustavy linedrnich rovnic

Sloupcovy pohled na soustavu rovnic

Yedim " -1 3|1
eSime soustavu 5> _13

[ . , —x1+3x2 \ [ 1
hleddame x7, xo, pro které plati rovnost ( 21 — %0 ) = ( 3 )

. —x1 + 3x . -1 3
Ievastrana( 21 — %0 )—xl( 9 )+x2<_1>

je dana matici soustavy A = ( _21 _31 )

proménna x; je koeficient u sloupcového vektoru a1, x» u a

Lo -1 3 1
Jiny zapis soustavy: x1 9 + X2 1 )=\ 3

Matice jako zobrazeni



Soustavy linedrnich rovnic

Geometricky sloupcovy pohled

(2) = (5)-(5)

feSeni si mizeme predstavit geometricky jinym zplsobem

Matice jako zobrazeni
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Soustavy linedrnich rovnic

7777
2x1+3x% = b
—x1+2x2 = by
X1 —Xxp = bs
sloupcovy zapis soustavy je
2 3 by
x| -1 | +x| 2 = b
1 -1 b3

otazka: jaka je nutna a postacujici podminka pro vektor pravych
stran (by, bo, b2) T, aby byla soustava FeSitelna ?

Matice jako zobrazeni
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Soustavy linedrnich rovnic

Soustava linedrnich rovnic jako zobrazeni

zvolime-li X € R?, pak x; -1 + x2 3 € R?
X 2 -1

leva strana soustavy je zobrazeni f : R> — R? definované
X1 _ -1 3
((2)== (%) =)

Ly - -1 3
toto zobrazeni je uréené matici soustavy A = > 1 )

zapisujeme je také fy
FeSit soustavu (A|b) znamend najit takové x € R?, 7e fa(x) = b

viibec nejcastéjsi zapis hodnoty f4 v bodé x je fa(x) = Ax

Matice jako zobrazeni



Soustavy linedrnich rovnic

Matice jako zobrazeni

obecnd matice A = (ajj)mxn urluje zobrazeni f4 : R” — R™

pro x = (x1,X2,...,X,) 7 € R" je
X1 a a1 ain
X2 an1 an an
fa . =x1 . +x . + ot X
Xn ami am2 amn

pomoci sloupcovych vektord: fa(x) = xja1 + xpa2 + - -+ + xpan
stru¢né a nejcastéji: fa(x) = Ax nebo y = Ax

e matice A ma m rfadkd a n sloupci,
o vektor x ma n slozek,

e vektor y = fa(x) = Ax ma m slozek
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Soustavy linedrnich rovnic

Linearni kombinace

toto je naprosto zakladni definice: jsou-li uj,uy, ..., u, € R™
redlné (nebo komplexni) aritmetické m-slozkové vektory a
t1, ta, ..., t, redlnd (nebo komplexni) &isla, pak soucet

tiug + tup + - - + thu,
nazyvame linearni kombinace vektor(i ui, us, ..., u, s koeficienty
t1,t,...,th
libovolna lineadrni kombinace vektori ui, us, ..., u, € R™ je opét
vektor z R™

hodnota zobrazeni f4(x) = Ax je linedrni kombinace sloupct
ai,...,a, matice A s koeficienty xi,..., X

Matice jako zobrazeni



Soustavy linedrnich rovnic
Vazené soucty

¢emu se rovnd i-ta slozka vektoru y = Ax ?

1 a11 a12 aln

Y2 ari a an
. = X1 . + X2 . + -+ Xn

Ym amil am?2 dmn

tj. yi = ainx1 + aioxo + -+ - + ainXn

i-ta slozka y; vystupu y je vaZeny soucet slozek xi, ..., x, vstupu
x, vahy jednotlivych slozek vstupu jsou v i-tém fadku matice A

J-ty sloupec matice A ¥ika, s jakymi vahami pfispiva j-ta slozka x;
vstupu x k jednotlivym slozkdm yi,..., ym vystupu y

Matice jako zobrazeni



Soustavy linedrnich rovnic

11
5 1/2
1/6 1/6
1 -1
1/12 1/2
0 0
6 5
100 1 0
1 10
1 11
110
0,1 1 0
0 10

P¥iklady
1 1 1 1
2 6 4 1
1/6 1/6 1/6 1/6
1 -1 1 -1
1/4 1/12 1/12 0
o o0 0 8
4 3 2 1
1
-1
1
-1
1
-1

Matice jako zobrazeni




Soustavy linedrnich rovnic

Priklad s hlavou disku

priklad soustavy linearnich rovnic popisujici vliv posloupnosti
vnéjsich sil na polohu a rychlost objektu vede na matici soustavy

A (15/2 13/2 11/2 9/2 7/2 5/2 3/2 1/2
_< 1 1 1 1 1 1 1 1 )

vstup (x1,X2,...,xg)" odpovida velikosti sil, z nich? kazda piisobi
po dobu jedné jednotky casu

vystup (y1,y2)" udavé polohu y; a rychlost y» objektu po osmi
jednotkach casu

z matice vidime, Ze vSechny vstupni sily pfispivaji k zavére¢né
rychlosti stejné

naopak zavére¢na poloha je nejcitlivéjsi na velikost prvni sily x; a
nejméné citlivd na velikost posledni sily xg

Matice jako zobrazeni



Soustavy linedrnich rovnic
Méreni/odhady

zobrazeni y = Ax urCené matici A vyjadfuje zavislost mezi dvéma
proménnymi veli¢inami y a x

praktické vyuziti zavisi na tom, kterou z proménnych mame ,pod
kontrolou", mizeme ji méfit, apod.

v pfipadé, Zze mizeme mérit jednotlivé slozky y1, ..., ym proménné
y, vede feseni soustavy Ax =y k odhadu/méreni hodnoty slozek
X1,...,Xp proménné x — jde o Glohy ,teorie méreni”

v téchto pripadech ma obvykle matice A vice radkl nez sloupcil, tj.
m2>n

slozky y; proménné y si miizeme predstavovat jako cidla/mé¥ici
pristroje, pomoci jejichz hodnot odhadujeme velikost proménnych
X1,...,Xp, které nemizeme méfit pfimo

Matice jako zobrazeni



Soustavy linedrnich rovnic
Rizeni
pokud mame pod kontrolou hodnoty proménné x, snazime se je

nastavit tak, abychom dosahli kyzenych hodnot proménné y
— jde o dlohy ,teorie fizeni"

také v tomto pripadé€ vede Gloha k fesSeni soustavy Ax =y

v Ulohach teorie fizeni maji matice obvykle vice sloupct nez radki,
t. m<n

soustavy Ax =y s ,tlustou” matici maji vétSinou mnoho riznych
fesSeni
mezi nimi volime takova, kterd spliuji néjaké dodatecné

»optimaliza¢ni” podminky

v Ulohach teorie fizeni si mizeme slozky proménné x predstavit
jako joystick/ovladad/Soupatko

Matice jako zobrazeni



Soustavy linedrnich rovnic
Matice jako Glozisté dat
nékterd data jsou pfirozené usporadana do matice

napriklad zavérecné ceny akcii v jednotlivych dnech tvofi matici

ulozime je do matice, kde Fadky odpovidaji akciim a sloupce
zavérecnym cendm akcii v jednotlivych dnech

hospodarské prilohy novin pfinaseji kazdy den novy sloupec matice

jinym prikladem matice jako Glozisté dat jsou tabulky nutri¢nich
hodnot potravin

fakulta organizuje ¢ast prijimaciho fizeni formou pohovoru, kde
skupina tfi porotcli zndmkuje uchazece v 12 kritériich

znamky muzeme ulozit do matice A = (ajj), kde aj; je zndmka
i-tého posluchace v j-tém kritériu

Matice jako zobrazeni 2.61



Soustavy linedrnich rovnic

Vstupy do vyroby a produkty
néjaka korporace vyrabi radu produkti
k jejich vyrobé pouzivd mnoho vstupd (material, souéastky,
pracovni sily, energie, atd.)

e x; oznaCuje cenu jednotky vstupu j — vektor vstupil x

e y; je vyrobni cena produktu / — vektor vystupl y

e a;; je poCet jednotek vstupu j potfebnych k vyrob& produktu i
— matice A

plati y = Ax

i-ty Fadek matice A udava poclty jednotek vstupll potrebnych k
vyrobé i-tého produktu

ktery produkt ma vyrobni cenu nejcitlivéjsi na cenu elektrické
energie ?

Matice jako zobrazeni
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Soustavy linedrnich rovnic
Digitalni foto
digitalni fotoaparat zaznamendva pro kazdy pixel jeho barvu

kazdou barvu lze slozit ze tfi zakladnich barev - R)Y,B

intenzita kazdé ze tfi zakladnich barev v daném pixelu je
zaznamendana pomoci 1 bytu, Cili posloupnosti 8 nul a jednicek

celkem je tedy moznych 28 = 256 odstinil kazdé ze tfi barev

ty jsou ukladany pro kazdou ze tfi barev do samostatné matice
jako cela Cisla mezi —127 a 4128

jedna fotka vyrobena fotoaparatem, ktery ma 8 Mpixell by tak
vyzadovala pamét velikosti 24 MB

na disk velikosti 1 GB bychom mohli uloZit 40 fotek

fotky se proto komprimuji, nejznamé;jsi komprimacni format je jpeg

Matice jako zobrazeni 2-63



Soustavy linedrnich rovnic
Matice incidence orientovaného grafu

jiny typ dat, kterd lze zapsat jako matice, jsou grafy

budeme uvazovat orientované grafy, ty maji néjakou mnozinu V
vrcholl a néjakou mnozinu E C V x V hran

je-li e = (u, v) hrana grafu, pak u je pocdtecni vrchol hrany e a
v je jeji koncovy vrchol

graf (V, E) popiS§eme pomoci matice, jejiz Fadky odpovidaji
hrandm a sloupce vrcholim grafu

prvky matice se rovnaji 0, 1 nebo —1

v fadku uréeném hranou (u, v)
e prvek ve sloupci, ktery odpovida pocate¢nimu vrcholu u je —1,
e prvek ve sloupci, ktery odpovida koncovému vrcholu v je 1,

e vSechny ostatni prvky se rovnaji 0

Matice jako zobrazeni
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Soustavy linedrnich rovnic

Priklad matice incidence orientovaného grafu

co vyCteme ze sloupcli matice grafu ?

jsou i jiné zpusoby, jak graf zapsat pomoci matice

Matice jako zobrazeni
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Soustavy linedrnich rovnic

Pozndmky ke shrnuti

na konci kazdé kapitoly bude heslovité shrnuti veskeré latky
probrané v této kapitole

studujte vSechny dikazy, je to klicové pro pochopeni latky

v Gvodni kapitole jsme opakovali prevdzné stredoskolskou latku, jeji
znalosti povaZzujeme za samozfejmost

za samozrfejmost také povazujeme studium a pochopeni postupu
feSeni vSech priklad(i uvedenych v prednaskach a ve skriptech

témata jsou rozdélena podle jednotlivych kapitol a do Ctyr kategorii

v jednotlivych kategoriich jsou pak uvedena v tom poradi, v jakém
byla probirdna, logické souvislosti mezi tématy shrnuti nepostihuje

Matice jako zobrazeni



Soustavy linedrnich rovnic
Rozdéleni témat do kategorii

e klicové: nékolik pojmi, které tvori naprosty zaklad
»linedrné-algebraického® uvazovani; ty byste méli po zkousce
zapomenout az jako GplIné posledni, nejlépe nikdy

e zakladni: tato témata jsou pro pochopeni latky prvniho zcela
zasadni; pochopite-li zakladni témata, budete rozumét i tém
dalezitym

o dulezité: v této kategorii jsou uvedena bud jednoducha
témata, rizné geometrické intepretace studovanych pojmd, a
témata, kterd nejsou pro pochopeni latky prvniho semestru
zcela zésadni (jako napriklad pojem charakteristiky télesa),
budou vsak dilezitd pozdéji béhem studia

e pro zajimavost: zde jsou uvedend aplika¢ni témata, kterad by
méla motivovat ke studiu, nebo ukadzky toho, jakym smérem
jsou studovana témata dale rozvijena v jinych oborech
matematiky, pfipadné néco pro zabavu

Matice jako zobrazeni



Soustavy linedrnich rovnic
Soustavy linedrnich rovnic - shrnuti

e klicové: linedrni kombinace aritmetickych vektorti

o zakladni: definice matice, maticovy zdapis soustavy linearnich
rovnic

o zakladni: Gaussova eliminace a zpétna substituce

e zakladni: parametrické vyjadreni mnoziny vSech feseni
soustavy linedrnich rovnic

e zakladni: hodnost matice

e zakladni: nutna a postacujici podminka pro resitelnost
soustavy linedrnich rovnic

e zakladni: sloupcovy pohled na soustavu linearnich rovnic

e zakladni: zobrazeni uréené matici

o dulezité: sloupcové a radkové vektory matice

o dulezité: geometricky vyznam linedrni rovnice o dvou nebo
tfech nezndmych, vyznam soustavy takovych rovnic

Matice jako zobrazeni



Soustavy linedrnich rovnic

Soustavy linedrnich rovnic - shrnuti

o dulezité: ekvivalentni Gpravy soustavy rovnic, elementarni
Upravy soustavy linedrnich rovnic

o dulezité: rddkové odstupnovany tvar matice
e pro zajimavost: Ulohy vedouci na soustavy linedrnich rovnic

e pro zajimavost: zaokrouhlovaci chyby, numericka stabilita
feSeni soustavy linedrnich rovnic Gaussovo eliminaci, pivotace,
$patné podminéné soustavy

e pro zajimavost: praktické Glohy na méreni a Glohy na Fizeni

e pro zajimavost: matice jako Glozisté dat, format jpeg

Matice jako zobrazeni 2-69
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Télesa

Algebraické operace a jejich vlastnosti - obsah

B Algebraické operace a jejich vlastnosti
Algebraické operace

Algebraické operace a jejich vlastnosti
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Télesa

Babysoustava 1
x+2=3 /-2

(x+2)+(-2)=3+(-2)
x+(24(-2))=1
x+0=1

x=1
co potrebujeme:

(S1) pro kazda ¢isla a,b,c € R plati (a+ b)+c=a+ (b+c¢)

(S2) existuje Cislo 0 € R takové, Ze pro kazdé islo a € R plati
a+0=0+a=a

(S3) pro kazdé Cislo a € R existuje —a € R takové, ze
at+(—a)=(-a)+a=0

Algebraické operace a jejich vlastnosti

34



Télesa

Bindrni operace

sCitani a nasobeni redlnych Cisel jsou priklady binarnich operaci

definice: bindrni operace na mnoziné T je zobrazeniz T x T do T

tradi€ni zapis v @ v misto funkéniho zapisu @©((u, v))

priklady operaci spliujicich podminky (S1), (S2), (S3):

7

e bézné scitani na mnoziné vsech celych Cisel Z
e bézné scitani na mnoziné @, R nebo C
e bézné nasobeni na mnoZiné vsech nenulovych redlnych Cisel

e scitani funkci na mnoziné vsech redlnych funkci redlné
proménné

e sc¢itdni modulo n na mnoziné {0,1,...,n—1}

Algebraické operace a jejich vlastnosti
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Télesa

Babysoustava 2

2-x=6 /:2
27t (2x)=2"1.6
(271 2)x=3
1x=3

x =3

co potrebujeme:

(N1) pro kazda &isla a, b,c € R plati (a-b)-c=a-(b-¢)
(N2) existuje Cislo 1 € R takové, Ze pro kazdé ¢islo a € R plati
a-l=1-a=a

(N3) pro kazdé &islo a € R, a # 0, existuje a~! € R takové, ze
a-al=ala=1

Algebraické operace a jejich vlastnosti
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Télesa

s s

Nasobeni versus scitani

priklady operaci spliiujicich (N1), (N2) a (N3)

e bézné nasobeni na mnoziné Q racionalnich Cisel
o bézné nasobeni na mnozinach R, C

¢ nasobeni modulo prvoéislo p na mnoziné {0,1,...,p— 1}

nepriklady
e bézné nasobeni na mnoZiné vsech celych Cisel Z
e nasobeni modulo 6 na mnoziné {0,1,2,3,4,5}

e nasobeni modulo slozené &islo n na mnoziné {0,1,...,n—1}

porovnani podminek (S1)-(S3) a (N1)-(N3)

Algebraické operace a jejich vlastnosti
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Télesa

Babysoustava 3

x+3y =10
(—2)x+4y =15

pricteme dvojndsobek prvni rovnice k druhé

2(x+3y)+ ((-2)x +4y)=2-10+15
2x +23y) + (—2)x+4y =35

2x +(=2)x+(2-3)y +4y =35

2+ (-2)x+(6+4)y =35

Ox + 10y =35

0+ 10y =35

10y = 35

Algebraické operace a jejich vlastnosti 3-8



Télesa

Dalsi podminky

potfebovali jsme jesté
(S4) pro kazda ¢isla a,b € R platia+b=b+ a

(D) pro kazda &isla a, b, c € R plati a(b+ ¢) = ab+ ac,
(a+ b)c =ac+ bc

pokud s¢itani a nasobeni né€jakych Cisel spliuje podminky
(S1)-(S4), (M1)-(M3) a (D), mizeme fesit soustavy linearnich
rovnic pomoci eliminace proménnych

Algebraické operace a jejich vlastnosti
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Télesa

Definice télesa

definice: téleso T je mnozina T spolu se dvémi binarnimi
operacemi + a - na T splfujici nasledujici axiomy

(S1)
(S2)

(S3)

(S4)
(N1)
(N2)
(N3)

(N4)
(D)
(nT)

Pojem télesa

pro kazdé a, b,c € T plati (a+ b)+c=a+ (b+c)
existuje prvek 0 € T takovy, Ze pro kazdé a € T plati
a+0=04+a=a

pro kazdy prvek a € T existuje —a € T takovy, Ze
a+(—a)=(—a)+a=0

pro kazdé a, b€ T platia+ b=b+ a

pro kazdé a,b,c € T plati (a-b)-c=a-(b-¢)
existuje prvek 1 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati
a-l=1-a=a

pro kazdy prvek a € T, a # 0, existuje a1 € T takovy, Ze
a-al=al.a=1

pro kazdé a, b€ T platia-b=b"-a

pro kazdé a,b,c € R platia-(b+c)=a-b+a-c
T ma aspon dva prvky



Télesa
Jednoduché diisledky axiomi télesa 1

v kazdém télese T plati

e nulovy prvek je urceny jednoznacné

pro kazdé a,b € T ma rovnice a + x = b pravé jedno reSeni

pro kazdé a € T je opacny prvek —a urceny jednoznacné

jednotkovy prvek je urceny jednoznacné

pro kazdé a % 0 a b € T ma rovnice ax = b pravé jedno feseni

pro kazdé a # 0 je inverzni prvek a—! uréeny jednoznaéné

Pojem télesa 3-12



Télesa

Jednoduché diisledky axiom( télesa 2

pro kazdé a € T plati 0a=10

je-liab=0, pak a=0nebo b=0

pro kazdé a € T plati —a=(—1)a

pro kazdé a,b,c € T zrovnostia+b=a-+cplyneb=c
pro kazdé b,c € T a a+# 0 z rovnosti ab = ac plyne b= c¢

0#1

Pojem télesa



Télesa

Klasickd a konecna télesa
mnoziny @, R, C s obvyklymi operacemi s¢itani a nasobeni jsou
télesa

konecna télesa Z,: pro kazdé prvocislo p tvofi mnozina
{0,1,...,p— 1} s operacemi s¢itani a nasobeni modulo p téleso

abychom odlisili operace scitani a ndsobeni v Z, od bézného
s¢itani a ndsobeni celych Cisel, budeme je oznacovat & a ©®

adb=(a+b) modp, acGb=(a-b) modp

k dilkazu, ze Z, je téleso, je nutné ovéfit platnost vSech axiomd
télesa

protoze (a+ b) mod p € {0,1,...,p— 1} a také

(a-b) mod pe{0,1,...,p— 1}, jsou B, ® bindrni operace na
mnoziné Z, = {0,1,...,p— 1}

Pojem télesa 3-14



Télesa
Télesa Z,

platnost vétSiny axiom( je snadné ovérit

napr. bézné scitani celych Cisle je komutativni, tj. a+ b= b + 3,
proto také (a+ b) mod p=(b+a) mod p a tedy
a® b= bo apro viechna a, b € Zjp, coz dokazuje (S4)

analogicky se dokaze (N4)

stejné snadno se dokaze (N2): plati 1 - a = a, a tedy také
(1-a) mod p=a mod p, tj. 1 © a= a pro kazdé a € Z,,

analogicky dokazeme platnost (S2)
(S3): opacny prvek k a # 0 se rovnd p — a, opacény prvek k 0 je 0

(N3): existence inerzniho prvku k nenulovému a € Z, plyne z
disledku na str. 1-28

(nT): mnoZina Zp, ma p > 2 prvki

Pojem télesa



Télesa

Asociativita 1

ukdzeme asociativitu ndsobeni, axiom (N1)

zvolime libovolna tfi Cisla a, b, c € Z,

podle druhého pozorovani na str. 1-24 plati a® b= a- b (mod p)
podle téhoZ pozorovani plati také (a® b) ® ¢ = (a® b) - ¢ (mod p)
z reflexivity kongruenci plyne ¢ = ¢ (mod p)

za@b=a-b(modp) a c=c (mod p)
plyne podle druhé &asti véty na str. 1-25
(a®b)-c=(a-b) c(mod p)

z tranzitivity kongruenci plyne (a ® b) ® ¢ = (a- b) - ¢ (mod p)

Pojem télesa 3-16



Télesa
Asociativita 2
podobné dokdZzeme a- (b-c) =a® (b® c¢) (mod p):

protoze b-c = b® ¢ (mod p) a a= a (mod p)
plyne z druhé casti véty na str. 1-25
a-(b-c)=a-(b®c) (mod p)

podle druhého pozorovani na str. 1-24 plati
a-(b-c)=a-(b®c) (mod p)

z definice ® plyne a- (b®c¢c)=a® (b® ¢) (mod p)
a z tranzitivity a- (b-¢c) =a® (b® c) (mod p)

protoze (a- b)-c=a- (b-c) (b€zné nasobeni) plyne z reflexivity
(a-b)-c=a-(b-c) (mod p)

opét z tranzitivity plyne (a©® b) ®c=a® (b® ¢) (mod p)

vzhledem k tomu, z2e (a® b)© ¢, a®(b®c) € {0,1,...,p— 1},
plati rovnost (a® b) ©c=a® (b® ¢)

Pojem télesa



Télesa

Distributivita

asociativita s¢itani (S1) se dokaze zcela stejné
distributivita (D) se dokdze podobné

plati nasledujici posloupnost kongruenci

a®(bdc)=a-(b®dc) (mod p) (definice ® a str. 1-24 dole)
a-(b&c)=a-(b+c) (mod p) (str. 1-25 a definice @)
a(b+ c) = ab+ ac (mod p) (distributivita v Z a reflexivita)
ab+ ac = (ab) @ (ac) (mod p) (definice @ a str. 1-24 dole)

(ab) @ (ac) =(a® b) B (a®c) (mod p)  (str. 1-25 a definice @)

z této posloupnosti kongruenci a z tranzitivity plyne
a0 (bdc)=(a®@b)®(a®c) (mod p)

protoze a® (b®¢c), (ae@b)®d(a®c)€{0,1,...,p—1} plyne z
posledni kongruence rovnost a® (b@® ¢c) =(a® b) ® (a® ¢)

Pojem télesa



Télesa
Dalsi télesa

e mnozina Z4 = {0,1,2,3} s operacemi s¢itani a nasobeni
modulo 4 neni téleso, Cislo 2 nema inverzni prvek modulo 4,
nebot 2-2=0 (mod 4) atedy2-2=0

e Ctyfprvkové téleso ale existuje, musi se v ném scitat a ndsobit
jinym zplisobem

o kazdé kone¢né téleso musi mit pX prvkil pro néjaké prvoéislo p

o existuje vzdy ,jediné" téleso s p¥ prvky
existuje také spousta dalSich nekoneénych téles

e mnozina {a+ bv2:a,b € Q} s béznym séitanim a
ndsobenim redlnych Cisel je téleso

e mnozina {a+ bi : a,b € Q} s béZnym scitanim a ndsobenim
komplexnich cisel je také téleso

Pojem télesa 3-19



Télesa
Cty¥prvkové téleso

CtyFprvkové téleso GF(4) Ize sestrojit z dvouprvkového télesa Zo
postupem analogickym tomu, jakym jsme z télesa redlnych Cisel R
dostali téleso komplexnich &isel C

vezmeme néjaké zdhadné « (analogie imaginarni jednotky /) a
budeme poditat s vyrazy a+ b, kde a, b € Z, = {0,1}, misto la
budeme psat pouze «

tato mnozina ma pouze Ctyfi prvky {0,1,a,1 + o}

s¢itani je jednoduché: 1+1=0,0+1=140=1,
O+a=a+0=a,a+a=(14+1)a=0a=0,a+1l=1+a

abychom mohli nésobit fekneme si, 7e 0> = o + 1
(analogie toho, Ze i2 = —1)

potoma-a=a’=a+1,a(l+a)=a+a?=a+a+1=1,
1+a)(l+a)=1+(1+Da+a’=1+a+l=a

Pojem télesa



Télesa

Charakteristika télesa - obsah

B Charakteristika télesa
Charakteristika télesa
Véta o charakteristice

Charakteristika télesa
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Télesa

Charakteristika télesa

o v télese Zy plati 1 +1 =0,

o vitélese Zz platil+1=2+£0,alel+1+1=0,

o v télesech Q,R,C plati 1+14---4+1#0 pro kazdé
—_——

n
prirozené Cislo n

definice: rfikame, ze téleso T ma charakteristiku n > 1, pokud je n
nejmensi prirozené Cislo, pro které plati1 +1+---+1 =0,
| S

n
fikdame, ze téleso T ma charakteristiku 0, pokud plati
1+1+4---4+1z#0 pro kazdé pfirozené Cislo n
N—

n

ma-li T charakteristiku 2, plati a+a = (1+ 1)a =0 pro kazdé
aeT;také —a=a a a—b=b—a prokazdé a,be T

Charakteristika télesa



Télesa

Véta o charakteristice

v kazdém télese T plati

(I+1+-4+D)Q+1+---+1)=14+14---+1
k I kl

ma-li T kladnou charakteristiku a n = kl pro né€jaka k,/ > 2, pak z
1+1+---4+1=0plyne

n=kl
1+1+---+1=0 nebo 1+1+4+---41=0

k /

slozené n tak nemize byt nejmensim kladnym cislem, pro které
1+1+---4+1=0
—_——

n

véta: charakteristika kazdého télesa T je bud 0 nebo prvocislo

Charakteristika télesa 3-23



Télesa

Konecnost a charakteristika

ma-li téleso T charakteristiku 0, plati pro kazdé n € N
1+14---4+1#0
—_——

n

pokud by pro néjakad dvé prirozena Cisla m > n platilo
1+14+.---+1=141+4---+1, platilo by také

m n
1+1+--4+1=(14+14---+1)—(1+1+---+1)=0

m—n m n
a soucasné m — n > 0, coz by bylo ve sporu s predpokladem, ze

charakteristika T je 0; dokazali jsme tak sporem

tvrzeni: ma-li téleso T charakteristiku 0, pak je nekonecné
ekvivalentné: kazdé konecné téleso ma kladnou charakteristiku

pozor ale: existuji nekonecnd télesa s kladnou charakteristikou

Charakteristika télesa



Télesa

Télesa - shrnuti

zakladni: pojem télesa
o dulezité: jednoduché disledky axiomu télesa
o dulezité: charakteristika télesa

o dulezité: priklady konecnych téles

v prvnim semestru si Ize pod télesem predstavovat vzdy téleso
redlnych Cisel, v nékterych pripadech je dullezité uvédomit si
odlisnosti télesa redlnych Cisel od télesa komplexnich Cisel
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Matice

Kapitola 4

Matice
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Matice - obsah

Malad nasobilka matic

Velka nasobilka matic

Ukdzky pouziti soucinu matic

Radkové tpravy pomoci elementdrnich matic
Regularni matice

Inverze zprava a zleva
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Matice

Mald nasobilka matic - obsah

B Mala nasobilka matic
Scitani matic
Soudin disla s matici
Transponovand matice

43

:
Mala nasobilka matic



Matice

Matice nad télesem
matice typu m x n nad R jsme definovali na str. 2-24

brzy uvidime, Ze vysledky pocitani s maticemi zavisi na tom, jak
pocitame s jejich prvky

vyraz nad R Fika, ze s prvky matice pocitame jako s redlnymi Cisly

nékdy se hodi pocitat s prvky matice jako s prvky néjakého jiného
télesa

definice: matice typu m x n nad télesem T je obdélnikové schéma
prvkid télesa T s m fadky a n sloupci; matice typu m x m se
nazyva ctvercovd matice fadu m

terminologie: matice typu m x 1 nad T je m-slozkovy aritmeticky
vektor nad télesem T zapsany sloupcové (sloupcovy vektor),
matice typu 1 x n je n-slozkovy aritmeticky vektor nad télesem T
zapsany radkové (Fadkovy vektor)

Mald nasobilka matic



Matice

Scitani matic
dvé matice A = (aj) a B = (bj;) stejného typu m x n nad stejnym
télesem T povazujeme za rovné, pokud maji na stejnych mistech
stejné prvky, tj. pokud a; = bj; pro kazdé i =1,... m a kazdé
j=1...,n

soucet matic A = (ajj), B = (bj;) stejného typu m x n nad stejnym
T definujeme jako matici A+ B = (aj; + bjj) typu m x n

priklad:
2 1 3 " 4 24+4 142 342
4 01 1 1 441 0+1 143
6 3 5
jsou-li matice nad R, pak <5 1 4)
1 30
jsou-li matice nad Zs, pak (0 1 4>

Mald nasobilka matic 4.5



Matice
Nulovd a opacnd matice
opacnd matice k matici A = (a;j) typu m X n je matice
—A=(—aj) typu mxn

nulovd matice typu m x n je matice Opmxn = (0)mxn

axiomy (S1)-(S4) pro s¢itani v télese T vedou pfimo k nasledujicim
vlastnostem scitani matic

jsou-li A, B, C matice téhoz typu m x n nad télesem T, pak plati
e (A+B)+ C=A+(B+ (),
¢ A+ Omxn = A,
o« A+ (_A) = Om><ny
e A+B=B+A

staci porovnat prvky na stejnych mistech v maticich na levé a
pravé strané kazdé rovnosti

Mald nasobilka matic



Matice

Soudin disla s matici

soucin ¢&isla r € T s matici A typu m x n nad télesem T je matice
rA = (rajj) typu m x n

priklad: nad R plati

S(123Y_(212223)_ (24 6
4 56) \242.52.6) \8 10 12

z axiomi télesa plynou dalsi vlastnosti pocitani s maticemi

pro kazdé prvky r,s € T a matice A, B téhoz typu m x nnad T
plati

(r+s)A=rA+ sA,
e r(A+B)=rA+1rB,
o r(sA) = (rs)A,

e 1A=A,

e —A=(-1A

Mald nasobilka matic



Matice

Sloupce a radky v sou¢tu matic a soucinu isla s matici

al b/
jsou-li A= (a1]|---]an) = : aB=(by| - |by) =
ap,

cz--

T
m

matice typu m x n, pak

al +b/
A+B=(a+byl-fan+by)= |
ar+b]
ral
podobné rA = (rai|---|ra,) = :
ra]

Mald nasobilka matic
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Matice

Transponovana matice

posledni jednoduchou operaci je transponovani —
zaména radkd a sloupcli matice

- ) (1 23 T
priklad: A—<4 5 6)' Al =

w N =
S 01 b~

definice: transponovand matice k matici A = (a,-j)mx,, je matice
AT = (djj)nxm, kde d;j = aji prokazdé i=1,....,naj=1,...,m

ndsledujici tfi vlastnosti transponovani opét snadno ukdzeme

pro kazdé dvé matice A, B téhoz typu m x n a kazdé r € T plati
o (AN)T = A,
e (A+B)T =AT + BT,
° (r-A)T:r-AT

Mald nasobilka matic



Matice

Velkd ndsobilka matic - obsah

B Velkd nasobilka matic
Motivace a definice
Vlastnosti nasobeni matic

Velka nasobilka matic
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Matice

Opakovani

ze str. 2-54: matice A = (ajj)mxn urcuje zobrazeni f4 : R” — R

pro x = (x1,X2,...,X,)T € R" je
X1 ai a1z ain
X2 a1 an an
fa . =Xx1 . + X2 . + ot X
Xn am1 am?2 amn

pomoci sloupcovych vektord matice A:
fa(x) = x1a1 + xa2 + - -+ + xpap

vyrazu na pravé strané posledni rovnosti rikdme linedrni kombinace
vektor(i a1, ..., a, s koeficienty xq,...,x,

Velka nasobilka matic
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Matice

Od f4 zpatky k A

rovnost  fa(x) = xja1 + xpaz + - - + xpap

definuje zobrazeni fa uréené matici A = (a|az|---|ap)
umoznuje nam také najit matici A, zndme-li pouze zobrazeni f
stadi zvolit vhodné vektory x € R" a najit fa(x) :

je-lix =e; = (1,0,...,0)7, pak fa(e1) = a;

jelix=e;=(0,...,1,...,0)7, pak fa(e;) = a;

J
sloupce matice A najdeme jako hodnoty fa(ej) proj=1,...,n
vektory eq, ..., e, nazyvame vektory (prvky) kanonické baze v R"

Velka nasobilka matic
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Matice

Otodéeni v roviné a matice 1

rovinu pootoc¢ime o Uhel a proti sméru hodinovych rucicek,
soufadny systém neménime

kam se premisti bod o soufadnicich (x1,x2)7 ?

(1,0)7 — (cosa,sina)’

(0,1)7 - (—sina,cosa)”

e (2)-(3) (%)

bude mit po otoceni soufadnice

cos « —sinw cosa —sina X1
1 . + X2 = .
sin « cos « sina cos« X

Velkd nasobilka matic 4-13



Matice
Otoceni v roviné a matice 2
otoceni v roviné o Uhel « proti sméru hodinovych rudicek je tedy
sina cos«

, . ., cosa —sina
zobrazeni f4 : R? — R? uréené matici A = ( >

otoleni o (ihel 3 je zobrazeni fg : R? — R? uréené matici

[ cosfB —sinf
~ \ sin3  cosf3

otoc¢ime-li rovinu o 3 a pak o «, dostaneme otoceni o thel o+ (3 tj.

zobrazeni fc uréené matici C = < sin(a+8)  cos(a+ f3)

cos(a + ) —sin(a+ f) >
plati, ze fc = fafg

jak souvisi matice C s maticemi Ba A?

Velka nasobilka matic
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Matice

Osova soumérnost a matice

osova soumérnost vzhledem k prvni souradné ose zobrazuje bod o
soutadnicich (xi,x)" do bodu o soufadnicich (x1, —x2)"

tuto symetrii miizeme popsat jako zobrazeni f : R? — R?, kde

()= ()= (5) r( %) s
()= ) (%)

. . . Loy ., (1 0
osova soumérnost f je tedy zobrazeni uréené matici 0 1

jaké zobrazeni dostaneme, pokud rovinu napred pootocdime o Ghel
« a poté udélame osovou symetrii vzhledem k prvni souradné ose 7
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Matice
Projekce na rovinu a matice

jiné geometricky motivované zobrazeni je ortogonalni projekce v R3
na rovinu urcenou prvnimi dvéma souradnymi osami

zde mame na vybér, popideme-li ji jako zobrazeni f : R3 — R3
nebo jako g : R3 — R?

X1 X1 1 0 0

f X2 = X2 = X1 0 + X2 1 “+ X3 0
X3 0 0 0 0
X1

. X1 . 1 O 0
([ 2))=(2)=n(a)re(3) o (3)
X3
100 10 0
f jeuréené matici | 0 1 0 |, g je urlené matici
0 0O 01

Velka nasobilka matic



Matice

Co chceme

chceme definovat soucin matic AB tak, aby sloZzené zobrazeni f4fg
bylo urcené matici AB

je-li B = (by) typu n x p, pak zobrazeni fg uréené B je definované
na prostoru RP (nebo obecnéji TP) a vede do R"” (nebo T")

k tomu, aby slozeni f4fg bylo viibec definované, musi byt zobrazeni
fa definované na prostoru R” (nebo T") a vést do néjakého
prostoru R™ (nebo T™)

matice A = (aj;) proto musi byt typu m x n pro néjaké m

slozené zobrazeni fafg je definované na RP (nebo TP) a vede do
R™ (nebo T™)

to znamena, ze soucin AB musi byt matice typu m x p

obé matice A, B musi byt nad stejnym télesem

Velka nasobilka matic



Matice

Atypu mx n

blokové schéma

fa:T0—Tm

Blokové schéma soudinu matic

B typu nxp C=ABtypumxp

fg: TP - T" fc =fafg : TP - TM

Velka nasobilka matic
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Matice
Sloupcové definice soucinu matic 1

jsou dany matice A = (ajj)mxn @ B = (bjk)nxp

hleddme matici C typu m x p, pro kterou plati fc(x) = fafg(x)
pro kazdy vektor x € RP

prvni sloupec ¢; matice C najdeme jako fc(ej) — viz str. 4-12

proto c; = fc(e1) se musi rovnat fafg(e;) = fa(by) = Aby,
kde by = (b11, b1, - - -, b,,l)T je prvni sloupec matice B

n

tedy c1 = b1ay + bp1az + -+ + bma, = > bjra;

pro libovolné k =1,..., p z pozadavku, aby se cx = fc(ex)
rovnalo fafg(ex) = fa(bx) = Aby, plyne

cx = Aby = bikai + byar + -+ + bpa, = ijl bjkaj

Velkd nasobilka matic 4-19



Matice

Sloupcové definice soucinu matic 2
zakladni definice: soucin matic A = (ajj) = (a1]---|an) typu
mx na B = (by)=(by|---|bp) typu n x p je matice

AB = (Ab1|Aby| - - -|Ab,) typu m x p
pro kazdé k =1,2,...,p, je k-ty sloupec soucinu AB roven

Aby = byiay + bogas + - - - + bpra, = Zle bjka;

1 2
priklad: | 3 4 < g ?l (1) > =
5 6
1 2
prvni sloupec: 2| 3 | +3| 4
5 6

zapis Ax znamenajici x3a; + - - - + xpa, nyni mizeme chapat jako
soudin matice A typu m x n's matici x = (x1,...,x,)" typu nx 1
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Matice

Prvkova definice soucdinu matic 1

aritmeticky vektor Ab, = 2}7:1 bjca; miZeme zapsat také pomoci
jeho slozek

i-ta slozka vektoru Aby = 37 ; bja; se rovnd 37, bjajj

tvrzeni: matice C = (Cik)mxp Se rovna souéinu AB matic
A = (aj)mxn @ B = (bjx)nxp pravé kdyz
Cik = D[y ajbj prokazdé i=1,... makazdé k=1,...,p

podminku z tvrzeni Ize pouZit jako jinou definici soucinu matic

prvek c;j, spocitdme podle pravidla Fadek x sloupec

Velkd nasobilka matic 4-21



Matice

Prvkova definice souéinu matic 2

pravidlo Fadek x sloupec pro vypocet prvku cjx znamena
standardni (bodovy) skaldrni soucin i-tého fadkového vektoru a;
matice A s k-tym sloupcovym vektorem b, matice B, cjx = a; - by

spoCteme jesté jednou:

1w
BN

an=(1,2)"-(2,3)7 =
¢tvercova matice (t) fadu 1 je uréend svym jedinym prvkem t € T

pokud se to bude hodit, ztotoznime matici (t)1x1 s prvkem t,

bodovy skaldrni soucin a; - by, pak mlzeme zapsat jako soudin
matic (vektord) &by

Velka nasobilka matic



Matice

., Tok informace"

zobrazeni y = fg(x) = Bx uréené matici B mizeme také chapat
jako ,tok informace” od x k y

b1 b2
ukaZeme si to na prikladu obecné matice B = by1 by
bs1 b3

b1 b2

v a a a
a pro soucin AB = ( 211 312 a13 ) b>1 by
21 a2 a3
bs1 b3

Velka nasobilka matic
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Matice

Skladani rotaci a soucin matic
ukazali jsme, Ze pokud soucin matic AB existuje a hleddme-li

matici C takovou, ze plati fc = fafg, pak musime zvolit C = AB

neukazali jsme ale, v takovém pripadé skutecné plati fc = fafg,
vime pouze, Ze fc(ex) = fafg(ex) pro prvky standardni baze ey

rovnost fc(x) = fafg(x) pro vSechny vektory x dokdzeme za chvilku

cosa —sina cosf3 —sinf\
sina cosa sin3 cosf3 )
cosarcos 3 —sinasin3 —cosasinf3 —sinacos3 \
sinacos 3+ cosasin3 —sinasinf3+cosacosB |

< cos(a+ ) —sin(a+ () )
sin(e + 3)  cos(a + ()

Velka nasobilka matic
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Matice

(o

cos
—2sina cos o

S

Slozeni rotace se symetrii

sina  cos«

cosa —sina \ [ cosa —sina
-\ —sina —cosa

cosa  sinw
—sina  cos«

2 —sin

2

(07

1 0 cosa —sin«
0 -1 sine  cosa
—2cosasina ) B ( cos 2«

sin® o — cos? a

)

—sin2«a

—sin 2«
— cos2a

)

Velka nasobilka m

atic
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Matice
Asociativita
plati (AB)C = A(BC) pro matice A = (ajj), B = (bjx), C = (cu) ?
ano, pokud souciny existuji

soudiny existuji pravé kdyz A je typu mx n, B jetypu nx pa C je
typu p X q pro néjaka prirozena cisla m, n, p, q

k dikazu asociativity pouzijeme prvkovou definici sou¢inu matic

prvek na misté (i, k) v sou¢inu AB = (di) je di = > 7_; ajibjk

prvek na misté (i, /) v soucinu (AB)C se rovna

S8y dicia = Yoy (a abi) e = Xy (Y aybiccia)

prvek na mist& (j,/) v souinu BC = (ej) je ej = > h_; bjkcui

prvek na misté (i, /) v sou¢inu A(BC) se rovna
> =1 2 = X1 2 (1f—y bikew) = 21 (k= 2ijbjxcu)

Velka nasobilka matic



Matice

Blokova schémata

nyni mizeme ukazat, ze skutecné plati fag = fafg pro matice
A= (ajj)mxn a B = (bjk)nxp

pro libovolny vektor x € RP z asociativity ndsobeni matic plyne
(AB)X = A(BX), tj. fAB(X) = fA(fB(X)) = fAfB(X)

blokové schéma pro soucin matic

blokové schéma pro asociativitu

Velka nasobilka matic 4-27



Matice

Distributivita 1
plati A(B+ C) = AB + AC pro A = (ajj), B = (bjx), C = (cjk) ?
ano, pokud oba vyrazy existuji
vyraz na levé strané existuje pravé kdyz Amatyp mxna B, C

maji stejny typ n X p, coz je pravé kdyz existuje vyraz na pravé
strané

opét pouzijeme prvkovou definici soucinu

prvek na misté (j, k) v souctu B 4 C se rovna bjx + cjk

prvek na misté (i, k) v sou¢inu A(B + C) je > 7 aji(bj + cjk)

prvek na misté (i, k) v sou¢inu AB = (di) je dix = 21'721 ajibjk a v
soucinu AC = (ejx) se rovna ey = Z}’Zl ajjCjk

prvek na misté (i, k) v sou¢tu AB + AC je

dik + eix = 3y aijbjk + 371 aijcie = 271 (ajbjx + ajicik)

Velka nasobilka matic
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Matice

Distributivita 2 a NEkomutativita

podobné dokazeme rovnost (A + B)C = AC + BC pokud jsou
A, B stejného typu mx na C typu n X p

nasobeni matic neni komutativni ! ! !

pokud oba souciny AB a BA existuji, nemusi mit stejny typ

je-li A typu m x n, pak k existenci obou soucinii AB a BA je nutné
a staci, aby B byla typu n x m

je-li m # n, pak AB je ¢tvercova fadu m a BA je fadu n

je-li m = n, jsou oba souciny Ctvercové radu n, ani to ale nestaci:
1 0 cosa —sina | cosa  —sina
0 -1 sinae cosa ~ \ —sina —cosa

cosa —sinwo 1 0 [ cosa  sina
sina cosa 0 -1 /) \ sina —cosa
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Matice
Soudin matic a nasobeni ¢islem

jsou-li A = (ajj)mxn, B = (bjk)nxp matice nad télesem TareT,
o plati A(rB) = r(AB) = (rA)B
prvek na misté (i, k) v matici A(rB) je > 7, aj(rbj)

prvek na misté (i, k) v r(AB) je r (Z}’Zl a,-jbjk) = > i1 r(aibjk)
prvek na misté (i, k) v matici (rA)B je > 7 (raj)bjk

v

dosud znamé vlastnosti soucinu matic dovoluji spocitat napr. ze
AB-C)=AB+(-1)C)=AB+A(-1)C =

=AB+ (—1)(AC) = AB — AC,
pokud je sou¢in A(B — C) definovén

nebo A(r1u1 —|—---+rkuk) = rl(Au1)+---+rk(Auk)
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Matice

Dvé jednoducha pozorovani

vyhodnost poditani s maticemi si ukdzeme na novém diikazu
pozorovani na str. 2-37

pozorovani 1: jsou-li u a v dvé feseni soustavy linedrnich rovnic
Ax = b, pak u — v je feSenim homogenni soustavy Ax = o

dakaz: jsou-li u, v reseni soustavy Ax = b, plati Au=b a Av = b,
proto Alu—v)=Au—Av=b—-b=o0

pozorovani 2: je-li u € T" jedno konkrétni (partikuldrni) feseni
soustavy Ax = b a w je libovolné FeSeni prislusné homogenni
soustavy, pak A(u+ w) = b, tj. u+ w je také feSenim soustavy
Ax=Dhb

dakaz: protoze predpokldadédme Au=b a Aw = o,
plati A u+w)=Au+Aw=b+o0=b

Velka nasobilka matic



Matice

Mnozina vSech reseni soustavy linedrnich rovnic

tvrzeni: je-li u € T” jedno partikularni feseni soustavy Ax =b o n
neznamych, pak plati
{xeT": Ax=b} ={u+w:Aw = o}

dikaz C: je-liy € {x € T" : Ax = b}, tj. plati-li Ay = b, pak pro
w =y — u plati Aw = o podle prvniho pozorovani a
y=u+(y—u)=u+w,tpyec{ut+w:Aw =o}
D:jeliye{u+w:Aw = o}, plati y = u+ w, kde Aw = o;
podle druhého pozorovani Ay =b atedyy € {x € T": Ax = b}

Velka nasobilka matic
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Matice

Ndsobeni a transponované matice

tvrzeni: jsou-li A = (ajj)mxn @ B = (bjk)nxp matice nad T,
pak plati  (AB)T = BTAT

dakaz: opét pouzijeme prvkovou definici soudinu matic

prvek na misté (i, k) v matici (AB)" se rovna prvku na misté (k, i)
v matici AB a ten se rovna Z}'zl aj bji

prvek na mist& (i, k) v sou¢inu BT AT se rovna skaldrnimu soucinu
i-tého ¥adku matice BT s k-tym sloupcem matice AT

i-ty ¥adek matice B se rovnd i-tému sloupci matice B, ktery se
rovné b,‘ = (bl,', ey bn,')T,

k-ty sloupec matice AT se rovna k-tému radku matice A, tj. rovna
se d; = (ak1,. .., akm)

jejich standarni skaldrni sou¢in je b; - a, = b/ a, = EJ'-’ZI bjiay;
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Matice

pro soucin matic A =

Réadky v soucinu matic

(aij))mxn @ B = (bjk)nxp mame zatim

sloupcovou definici: AB = A(b1|by|- - - |by) = (Ab1|Aby|- - - |Ab,)

prvkovou definici: AB =

vvvvvv

(8 - by) = (3] by)

i-ty fadek v soucinu AB je transponovany k i-tému sloupci v

matici (AB)T

diky rovnosti (AB)T =

BTAT muzeme k vypoctu i-tého sloupce v

(AB)T pouZit sloupcovou definici sou¢inu BT AT

pfipomefime, 7e BT

plati BTAT = BT (5|3

Velka nasobilka matic
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Matice

Radkova definice soudinu matic

i-ty sloupec v matici (AB)T se tak rovna BTa; = > ajjb;

i-ty Fadek v matici AB je proto
5I7—B:(BT5i)T:(ZJ 1aub)T:Z anT

tvrzeni: j-ty fadek v soucinu AB se rovna linedrni kombinaci fadki
matice B s koeficienty v i-tém Fadku matice A

5T 5T

aj a; B
radkova definice soucinu matic: AB = : B = :

al a’'B

= O

S~
I

~ W

priklad potreti:

ol W =
S AN

7N
w N

Velka nasobilka matic



Matice

Ukazky pouziti soucinu matic - obsah

B Ukazky pouziti soucinu matic
Rovnovazné stavy
Rekurentni vztahy
Pocet cest v grafu

:
Ukazky pouziti soucinu matic
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Matice
Pruziny

mame Ctyfi pruziny zavésené pod sebou

horni a dolni konec je pevny

do spojli mezi pruzinami dame zavazi

otazka: jak se zméni poloha spojt 7

vektor posunuti spojii x = (x1, x2,x3) "

vektor prodlouzeni/zkraceni pruzin e = (e1, e, €3, €4) "

vektor vnittnich sil y = (y1,y2,y3,ya)" v pruZinch,

kterymi pruziny pusobi na jednotlivé spoje

vektor vnéjsich sil f = (f, £, f3) T pisobicich v mistech spojti

Ukazky pouziti soucinu matic



Matice

Vztahy mezi vektory

pfiddme-li xo = x4 = 0 (koncové body jsou pevné),

plati e = x; — x;_1 proi =1,2,3,4

€1 x
1
plati 22 = x> |, e=Ax
3 X3
€4

Hookeliv zdkon: y; = cje;, ¢; > 0 je tuhost pruziny

i €1
Y2 e
roto = , = Ce
P y3 €3 y
ya €4
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Matice

Vyrovnani sil

pruziny plsobi na i-ty spoj silou y; — yji1,
kladny smér je vzhiru

v/

tyto sily vyrovndvaji vnéjsi sily plsobici smérem doli

f 1
1
proto | K | = % , f=ATy
£ ¥3
3
Y4
Ax=e
dostali jsme Ce=y ,, neboli ATCAx=f
Aly=f

Ukazky pouziti soucinu matic 4-39



Matice

Elektricky obvod
mame obvod se tfemi uzly, ¢tyfmi odpory, spoji,
jednim zdrojem napéti a jednim zdrojem proudu

oznadime x = (x1, x2,x3) T vektor potencial,
tj. potencidlnich energii elektrického pole
v jednotlivych uzlech

vime, zZe napéti mezi dvéma uzly se rovna rozdilu
potencidll v téchto uzlech

proudy prochazejici jednotlivymi odpory
popiseme vektorem y = (y1,y2,y3,ya)"

pro reSeni obvodu spoje libovolné orientujeme

proud prochazejici spojem ve sméru orientace
hrany vyjde kladny, opaénym smérem zdporny

Ukézky pouziti soucinu matic 4-40



Matice

Ukazky pouziti soucinu matic

Napéti na odporech

strukturu obvodu popiSeme matici incidence

-1 0 1
1 1 0
A=1 ¢ 11
0 -1 1

napéti na odporu vyjadiime jako rozdil

potencialli mezi prislusnymi uzly, konvence je,
ze potencidl klesd ve sméru prochézejiciho proudu

v nasem pripadé€ jsou napéti na jednotlivych
odporech, nebereme-li v Gvahu zdroje napéti,
postupné x; — X3, X1 — X2, X2 — X3, X2 — X3

napéti vyjadfime maticové jako —Apx

4-41



Matice
Druhy Kirchhoffav zakon (o napétich)

v uzavieném obvodu se soucet napéti
na odporech rovna souctu napéti zdroj

je nutné vzit v Gvahu, prispiva-li zdroj napéti
kladnému sméru proudu ve vétvi, kde lezi, pak
je kladny, nebo zdpornému, pak je zaporny

v nasem pripadé je zaporny

zapocitame jej k napéti na odporu ve vétvi
kde se zdroj nachazi, tj. k napéti na R3

to se tak rovnd —9 4+ x» — x3

napéti na odporech popiseme
vektorem e = (e, e, e3,¢€4) "

Ukézky pouziti soucinu matic 4-42



Matice

Ukazky pouziti soucinu matic

Ohmuv zakon

0 -1 0 1

e | O]t 1o 2
9 0 -1 1
0 0o -11/) 1\

moznych vice zdroji napéti popiseme vektorem
b= (bl, b2, b3, b4)T, pak e=b-— AoX

vztah mezi napétim a proudem popisuje
Ohmav zdkon: napéti = odpor x proud

Ohmiv zdkon zapiseme maticové

%1 1/Ry 0 0 0
Y2 - 0 1/R2 0 0
| 0 0 1/Rs 0

Vva 0 0 0 1/Rs

€1

€3
€4
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Ukazky pouziti soucinu matic

Prvni Kirchhofiiv zdkon (o proudech)

pokud oznacdime C matici pfevracenych hodnot
odportl, dostaneme y = Ce, matice C je
diagonalni s kladnymi prvky na hlavni diagonale

prvni Kirchhoffiv zdkon fikd, Ze soudet proudii
vchazejicich do uzlu se rovna souctu proudi
vychdazejicich z uzlu

—y1—y2=0, yo+1l=y3+ys, yi+y3+ya=1

maticovy zapis prvniho Kirhchofova zdkona je

1 -1 0 0 n 0

0 1 -1 -1 G R

1 0 1 1 3 1
Ya
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Matice

Soustava rovnic pro obvod

je-li zdrojl proudu vice, zapiseme AoTy =f, kde
f=(A,h, fg,)T je vektor zdrojii proudu

e=b-— AoX
dostali jsme ¢ y = Ce
f=Ady

neboli A(-J’—CA()X = Ag—Cb —f

soucet kazdého radku matice Ag je rovny 0,
proto Apx = o pro kazdy konstantni vektor x

AJCAox = A{Cb — f nem3 jednozna&né fedeni

jednoznacnosti dosdhneme, pokud predem polozime
jeden z potencial rovny 0

volbou x3 = 0 ,,uzemnime” treti uzel, z matice Ag
vynechame treti sloupec a pocitdme pouze xi, xo

Ukazky pouziti soucinu matic
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Matice

Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost ag, a1, az, ... je definovana prvnimi
dvéma prvky ag = 0, a; = 1 a rekurentnim vztahem
aj42 = aj4+1 + a; pro kazdé i =0,1,...

nékolik prvnich ¢lent posloupnosti: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,...

otazka: ¢emu se rovna n-ty Clen 7

mezi Eleny posloupnosti plati vztah [ 22 | = 11 a1
yP P P a1 N 1 0 ao

(2)-e(Z)mee( ) (2 )-e( 3 )ee(

v dn n a . n _ n
obecné < +1 ) =C ( a(l) > vyjde a, = “;,ﬁ) - (lznﬁ)

dan

Ukazky pouziti soucinu matic

)
)

4-46



Matice
Jind Gloha na mocnéni matic

systém ma tfi mozné stavy

e 1 - funguje

e 2 - nefunguje

e 3 - je v opravé
na obrazku jsou pravdépodobnosti jak se zméni stav béhem
jednoho casového seku

na zacatku je ve stavu 1, tj. funguje

0,9 0,7 1
A=1 0,1 0,1 0 | je prechodova matice
0 0,20

p(n) = (p1(n), p2(n), p3(n))7, pi(n) je pravdépodobnost, Ze je
systém v Case n ve stavu i, p(0) =(1,0,0)7

p(n+1)=Ap(n), p(n)=A"p(0)

Ukazky pouziti soucinu matic
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Matice

Mozné otdzky

ke zodpovézeni nasledujicich otdzek musime umét spoditat
mocniny A"

e pokud systém prestane fungovat, jaka je praimérna doba nutna
k tomu, aby opét zacal fungovat ?

e jaky je celkovy podil ¢asu, kdy je systém funkéni ?

e jaky je celkovy podil ¢asu, kdy je systém v opravé ?

Ukazky pouziti sou¢inu matic
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Matice

Letecka spojeni 1

na obrazku jsou vyznacena letecka
spojeni mezi mésty Xy, Xo, X3, Xa

otazka: kolik je spojeni mezi X; a Xy
s nejvySe tfemi prestupy 7

spojeni mezi mésty Xi, Xo, X3, Xz popiseme matici

A= (aj)axa =

o= OO

1
0
0
1

O O = O
O = O =

kde ajj = 1 pravé kdyz ex. pfima linka z X; do Xj; jinak a;j = 0

co fikd matice A% = (by) ?

Ukézky pouziti soucinu matic 4-49



Matice
Letecka spojeni 2
lati b = ajaik + ainaok + 3333k + aisdsk = >.1_1 3;a;
P ik = aj1d1k i2d2k 393k i4d4k = 2 j=19ijdjk

sCitanec ajjaj = 1 pravé kdyz a;; = 1 = aj, tj. praveé kdyZ existuje
spoj z X;j do Xj a souCasné existuje spoj z X; do X

Jjinak feceno, ajjajc = 1 pravé kdyz existuje spojeni z X; do X
s prestupem v X;

bjx se tak rovna poltu cest z X; do Xi s jednim prestupem

indukci podle n > 1 dokazeme, ze prvek na misté (i, k) v matici
A1 se rovna poctu spojeni z X; do Xj s presné n prestupy

odpovéd na nasi otdzku sedi na misté (i, k) v sou¢tu matic
A+ A%+ A3+ A

Ukazky pouziti soucinu matic



Matice

Radkové Upravy pomoci elementarnich matic - obsah

B Radkové dpravy pomoci elementdrnich matic
Elementdrni matice
Nasobeni elementarni matici zleva
Diagonalni a trojihelnikové matice

:
Réadkové tpravy pomoci elementarnich matic
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Matice

Elementarni matice

definice: jednotkovd matice ¥adu n je matice I, = (0j)nxn

jednotkova matice je ¢tvercovd matice, kterd ma na hlavni
diagondle prvky 1 a mimo ni prvky 0, I, = (e1]-- - |en)

zakladni vlastnost jednotkovych matic je

e pro libovolnou matici A typu m x n plati [,A= A= Al,

definice: elementarni matice ¥adu n je libovolnd matice, kterou
dostaneme z matice /, néjakou elementdrni fddkovou Gpravou

pfiklady elementdrnich matic fadu 3:

0 01 1 00 1 00 1 00
o1o0},{o1o0oy},{01TO0]),1]011¢
1 00 0 0 ¢t t 01 0 01

Rédkové tpravy pomoci elementarnich matic
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Matice

Efekt nasobeni elementarni matici zleva

vSe je ddno radkovou definici soucinu matic — /-ty fadek v soucinu
AB je linedrni kombinace rfadkil pravého Cinitele B s koeficienty v

i-tém radku levého cinitele A

0

= O

~ O

o o

0
1
0

—_

—_

o O =

o

=+

b/ \ [ b]
b |=| BJ
by / \'b{

Rédkové tpravy pomoci elementarnich matic

b/ b/
b] |=| bJ
bl tb]



Matice

Obecné elementarni matice 1

1 1
1
0 1
: , t
1 0
1 1
prehozeni radkd ndsobeni faddku nenulovym Ccislem

vSechny nevyznacené prvky na hlavni diagonale jsou 1,
vSechny nevyznacené prvky mimo hlavni diagondlu jsou 0

Rédkové tpravy pomoci elementarnich matic
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Matice

Obecné elementarni matice 2

1

pricteni t-nasobku jednoho radku k jinému radku

vSechny ostatni prvky mimo hlavni diagondlu jsou 0,
vSechny prvky na hlavni diagondle jsou 1

Rédkové tpravy pomoci elementarnich matic



Matice

77

co se stane, vyndsobime-li matici elementdrni matici zprava ?

Rédkové tpravy pomoci elementarnich matic
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Matice

Diagonalni a trojihelnikové matice

definice: ¢tvercova matice A = (ajj) se nazyva diagonalni, pokud
ma vSechny prvky mimo hlavni diagondlu nulové, tj. pokud pro
kazdé i # j plati ajj =0

nazyva se horni trojihelnikovd, pokud ma vsechny prvky pod hlavni
diagonalou nulové, tj. pokud pro kazdé / > j plati a;; = 0

nazyva se dolni trojihelnikova, pokud ma vsechny prvky nad hlavni
diagonalou nulové, tj. pokud pro kazdé i < j plati a;; = 0

e matice je diagondlni pravé kdyz je soucasné horni i dolni
trojuhelnikova

e el. matice pro nasobeni fadku nenulovym cislem je diagonalni

e el. matice pro pficteni nasobku néjakého rfadku k fadku pod
nim je dolni trojahelnikova

e el. matice pro pficteni nasobku néjakého radku k radku nad
nim je horni trojihelnikova

Rédkové tpravy pomoci elementarnich matic



Matice

Soucin diagonalnich a trojlhelnikovych matic

e matice je dolni trojihelnikovd pravé kdyz matice k ni
transponovanad je horni trojihelnikova
tvrzeni:
e soucin diagonalnich matic je diagondlni matice
e soucin hornich trojihelnikovych matic je horni trojahelnikova

e soucin dolnich trojihelnikovych matic je dolni trojahelnikova

dikaz: C = AB, A= (aj)nxn B = (bj)nxn Cik = Y11 aijbjx
o je-li i # k, pak pro kazdé j =1,...,n plati i # j nebo j # k;
potom bud a;; = 0 nebo bj = 0, proto cj =0
o je-li i > k, pak pro kazdé j =1,...,n plati / > j nebo j > k;
potom bud a;; = 0 nebo bj, = 0, proto cj =0

Rédkové tpravy pomoci elementarnich matic



Matice

Regularni matice - obsah

B Reguldrni matice
Definice regularnich matic
Vypocet inverzni matice
Ekvivalentni podminky s regularitou
LU-rozklad

:
Regularni matice



Matice

Invertovatelné matice

zakladni definice: ¢tvercova matice A fadu n nad télesem T se

nazyva invertovatelna, pokud existuje ¢tvercovd matice X fadu n
nad T, pro kterou plati AX = I, = XA, matice X se pak nazyva

inverzni matice k matici A: oznad&eni inverzni matice: A~1

tvrzeni: je-li A invertovatelnd matice, pak je inverzni matice k
matici A urcend jednoznacné

dakaz: jsou-li X, Y inverzni matice k A, pak plati
X=Xl =XAY)=(XA)Y =LY=Y

o . , .. , 10
priklad matice, ktera neni invertovatelna: ( 0 0 )

Regularni matice 4-60



Matice
Regularni matice
¢tvercova matice A ¥adu n ur€uje zobrazeni fa : T" — T"

pro zobrazeni f;, : T" — T" urcené jednotkovou matici /, plati
f,(x) = I,x = x pro kazdé x € T"

zobrazeni fj, je tedy identické zobrazeni idt» na mnoziné T"

je-li A invertovatelna a X inverzni matice k A, pak z AX = I,
plyne fafx = fj, = idtn a z XA = I, plyne fxfa = f|, = idtn

fx je tedy inverzni zobrazeni k f4 a proto je zobrazeni
fa: T" — T" uréené invertovatelnou matici A vzajemné
jednoznacné podle pozorovani na str. 1-41

zakladni definice: ¢tvercovad matice A fadu n nad télesem T se
nazyva regularni, pokud uréuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni
fa: T"—>T"

Regularni matice
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Matice

Reguldrni < invertovatelna

invertovatelnd = reguldrni bylo dokdzdno na predchozi strané
reguldrni = invertovatelnd potfebujeme dokazat

je-li A regularni matice radu n, je zobrazeni f4 : T" — T"
vzdjemné jednoznacné

to znamena, Ze pro kazdy vektor b € T" existuje pravé jeden
vektor x € T" takovy, Ze fa(x) = Ax=Db

tj. soustava Ax = b m3a jednoznacné feseni pro kazdy vektor b

potfebujeme najit matici X fadu n takovou, ze AX =1, = XA

Regularni matice
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Matice

Vypocet inverzni matice 1

jeli AX =1, a X = (x1]--|xn), pak
AX = (Ax1| - |Ax,) = I, = (e1] - - - |en),
kde vektory e, ..., e, jsou prvky kanonické baze v T"

k nalezeni inverzni matice X musime vyfreSit soustavy Ax; = e; pro
j=1...,n

z predpokladu, ze A je regularni plyne, Ze vSechny tyto soustavy
maji jednoznacné feseni

to znamena, ze vSechny proménné jsou bazové, zadna volna

pokud (Ale;) ~ (Cl|bj) a (C|bj) je v rot, je v kazdém sloupci
matice C néjaky pivot, vSechny fadky matice C jsou tedy nenulové

proto hodnost r(A) = n (a také r(Alej) = n, protoze (Ale)) je
resitelna)

Regularni matice



Matice

Vypocet inverzni matice 2

misto pfimého vypoctu FeSeni x; zpétnou substituci pokracujeme v
el. fadkovych Gpravach stejné jako na str. 2-23

vynasobenim vhodnym dislem zménime kazdy pivot na 1 a pak
vynulujeme vsechny prvky nad nim (pod nim uZ nulové jsou)

dostaneme tak (Ale;) ~ (Cl|bj) ~ (/n|d))
x; = d; je jediné feSeni soustavy (Alej), tj. Ad; = e;

posledni trik spodiva v tom, Ze nefeSime soustavy (Ale;) kazdou
zvlast, ale reSime je vSechny najednou

matici (A|l,) pfevedeme pomoci efii do tvaru (/,|D)
potom AD = A(dy|--|d,) = (Ady|-- - |Ad,) = (e1]|---|en) = In

matice D je jediny mozny kandidat na A~1, zbyva ovéfit DA = |,

Regularni matice
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Matice

Opravdu dostaneme inverzni matici

jestlize (A|l,) ~ (In|D), vyjadfime kazdou efii pomoci nasobeni
elementarni matici zleva

existuji tedy elementarni matice Ei, Ep, ..., Ex Fadu n takové, ze
Ey - ExE1(Alln) = (1| D)

nyni staci uvédomit si, napf. pomoci sloupcové definice soucinu, ze
Ey-- ExEi(Alln) = (Ex -+ - E2E1A|Ex - - - ExErly)

plati tedy (Ek ce E2E1A’Ek ce E2E1/n) = (I,-,‘D)

z porovnani pravych blokd dostavame Ei --- ExE;l, = D,
z rovnosti mezi levymi bloky pak plyne E --- E,E;A = DA = I,

vime uz, ze AD = |,,, matice D je tedy inverzni k A, A1l=D

Regularni matice



Matice

Priklad
2 -1
najdeme inverzni maticik | —1 2
0 -1
2 -1 0|1 00 1
-1 2 —-1/01 0]~ O
0 -1 2|0 01 0
1 1
1—502?(2)0 1
5 )L
3 13 3
3 1 1
o 1otz
O R
0013 35 3

nevérici Tomasové si udélaji zkousku:

Regularni matice
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Matice

Shrnuti

dalezita véta: pro Ctvercovou matici A ¥adu n nad T jsou
nasledujici podminky ekvivalentni

1. A je reguldrni

2. zobrazeni f4 : T" — T” je na mnozinu T"

3. zobrazeni f, je prosté

4. soustava Ax = 0 ma jediné feSeni x = 0

5. Gaussova eliminace prevede A do horni trojihelnikové matice s
nenulovymi prvky na hlavni diagonéle (tj. bez nulovych fadka)

6. A lze prevést pomoci efi do matice I,

7. A je invertovatelna

dakaz:

Regularni matice



Matice

Vztah inverze a dalSich operaci

tvrzeni: jsou-li A, B regularni/invertovatelné matice stejného fadu
nnad T a t € T nenulovy prvek, pak plati

e A ljereguldrnia (A1) 1= A

o AT jereguldmia (AT)"1 = (A" 1)T
o tA je reguldrnia (tA)" 1 =t 1A!

e AB je regularni a (AB)"1 = B~1A1

dikaz: stacdi vzdy ovéfit, Ze matice vpravo je inverzni k té vlevo

Regularni matice



Matice

Dasledky

dasledek shrnuti: kazda elementarni matice je
regularni/invertovatelna

dakaz: elementarni matici £ dostaneme z jednotkové jednou efd,
ty jsou ale vratné, takze z E dostaneme jednotkovou matici také
jednou efil; z podminky 6. shrnuti plyne, zZe E je
regularni/invertovatelna
dasledky dusledku shrnuti:

e soulin elementdrnich matic je reguldrni matice

e jsou-li A, B matice typu m x na A ~ B, pak existuje regularni

matice R fddu m takovd, ze RA=B

dakaz: elementdrni matice jsou regularni a soucin reguldrnich
matic je reguldrni

je-li A ~ B, existuji elementarni matice Eq, ..., Ex tak, ze
Ex---E1A = B a soucin el. matic Ey--- E; = R je reguldrni

Regularni matice 4-69



Matice

Shrnuti - druhd &ast

pokracovani dulezité véty: pro Ctvercovou matici Afddu nnad T
jsou nasledujici podminky ekvivalentni

7. A je invertovatelnd
8. existuje matice X takova, ze AX = I,
9. existuje matice Y takova, ze YA= I,

10. A lIze vyjadfrit jako soucin elementarnich matic

dakaz: vime uz, Ze podminka 7. je ekvivalentni jakékoliv z
podminek 1.-6.

dusledek: pro matice C, D stejného typu C, D plati C ~ D pravé
kdyz existuje reguldrni matice R fadu m takova, ze RC =D

Regularni matice
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Priklady inverznich matic

pokud chapeme geometricky vyznam matice A, tj. zobrazeni f4,
miZeme napsat inverzni matici pfimo

((como dne ) T (emla) ) )

snadno také napiseme inverzni matice k elementarnim maticim

-1 -1

Regularni matice 4-71



Matice

Gaussova eliminace bez prohazovani radku

v pfipadé nékterych reguldrnich matic se pfi Gaussové eliminaci
obejdeme bez prohazovani radk, protoze pivoty vychazeji nenulové

reSime soustavu Ax = b:

0
0

1
-8
8

-2
3

2
4

1

—6

1

X1 5
X = 2
X3 9

dostali jsme ekvivalentni soustavu Ux = ¢ s horni trojihelnikovou
matici U, kde (U|c) = GFE(A|b) pro néjaké el. matice E,F, G

Regularni matice
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Od Ak U a zpét

plati U = (GFE)A a ¢ = GFE b, kde

1 00 1 00 1 00
E=| -210],F=1010]|],6=1010
0 01 1 01 011

elementarni matice jsou regularni, takze A= (E"1F1G 1)U a

1 00 1 00 1 0 O
El=1 210 |,F=l 0 10 |,G'=[{0 1 0
0 01 -1 01 0 -1 1
spolteme E71F1G1 = 2

Regularni matice
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LU-rozklad

dostali jsme tak vyjadreni A= LU

2 1 1 1 0 0 2 1 1
4 -6 0 | = 2 1 0 0 -8 -2
-2 7 2 -1 -1 1 0 0 1

L je dolni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonile,
U je horni trojahelnikova matice s pivoty na hlavni diagonale

pokud pfi Gaussové eliminaci reguldrni matice nepouzivime
prehazovani radkad, je rozklad A = LU zdznamem o probéhlé GE

U je vysledek Gaussovy eliminace pouzité na A

L obsahuje informace o tom, jaké nasobky radki jsme odeditali od
radkid pod nimi
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Matice
Vyuziti LU-rozkladu

fesime soustavu Ax = b s reguldrni matici A
zndme LU rozklad matice A: A= LU
feSeni soustavy LUx = b rozdélime na feSeni dvou soustav

napred vyresime soustavu Lc = b s dolni trojihelnikovou matici L,
primou substituci najdeme vektor ¢

potom vyfeSime soustavu Ux = ¢ zpétnou substituci
plati Ax = LUx = Lc = b, takto nalezené x Fesi soustavu Ax = b

tento postup je mimoradné vyhodny, pokud potrebujeme resit
soustavy Ax = b pro riznd b, ale se stejnou matici soustavy A

jednou Gaussovo eliminaci najdeme rozklad A = LU

pak uz vysta¢ime jenom s pfimou a zpétnou substituci
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Matice

Inverzni matice k trojahelnikovym maticim
pro reguldrni matici A plati
e je-li A diagonalni, pak je A~! také diagonalni,
o je-li A dolni trojuhelnikova, pak je A~! také dolni
trojuhelnikova,
e je-li A horni trojihelnikova, pak je A~! také horni
trojahelnikova
dakaz: ukdzeme jenom druhé tvrzeni
pri Gaussové eliminaci dolni trojihelnikové matice A vystacime
pouze s pri¢itanim nasobkl néjakého fadku k Fadkim pod nim,
pouzivame elementarni matice, které jsou dolni trojuhelnikové
dostaneme diagonalni matici, vhodnymi nasobky radkd ji upravime
na jednotkovou, prislusné elementarni matice jsou diagonalni
plati tedy Ex--- E1A =1, kde Eq, ..., Ex jsou dolni trojihelnikové
matice, A~1 = E, - - - E; je proto také dolni trojiihelnikova
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Matice

Véta o LU-rozkladu

je-li A reguldrni matice fadu n, u které pfi Gaussové eliminaci
nemusime prohazovat radky, pak existuji jednoznacné uréené
matice L a U radu n, pro které plati

e A=LU

e L je dolni trojihelnikova s jednotkami na hlavni diagonale

e U je horni trojuhelnikova s nenulovymi prvky na hlavni

diagonale

ditkaz: protoze A je regularni, Gaussova eliminace ji prevede do
horni trojihelnikové matice U s nenulovymi prvky na hlavni
diagonale - podminka 5. shrnuti na str. 4-67

Ey--- EE1A = U pro néjaké el. matice, které jsou vSechny dolni
trojuhelnikové s jednotkami na hlavni diagondle, tedy Ej --- ExEy
je také dolni trojuhelnikova s jednotkami na hlavni diagonale

potom A = LU, kde L = (Ex--- ExE1)™" je dolni trojihelnikova
matice s jednotkami na hlavni diagonale
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Matice

Diikaz jednoznacnosti LU-rozkladu

jsou-li A= LUy a A= LU, dva LU-rozklady matice A, plati
LiUy = LaUs, tj. Ly = Up Uyt

matice L;lLl je dolni trojihelnikova s jednotkami na hlavni
diagonale

matice Up Ufl je horni trojihelnikova

matice L;lLl = U, Ufl je tedy diagonalni s jednotkami na hlavni
diagonale

proto Ly 'Ly = UpUyt = I, tj. Ly = Lo a Uy = Us
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Matice
Pozndmky

e mnohé matice vznikajici pri feSeni praktickych Gloh maji
LU-rozklad, pat¥i mezi né matice typu AT CA, které jsme
dostali pri feseni Glohy o pruZinach nebo u elektrického obvodu

e pozdéji si ukdzeme, ze Ctvercovd matice A ma LU-rozklad
pravé tehdy, kdyz kazdy hlavni minor matice A je regularni

e ne kazdd reguldrni matice ma LU-rozklad, nejjednodussi

u . 01
priklad je ( 10 >

e pro kazdou reguldrni matici A Fadu n existuje permutacni
matice P (permutaéni matice je matice, kterd ma v kazdém
fadku a kazdém sloupci pravé jeden prvek rovny 1 a ostatni
nulové), pro kterou plati, ze PA ma LU-rozklad

e permutaéni matice v soucinu PA prehazuje fadky A

e jakym zplsobem je tfeba prehazet radky A tak, aby existoval
LU-rozklad PA = LU, zjistime v priibéhu Gaussovy eliminace
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Inverze zprava a zleva - obsah

B /nverze zprava a zleva
Charakterizace
Vyznam existence jednostrannych inverzi

Inverze zprava a zleva
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Matice

Matice inverzni zprava

tvrzeni: pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni
e existuje matice X takovd, ze AX = I,

e zobrazeni f, : T" = T"jena T™

dakaz |: pokud existuje X takova, ze AX = I,,, musi byt X typu
nxm

X urcuje fx : T™ — T" a plati fafx = fax = fi,, = idtm

podle pozorovani na str. 1-40 je zobrazeni f4 na T™

1 protoze f4 : T" — T™ je na T, existuje pro kazdy prvek e;
kanonické baze v T™ prvek x; € T" takovy, Ze fa(x;) = Ax; = e,
vektory x; srovndme do sloupcii matice X = (x1]---|xm), pak plati
AX = Alxal - [xm) = (Axa -« |Axm) = (e1]-+ - lem) = I
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Matice

Matice inverzni zleva

tvrzeni: pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni

e existuje matice X takovd, ze XA = I,

e zobrazeni fa : T" — T™ je prosté
dakaz |}: pokud existuje X takova, ze XA = I,, musi mit typ n x m
plati fxfa = fxa = f|, = idtn, zobrazeni f4 je tedy prosté (viz 1-82)
11 je-li zobrazeni f4 : T" — T prosté, ma soustava Ax = o jediné
feseni x = 0; vsechny proménné xi, ..., X, jsou proto bazové
Gaussova eliminace prevede A do fot C, tj. A~ C, prvnich n
radka v C je nenulovych, vSechny ostatni jsou nulové

stejné jako v algoritmu pro hledani inverzni matice zménime
pomoci el vechny pivoty na 1 a vynulujeme prvky nad nimi

/ /
lati tedy A ~ n aEg---EiA= n ro
PR Y ( O(m—n)x ) oo ( O(m-mxn ) P
vhodné el. matice Eq, ..., E

X tvori prvnich n radkd matice E = Ey - - - E;, ta spliuje XA =1,

Inverze zprava a zleva



Matice
Matice pro Glohy méreni
necht y = Ax je Gloha na méreni, A je matice typu m x n

hodnoty yi, ..., ym mizeme méfit a z namérenych hodnot
pocitdme nezndmé hodnoty xi, ..., X,

dobre navrzeny systém méreni, tj. matice A, musi mit tu vlastnost,
ze prislusné zobrazeni f4 : R” — R™ je prosté

pokud by pro dva r(izné vektory u,v € R" platilo Au = Av, pro
nenulovy vektor w = u — v a libovolné redlné Cislo t by platilo
A(tw) = t(Aw) = tA(u —v) = t(Au — Av) = to =0

uvnitf provérovaného systému by se cosi délo a vSechny pristroje by
byly na O; proto je nutné, aby m > n

systém méreni musi byt také odolny vii¢i poruchdm méreni
porouchané ¢idlo (Fadek v A) vynechdme a stéle by mélo byt m > n
u Gloh na méreni je typicky m >> n, matice A jsou ,,hubené”
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Matice
Matice pro Glohy rizeni

je-li A je matice typu m x n a y = Ax lloha Fizeni, mizeme ménit
hodnoty proménnych xi, ..., x, a snaZzime se dosdhnout pfedem
danych hodnot proménnych y1,...,ym

v takovém pripadé je dobré, aby zobrazeni f4 : R" — R™ bylo na,
aby kazdého mozného stavu (yi,...,ym)  $lo dosahnout

k tomu je treba, aby platilo m < n

chceme-li mit vice nez jednu moznost jak volbou hodnot
proménnych xi, ..., x, dosdhnout stavu yi,...,ym, je tfeba aby
platilo m < n

typickd matice pro Ulohy Fizeni ma vice sloupctl nez radki, je

Wtlustd

tak jako matice pro fizeni pohybu hlavy disku
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Matice - shrnuti

e zakladni: soucet matic a skaldrni nasobek matice, jejich
vlastnosti

e zakladni: soucin matic, sloupcova, prvkova a radkova definice

o zakladni: asociativita souc¢inu matic, distributivita soucinu
matic vzhledem k jejich scitani

e zakladni: motivace soucinu matic pomoci vztahu mezi
slozenim zobrazeni uréenych maticemi a zobrazenim uréenym
jejich soucinem

e zakladni: invertovatelné a regularni matice, nejriznéjsi
ekvivalentni definice, i z pozdéjsich kapitol

o dulezité: matice jednoduchych geometrickych zobrazeni v
roviné

e dulezité: vztah mezi mnoZinou vSech reSeni soustavy
linedrnich rovnic a mnoZinou vsech feseni prislusné homogenni
soustavy
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Matice
Matice - shrnuti

o dulezité: transponovana matice k soucinu matic

e duilezité: elementarni matice, jejich souvislost s elementdrnimi
radkovymi Gpravami matice

o dulezité: diagonalni a trojihelnikové matice, jejich soudin,
inverzni matice k reguldrnim trojihelnikovym maticim

o dulezité: inverzni matice k soucinu reguldrnich matic,
transponovana matice k regularni matici

e dulezité: matice inverzni zleva a zprava k maticim, které
nejsou Ctvercové

e pro zajimavost: sestaveni soustavy rovnic pro rovnovazné
stavy (pruziny, elektricky obvod)

e pro zajimavost: Glohy vedouci na umocnovani matice

e pro zajimavost: Gaussova eliminace bez prohazovani radki,
LU-rozklad matice a jeho jednoznacnost
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Kapitola 5

Vektorové prostory
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Vektorové prostory

Vektorové prostory - obsah

B Pojem vektorového prostoru
B Podprostory

B [inearni obal

B [inedrni nezavislost

B Dimenze
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Vektorové prostory

Pojem vektorového prostoru - obsah

B Pojem vektorového prostoru
Motivace
Definice vektorového prostoru

Pojem vektorového prostoru
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Vektorové prostory

Mnozina vsech reseni soustavy linearnich rovnic 1

na str. 2-43 jsme vyjadfili libovolné Feseni soustavy linedrnich
rovnic Ax = b s matici soustavy A typu m X n ve tvaru

u-+ ZPEP tpr,
kde P C {1,2,...,n} je mnozina indexi vSech volnych
(nebdzovych) proménnych

vektor u € T" je jedno partikuldrni Feseni soustavy Ax = b
vektory v, p € P, jsou né€jaka feSeni homogenni soustavy Ax = o

skutecnost, Ze jejich linedrni kombinace ZpEP tovp je také FeSenim
homogenni soustavy Ax = o, plyne z jednoduchého porovéni

pozorovani: jsou-li vektory u,v € T” fesenim homogenni soustavy
Ax =0 as,t € T, pak ru+ sv je také feSeni soustavy Ax = o

dukaz:
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Vektorové prostory

Mnozina vsech reSeni soustavy linearnich rovnic 2

ukazali jsme tak znovu, Ze kazdé FeSeni soustavy Ax = b mizeme
vyjadrit jako soulet u + w jednoho partikuldrniho feseni u této
soustavy a né€jakého feSeni w homogenni soustavy Ax = o

oproti tvrzeni na str. 4-32 navic vime, Ze mnozina vsech reSeni
homogenni soustavy Ax = o se rovna mnoZziné vSech linearnich
kombinaci

{ZpGP tpVp i tp € T}

n&jakych vektord v,, p € P

jak efektivni je toto vyjadfeni mnoziny vSech feseni homogenni
soustavy Ax = o0 a tedy také obecné soustavy Ax =b 7

je mnozina vsech reseni vzdy primka, pokud ma soustava jednu
volnou proménnou ?

je to vzdy rovina, pokud m3a soustava dvé volné proménné ?
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Vektorové prostory

Linearni kombinace matic, funkci, posloupnosti, apod.
matice stejného typu mlizeme scitat a nasobit Cislem

muzeme proto zkoumat také linedarni kombinace matic, vyrazy typu
t1AL + Az + - -+ Ak

ve Fourierové analyze je dilezité zjistit, s jakou presnosti Ize
redlnou funkci f(x) jedné redlné proménné vyjadfit jako soucet

f(x) ~ 25:0 ansin nx + Zﬁ:o b, cos nx

periodickych funkci

vime také, Ze jsou-li (an)%; a (bn)7; konvergentni posloupnosti
redlnych Cisel, pak

s(an)pZs + t(bn)ply = (san + thy)nZ,
je rovnéz konvergentni posloupnost
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Vektorové prostory

S¢&itani a skalarni ndsobek

abychom mohli pocitat s linedrnimi kombinacemi matic, funkci,
posloupnosti, musime umét matice, funkce, posloupnosti s¢itat

sCitani je vZzdy bindrni operace — soucet matic stejného typu je opét
matice téhoz typu, soucet redlnych funkci jedné redlné proménné je
opét redlna funkce jedné redlné proménné, atd.

dale musime umét nasobit matice, funkce, posloupnosti Cislem,
soucin Cisla s matici je opét matice, soucin Cisla s funkci je funkce,
soucin Cisla s posloupnosti je posloupnost, atd.

¢isla budou vzdy prvky néjakého télesa, budeme jim rikat skalary

soucin skaldru s matici neni binarni operace — nasobime riizné
véci, Cislo s matici, &islo s funkci, ¢islo s posloupnosti, apod.

proto také mluvime o skaldrnim nasobku matice, vektoru, funkce,
misto o soucinu
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Vektorové prostory

Zakladni definice - definice vektorového prostoru

vektorovy prostor V nad télesem T je mnozina V spolu s binarni
operaci + scitani prvkl V' a skalarnim nasobenim - prvki télesa T
s prvky mnoziny V/, které maji nasledujici vlastnosti

(vS1) pro kazdé u,v,w € V plati (u+v)+w=u+(v+w)

(vS2) existuje prvek o € V takovy, ze pro kazdé u € V jeu+o0=u

(vS3)

(vS4) pro kazdé u,v € V platiu+v=v+u
)
)
)

[y
~

pro kazdé u € V existuje —u € V takové, ze u+ (—u) =o

(vN1) pro kazdé u € V a kazdé r,s€ T platir-(s-u)=(r-s)-u

(VN2) pro kazdé u € V platil-u=u

(vD1) pro kazdé u € V akazdé r,sc€ T je(r+s)-u=r-u+s-u
(vD2) pro kazdé u,v € V a kazdé r € T platir-(u+v)=r-u+r-v

prvky mnoziny V nazyvdme vektory, prvky télesa T jsou skaldry
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Vektorové prostory
Priklady vektorovych prostor(i

e mnozina T" vSech n-slozkovych aritmetickych vektor( nad
télesem T s béznymi operacemi scitani aritmetickych vektor(
a jejich nasobeni prvkem t € T; tento prostor nazyvame
aritmeticky vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a
oznacujeme jej T"

e mnozina Ker A vSech feSeni homogenni soustavy linedrnich
rovnic Ax = o, kde A je matice typu m X n nad télesem T, s
operacemi sCitdni aritmetickych vektorl a jejich ndsobeni
skalarem z T; vSimnéte si, ze KerAC T"

e mnozina T™*" vdech matic typu m X n nad télesem T s
operacemi s¢itdni matic a nasobeni matic skaldarem t € T je
vektorovy prostor nad télesem T, oznalujeme jej T™*"

e mnozina vSech redlnych polynomi s operacemi scitani
polynom(l a nasobeni polynomu redlnym cislem je vektorovy
prostor nad R
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Vektorové prostory
Dalsi priklady vektorovych prostor(i

e mnozina vsech redlnych funkci f : X — R s operacemi
(f +g)(x) = f(x)+ g(x) a (rf)(x) = r- f(x) je vektorovy
prostor nad R pro kazdou mnozinu X

e je-li X = N, jde o mnozinu vSech posloupnosti redlnych cisel s
obvyklymi operacemi s¢itani posloupnosti a nasobeni
posloupnosti redlnym Cislem

e mnozina vSech konvergentnich posloupnosti redlnych disel s
obvyklymi operacemi

e mnozina vSech spojitych funkci f : R — R s obvyklymi
operacemi scitani funkci a nasobeni funkce redlnym cislem

e mnozina vSech diferencovatelnych funkci f : R — R's
obvyklymi operacemi

e mnozina vSech redlnych funkci jedné redlné proménné, které
maji spojité derivace vsech radi, s obvyklymi operacemi

e atd., atd.
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Vektorové prostory
Jednoduché vlastnosti vektorovych prostort

nasledujici vlastnosti vektorovych prostorii budeme pouzivat
automaticky

tvrzeni: v kazdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati
e nulovy prvek o je urcen jednoznacné,
e rovnice U+ x = v ma pro pevna u,v € V pravé jedno reseni,
e opacny prvek —v je prvkem v urcen jednoznacné,

e Ov = o pro libovolny prvek v € V

e ao = o pro libovolny skalar a € T

e je-li av =0, pak bud a =0 nebov=o0

e —v = (—1)v pro kazdy prvek v € V, specidlné —(—v) =v
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Podprostory - obsah

B Podprostory
Pojem podprostoru
Dalsi priklady podprostort

Podprostory
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Vektorové prostory

Vektorovy prostor podmnozinou jiného

u nékterych priklad( vektorovych prostoril je jeden podmnozinou
druhého

mnozina vSech konvergentnich posloupnosti realnych cisel je
podmnozinou mnoziny vSech posloupnosti redlnych Cisel

mnozina vSech spojitych redlnych funkci jedné redlné proménné je
podmnoZinou mnoZziny vSech realnych funkci jedné redlné proménné

mnozina vSech diferencovatelnych funkci jedné redlné proménné je
podmnoZinou mnoziny vsech spojitych readlnych funkci

mnozina Ker A vSech feSeni homogenni soustavy Ax = 0 s matici
soustavy typu m X n nad télesem T je podmnoZinou aritmetického
prostoru T" vSech n-slozkovych aritmetickych vektor(i nad T

mnozina vSech redlnych polynomi stupné nejvyse n je
podmnozinou mnoziny vSech redlnych polynomi
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Vektorové prostory

Definice podprostoru

tvrzeni: je-li V vektorovy prostor nad télesem T a U C V
neprazdna podmnozina V takova, ze

e kdykoliv u,v € U, pak také u+v € U,

o kdykolivue UareT, pak také ru e U
pak mnoZina U spolu s operacemi scitani vektort a skalarniho
nasobku prevzatymi z V je vektorovy prostor

dakaz: s¢itani je bindrni operace na U, nebot u+ v € U pro kazdé
prvky u,v € U; skaldrni ndsobek ru € U pro kaz<déue UareT
axiomy vektorového prostoru jsou splnéné pro prvky mnoziny U,
protoZe jsou splnéné pro prvky V a operace v U jsou operace ve V
z(zené na U

definice: fikdime, Ze vektorovy prostor U je podprostor vektorového
prostoru V, pokud je U C V a operace v U jsou z(Zenim
(pochézeji z) operaci ve V; znaéeni: U <V
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Vektorové prostory
Nékteré zrejmé podprostory

kazdy vektorovy prostor V ma dva trividlni podprostory, jednim je
jednoprvkovy (nulovy) prostor {0} a druhym cely prostor V

pokud néjaky podprostor U prostoru V nad télesem T obsahuje

néjaky nenulovy vektor u, musi obsahovat vsechny jeho skalarni
nasobky ru pro kazdé r € T

mnozina {ru: r € T} je uzavfend

e na sc¢itani, nebot ru+ su = (r 4+ s)u pro kazdé r,s € T
e a na skalarni nasobky, nebot t(ru) = (tr)u pro kazdé r,t € T
je proto podprostorem V, tj. {ru:r € T} <V pro kazdé u € V

kazdy nenulovy podprostor U prostoru V tak s kazdym prvkem
u € U musi obsahovat cely podprostor {ru:r e T}
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Vektorové prostory

Podprostory R? a R3

v pfipadé prostoru R? a vektoru o # u € R? tvofi podprostor
{ru:r € T} pfimku prochézejici po¢atkem a vektorem u

pokud podprostor U < R? obsahuje kromé& primky {ru : r € R}
jesté néjaky daldi vektor v ¢ {ru: r € R}, musi obsahovat také
celou pfimku {sv : s € R}

musi proto obsahovat také vsechny vektory {ru+sv:r,s € R} a
tedy celou rovinu R?

podobné nahlédneme, Ze jediné netrividlni podprostory R3 jsou
pfimky a roviny prochazejici pocatkem
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Vektorové prostory

Jadro matice

definice: je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak podprostor
Ker A= {x € T" : Ax = o} aritmetického prostoru T" nazyvame
jadro matice A nebo také nulovy prostor matice A

jadro matice A je tedy vektorovy prostor tvoreny vSemi fesenimi
homogenni soustavy Ax = o

prostor Ker AT je podprostorem T
byva také nazyvan levy nulovy prostor matice A, nebot proy € T™

plati y € Ker AT pravé kdyz ATy =0 co? je

pravé kdyz (ATy)" =o” atojepravé kdyz y’A=o'

Podprostory



Vektorové prostory

Linedrni obal - obsah

B Lineadrni obal
Linearni obal je podprostor
Sloupcovy a fadkovy prostor matice

Linearni obal
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Definice linearniho obalu

vidéli jsme, Ze kazdy netrivialni podprostor R? nebo R3 Ize popsat
jako mnozinu vsech linearnich kombinaci jednoho nebo dvou
vektor(i

na str. 5-5 jsme vidéli, Ze také jadro Ker A matice A lze vyjadrit
jako mnoZzinu vSech linedrnich kombinaci vektorii v,, p € P

zakladni definice: je-li V vektorovy prostor nad télesem T a

X C V prvki , pak linedarni obal mnoziny X definujeme jako
mnozinu vSech moznych linedrnich kombinaci prvk(i mnoziny X s
koeficienty z télesa T, tj. jako mnozinu

{r1u1+r2u2+~--+rkuk:ul,...,uk e X, ...,k GT,kENo}
oznaceni: (X), je-li X ={vq,...,v;} koneénd, pak pouzivame
také oznadeni (v1,...,v;) misto ({vi,...,v/})

otazky: ¢emu se rovnd () 7 plati X C (X) pro kazdou X C V' ?

Linearni obal
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Linearni obal je podprostor
tvrzeni: je-li V vektorovy prostor nad T, pak linearni obal (X)
libovolné mnoziny X C V je podprostor V
dikaz: ukdzeme, Ze mnozina (X) C V je neprazdnd a uzavfena na
sCitani i na nasobeni skaldrem a pouzijeme tvrzeni na str. 5-14
vzdy o € (X), v definici (X) staci zvolit k =0

jsou-li u,v dva prvky (X), pak u=rju; +---+ rcug a

V = s51Vvy + - - + spv; pro néjaké prvky ug, ... Uk, vi,...,v; € X a
skalary rn, ..., re,s1,...,5 €T

potom u+v =rju; + -+ + rgug + spvy + -+ + svp € (X)
rovnéz tu = (tri)ug + - - - + (tr)ux € (X) pro kazdy skalar t € T
definice: je-li V vektorovy prostor nad T a (X) =V pro néjakou

mnozinu X C V, pak fikime, ze X generuje prostor V nebo také,
ze X je mnozina generatori V
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Jednoduché vlastnosti linedrniho obalu

pozorovani: je-li V vektorovy prostor nad télesem T a X, Y C V,
pak plati

1. je-lli X CY, pak (X) C (Y)

2. (X) C(Y) pravé kdyz X C (Y)

3. je-li X podprostor V, pak X = (X)

4. mnozina X C V je podprostor V pravé kdyz plati (X) = X

5. (X) je ,nejmensi" podprostor V obsahujici X

Linearni obal
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Linearni obal konecné posloupnosti prvkii V

v posloupnosti (vi,...,v;) se mohou nékteré prvky opakovat,
v mnoziné {v1,...,v;} je kazdy prvek nejvyse jednou
tvrzeni: je-li (v1,...,v;) posloupnost prvki vektorového prostoru

Vnad T, pak (vi,...,vj)={nvi+---+nvy:n,...,neT}
dakaz D: je-liu = vy + - - - + vy, pak kazdy prvek

vi € {v1,...,v;} a tedy u € (v1,...,v,) podle definice linedrniho
obalu
C:je-liue (vi,...,v), pak u = sju; + - - - + siug, kde

ui € {vi,...,v;} prokazdé i=1,... k

pokud u, = ugy = v; pro néjaké p,q € {1,..., k} nahradime
s¢itance spup a squg jejich souétem (sp + sq)v;

takto postupné upravime soucet u = sju; + - - - + sguy do tvaru
u=tyvy+---+tjv; , kde prvky v;,...,v; jsou navzdjem rlizné
do posledni sumy priddme scitance Ov; pro viechna j # i1, ..., im

Linearni obal
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Sloupcovy a radkovy prostor matice

zakladni definice: sloupcovy prostor matice A = (ai|az|- - |ap)
typu m x n nad T je linedrni obal (aj,ay,...,a,) posloupnosti
jejich sloupcovych vektori, znaceni: ImA

radkovy prostor matice A je prostor Im AT, tj. linedrni obal

(a1,ap,...,an,) posloupnosti fadkovych vektorli matice A

podle tvrzeni na pfedchozi str. 5-22 se linedrni obal (aj,ap,...,a,)
rovnd mnoziné vSech moznych linedrnich kombinaci

xi1a1 + xpa + - - - + xpa, sloupcovych vektord A, tj.
ImA={Ax:x e T"} = {fa(x) : x € T"}

sloupcovy prostor matice A se proto také nazyva obor hodnot
matice A

¥adkovy prostor matice A se pak nazyva obor hodnot matice AT
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Priklady 1
[ ... (1 3 4
Pro redlnou matici A = < 5 7 _1 >
sloupcovy prostor ImA = << ; ) < ) , < _41 >>
1 2
¥adkovy prostor ImAT = < 3], 7 >
4 -1

priklad: jak pozname, e b = (by, bo)T € ImA ?

reseni: plati (b1, by)T € Im A pravé kdyz existuji koeficienty
X1, %2, x3 € R, pro které plati

N 1 +x 3 +x 4 ([ b
1\ 2 2\ 7 -1 )
coz plati pravé kdyz soustava Ax = b je resitelnd

Linearni obal
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Priklady 2

v prostoru R?*2 redlnych ¢tvercovych matic ¥adu 2 se
10 00 01 rouna:
0 0/’\01/’\10 '

v prostoru polynoma s redlnymi koeficienty se linedrni obal

(1,x,x%,x3)  rovna:

v prostoru polynomi stupné nejvySe 3 s redlnymi koeficienty se

(1—x2x—x3) rovna:

v prostoru vsech posloupnosti redlnych Cisel oznacme e; =
pro i € N; linearni obal ({e;;i € N}) se rovna:

Linearni obal
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Cty¥i zakladni prostory uréené matici

kazda matice A typu m x n nad T definuje Ctyfi prostory:
Ker A a ImAT jsou podprostory aritmetického prostoru T”

Ker AT a Im A jsou podprostory aritmetického prostoru T™
feSeni soustavy linedrnich rovnic jsme nasli pomoci efi
vime, Ze efil neméni mnozinu feseni soustavy Ax = o
neméni proto ani jadro/nulovy prostor Ker A matice A

provést posloupnost efil na matici A je totéz jako ji vyndsobit zleva
reguldrni matici

Linearni obal
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Vliv elementdrnich radkovych Gprav na prostory matice

tvrzeni: je-li A matice typu m x n nad T a R regularni matice
radu m, pak plati

o Ker A= Ker (RA), tj. efti neméni jadro matice

e ImAT = Im(RA)T, tj. efil neméni Fadkovy prostor matice
dikaz: ukdzeme napred, ze Ker A C Ker (RA)
je-li x € Ker A, pak Ax = o, a tedy také RAx = o, tj.
x € Ker (RA);

protoze R~! je také reguldrni matice, plyne z pravé dokazané
inkluze Ker (RA) C Ker (R™1RA) = Ker A

druhé tvrzeni plyne z fadkové definice soucinu matic

kazdy rfadek v soucinu RA je linearni kombinaci Fadk( matice A a
tedy lezi v Im AT, proto Im(RA)T C ImAT

tedy také ImAT = Im(R7*RA)T C Im(RA)T

Linearni obal
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Vliv elementdrnich sloupcovych Gprav na prostory matice

elementarni ¥adkové tpravy méni levy nulovy prostor Ker AT a
sloupcovy prostor Im A matice A; plati ale

tvrzeni: je-li A matice typu m x nnad T a R reguldrni matice
radu n, pak plati
o Ker AT = Ker (AR)T, tj. esti neméni levy nulovy prostor
e ImA = Im(AR), tj. esid neméni sloupcovy prostor
dakaz: Ize postupovat jako v ditkazu predchoziho tvrzeni

nebo predchozi tvrzeni vyuZijeme; vime uz také, ze RT je regularni
matice, e (AR)T = RTAT, aze (AT)T = A

proto Ker (AR)T = Ker (RTAT) = Ker AT
také ImA = Im(AT)T = Im(RTAT)T = Im((AR)T)T = Im(AR)
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Linedrni nezavislost - obsah

B Linedrni nezdvislost
Definice linearni (ne)zavislosti
Linearni (ne)zavislost posloupnosti sloupcovych vektorli matice

Steinitzova véta o vyméné

:
Linearni nezavislost
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Naprosto zakladni definice

toto je naprosto zakladni definice: je-li V vektorovy prostor nad
télesem T, pak posloupnost vektordl (ug,uy, ..., uy) prostoru V se
nazyva linedrné zdvisld, pokud néktery z vektorl u; je linearni
kombinaci zbyvajicich vektord uy, ... uj_1,Ujt1, ..., Uk

v opa¢ném pripadé se posloupnost (ui,uy,. .., ux) nazyva linedrné
nezavisla

kdy je jednoprvkova posloupnost (u1) linearné zavisla ?

kdy je dvouprvkova posloupnost (us,uz) linedrné zavisla ?

jak je to s prazdnou posloupnosti () ?

Linearni nezavislost
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Jednoduché vlastnosti

definovali jsme linedrné zavislou nebo nezavislou posloupnost
vektord

nikoliv posloupnost linedrné zavislych (nebo nezavislych) vektor

e kazda posloupnost obsahujici nulovy vektor je linedrné

e kazda posloupnost obsahujici jeden vektor na dvou rliznych
mistech je linearné ... 7

e musi kazda linedrné zavisla posloupnost obsahovat néjaky
vektor dvakrat ?

e posloupnost (u,v, u+ v) je vzdy linedrné ... ?

Linearni nezavislost
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Ekvivalentni definice linedrni zavislosti

tvrzeni: posloupnost (ug, uy, ..., ux) prvki prostoru V je linearné
zavisla pravé kdyz aspon jeden z prvki u; je linedrni kombinaci
predchozich prvkil uy, us,...,u;_1 této posloupnosti

dikaz = je-li posloupnost (u,uy, ..., uk) linedrné zavisl4,
plati pro néjaké i = 1,.... k, Ze u; = > . ; ajuj,

najdeme nejvétsi /, pro které je skalar a; # 0

je-li I <i, plati u; = aju; + -+ - + a;_1u; 1

je-li I > i, vyjaddfime aju; = u; — Zj<l,j7fi aju;

posledni rovnost vyndsobime a,_1 a vyjadfime tak u; jako linedrni
kombinaci predchozich prvki ug, ..., u;_1

<: je-li naopak pro néjaky index i prvek

u; = aju; +--- + a;_1u;_1, plati rovnéz

uj =ajuy + -+ a-1uj—1 + 0wy + -+ Oug

Linearni nezavislost
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Ekvivalentni definice linedrni nezavislosti
posloupnost matic v R%*?

10 00 2 3 01
0 0/’\0 1/’\V0 4)/)’\ 00
je linearné . ... .. ?

tvrzeni z prechoziho slajdu lze formulovat také jako ekvivalentni
podminku linedrni nezavislosti

tvrzeni: posloupnost (ug, uy,. .., uk) vektord prostoru V je
linedrné nezavisla pravé kdyz zadny z vektor( u; nelze vyjadfit jako
linedrni kombinaci predchozich prvki této posloupnosti

poznamka 1: linedrni zavislost nebo nezavislost posloupnosti
(ug,uy, ..., ux) nezavisi na poradi prvki v této posloupnosti

poznamka 2: kazd4 podposloupnost linedrné nezavislé
posloupnosti je opét linedrné nezavisla

Linearni nezavislost
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Linearni zavislost a nezavislost mnozin

pozndmka 1 fika, Ze linedrni zavislost nebo nezavislost posloupnosti
prvkd V zavisi pouze na prvcich této posloupnosti, nikoliv na jejich

poradi

definice: konecnd mnozina {uy,...,ux} prvki vektorového
prostoru V nad T se nazyva linedrné nezavisla, je-li linedrné
nezavisld posloupnost (uy, ..., ux)

nekonecnd mnozina X C V prvki vektorového prostoru V se
nazyva linearné nezavisld, pokud je kazda jeji konec¢na podmnozina
linedrné nezdvisla

libovolnd mnozina X C V se nazyva linedrné zavisld, pokud neni
linedrné nezavisla

priklady: mnoZzina polynomi {x"; n € N} v prostoru vsech
polynomi s redlnymi koeficienty je ......
mnozina {e;; i € N} v prostoru vSech posloupnosti redlnych Cisel je

Linearni nezavislost
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Jesté jedna ekvivalentni definice linedrni zavislosti

definice: linedrni kombinace aju; + asus + - - - + aguy prvki
vektorového prostoru V se nazyva netrivialni, pokud je aspon jeden
z koeficientl ay, ..., ax rizny od 0; linedrni kombinace

Ouj + Oup + - - - + Ouy se nazyva trivialni

tvrzeni: posloupnost (ug,...,uy) prvkid vektorového prostoru V je
linedrné zavisld pravé kdyz existuje netrividlni linedrni kombinace
au; + .-+ akug =0

diukaz = je-li (ug,...,uy) linedrné zavisla, pak existuje prvek u;,
ktery je linedrni kombinaci ostatnich prvkd, tj.

uj = ajug + -+ aj_1Uj_1 + aj+1U;jy1 + akUy, tj. ex. netrivialni
LK aju; +---+ai—1uj—1 + (—1)u; + aj11uj41 + akux, = 0

<: je-li netrividlni linedrni kombinace aju; + - - - + axu, = o,

aspon jeden z koeficientil a; # 0; potom aju; = — ZJ-#,- aju; a tedy
u; = —ai_1 i ), tj. prvek u; Ize vyjadrit jako linedrni

kombinaci ostatnich vektor(i posloupnosti, ta je proto LZ

Linearni nezavislost
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A jesté jedna ekvivalentni definice linedrni nezavislosti

posledni tvrzeni mGzeme ekvivalentné formulovat také takto

tvrzeni: posloupnost (u,...,uk) prvki vektorového prostoru V je
linedrné nezavisla pravé kdyz z rovnosti aju; +--- + axux =0
plyne ag =ay=---=a, =0

priklad: ukaZeme, Ze posloupnost matic

((oe)(50) (Vo) (o))

prvkii prostoru T2*2 je lindrné nezavisla; plati-li

5 1 0 Iy 01 iy 00 ta 00 00
NWoo 20 0 't o “No1/)\oo)
ar az o 0 0 _ _ _ _

pak(a3 34)—(0 O)atedyal—ag—a3—a4—0

Linearni nezavislost
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A jesté jedna ekvivalentni definice linedrni nezavislosti

tvrzeni: posloupnost (uy,...,uk) prvkid vektorového prostoru V
nad télesem T je linedrné nezavisla pravé kdyz kazdy prvek v € V
Ize nejvyse jednim zplsobem vyjadrit jako linedrni kombinaci

vV =ajuy + - -+ agug  prvkid posloupnosti  (ug,...,ux)

dakaz =: jsou-liv =aju; +--- + axux a v = bjug + - - - + byuy
dvé vyjadreni v jako linedrni kombinace prvki ug,. .. ug,
dostaneme jejich odeCtenim 0 = (a3 — by)uy + - - - + (ax — bk )u;
protoze posloupnost (ug, ..., ux) je linedrné nezavisla, plyne z
tvrzeni na prechozim slajdu, Ze a; = bj pro kazdé i =1,... k

<: trivialni linedrni kombinace Ou; + - - - + OQu, = o; je-li
aiu; + - - - + axuy, = o libovolna linearni kombinace, pak z
predpokladu jednoznacnosti vyjadreni vektoru v = o jako linearni

kombinace prvkl uy,...,ux plyne a; =0 proi=1,..., k; podle
tvrzeni na pfedchozim slajdu je posloupnost (uy, ..., ux) linedrné
nezavisla

Linearni nezavislost
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Linedrni nezdvislost posloupnosti sloupcovych vektort

tvrzeni: je-li A = (aj|az|---|a,) matice typu m x n nad télesem
T, pak posloupnost (aj,az,- - ,a,) sloupcovych vektord matice A
je linedrné nezavisla v aritmetickém prostoru T pravé kdyz
homogenni soustava Ax = 0 ma jediné feSeni x = o

dikaz =: je-li x = (x1,x2,...,x,)" Fedeni soustavy Ax = o, plati
Ax = xja1 + - - - + xpa, = 0; protoze posloupnost (aj,az, - ,a,)
je linedrné nezdvisla, plati xy =xo =---=x,=0atedy x=0
<: je-li naopak sja; + - - - + sp,a, = o, plyne odtud
A(st,...,sn)" =sia; +--- +s,a, = 0, tj. vektor (s1,...,5,)7 je
fesenim soustavy Ax = 0; ta ma ale pouze nulové feseni, tedy

s1 =5 =--- =5, =0, coz dokazuje, ze posloupnost sloupcovych
vektor( (ai,az, - ,a,) je linedrné nezavisla

srovnani se str. 4-82 a str. 4-83

Linearni nezavislost
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Linearni zavislost posloupnosti sloupcovych vektort

na str. 5-27 jsme dokazali rovnost Ker A = Ker (RA) pro kazdou
matici A typu m x n nad télesem T a regularni matici R fadu m

linedrni kombinace sloupcovych vektorll A sja; + -+ sp,a, =0
pravé kdyz (s1,...,sn)" € Ker A= Ker (RA) pravé kdyz linearni
kombinace sloupcovych vektord RA sj(Rai)+ -+ s,(Ra,) =0

posledni formulace fikd, ze néjaka netrividlni linedrni kombinace

sloupcti matice A se rovna o pravé kdyz ta samd (tj. se stejnymi
koeficienty) linedrni kombinace sloupcii matice RA se rovna o
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Dasledky
dasledek 1: sloupcovy vektor a; matice A lze vyjadfit jako linearni
kombinaci predchazejicich vektor(i a1, ...,a;_1 pravé kdyz
sloupcovy vektor Ra; lze vyjadrit jako tutéz linearni kombinaci
predchozich sloupcovych vektori Rasy, ..., Raj_1
dusledek 2: posloupnost sloupcovych vektorl (ag,, ak,, .- ., ak,)
matice A, kde 1 < ky < --- < k, < n, je linedrné nezdvisla pravé
kdyz posloupnost sloupcovych vektori (Ray,, Ray,, ..., Rag,)

matice RA je linedrné nezavisla

dasledek 3: je-li 1 < kg < --- < k, < naj # k;j pro vSechna
ki=1,...,r, pak plati a; = cia), + --- + crax, pro né€jaké skalary
ci,..., ¢ pravé kdyz Raj = ci(Ray,) + - - - + ¢(Ray,)

Linearni nezavislost
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Konecné generované prostory

zakladni definice: vektorovy prostor V nad télesem T nazyvame
konecné generovany, pokud existuje kone¢nd mnozina X C V,
ktera generuje cely prostor V, tj. (X) =V

priklady:
e aritmeticky prostor R" je konecné generovany pro kazdé n € N

e aritmeticky prostor T" je konecné generovany pro kazdé
n € N a pro kazdé téleso T

e prostor matic T™*" je kone¢né generovany pro kazdé téleso T
a kazdé m,ne N

e prostor vSech konvergentnich posloupnosti redlnych Cisel neni
konec¢né generovany

e prostor vSech redlnych polynomi neni konecné generovany
e prostor véech spojitych redlnych funkci jedné redlné proménné
neni kone¢né generovany

Linearni nezavislost
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Baze
je-li V vektorovy prostor nad T a (ug,...,u,) linedrné nezdvisla
posloupnost prvki V takovd, ze (uy,...,u,) =V, pak pro kazdé
i=1,....nplati (ug,...,uji_1,uj41,...,uy) #V
z4dna vlastni podposloupnost posloupnosti (us, ..., u,) tak prostor
V negeneruje, viz druhé tvrzeni na str. 5-21
toto je naprosto zakladni definice: posloupnost (ug,...,u,)
prvki vektorového prostoru V nad télesem T se nazyva baze
prostoru V pokud je linedrné nezavisla a (uy,...,u,) =V
pozorovani: posloupnost (ug, ..., u,) tvofi bazi prostoru V pravé

kdyz Ize kazdy prvek v € V vyjadrit pravé jednim zplisobem jako
linedrni kombinaci v = aju; + - - - + a,u,

existence vyjadreni v = aiju; + - - - + a,u, je ekvivalentni tomu, Ze
linedrni obal (uy,...,u,) =V

jednoznacnost je ekvivalentni linedrni nezdvislosti posloupnosti
(ui,...,u,) podle tvrzeni na str. 5-37
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Priklady

e posloupnost (e1,...,e,) prvki kanonické baze v aritmetickém
prostoru T" nad télesem T je baze v T";
posloupnost (e1, ..., e,) je linedrné nezdvisla, nebot z rovnosti
aje; +---+ape, = o plyne (a1,...,a,)" = o a tedy
ay=ay=---=ap=0, pouze trividlni LK prvki (ei,...,e,)
se rovna o
dale plati (e1,...,e,) = T" nebot pro libovolny vektor
u=(r,....,rm) €T jea=re; + --+ne,

¢ ((3,3,3)7) je baze v podprostoru ((1,1,1)7) <R3
e co je baze v nulovém prostoru {0} ?
o navrhnéte né&jakou bazi v prostoru matic T2*3

e navrhnéte néjakou bazi v prostoru redlnych polynomu stupné
nejvyse n
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Dalsi priklad

priklad: tvori posloupnost aritmetickych vektort
((1,1,1)7,(1,2,3)7,(4,5,6)T) bazi v prostoru R3 ?

feSeni: vyjdeme z porozovani/ekvivalentni definice na str. 5-42, ze
posloupnost vektorti (uy, u, u3) tvori bazi v R3 pravé kdyz Ize
kazdy vektor b € R3 vyjadfit jednoznaéné jako linedrni kombinaci
x1up + xoup + x3uz3 = b

napiSeme si vektory uj, uz, uz do sloupcti matice A = (uz|uz|us);
pak plati xju; + xous + x3u3 = b pravé kdyz A(xq, x2,x3)7 =b
posloupnost vektorti (ug,uz, u3) je proto baze v R3 pravé kdyz ma
soustava Ax = b jednoznacné FeSeni pro kazdou pravou stranu

b € R3, co? je pravé kdy? je zobrazeni f4 : R3 — R3 vzijemné
jednoznacné, coz je pravé kdyZz matice A je regularni

regularitu matice miGzeme ovéfit libovolnou z ekvivalentnich

podminek na str. 4-67 a str. 4-70, napt. pomoci podminky 5.

Linearni nezavislost
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Baze jsou minimalni posloupnosti generujici prostor

V je vektorovy prostor nad T a (uj,up,...,u,) =V pro néjaké
vektory ug,up,...,u, € V

pokud posloupnost (uj, us,...,u,) neni linedrné nezdvisla, existuje
v ni vektor u;, ktery je linedrni kombinaci ostatnich vektord, tj.
u; € <U]_, s Wi, Ui, un>

pomoci prvni a druhé vlastnosti ze str. 5-21 dokazeme, Ze plati
(ug, ..., Uj_1,U41,...,up) = (ug,...,uy) =V

to znamend, Ze z (ug,uy,...,u,) mizeme vynechat vektor u; a
zbylé prvky stale generuji cely prostor V

tvrzeni: je-li (ug,uz,...,u,) minimalni posloupnost prvkd prostoru
V takovd, ze (uj,up,...,u,) =V, pak je (ug,uy,...,u,) linedrné
nezdvisla a tedy baze ve V
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Disledek - existence baze

dusledek 1: z kazdé kone¢né posloupnosti (ug, u, ... uy,)
generujici prostor V Ize vybrat bazi

dikaz: mezi véemi podposloupnostmi posloupnosti (ug,uy, ..., up)
vybereme néjakou minimalni podposloupnost (uj,, uj,,...,u;,),

ktera stale jesté generuje prostor V

ta je podle predchoziho tvrzeni linedrné nezavisla a
(uj,uj,,...,u;) =V, je to tedy baze prostoru V

dasledek 2: kazdy konecné generovany vektorovy prostor V
obsahuje néjakou bazi

vsechny zdkladni poznatky o bazich v konecné generovanych
vektorovych prostorech plynou z nasledujici dllezité véty
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Toto je naprosto zdkladni véta

Steinitzova véta o vymeéné: je-li V konecné generovany vektorovy
prostor nad télesem T, (uy, ..., u) linedrné nezavisla posloupnost
prvkd V a {v1,...,v,} je mnoZina generatord prostoru V, pak

k < n a po vhodném precislovani vektoril vy, ..., v, mnozina
{u1,...,uk, Vky1,...,v,} také generuje prostor V

dakaz: budeme postupovat indukci podle délky k linearné
nezdvislé posloupnosti (uy, ..., ux)

je-li k =0, pak jisté 0 = k < n a mnozina {vi,...,v,} generuje V
necht k > 1 a (ug,...,ux) je dand linedrné nezavisla posloupnost
indukéni predpoklad je, Ze pro linedrné nezavislou posloupnost
(ug,...,uk_1) (ta je linedrné nezavisla coby podposloupnost
linedrné nezavislé posloupnosti vektort) plati k —1 < n

a po vhodném precislovani vektor(i vy, ...,v, mnoZina
{ug,...,ug_1,Ve, Vi1, ...,Vp} generuje prostor V

Linearni nezavislost
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Pokracovani ditkazu Steinitzovy véty o vyméné

platiuy e V = <I,I1, e W1, Vi, Ve 1, - - 7V,-,>, tj.

Uy = ajug + -+ + ax_1Uk_1 + akVk + ak+1Vk4+1 + -+ anVp
pro né€jaké skaldry a1,...,a, €T

kdyby platilo ax = aky1 =--- = a, =0, tj. kdyby

Uy = aiug + - - - + ax_1uk_1, byl by vektor uy linedrni kombinaci
vektor(l uy, ..., ux_1, coz by bylo ve sporu s linedrni nezavislosti
posloupnosti (uy, ..., uk)

existuje proto néjaké j > k takové, Ze aj # 0; potom plati

ajVj=—ajuy: - —ak—1Uk—1F+Ug—akVg- - - —3j_1Vj_1—3j41Vj4+1° " - —anVn
proto v; € <U1, sy U1, Wi, Vi Vi 15 - -+ Vi1, Vg 1, - avn>
dostavame tak V = (uq,...,Uk_1,Vk,Vki1,...,Vpn) =
<U]_, ey, Uk—1, ukavkvvk-‘rla L 7Vn> —
(UL, U1, U Vg Ve T, -, V1, VT, - -5 Vi)
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Dimenze - obsah

Dimenze

Definice dimenze

Dimenze podprostorli ur¢enych matici
Dimenze sou¢tu a praniku podprostorti
Baze jako souradny systém

Dimenze
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Disledek Steinitzovy véty o vyméné

tvrzeni: v kone¢né generovaném vektorovém prostoru V nad
télesem T maji libovolné dvé baze stejny pocet prvkil

dukaz: jsou-li (ug,...,uk) a (vi,...,v;) dvé baze ve V, pak podle
Steinitzovy véty k </, nebot (uy,...,uk) je linedrné nezavisla
posloupnost a mnozina {vi,...,v;} generuje prostor V

stejné tak je podle Steinitzovy véty | < k, protoze posloupnost
(v1,...,v) je linedrné nezavisla a mnozina {uy,...,ux} generuje
prostor V

toto je naprosto zakladni definice: je-li V konecné generovany
vektorovy prostor nad T pak dimenze prostoru V je pocet prvkil
libovolné baze prostoru V,  oznaceni: dim(V)

priklad: dim(T") = ..., dim(T™") =...... pro kazdé téleso T
a kazdé m,ne N

Dimenze
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Dalsi disledek Steinitzovy véty o vyméné

tvrzeni: je-li {wy,...,w;} mnoZina generator( vektorového
prostoru V, pak kazdou linedrné nezavislou posloupnost
(ug,...,ug) prvka V lze doplnit na bazi prostoru V pomoci
néjakych prvkd z {wi,...,w;}

dukaz: napred z posloupnosti (wi, ..., w;) vybereme bazi
(v1,...,Vvn) postupnym vynechavanim prvki, které jsou linearni
kombinaci ostatnich podle Disledku 1 na str. 5-46; znamena to
také, ze dim(V) = n

podle Steinitzovy véty o vyméné Ize mnozinu {vi,...,v,}
preusporadat tak, ze posloupnost (us, ..., Uk, Vgi1,...,Vp)
generuje prostor V

z této posloupnosti Ize vybrat bazi V; pokud bychom néjaky prvek
skutecné vynechali, dostali bychom bazi V s méné nez n prvky, coz
by bylo ve sporu s predchozim disledkem Steinitzovy véty

proto je posloupnost (ug, ..., U, Vki1,...,V,) bize V

Dimenze
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A jesté jeden dUsledek Steinitzovy véty

tvrzeni: v kazdém vektorovém prostoru V dimenze n plati

1.
2.

3.
4.

kazda mnoZina generdtorl V obsahuje aspon n prvki

kazda n-prvkova posloupnost (uy,...,u,), jejiz prvky generuji
V, je baze ve V

kazda LN posloupnost ve V obsahuje nejvyse n prvki

kazda n-prvkova LN posloupnost ve V je baze V

dikaz: 1. ve V existuje baze s n prvky, ta je LN a podle Steinitzovy
véty ma nejvyse tolik prvkl jako libovolna generujici mnozina ve V
2. z kazdé generujici posloupnosti Ize vybrat bazi podle disledku 1.
na str. 5-46, tato vybrana baze ma n prvki

3. podle Steinitzovy véty ma kazdd LN posloupnost nejvyse tolik
prvki jako libovolna generujici mnozina, tj. jako libovolna baze

4. kazdou LN posloupnost lze rozsitit do baze podle disledku
Steinitzovy véty na str. 5-51
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Cty¥i ekvivalentni definice baze

tvrzeni: pro posloupnost (uy,...,u,) prvki vektorového prostoru
V nad télesem T jsou nasledujici podminky ekvivalentni
1. (u1,...,up) je baze ve V
2. (ug,...,u,) je maximalni linedrné nezavisla posloupnost ve V
3. (u1,...,u,) je minimélni posloupnost takova, ze {uy,...,u,}
generuje V
4. kazdy prvek v € V Ize jednoznacné vyjadrit jako linedrni

kombinaci v = aju; +--- + aju,

dikaz: 1. < 4. viz poznamka po definici baze na str. 5-42
1.= 2.

2. = 3.

3. = 1.
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Dimenze podprostoru

véta: kazdy podprostor U konecné generovaného vektorového
prostoru V je také kone¢né generovany a plati dim(U) < dim(V)

dikaz: sporem dokdzeme, ze U je konecné generovany;
predpokladejme, Ze neni a dokdzeme, Ze pro kazdé k € N existuje

linedrné nezavisla posloupnost (ug,...,ux) prvki U

protoze U # (()) = {0}, existuje nenulovy prvek u; € U,
posloupnost (uy) je linedrné nezavisla, coz dokazuje pfipad k =1

pokud pro néjaké k > 1 existuje LN posloupnost (uy, ..., ux)
prvkl U, plati U # (uy, ..., ux), protoze pfedpoklddame, ze U

neni koneCné generovany

zvolme Uiyl € Uu- <U17 .. .,uk>

Dimenze
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Dimenze podprostoru - dokonceni diikazu

posloupnost (ug,...,uk,uxt1) je pak LN, nebot zadny z jejich
prvkd neni linedrni kombinaci predchozich; pro vektory us, ..., ux
to plati proto, ze posloupnost (u,...,uk) je LN, pro vektor uyx1
to plati proto, ze ugy1 & (uy,...,ux)

ve V tak existuje libovolné dlouhd LN posloupnost prvkd U, coz je
ve sporu se Steinitzovo vétou o vyméné, nebot v prostoru V
existuje néjaka kone¢nd mnozina generatorii

U je tedy konecné generovany, kazdd jeho baze je linedrné
nezavisla ve V a ma tedy nejvyse tolik prvki jako libovolna baze ve

V, nebot ta V generuje

proto dim(U) < dim(V)
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Gaussova-Jordanova eliminace

definice: matice D typu m x n nad télesem T je v redukovaném
radkové odstupriovaném tvaru, pokud je v radkové odstupnovaném
tvaru a kazdy bazovy sloupec v D ma jedinou nenulovou slozku
rovnou 1

Gaussova-Jordanova eliminace je postup jak kazdou matici A
prevést do redukovaného Fadkové odstupnovaného tvaru pomoci
elementdrnich radkovych Gprav

1. napred Gaussovo eliminaci prfevedeme A do fot

2. poté vynasobime nenulové radky tak, aby byl kazdy pivot rovny 1
3. nakonec postupné vynulujeme v kazdém bazovém sloupci
vsechny prvky nad pivotem pric¢itdnim vhodnych nasobki
prislusného radku s pivotem k radkiim nad nim

pozorovani: Gaussova-Jordanova eliminace prevede libovolnou
matici do matice v redukovaném radkové odstupnovaném tvaru
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Bazové sloupce matice

definice: je-li A= (a1|---|a,) matice typu m x n nad T, pak
sloupcovy vektor a; nazyvame bdzovy sloupec matice A pokud
a; ¢ (a1,...,a;_1); ostatni sloupce matice A jsou nebdzové

tvrzeni: posloupnost bazovych sloupcli matice A tvori bazi
sloupcového prostoru Im (A) matice A

dakaz: vynechdme-li z posloupnosti vektord néjaky vektor linearné

zavisly na predchozich, nezménime tim jejich linedrni obal

vyskrtame-li z posloupnosti (aj,--- ,a,) postupné odzadu
nebazové sloupce, zistanou v ni pouze sloupce bazové, které
budou i nadale generovat sloupcovy prostor Im (A)

posloupnost bazovych sloupcl je linedrné nezavisla, protoze zadny
z nich neni linedrni kombinaci predchozich
je to proto baze prostoru Im(A) = (a1, ,ap)
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Priklad

priklad: najdeme bazové sloupce v redlné matici
0 1 2 3 5
0 2 4 3 7
0 -3 -6 3 -3

pro matice v fadkové odstupnovaném tvaru mame dvé definice
bazovych sloupcl - jedna Fika, Ze jsou to sloupce obsahujici pivot,
viz str. 2-38, druha fika, Ze jsou to sloupce, které nejsou linearni
kombinaci predchozich, viz predchozi str. 5-57

tvrzeni: je-li D = (dy|---|d,) = (djj)mxn matice v redukovaném

fadkove odstupfiovaném tvaru, pak sloupec d; obsahuje pivot pravé
kdyZ neni linedrni kombinaci predchozich

Dimenze
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Vztahy mezi sloupci

dukaz: matice D = (djj)mxn je v fadkové odstupiiovaném tvaru,
existuji tedy sloupcové indexy 1 < ky < kp < --- < k, < n spliujici
definici na str. 2-30; pivoty jsou prvky na mistech (i, k;) pro
i=1,...,r, sloupce obsahujici pivoty jsou dy, proi=1,...,r

protoze D je v redukovaném rot,
platidy, =e;jproi=1,...,r;
diledj=0proi=1,...,raj <k,
dy; tedy neni LK predchozich sloupcl

pokud d; neobsahuje pivot, plati j # ki proi=1,...,r
je-li i nejvétsi z Cisel 1,2, ..., r pro které plati k; < j,

je d/j =0 pro / > i a proto dj = dljel + dgje2 +--+ d,-je,-;
proto jsou sloupce neobsahujici pivot linedrni kombinaci
predchozich
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Priklad
matici A mlzeme prevést do redukovaného radkové
odstupnovaného tvaru Gaussovo-Jordanovo eliminaci

predchozi tvrzeni rikd, jaké jsou indexy bazovych sloupcd v matici,
ktera je v redukovaném radkové odstupnovaném tvaru

podle dasledku 1 na str. 5-40 jsou to také indexy bazovych sloupcli
v matici A

protoze Jordanilv dodatek ke Gaussové eliminaci neméni polohu
pivoti, stali prevést A do rot pouze Gaussovo eliminaci

priklad: najdeme jesté jednou bazové sloupce v redlné matici

0 1 2 3 5 012 3 5
0 2 4 3 7 ~( 000 -3 -3
0 -3 -6 3 -3 000 O O
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Hodnost matice

tvrzeni: dimenze sloupcového prostoru /m(A) matice A se rovna
poctu bazovych sloupcti matice C v fadkové odstupriovaném tvaru,
kterou dostaneme z A pomoci efil, a ten se rovna poctu
nenulovych radkd v matici C

zakladni definice: je-li A matice nad T, pak dimenzi sloupcového
prostoru Im (A) matice A nazyvdme hodnost matice A,
oznaceni: rank(A) nebo také jenom r(A)

hodnost matice A v prikladu na predchozi strané se tedy rovna 2

pozorovani: pro kazdou matici A typu m x n plati rank(A) < n
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Full rank decomposition

matice A na str. 5-60 ma dva bazové sloupce, jsou to a a ag;
vSechny sloupce matice A jsou jejich linedrnimi kombinacemi, proto
ji mizeme vyjadrit jako soudin

0 1 2 3 5 1 3 0120 2
0 2 4 3 7 = 2 3 000 1 1
0 -3 -6 3 -3 -3 3

tvrzeni: kazdou matici A typu m x n nad télesem T s hodnosti
rank(A) = r mizeme vyjadfit jako soudin A = BC, kde matici B
typu m X r tvori bazové sloupce matice A a matici C typu r x n
tvori nenulové fadky matice D v redukovaném radkoveé
odstupnovaném tvaru, kterou dostaneme z A pomoci
Gaussovy-Jordanovy eliminace
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Priklad vyuziti full rank decomposition

matici A fddu 1000 s hodnosti rank(A) = 100 m mizeme vyjadrit
jako sou¢in A = BC, kde B je typu 1000 x 100 a C je typu

100 x 1000

pro ulozeni kazdé z matic B, C potfebujeme 10° hodnot skalari,
zatimco pro uloZeni matice A pottebujeme 10° skalarii, pétkrat vice

T1000 pot¥ebujeme k

mdame-li spocitat soucin Ax pro néjaké x €
tomu 103 - 103 = 10° nasobeni

pocitame-li sou¢in B(Cx) pottebujeme pro vypocet Cx celkem 10°
nasobeni a pro vypocet B(Cx) dalsich 10° nasobeni (aritmeticky

vektor Cx ma 100 slozek)

k nalezeni matic B, C potfebujeme provést Gaussovo-Jordanovo
eliminaci na matici A; eliminace jednoho sloupce Gaussovo
eliminaci vyzaduje nejvyse 103 - 103 nisobeni

protoze rank(A) = 100, staci 100 cykld Gaussovy eliminace, ta
proto vyZaduje celkem nejvyse 108 nasobeni
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Dikaz full rank decomposition
navazuje na dikaz ekvivalence dvou definic bazovych sloupct pro
matice v redukovaném rot na str. 5-59
tam jsme ukazali, Ze pro nebazové sloupce d; v matici D plati
dj = dljel + dzjez + -+ d,-je,- = dljdk1 + dzjdk2 + -+ d,'jdk,.
protoze i je nejv&tsi Cislo, pro které k; < j, plati djj = 0 pro kazdé
I=i+1,...,r
proto d; = dyjdy, + dajdk, + - + djjdy; + diy1jdg,, + -+ dydg,
protoze D = RA pro néjakou reguldrni matici R, plati také
aj = dljak1 + dzjak2 + -+ d,-J-ak,. + d;+1Jak + -+ d,jak,

bazové sloupce matice A napiseme do sloupcli matice
B = (ak|---|ak, ), potom a; = Bd;

i+1

pro bazové sloupce matice D plati dy, = e;, proto
ag, = Oak1 + -+ OakH + 1aki + Oakl.ﬂ + -+ Odk, = Bdk[
proto plati A= B(c1|---|c,) = BC

Dimenze
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Dimenze radkového prostoru matice

tvrzeni: je-li A matice typu m x n nad T, pak dimenze fadkového
prostoru Im(AT) matice A se rovna poétu nenulovych fadka v
matici C v redukovaném Fadkové odstupriovaném tvaru, kterou
dostaneme z A pomoci efi

dikaz: existuje reguldrni matice R, pro kterou plati RA= C

podle tvrzeni na str. 5-27 plati rovnost radkovych prostor(
Im(AT) = Im(RA)T = Im(CT), proto také dim(AT) = dim(CT)

oznacime 1 < k; < --- < k, < n indexy bazovych sloupci C

protoze cj, 7 0 a ci, = 0 pro kazdé / < i, neni fadkovy vektor ¢’

i

LK predchozich radkovych vektor(i pro zadné i =1,...,r
posloupnost (€] ,...,&]) nenulovych ¥adkovych vektori je LN
protoze Im(CT) = (&],... &), je to baze Im(CT)

plati tedy dim(CT) = r a proto také dim Im (A7) = r
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Hodnost A se rovna hodnosti AT
z tvrzeni na predchozi strané ihned plyne

dalezita véta: pro kazdou matici A typu m x n nad T plati
rank(A) = rank(AT)

dikaz: rank(A) = dim(Im A), rank(A)T = dim(ImAT) a obé
dimenze se rovnaji po¢tu r nenulovych radkl v matici C, kterou
dostaneme z A Gaussovo eliminaci, viz tvrzeni na str. 5-61 a

na str. 5-65

dusledek: plati rank(A) < m, n pro kazdou matici A typu m X n
definice: pokud pro matici A typu m x n plati rovnost

rank(A) = min{m, n}, fikdme, Ze ma A plnou hodnost (full rank)
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Hodnost soucinu matic
tvrzeni: jsou-li A matice typu m x n a B matice typu n X p nad
stejnym T, pak plati rank(AB) < rank(A), rank(B)
dukaz: protoze AB = (Aby|---|Ab,), plati podle bodu 2. na
str. 5-21
Im(AB) = (Aby, ..., Ab,) C (a1,...,a,) = ImA
podle véty o dimenzi podprostoru na str. 5-54 plati
rank(AB) = dim(Im (AB)) < dim(Im A) = rank(A)
z véty o rovnosti hodnosti matice a matice transponované plyne
rank(AB) = rank((AB)T) = rank(BTAT) < rank(BT) = rank(B)

priklad: jsou-liu € T a v € T" dva aritmetické vektory, ¢emu se
rovna hodnost rank(uv”) matice uv’ typu m x n ?

priklad: je-li A matice typu m X n a rank(A) =1, pak full rank
decomposition tika, ze A =
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Shrnuti - treti ¢ast

pokracovani pokracovani dilezité véty ze str. 4-67 a str. 4-70:

pro Ctvercovou matici A fddu n je ekvivalentni

1.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

matice A je regularni
rank(A) = n

posloupnost sloupcovych vektord (ai, ..

<a1,...,a,,> =T"

posloupnost sloupcovych vektord (ai, ..

a
posloupnost fadkovych vektor(i ("Z—

@r,....alhy=1"

posloupnost Fadkovych vektort (5{, e

dukaz:

Dimenze

g e e

.,ap) je LN

.,ap) je baze T"
,al)je LN

,al) je baze T"
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Dalsi poznatky

tvrzeni: je-li A matice typu m x n nad T, R reguldrni matice radu
m a S reguldrni matice fadu n, pak plati
rank(RA) = rank(A) = rank(AS)

dukaz:

Frobeniova véta: soustava linearnich rovnic Ax =b nad T je
resitelna pravé kdyz rank(A) = rank(Alb)

dukaz:
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Dimenze jaddra matice

je-li A matice typu m x n nad T, pak Cislo

r = rank(A) = dim(/m A) se rovnad poctu bazovych sloupci v
matici A a bazové sloupce odpovidaji bazovym proménnym
oznacdime j1 < jo < -+ < jn—, indexy nebazovych sloupcil,
proménné X;,, ..., X, _, jsou potom volné proménné

kazda volba hodnot volnych proménnych x; , ..., x; _, urCuje
jednoznaéné Feseni x = (x1,...,x,)" homogenni soustavy Ax = o,
jak jsme zjistili ve druhé kapitole

pro kazdé p=1,...,n — r oznacime v, feSeni uréené volbou
hodnot volnych proménnych x;, =1 a x;, =0 pro g # p
ukazeme, ze posloupnost (vi,va,...,v,_,) je baze jddra Ker A
matice A; vime, ze vi,Vo,...,V,_, € Ker A

kazda linedrni kombinace tyvy + -+ - + tp—,vp—, lezi v Ker A, nebot
Ker A je podprostor T"
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Véta o dimenzi jadra a obrazu

je-lix = (x1,...,xn)" € Ker A, definujeme linedrni kombinaci
V=XxjVvi+-+X,_ Vo, E KerA

pro kazdé k = 1,...,n — r se j,-ta slozka vektoru v rovnd x;,, tj.
rovna se ji-té slozce vektoru x

proto x = v a tedy Ker A = (vy,Vv2,... ,Vy_)

abychom dokdzali linedrni nezdvislost posloupnosti
(vi,v2,...,vp_,), vezmeme libovolnou linedrni kombinaci
avy + -+ an—rVp—r =0

porovnanim j-tych slozek v posledni rovnosti dostavame a, = 0
pro kazdé k =1,...,n— r, podle tvrzeni na str. 5-36 je
posloupnost (vi,va,...,v,—,) LN a tedy baze v Ker A

véta o dimenzi jaddra a obrazu: pro kazdou matici A typu m x n
nad T plati dim(Ker A) 4 dim(/m A) = n = dim(Ker A) + rank(A)

Dimenze
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Prinik podprostor(

tvrzeni: jsou-li U < W a V < W podprostory vektorového
prostoru W nad T, pak prinik U NV je také podprostor W

dakaz: staci ukazat, ze mnozina U N V je uzavrend na soucet a
skalarni nasobek prvkd, viz tvrzeni na str. 5-14

jsou-liu,v e UN YV, pak u+v € U, protoze U je podprostor W, a
ze stejného divodu také u+v € V; protou+ve UNV

je-linavict € T, pak tu € U a tu € V, nebot U, V jsou
podprostory W a proto také tue UNV

poznamka: Gplné stejné Ize dokazat, ze prinik (1;, U; libovolnych
podprostord U; € W prostoru W je opét podprostor W
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Soucet podprostorti

definice: jsou-li U < W a V < W podprostory vektorového
prostoru W nad T, pak linearni obal (U U V) nazyvame soucet
podprostorii U a V; oznaceni: U+ V

dlivodem pro tuto terminologii je nasledujici

tvrzeni: pro libovolné podprostory U,V prostoru W plati
(UUV)={u+v:uecUywveV}

dikaz D: jeliuc Uave V, jeu+ve (UUV)

Cijelliwe (UUV), jew=rwy + -+ rewy, kde
wy,...,weeUUVan,...,nkeT

soulet nwj + - - - + rgwy preusporadame tak, abychom napred
scitali ¢leny obsahujici prvky w; € U a v druhé casti zbylé prvky,
kde vSechna w; lezi ve V

protoze U i V jsou podprostory W, soucet prvni ¢asti se rovna
néjakému u € U nebot U je podprostor W a soudlet zbylé Casti se
rovnd v € W; to dokazuje, z2ew =u+ve{u+v:ucUwveV}
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Soucet podmnozin

obecné definujeme soucet podmnozin X, Y C W vektorového
prostoru W jako mnozinu X + Y ={x+y:xe X,y Y}

soucet X + Y neni obecné podprostor W

mnozina vSech feSeni soustavy linearnich rovnic Ax = b se
podle tvrzeni na str. 4-32 rovna souctu
{u} + Ker A,

kde u je jedno partikuladrni feSeni soustavy Ax = b a Ker A je
mnozina/podprostor vSech FeSeni pFislusné homogenni soustavy
Ax=o0

tuto mnozinu zapisujeme také jako

u-+ KerA
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Véta o dimenzi souctu a priniku podprostorti

véta: jsou-li U a V konecné generované podprostory vektorového
prostoru W nad télesem T, pak plati

dim(U) + dim(V) = dim (U + V) +dim (U N V)

dakaz: prinik U NV je konecné generovany prostor coby
podprostor kone¢né generovaného prostoru U (podle véty o
dimenzi podprostoru kone¢né generovaného prostoru)

podle dasledku 2 na str. 5-46 v ném existuje néjakd baze
(Wi,...,wg), kde k =dim(UNV)

podle tvrzeni na str. 5-51 doplnime (wy, ..., wy) na bazi
(W1, ..., Wk, Ugi1,...,u;) podprostoru U, kde / = dim(U)
podobné ji doplnime na bazi (wi,..., Wk, Vki1,...,Vm)
podprostoru V, kde m = dim(V)

ukazeme, ze (W1, ..., Wk, Uki1,..., U, Vki1,...,Vy) je baze
U+ V a tim dokidzeme, ze dm(U+ V) =/+m—k
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Pokracovani dikazu

k diikazu, ze (W1,..., Wk, Ugt1,..., U, Vki,...,Vm) je LN,
pouzijeme ekvivalentni definici linedrni nezavislosti ze str. 5-37
plati-li pro néjaké skaldry as, ..., ak, bk+1,-.-, b1, Cks1,- .- Cm €T
aiWi+- -+ aWy b U1+ Fbju Vi1t CmVm =0,
prepiSeme tuto rovnost do tvaru

aW1+- -+ agWt+bpugrrt+ b = —Chp1Vkp1— — CmVm

obé strany jsou vyjadrenim téhoz prvku x € W, levd strana rik4, ze
x € U, pravad Ze x € V, spolecné pak rikaji x e UN'V

proto existuje vyjadreni x = diwy + - - - + dwy

z rovnosti diwy + - -+ + dxyWyg = X = —Ck41Vk+1 — *** — CmVm
plyne diwy + - -+ + dkWg + Ck11Vkt1 + - + CmVm = O
protoze je posloupnost (W1, ..., Wk, Vki1,...,Vm) LN, plyne odtud
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Dokonceni dikazu
potom také ajwi+- - -+ axWg~+bgyriuky1+- - -+ bu; = 0 a proto
rovnéz a; = --- = ax = by41 = --- = by = 0, protoze baze
(W1,..., Wk, Ugp1,...,u;) podprostoru U je LN
vsechny koeficienty v linearni kombinaci
a1Wi+- -+ agWk+bgpaUkqr+- - -+ b+ ChpaVer1+ -+ CmVm =0,
jsou tak rovné 0, (Wi,..., Wk, Uki1, ..., U, Vki1,...,Vy) je LN
zbyva dokdzat (wi,. .., Wk, Ukt1,..., U, Vki1, ..., V) = U+ V

libovolny prvek y € U + V lIze vyjadfit ve tvaru y = u + v, kde
ucUaveV

U=rwg+ -+ NWg-+ reilgpr +---+nu a
V=2S5Wi+- -+ SWg+ Skt1Vi4+1+ -+ SmVm
pro néjaké skalary ri,...,r,s1,...,Sm €T

protoy=u+v=_(r+s)wy+ -+ (rg + sg)Wg+
Mk41Uk41 + o+ (U 4 Sy 1Vkyl + -+ SmVm
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Priklad
v prostoru R* najdeme dimenzi priiniku U NV podprostorti

2 4 0
2 2
U:< o' 21| 4 >'V:< 2 ['] 6 >

3 1 —4 3 1

-
N
= O

generatory U zapiSeme do radkd matice a vyuZijeme toho, ze efii
neméni radkovy prostor matice

210 3 210 3 210 3
4 2 2 1 ~{ 002 -5 |~ 002 -5
4 2 4 —4 0 0 4 -10 000 O

zjistili jsme, ze dim(U) = 2; podobné zjistime dim(V)

012 3 012 3 o
<O 2 6 1>N(0 0 2 _5)1 tj. dim(V) =2

Dimenze
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Priklad - dokonceni
nakonec zjistime dim(U + V)

generatory U + V dostaneme jako sjednoceni generatorti U a V

210 3 210 3 2 1 0 3
4 2 2 1 0 02 -5 012 3
4 2 4 -4 |~ 0O0O0 O ~]1 00 2 =5
012 3 012 3 000 O
026 1 0 02 -5 000 O

zjistili jsme, ze dim(U + V) =3
podle véty o dimenzi sou¢tu a priniku podprostor(i dostavame

dim(UNV) =dim(U) + dim(V) — dim(U + V) = 1, podprostory
U a V se protinaji v pfimce
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Souradnice vzhledem k bazi

je-li V vektorovy prostor nad T a B = (ug,uy,...,u,) baze ve V,
pak podle podminky 4. z tvrzeni na str. 5-53 Ize kazdy prvek v € V
vyjadrit jednoznac¢né jako linedrni kombinaci

vV = aju; + aur 4+ --- + apu,

definice: aritmeticky vektor (a1, a2, ...,a,)" € T" nazyvame
vektor souradnic prvku v € V vzhledem k bdzi B = (ui,uy,. .., u,)
prostoru V, plati-li v = aju; + apup + - -+ + apu,;  oznaceni: [v]g

3 4

= ((5)-(38)(2)(32))

prostoru R?*2 soutadnice [Alg = (1,2,3,4)"

priklad: matice A = ( 12 ) ma vzhledem k bazi
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Kanonicka baze v T”

zatimco vzhledem k bazi

c_((11 01 00 0 0
N 1 1/)’\1 1)/)’\1 1)\ 01
ma stejna matice A soufadnice [Al¢ = (1,1,1,1)7

priklad: na str. 5-43 jsem vidéli, ze posloupnost vektor(i

K, = (e1,...,ep) je baze v aritmetickém prostoru T" nad T
je-liv=(r1,...,m)" libovolny vektor z T", pak plati

v =re;+---+ r,e, coz znamena, ze vzhledem k basi K, ma
vektor v soutadnice vk, = (r1,...,m)" =v

v aritmetickém prostoru T” jsou vektory zadané pomoci svych
soufadnic vzhledem k bazi K, = (e1,...,e,); [v]k, =V

definice: baze (e1,...,e,) ve vektorovém prostoru T” se nazyva
kanonickd (standardni) baze prostoru T"
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Zména baze v R?

priklad: v redlném aritmetickém prostoru R? mame déanu bazi

1 -2 3 : .
B = (( 2>,< 3 >> a vektor v = < 3),Jaknajdeme

soufadnice [v]g = (s1,52)" vektoru v vzhledem k bazi B ?

neznamé souradnice (s1,sy) " musi spliiovat vektorovou rovnici

(3)=2(z)e=(5)=(2 5)(2)

ozna¢ime-li u; = (1,2)7 auy = (—2,3)7, pak matici soustavy
mizeme zapsat jako (uj|up) = ([u1]k|[u2]k)

to znamen3, ze [v]x = ([ui]k|[uz2]k) [v]B
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/ména bazev T"

v aritmetickém prostoru T” mame néjakou bazi B = (uy,...,u,);
chceme najit soutadnice [v]g = (s1,...,5Sn) vektoru v € T"
vzhledem k bazi B

tyto souradnice musi splfiovat rovnost v = sjuy + - - - + Spv,

protoze vektory z T” dostdvame zadané souradnicemi vzhledem ke
kanonické bazi, mizeme posledni rovnost prepsat ve tvaru

ik = silui]k + -+ salunlk = ([ur]k| - - - [[un]k) [V]s
definice: je-li B = (u1,...,u,) baze v T"” a K kanonicka baze v
T", pak matice ([ui]k]|---|[un]k) se nazyva matice prechodu od

baze B k bazi K; oznageni: [id]E

tvrzeni: je-li B = (uy,...,u,) baze v T" a K kanonickd baze v
T", pak pro kazdy vektor v € T" plati [v]x = [id]& [v]s
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Obecna matice prechodu
v obecném konecné generovaném prostoru V nad T neni zadna

~specialni/kanonickad" baze

mame-li dvé baze B = (uy,...,u,) a C = (vi,...,v,) ve V, jak
souvisi soufadnice [w]g néjakého vektoru w € V vzhledem k bazi
B s jeho soutadnicemi [w]¢ vzhledem k bazi C 7

vektor w vyjadrime jako LK prvkil obou bazi:
W=ru+ -+ rup tj. wWlg=(r,....,rnm)"
W =S1v1 + -+ Spvn, i [Wle = (s1,...,80)

nyni vyjadfime kazdy vektor v; baze C jako LK prvki baze B:

Vj = ajjuy + agjuz + - + apjun, . [vilg = (ay, .., an) "
definice: jsou-li B = (uy,...,u,) a C = (vi1,...,v,) dvé baze ve
V, pak matici ([vi]g|[v2]g| - |[va]B) nazyvdme matice prechodu

od baze C k bazi B; oznaéeni: [id]§
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Prepocet souradnic pomoci matice prechodu

tvrzeni: jsou-li B = (u1,...,u,) a C = (vi,...,v,) dvé baze ve
V, pak pro kazdy vektor w € W plati  [w]g = [id]§ [w]c,
kde [id]§ je matice prechodu od baze C k bazi B

dukaz: oznadime A = [id]§ = (a;) = (a1] -+ - |a,), kde a; = [vj]5
pro kazdé j = 1,..., n; pak plati

W= SV =008 D g djju =

S S siagu = Y7 (X7 25 ) i

odtud plyne, Ze i-ta slozka vektoru soufadnic [w]g se rovna
soucinu i-tého faddku matice pfechodu A s vektorem soufadnic [w]¢

pomoci prvkové definice souinu plyne rovnost [w]g = [id]$§ [w]c
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Dimenze

Vektorové prostory - shrnuti

klicové: linedrni obal mnoziny, mnozina generator(
vektorového prostoru

kli€ové: linedrné zavisld/nezavislad posloupnost vektor,
linedrné zavisla /nezavisld mnozina vektor(

klicové: baze vektorového prostoru, dimenze vektorového
prostoru

zakladni: definice vektorového prostoru, priklady prostori
funkci, posloupnosti, lze v nich délat linearni kombinace

zakladni: podprostory vektorového prostoru, podprostory
aritmetickych prostorti, uzavfenost na obé operace

zakladni: sloupcovy a fadkovy prostor matice, oba nulové
prostory matice

zakladni: riizné ekvivalentni definice linedrni zavislosti a
nezavislosti posloupnosti prvkl vektorového prostoru
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Dimenze

Vektorové prostory - shrnuti

zakladni: linearni zavislost a nezavislost posloupnosti
sloupcovych vektori matice, bazové a nebazové sloupce
matice

zakladni: existence baze v konecné generovaném prostoru
zakladni: Steinitzova véta o vyméné a jeji dasledky
zakladni: véta o dimenzi podprostoru konecné generovaného
prostoru

zakladni: rovnost dimenze radkového a sloupcového prostoru
matice

zakladni: hodnost soucinu matic

zakladni: véta o dimenzi jadra a obrazu matice

zakladni: véta o dimenzi souctu a priniku podprostort
zakladni: soufadnice vektoru vzhledem k bazi

zakladni: matice prechodu o jedné baze k druhé, prepocet
soufadnic vektoru vzhledem ke dvéma rliznym bazim
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Vektorové prostory - shrnuti

e dulezité: jednoduché disledky axiomi vektorového prostoru

o dulezité: vliv elementarnich fadkovych a sloupcovych Gprav
na Ctyfi zdkladni prostory matice

e duilezité: soucet podmnozin vektorového prostoru
e duillezité: kanonickd baze aritmetického prostoru

e pro zajimavost: skeletni rozklad (full rank decomposition)
matice, jeho vyuziti

pri studiu této kapitoly je vhodné rozlisit ¢asti, které se tykaji
obecnych vektorovych prostor(i, a ty studovat samostatné

Casti, které se tykaji matic, jsou aplikaci vlastnosti obecnych
vektorovych prostordl na prostory urcené matici

Dimenze
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Kapitola 6

Determinanty
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Determinanty

Determinanty - obsah

B Motivace
B Permutace

B Obecné determinanty
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Motivace - obsah

B Motivace
Determinanty matic fadu 2
Determinanty matic fadu 3

Motivace
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Determinanty

Historie a motivace 1

determinant je funkce, kterad kazdé Ctvercové matici A Fadu n nad
télesem T prifazuje néjaky prvek t € T, znaceni: det A

determinant se pivodné pouZival pfi feSeni soustav linearnich
rovnic

ma-li soustava regularni matici, Ize pomoci determinant(
formulovat ,,vzorecek" pro jeji Feseni

toto pouziti ma vyznam pouze pfi ru¢nim feSeni ,,malych soustav”
s nékolika malo nezndmymi

jeho vypocetni sloZitost je obrovskd (exponencialni) a pro Feseni
soustav s velkym poctem nezndmych jsou determinanty
nepouzitelné

Gaussova eliminace je mnohem rychlejsi

Motivace
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Historie a motivace 2

druhy vyznam determinant( je geometricky

v pripadé redlnych matic A fadu n = 2,3 znaménko determinantu
udava, méni-li zobrazeni f4 : R" — R" orientaci prostoru (,,déla
z pravé levou") nebo neméni

absolutni hodnota | det A| pak Fika, jak zobrazeni f4 méni plochy
(v pfipadé n = 2) nebo objemy (v pfipadé n = 3) zobrazovanych

objekti

tento geometricky vyznam determinantl je zdkladem véty o
substituci pro vicerozmérné integraly

DOWN WITH DETERMINANTS !!

Motivace
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Orientace v realné roviné

s . a a v . p

realnd matice A = 1 e12 uréuje zobrazeni f5 : R? — R?
a1 axn

predpisem fa(x) = Ax

do roviny si nakreslime pismeno F a podivame se, kam se zobrazi

zobrazenim fu

budeme chtit, aby platilo det A > 0, pokud A neméni orientaci, a
aby platilo det A < 0, pokud A orientaci méni

matice I = (e1|ez) orientaci neméni, matice (ez|e1) ji méni
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Plocha rovnobézniku

zobrazeni f, zobrazi ¢tverec o stranach e; a e> na rovnobéznik o
. _ T _ T
stranach a; = (a11,a21)" a a2 = (a12, ax)

jak spocitame plochu rovnobézniku?

muzeme to udélat geometricky

nebo vyuzit linedrnich vlastnosti plochy a orientace

det(a1|ta2) = tdet(a1|a2)
pro kazdou matici Aat e R

Motivace
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Linedrni vlastnosti

dale plati det(az|a;) = pro kazdou matici A
proto také det(taj|az) = tdet(ai|az) pro kazdé t € R

det(a; + by]ay) = det(aj|ay) + det(b1|az)

det(ejex) = , det(ezle;) = , det(ei]e;) = det(ez|er) =

Motivace
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Formule pro determinant 2. fadu

Loy v ain a
nyni mizeme spo&itat det A =det [ ™ 2 ) = det(ay|ay)
a  ax

vyjadfime a; = ajje; + aziex a  ax = appe; + aper

a vyuzijeme formulky odvozené na predchozich strankach

det A = det(ai|az) =

det(ajie; + axiezaz) =

a1 det(ey|az) + ap1 det(ez]az) =

a11 det(eq|ainer + axnep) + ap det(en]arne; + axner) =

ai1di12 det(el\el) + aiia» det(e1|e2) + a»r1ai2 det(eglel) =
“+as1ax det(ez\eg) =

d11d22 — az21412
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pfi vypocltu determinantu Fadu 2 jsme to potfebovali védét
zejména pro matice, jejichZ sloupce jsou prvky kanonické baze

experimentalné tak zjistime, ze by mélo platit

det(e1|ez|es3)

Motivace

Orientace v R3
stejné jako v roviné budeme chtit, aby pro redlnou matici A radu 3
platilo det A > 0, pokud f4 : R3 — R3 zobrazuje ,,pravou rukavici"
na ,pravou” a det A < 0, pokud f4 zobrazuje ,pravou” na ,levou”



Determinanty

Objem rovnobéznosténu

pro redlnou matici A = (a;j) = (a1]az]a3) rfadu 3 budeme opét
chtit, aby Cislo | det A| udavalo objem rovnobéznosténu uréeného
vektory a1, ap, as, ktery je obrazem jednotkové krychle uréené
vektory kanonické baze e, e, e3 zobrazenim f,

je-li posloupnost vektor( (ai, ap,as3) linedrné zavisla, ma obor
hodnot zobrazeni f4 dimenzi nejvySe 2 a objem rovinného obrazu
jednotkové krychle se rovna 0

specialné to znamend napt. det(e;|ez|e2) = det(e;|e1|e3) = 0 atd.

a také
det(0a;|az|az) =det(a;|0az|as) =det(a;|az|0a3) =0det(as|az|a3)
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Linearni vlastnosti objemu

déle si uvédomime, ze zména znaménka jednoho z vektori

a1, az, a3 znamend zménu orientace prostoru a tedy
det(—al\a2]a3):det(a1\ — a2|a3):det(a1|a2| — a3): — det(al\ag\a3)

stejné jako ve dvoudimenziondlnim pripadé€ zjistime, ze pro kazdé

redlné t > 0 plati

det(ta;|az|as) =det(a;|taz|as) =det(aj|az|tas) =t det(a;|az|a3)

a zapocteme-li rovnéz zmeénu orientace, plati totéz i pro t < 0

podobné jako v roviné také ovérime, zZe plati
det(a; + bi|az|asz) = det(aj|az|as) + det(bi|az|as)
det(al\ag + bz‘a3) = det(a1|a2\a3) + det(a1|b2]a3)
det(a1|a2|a3 + b3) = det(a1|a2|a3) + det(a1|a2|b3)
pro kazdé vektory by, by, bz € R3
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Formule pro determinant 3. radu

je-li A = (aj) = (a1]az]a3), vyjadiime opét

a; = ajje; + azi1€» + azies, ax = aipe; + axper +axes a
as = aisze; + axzey + asszes a s pouzitim linedrnich vlastnosti
spocitame

det A = det(a;|az|a3) =
det(ai1e; + axien + as1e3|arne; + axen + azxeslaizer + axzer + aszes) =
S ko1 Yoot Yo 13123m3 det(ex|es[en) =
ajiaxasz det(ej|ez]es) + aj1aszpanz det(eq|esler)+
ar1aipasz det(ez|e;|es) + ax1aszaiz det(ez|es|er)+
as1aipans det(esler|er) + asyaxais det(eslezje;) =

a11a22a33+a21a32a13+4a31a12823 — 811832823 — 821312833 — 831322313
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Sarrusovo pravidlo

a1 a2 a3
determinant matice A = (aj;) fadu 3 oznaCujeme | ax1 ap a3

a3 a3 as3
znaménka u jednotlivych soudinil zjistime pomoci Sarrusova
pravidla - pod determinant zapiSeme prvé dva radky jesté jednou

di1 412 ai3
az1 a ax
a31 432 4a33

a11 a2 413
a1 dax» ax
souciny zleva doprava dolGi maji znaménko +, zprava doleva —

a11322a33 1321332313 331312823 — 331322313 — 311332323 — 321312333
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Permutace - obsah

B Permutace
Definice permutace
Znaménko permutace
Hra ,, 15"
Permutace a matice

:
Permutace
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Determinanty
Vybéry prvki jako permutace

kazdy scitanec je souc¢inem t¥i prvk( matice A, které jsou vybrany
tak, aby v kazdém radku a kazdém sloupci leZel pravé jeden

k definici determinantu matice A fddu n budeme potrebovat
vybirat n prvkid z A tak, abychom opét vybrali jeden prvek z
kazdého radku a kazdého sloupce

tento vybér miizeme popsat zobrazenim

m:{1,2,....,n} —{1,2,...,n}

vybereme-li z j-tého sloupce prvek v i-tém radku, definujeme
m(j) =i

protoze vybirdme z kazdého sloupce jeden prvek, je zobrazeni 7
definovano v kazdém bodé j € {1,2,...,n}

protoze vybirame z kazdého Fadku jeden prvek, je zobrazeni 7

vzajemné jednoznacné

Permutace



Determinanty

Definice permutace

definice: permutace na mnoziné X je vzdjemné jednoznacné
zobrazeni 7w : X — X; mnozinu vSech permutaci na mnoziné X
oznacujeme Sx; je-li X = {1,2,...,n} pro néjaké n € N,
pouzivdme také oznaceni S,

identické zobrazeni idx na mnoziné X je vzajemné jednoznacné a
tedy permutace, nazyvdme je identickd permutace na mnoziné X;
oznacujeme je také 1x

protoze kazda permutace w : X — X je vzajemné jednoznacné
zobrazeni, inverzni zobrazeni 771 : X — X je také vzijemné
jednoznacné a tedy permutace na X; nazyvame je inverzni
permutace k

jsou-li 7, p dvé permutace na X, pak sloZené zobrazeni pm, které
kazdému x € X pfifazuje prvek p(m(x)), je také permutace na X
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Determinanty
Vlastnosti sklddani permutaci

s nasledujicimi tfemi vlastnostmi skladani permutaci jsme se jiz
setkali nékolikrat

e pro kazdé tfi permutace o, p, ™ € Sx plati o(pm) = (op)7

e pro kazdou permutaci m € Sx plati cxm =mx =7

e pro kazdou permutaci 7 € Sy plati 77! = 77l = 1x

permutace na kone¢né mnoziné X mizeme zapsat tabulkou, do
prvniho Fadku napiseme prvky X, do druhého fadku napiseme pod
kazdé x € X hodnotu m(x)

(1 2 3 45 6 7 8 4 27185 36
237652814 6 31245738
v kazdém radku je kazdy prvek mnoziny X pravé jednou
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Determinanty

Graf permutace

permutaci mizeme také nakreslit

definice: cyklus délky k v permutaci m € Sx je posloupnost
(x1,x2,...,xk) prvki X, pro které plati m(x1) = x2,

m(x2) = x3,. .. ,m(xk—1) = xk a T(xx) = x1

pozorovani: kazda permutace na kone¢né mnoziné X se rozklada
na disjunktni sjednoceni cykli; pomoci cykli ji také mizeme
zapsat:

(1,2,3,7)(4,6,8)(5), fikd se tomu cyklicky zdpis permutace

pokud je jasné, kolik prvki mnozina X ma, mlzeme cykly délky 1
v cyklickém zapisu vynechat; pak jde o redukovany cyklicky zapis
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Determinanty

Transpozice
na poradi cykld v zapisu nezdlezi; stejné tak mdzeme jakykoliv
prvek daného cyklu zvolit jako prvni
(6,8,4)(3,7,1,2) je redukovany cyklicky zapis téze permutace na
mnoziné {1,...,8}
definice: permutaci m na mnoziné X nazyvame cyklus délky k > 2,

obsahuje-li jeden cyklus délky k a ostatni cykly maji délku 1;
transpozice na mnoziné X je cyklus délky 2

tvrzeni: kazdou permutaci na kone¢né mnoziné lze slozit z

transpozic

dukaz: vezmeme libovolny cyklus (xi,...,xx) délky k > 2 v
permutaci 7; potom plati napriklad

(x5 xk) = (xa, x2) (%2, x3) -+ - (Xk—1, Xk)

nebo také (Xl, ... ,Xk) = (Xl,Xk) oo (Xl, X3)(X1,X2)

kazda permutace je slozeni disjunktnich cykl( délky aspon 2

Permutace
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SloZeni permutace s transpozici
tvrzeni: je-li m permutace na kone¢né mnoziné X a (x, y)
transpozice na X, pak plati
e pocet cyklt v permutacich 7 a (x,y)n se lisi o 1
e pocet cyklt v permutacich 7 a m(x,y) se lisi o 1
e pocet sudych cyklt v permutacich 7 a (x,y)n se lis$i o 1

e pocet sudych cyklt v permutacich 7 a m(x,y) se lisio 1

dakaz: dokdzeme prvni a treti tvrzeni, rozliSime dva pripady
pripad 1: prvky x, y lezi ve stejném cyklu permutace 7

tento cyklus je (x = x1, X2, ..., Xks ¥ = Y1, Y25+ Y1)

ve slozené permutaci (x, y)m se tento cyklus rozpadne na dva cykly
(X, %2, ooy Xk—1, Xk) (Y, Y2u - s Y1)

ostatni cykly v permutaci m se nezméni, pocet cykli v permutaci
(x,y)m je o 1 vétsi nez v permutaci 7

Permutace
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Dokonceni dikazu
je-li &islo k + I sudé, pak jsou bud obé &isla k, / sudd a pocet
sudych cykli v (x, y)7 je o 1 vétsi, nebo jsou obé Cisla k, / licha a
pocet sudych cykla v (x, y)m je o 1 mensi
je-li ¢islo k + I liché, pak je jedno z Cisel k, | sudé a druhé liché,
pocet sudych cykla v (x,y)m je o 1 vétsi
pripad 2: prvky x, y lezi v riznych cyklech permutace 7
(x = X1, %2,y Xk—1, %) @ (Y = y1, Y2+, Y1)
v permutaci (x, y)m se oba cykly propoji do jednoho cyklu
(X =X1,%2, - Xk, Y = Y1, Y25+ -+, Y1)

Permutace
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Sudé a liché permutace

disledek: pro kazdou permutaci m na konec¢né mnoziné X nastava
pravé jedna z nasledujicich moznosti
e kazdé vyjadreni 7 jako sloZeni transpozic obsahuje sudy pocet
transpozic; to nastdva pravé kdyz pocet sudych cykli v 7 je
sudy
e kazdé vyjadreni 7 jako slozeni transpozic obsahuje lichy pocet
transpozic; to nastava pravé kdyz pocet sudych cykli v 7 je
lichy

definice: permutace 7 na konecné mnoziné X se nazyva suda,
pokud obsahuje sudy pocet cykld sudé délky; rikdme také, ze
znaménko 7 je 1 a zapisujeme to sgn(mw) =1

pokud ma 7 lichy pocet sudych cykld, fikime ze je w licha
permutace, jeji znaménko je —1 a zapisujeme to sgn(7) = —1
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Jednoduché vlastnosti znaménka
piiklad: sgn ((4,3,2,1)(7,8)(5,9,10)(11,12)) = —1

tvrzeni: je-li X kone¢nd mnozina a m, p € Sx, pak plati

® sgn (Lx) =1
o sgn(m 1) = sgn ()
o sgn(pm) = sgn (p)sgn (v)

dakaz: e identickd permutace ma 0 sudych cykld

e inverzni permutace 71 ma cykly stejnych délek jako
permutace ™

e je-li m = ty - - - t; vyjadreni 7 jako slozeni transpozic, plati
sgn(m) = (—1)k; podobné je-li p = s;--- 51, kde s1, ..., s jsou
transpozice, pak sgn(p) = (—1)'; potom pm =57 -syty-- -ty
je vyjadreni prr jako slozeni transpozic, proto
sgn (pm) = (1)K = sgn (p) - sgn ()

Permutace
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”1541

Permutace
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Permutace a matice

definice: ¢tvercova matice P = (pj;) fadu n se nazyva permutacni,
pokud je v kazdém sloupci a kazdém radku pravé jeden prvek rovny
1 a ostatni prvky jsou rovné 0

kazda permutacéni matice P urduje permutaci m € S, definovanou
predpisem 7(j) = i pavé kdyz pj; = 1; skuteCnost, ze 7 je
permutace, vyplyva z definice permutaéni matice

rizné permutacéni matice radu n uréuji riizné permutace na
mnoziné {1,...,n}

naopak, kazdé permutaci w € S, odpovida néjakd permutacni
matice Pr = (pjj), ktera ji urcuje; staci zvolit
1, pokud plati m(j) =1

Pi = 0, jinak
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Skladani permutaci a ndsobeni matic
existuje tak vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi permutacemi na
mnoziné {1,...,n} a permutaénimi maticemi fadu n
toto zobrazeni pfifazuje permutaci m € S, matici P,

tvrzeni: pro kazdé permutace 7w, p € S, plati

o P,Pr =P,

° (Pfr)_l = (PTr)T = Pr1
dukaz: e oznadime P, = (pj) a Pr = (qjk); prvek na misté (i, k)
v soucinu P,P; je 27:1 pijgjk a rovna se 1 pravé kdyz existuje j
takové, Ze pj =1 a qjx = 1, coz je pravé kdyz p(j) = i a w(k) =,
coz je pravé kdyz pm(k) =i
protoze v kazdém sloupci matice P, je pravé jeden prvek rovny 1 a
ostatni jsou 0, vSechny ostatni prvky soucinu P,P; se rovnaji 0
proto P,Pr = P,
e druhé tvrzeni plyne pfimo z definic
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Obecné determinanty - obsah

B Obecné determinanty
Zakladni vlastnosti
Vliv elementdrnich Gprav
Rozvoj determinantu podle fadku nebo sloupce

Adjungovand matice
Vandermond(v determinant a sdileni tajemstvi

Obecné determinanty
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Determinanty

Definice

definice: je-li A = (aj;) ¢tvercova matice ¥adu n nad télesem T,
pak determinant matice A definujeme jako

det A= sgn(m)an(1)12n(2)2" " an(n)in
TES,

priklad: je-li A = (a;;) matice fadu 2, ma mnozina S vSech
permutaci na mnoziné {1,2} pouze dva prvky - identickou
permutaci ¢ = (1)(2) a transpozici (1,2)

identické permutaci odpovida soucin ajiazy se znaménkem
sgn (¢) = 1, transpozici (1,2) odpovida soucin ax1ain se
znaménkem sgn ((1,2)) = —1

a1l 412

proto detA =
a1 ax

= 411422 — a21412
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Determinanty
Determinant matice rfadu 3

priklad: je-li A = (aj) matice fadu 3, mad mnozina vSech permutaci
na mnoziné {1,2,3} celkem 6 prvki

T sgn ()

L 1 a11a22333
(1,2,3) 1 221332313
(1, 3, 2) 1 a31di124a23
(1, 2)(3) -1 —da214d124a33
(1, 3)(2) -1 —das314d224d13
(1)(2, 3) -1 —da114d324d23

a11 d12 a3
proto detA=| a1 ax ax3 |=

431 a32 as3

a11322a33 1321332313 1331312823 — A21 312333 — 331422313 — 311332423
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Determinant trojihelnikové matice

tvrzeni: je-li A= (a;) horni trojihelnikova matice, pak plati
det A = aj1a» - anpn

dikaz: ukazeme, ze jediny ze scitancl v definici determinantu,
ktery mize byt pfipadné nenulovy, je ten uréeny identickou
permutaci ¢

podivdme se na stitanec sgn (1) ar(1)13x(2),2 " * @r(n),n
protoze je A horni trojahelnikova, plati a;; = 0 kdykoliv / > j

aby mohl byt soucin ar(1),18x(2),2" - @r(n),n NeNulovy, musi byt
w(j) <jprokazdé j=1,....n

to znamend, ze musi byt m(1) = 1, 7(2) < 2, a protoze je 7 prosté
zobrazeni, musi byt 7(2) = 2

podobné musi byt 7(3) = 3,...,m(n) = n, neboli 7 =
ze sumy definujici det A tak zbyva pouze sgn () a11a22 - - - ann
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Determinant transponované matice

tvrzeni: pro kazdou ¢tvercovou matici A = (ajj) fadu n nad T plati
det A = det(AT)

dukaz: oznadime AT = (b;), tedy b; = aj; pro kazdé
ihj=1,...,n

v souctu definujicim det(AT) vezmeme s&itanec uréeny permutaci
7, tj. sgn (7) br(1)1bx(2)2 "+ Pr(n)n

ten se rovna sgn () a1 ~(1)@2,x(2) " 3nn(n)

po preusporadani je to sgn () ar-1(1)18r-1(2)2" " @x—1(n),n =
sgn(m 1) ar-1(1)18x-1(2)2 " 3x—1(n),n, NebOt sgn(m) = sgn (771)
co? je sé¢itanec v sou¢tu definujicim det A uréeny permutaci 7!

1 — 7 pro kazdou permutaci 7, plyne z pravé

1 se rovna séitanci v

protoze (7~ 1)~
dokazaného, Ze s¢itanec v det(AT) uréeny 7~
det A uréeném =

vdet A avdet(AT) tak s¢itdme zcela stejné soudiny
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Linearni vlastnosti determinantu

disledek: plati det A =3 s sgn(m)a1~(1)22,x(2) " 3nn(n)
tvrzeni: pro Ctvercovou matici A = (aj) = (a1|- - - |a,) fadu n nad
T", libovolny vektor b = (by,...,b,) ", kazdé j € {1,...,n} a
skalar t € T plati
o det(ay|---|aj-1]a; + blaji1]---[an) =
det(ayl---|aj-1[ajlaj 1] - -[an)+det(as|- - -[aj_1|blaji1]- - -[an)
o det(a1] - -[aj_1[taj[aj1|---[an) =
tdet(al\- . '|aj_1|aj|aj+1|- . -|a,,) = tdetA
dukaz: e det(ay|---|aj_1]aj +blaj;1]---|an) =
> res, 58N (1) ar(1)1° * *an(j-1)j-1(an()j+ br(j)) 3n(i+1) 441" “@n(n),n
> res, 8N (T)ax(1)1 " an(n),nt
2 res, 58N (M)ar(1),1 +*ax(j-1)j-1br(j) A (+1) 41" *3n(n)n =
det(ayl---|aj-1lajlaj 1] - -[an)+det(a|- - [aj_1|blaji1]- - [an)

Obecné determinanty
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Dalsi elementdrni sloupcové a radkové Gpravy

dokonceni dikazu: e det(ai|---|aj_1|taj|aj 1] - -|an) =

> res, 8N (T)ax) 1 ar(—1)j—1(tar() ) an(+1) 41 * An(n)n =
tZTrES,, sgn (W)aw(l),l ©ar(n),n = tdet(a1| ce ’an)

druha &ast predchoziho tvrzeni fika, ze pokud vynasobime néjaky
sloupec matice A skaldrem t, determinant nové matice ziskdme
tak, ze vynasobime determinant plivodni matice t

protoze det A = det(AT), stejny vliv na hodnotu determinantu

matice ma vynasobeni néjakého radku matice A skaldrem t

tvrzeni: prohozeni dvou radki ¢tvercové matice A = (a;) zméni
znaménko det A; podobné prohozeni dvou sloupcii matice A zméni
znaménko det A
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Dikaz

dokazeme zménu znaménka det A pfi prohozeni sloupci

v pavodni matici A= (---|ak|---|a/|---) prohodime sloupce aj a
a; (predpokladame k < /)

dostaneme matici B = (bjj)

= (- Jar] -+ o] +), ke by = 3
pro kazdé i a kazdé j # k, [, dal

e bjx = ajj a by = aj, pro kazde i
zvolime libovolnou permutaci m € S, a ozna¢ime o = 7(k, /)

sCitanec uréeny 7 v souctu definujicim det B se rovna
sgn (m)br(1y1 - bTr(k) K b7r(l),l “brnyn =

sgn (T)ar(1),1 a7r( )T Ar()k An(n)n =
—Sgn(U)aa(l) 17 30(1), " Ao(K)k """ Ao(n)n>

tj. rovnd se minus scitanci uréenému permutaci o v det A

protoze o(k, ) = , s¢itanec uréeny o v det B se rovnd minus
scitanci ur¢eném 7 v det A

Obecné determinanty
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Dokonceni dikazu

proto soucet scitancli v det B uréenych 7 a o se rovna minus
souctu scitancli v det A uréenych 7 a ¢

plati tedy det B = —det A

protoze det A = det(AT), také prehozeni dvou Fadki v A zplisobi
zménu znaménka det A

disledek: pro kazdou permutaci p € S, plati
det(a,1)lay(2)| - - [a,(n)) = sgn (p) det(a1laz| - - - |ay)

dakaz: staci vyjadrit permutaci p jako slozeni transpozic a pouzit
predchozi tvrzeni

Obecné determinanty
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Pomocné tvrzeni

ma-li matice A = (a;;) = (a1|---|a,) nad T dva stejné sloupce,
plati det A=10

dakaz: predpokladame a, = ay, plati tedy ajx = aj pro kazdé i
pouzijeme ekvivalentni definici determinantu na str. 6-33:

det A= s sgn(7)a1r(1)32,x(2) " 3n,(n)

zvolime libovolnou permutaci ™ € S, a ozna¢ime o = (k, I)m; plati
sgn(m) = —sgn (o), proto 7 # o

# k, I plati w(i) = o (i) a tedy aj ~(i) = ai ()

je-li m(i) = k, pak o(i) = I a aj r(jy = aik = ai = aj »(j); podobné&
aj x(j) = 3j,0(j) Pokud 7(j) =1/

proto sgn (m)ay x(1) " anx(n) + 58N (0)a15(1) """ Ano(n) = 0

odtud plyne det A =10

je-li m(

i)
i)
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Efekt tfeti elementarni sloupcové (fadkové) Gpravy

tvrzeni: pri¢teme-li v matici A = (az|- - - |a,) ndsobek jednoho
radku (sloupce) k jinému fadku (sloupci), determinant det A se
nezméni

diikaz: dokazeme pro sloupce a pouzijeme det A = det(AT)

pricteme-li t-ndsobek i-tého sloupce k j-tému, dostaneme matici

B = (ai|---|aj-1[tai +ajlaj;1] - [an)
pak det B = det(a1| cee |aj,1|ta,- + aj|aj+1| cee |an) =

det(ar] - aj-ltarfaj 1| - |an) + det(ar] - ay-1ajfays1] - [an) =
det A

pricteme-li t-nasobek i-tého fadku k j-tému radku, dostaneme

matici C, pro kterou plati

det C = det(CT) = det(a1|-- - |a;_1|td; + &;[a; 1] - - |a,) =
det(ay|---|8j-1[taj[aj41] - [85) + det(ay] - - [aj1]aj[8j41] - - - [@n) =

det AT =detA
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Prvni metoda vypoctu determinantd

zname efekt eftl a esd na determinant; pomoci téchto Gprav matici
prevedeme do horni trojihelnikové nebo dolni trojihelnikové
matice a pak vyndsobime prvky na hlavni diagonale

priklad: spocteme

1 2 3 1 21 1 21
4 4 6|=3|4 4 2|=3-2|2 2 1]|=
6 8 9 6 8 3 6 8 3
1 2 1 1 2 1
3-2/0 -2 -1|=3-2|0 -2 -1 |=12
0 -4 -3 0 0 -1
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Determinanty elementarnich matic

tvrzeni: pro kazdou elementarni matici £ a libovolnou matici A,
obé fadu n, plati det(EA) = det(E) - det(A)

dikaz: kazdou elementdrni matici dostaneme z jednotkové matice
I, jednou efd; detl, =1

matici E pro prehozeni radki, dostaneme z I, prohozenim dvou
radka, tedy det E = —1 a det(EA) = (—1) det A = det(E) det(A)

matice E pro vynasobeni fadku nenulovym skaldrem je diagonalni,
tedy det E = t a det(EA) = tdet A = det(E) det(A)

a nakonec matice E pro pricteni t-ndsobku jednoho radku k jinému

je horni (nebo dolni) trojihelnikova s jednotkami na hlavni
diagonale, proto det E = 1 a det(EA) = det A = det(E) det(A)

Obecné determinanty



Determinanty

Charakterizace regularity pomoci determinantu

tvrzeni: pro Ctvercovou matici A nad T je ekvivalentni

1. matice A je regularni
18. detA#0

dakaz: pomoci efii prevedeme A do rfot C

existuji tedy elementarni matice Ei, ..., Ex takové, ze
C=EEx 1 - E1A = Ex(Ex-1--- E1A)

podle predchoziho tvrzeni plati
det C:det(Ek) det(Ek,1 ce. ElA) :det(Ek) ce det(El) det(A)

podle téZe véty je det E #£ 0 pro kazdou elementarni matici £
proto det A # 0 pravé kdyz det C # 0

protoze C je horni trojihelnikovd matice, plati det C #£ 0 pravé
kdyz ma C na hlavni diagondle samé nenulové prvky, coz je pravé
kdyz je A reguldrni
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Véta o soucinu determinant(
véta: pro kazdé dvé Ctvercové matice A, B radu n plati
det(AB) = det(A) det(B)
dikaz: neni-li A reguldrni, plati rank(A) < n a také det A =0
rovnéz rank(AB) < rank(A) < n, soucin AB neni reguldrni a tedy
det(AB) =0 = det Adet B

je-li A regularni, vyjadfime ji jako soucin A= Ej --- E2E
elementarnich matic

podle tvrzeni na str. 6-40 plati
det(AB) = det(Ek <o E2E18) =
det(Eg) - - - det(Ep) det(Ep) det(B) =
det(Ek) -det(ExEp)det(B) =--- =
det(Ey - - - ExE1) det B = det(A) det(B)

geometricky vyznam véty o soucinu determinantt
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Cramerovo pravidlo

disledek: pro reguldrni matici A plati det(A=!) = (det A)~!

dukaz: z rovnosti AA~! = |, plyne pomoci tvrzeni o soucinu
determinant(, Ze det(A) - det(A~1) = det(/,) = 1

Cramerovo pravidlo: je-li A = (a1]---|a,) reguldrni matice fadu n
nad té&lesem T, b€ T" a x = (x1,...,x,)" jednozna¢né uréeny
vektor feseni soustavy Ax = b, pak plati pro kazdé j=1,...,n
det Aj
X = )
det A

kde A; je matice, kterou dostaneme z A nahrazenim j-tého sloupce
a; sloupcem pravych stran b

dukaz: plati b = xja; + -+ + x,a, = Y1, xa;
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Dokonceni ditkazu Cramerova pravidla

potom plati det A; = det(ay|---[aj_1|blaj11|---|an) =
det(a1|---[aj_1] >°7L xiajlajya] - |an) =

>y xidet(an] - -Jaj-1lajlajia| - fan) =
xjdet(ay|---|aj_1]ajlaj;1| - -[an) = xjdet A

protoze det A # 0 (nebot A je reguldrni), plyne odtud vzorec pro x;

1 2 3|2
priklad: najdeme druhou sloZku feSeni soustavy | 4 4 6|4
6 8 9|0
123 1 2 3
platidetA=|4 4 6 |=12 a detAy=|4 4 6 |=-36
6 8 9 6 0 9

a tedy xp = —3
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Determinanty

Algebraicky doplnék

definice: je-li A = (ajj) ¢tvercovd matice ¥adu nnad T a

i,j €{1,2,...,n} pak algebraicky doplnék nebo také kofaktor
prvku aj; je skaldr m; = (—1)* det M;;, kde M;; je matice, kterou
dostaneme z A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce

priklad v matici A = (a;) =

fo N

2 3
4 6 | spoclteme kofaktor
8 9

c ‘ _ (—1)(18 —24) = 6

. 1+2
mo1 prvku djo1. Mo = (—1) +

podobné mpy = (—1)%*2 ‘ =90-18=-9

13
6 9
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Rozvoj determinantu podle sloupce
véta: je-li A = (a;) matice fadu na j € {1,2,..., n}, pak plati
detA = aijmyj + agjmoj + -+ + apjMmpj = 27:1 ajjmj;

dikaz: v kazdém soucinu vdet A=) s sgn(m)ar1)1- " ar(n)n
je pravé jeden Cinitel z j-tého sloupce matice A a to a(;);

pro kazdy prvek a;; sdruzime scitance, které jej obsahuji, a
vytkneme jej; dokazeme, Ze po vytknuti z(istane soucet rovny mj;

1. krok dukazu: budeme predpokladat, Ze a, = e,; pak plati
det A = Zﬂesn sgn (w)aﬂ(l),l S Ar(p)n =

D oreSpm(n)=n 8N (T)arx(1) 1" an(n),n =

> reSnm(ny=n 58N (T)ar(1) 1" " ar(n-1),n-1 =

(1) es, 58N (T)arn) 1 an(n—1),n-1 =
(=)™ " det M, = mpn
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Krok za krokem
2. krok dukazu: nyni pfedpokladdme, ze a; = e; pro i € {1,...,n}

matici A upravime tak, Ze napred pomoci n — j — 1 transpozic
sloupcli pfesuneme sloupec a; = e; na misto n-tého sloupce tak,
aby se poradi ostatnich sloupct nezménilo

déle pomoci n — i — 1 transpozic fadk( upravime matici tak, aby se
posledni sloupec matice rovnal e, a poradi ostatnich radku se
nezménilo; dostaneme tak matici B, jejiz minor N,, se rovna
minoru M;; matice A a n-ty sloupec b, = e,; podle 1. kroku

det A = (1)~ 1+r—i-1det B = (—1)"* det N, =
(—1)i+j det M,'j = mj;

3. krok dikazu: vektor a; matice A se rovnd y _; ajie;; pak
detA:det(a;l] ce \a,,):det(a1| oo |aj,1| 27:1 a,-je,-\ajH] v \a,,):
>oig ajdet(ay] - [aj_1lejlaji1] - - [an) = DoiL; aymj
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Determinanty
Rozvoj determinantu podle fadku
opétovnym pouzitim rovnosti det A = det(A”) dostaneme
vétu o rozvoji determinantu podle ¥adku: pro matici A Fadu n a

libovolné i € {1,2,...n} plati det A= 3"7_; a;jmj;

priklad: spocteme rozvojem podle prvniho fadku jesté jednou

123
4 4 6 :(_1)1+1.1.‘;1 g‘+(_1)1+2.2"2 g‘

6 8 9

+(—1)'3.3. g g‘:(36—48)—2(36—36)+3(32—24):12

Obecny postup: pro rozvoj determinantu obvykle vybirdme Fadek
nebo sloupec s velkym poctem prvkd rovnych O

takovy radek nebo sloupec Casto napred vytvofime pomoci
elementarnich fadkovych nebo sloupcovych Gprav
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Determinanty

Adjungovand matice

definice: kofaktorovd matice ke ¢tvercové matici A = (aj;) je
matice M = (mj;) tvofena algebraickymi dopliiky prvki ajj,
adjungovand matice k matici A je matice M7 transponovana ke
kofaktorové matici M, znaceni: adj A

tvrzeni o faleSném rozvoji: pro ¢tvercovou matici A fadu n a
libovolné dva rizné indexy k,/ € {1,2,...,n} plati

ayymyg + ayymog + -+ -+ ap My = 27:1 ajmy =0

dukaz: ozna¢ime B = (bjj) matici, kterou dostaneme z A tak, ze
nahradime k-ty sloupec a, /-tym sloupcem a;, ostatni sloupce jsou
beze zmény

det B = 0 podle pomocného tvrzeni na str. 6-37

algebraicky doplnék prvku by v B se rovna algebraickému doplriku
mj, prvku ap v A

rozvojem det B podle k-tého sloupce dostaneme

0=detB = 27:1 bymy = 27:1 aj Mik

Obecné determinanty



Determinanty

Formulka pro inverzni matici
tvrzeni: pro Ctvercovou matici A fadu n plati
adj(A)-A=A-adj(A) =det(A)- I,
diukaz: prvek na misté (k, /) v souéinu adj (A) - A se rovnd
skalarnimu soudinu k-tého ¥adku matice adj A= M7 s |-tym
sloupcem matice A, tj. k-tého sloupce kofaktorové matice M s
I-tym sloupcem matice A

n 0 pokud k # I, (faleSny rozvoj)
> i1 Mikai= :
det A pokud k =/, (rozvoj podle sloupce)

proto adj (A) - A = det(A) - I,
rovnost A - adj (A) = det(A) - I, dokdzeme podobné a nebo
aplikujeme pravé dokazanou rovnost na matici AT
dasledek: je-li matice A regularni, pak plati

1 adjA

~ detA

Obecné determinanty 6-50




Determinanty
Inverzni matice k matici radu 2

pro reguldrni matici A = (aj;) fadu 2 tak plati
-1
ail a2 1 a2 —axn
= (a11822 — a12a21)
a1 ax —di2  an

pro reguldrni matici A = (aj;) fadu 3 plati

-1
a11 412 4ai3
a1 ax axs =
a31 432 ass
az azs a2 a3 a12 ai3
a32 as3 asz2 ass az2 azs
a a a a a a
(detA)*l . 321 23 11 13 11 13
31 433 a31 ass3 az1 a3
a1 azi a1 a12 ai1 a2
a31 4a31 a31 asi1 a1 a2
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Determinanty

Vandermondova matice

uloha: je dédno téleso T, n jeho navzdjem rlznych prvkl ay,...,a,
a dalich n prvki by,...,b, €T

mame najit polynom f(x) = kg + kix + - - - + k,_1x""1 stupné
nejvySe n — 1 s koeficienty v télese T, ktery v zadaném bodé a;
nabyva predepsané hodnoty b; pro kazdé i =1,...,n

FeSeni: musi platit f(a;) = ko + kiaj + -+~ + kp_1a] ' = b;
pro kazdé i=1,...,n

neznamé koeficienty ko, ..., kn—1 € T tak musi spliiovat soustavu
linearnich rovnic

1 al af . af_l ko b1
1 a & ... agt ki by
1 a, a%, ... aﬁ‘l kn_1 b,
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Determinanty

Vandermondiv determinant

matice této soustavy se nazyva Vandermondova matice a jeji

determinant Vandermondiv determinant

tvrzeni: pro libovolné n > 2 a prvky ai,...,a, € T plati
2 n—1
1 a1 a a; .
1 a a5 a;
V(a, a2, an) = : =Ili<icj<n (3j — &)
2 n—1
1 a, a; a)
dakaz: precist ve skriptech
jsou-li prvky a1, ..., a, navzdjem rlzné, je Vandermondova matice
reguldrni, soustava pro neznamé koeficienty kg, ..., k,—1 ma

jednoznalné Feseni a polynom f(x) je proto uréeny jednoznaéné

nazyva se Lagrangedv interpolacni polynom
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Determinanty

Digitdlni klice ke korunova¢nim klenotim

zvolime néjaké dostatecné velké prvocislo p, sejf s korunovaénimi
klenoty otevie ndhodné zvolené ¢islo d € Z, = {0,1,...,p — 1}

kli¢nik musi informaci o kli¢i d rozdélit mezi 7 statnich a cirkevnich
hodnostarid tak, aby jej bylo mozné zjistit pouze tehdy, kdyz se

vsichni sejdou

udéla to tak, ze zvoli ndhodné koeficienty ki, ko,..., ke € Zp a
ziska tim polynom f(x) = d + kyx + - - - + kgx®

plati f(0) =d
dale zvoli ndhodné 7 navzajem riznych nenulovych Cisel ay, ..., a7
i-tému hodnostéfi pfidéli dvojici (aj, bj = f(a;))
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Otevirani sejfu
pri vyznamné prilezitosti se sejde vSsech 7 hodnostafil

polynom f(x) je jednoznaéné uréeny hodnotami f(a;) = b; pro
i=1,...,7, vSechny prvky a;, b; jsou k dispozici

feSenim soustavy na str. 6-52 najdou jednoznac¢né uréeny
Lagrangedv interpola¢ni polynom f a tedy také kli¢ d = f(0)

co kdyz je pan president indisponovany?
zbylych 6 hodnostafi ma k dispozici dvojice (a;, b;) proi =2,...,7

pro jakékoliv d € Z, existuje pravé jeden polynom stupné
nejvyse 6, pro ktery plati f(a;) = bj proi=2,...,7a f(0)=d
(proto jsme volili prvky aj, ..., a7 nenulové)

vSechny mozné hodnoty klice jsou pri znalosti pouhych Sesti dvojic
(aj, b;) stejné pravdépodobné
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Determinanty

Determinanty - shrnuti
pridat determinant blokové diagonalni matice

e zakladni: permutace, jejich skladani

e zakladni: sloZeni permutace na kone¢né mnoziné z transpozic,
znaménko permutace (sudé a liché permutace), znaménko
sloZeni permutaci

o zakladni: definice determinantu obecné ¢tvercové matice
o zakladni: linearni vlastnosti determinantu
e zakladni: determinant transponované matice

e zakladni: ekvivalentni definice reguldrni matice pomoci
determinantu

e zakladni: véta o soucinu determinanti
e zakladni: rozvoj determinantu podle radku nebo podle sloupce

e zakladni: adjungovana matice a vzorec pro inverzni matici
pomoci determinantd
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Determinanty

Determinanty - shrnuti

o duilezité: geometricky vyznam determinantu redlnych matic
radu 2 a 3, orientace prostoru, obsah rovnobézniku, objem
rovnobé&znosténu

o dulezité: permutacni matice

o dulezité: vliv elementarnich fadkovych Gprav na determinant,
determinant trojihelnikové matice

o dulezité: Cramerovo pravidlo

o dulezité: Vandermondova matice a Vandermondav
determinant

e pro zajimavost: Sarussovo pravidlo pro vypocet determinantu
fadu 3
e pro zajimavost: hra ,, 15"

e pro zajimavost: digitalni klice ke korunovacnim klenotiim
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Kapitola 7
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Skalarni soudin

Standardni skaldrni soudin - obsah

B Standardni skalarni soucin
V redlnych aritmetickych prostorech
V komplexnich aritmetickych prostorech
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Skalarni soudin

Opakovani

standardni (bodovy) skaldrni soucin v redlném aritmetickém
prostoru R" jsme definovali v Gvodni kapitole na str. 1-60

pro dva vektory x = (x1,...,x,) " ay = (y1,...,¥n)" €R" je
standardni skalarni soucin definovan jako redlné Cislo
X Yy=X1y1+ -+ Xn¥n

pomoci nasobeni matic mizeme standardni skalarni soucin vektort
X,y zapsat jako xTy; tomuto zapisu budeme nadale davat prednost

euklidovskou délku nebo také euklidovskou normu vektoru x € R”
pak definujeme jako ||x|| = \/x12 +x3 4+ x2 = VxTx
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Skalarni soudin

Geometricky vyznam v roviné

na str. 60 jsme také odvodili geometricky vyznam skaldrniho
soucinu dvou nenulovych vektorti x = (x1,x2)" a

y=(11)" €R?
xTy = ||x|| - |ly|| - cos ¢, kde ¢ je Ghel, ktery sviraji vektory x a'y

protoze cos ¢ = cos(—), nezalezi na tom, méfime-li Ghel mezi x a
y v kladném nebo zaporném sméru

xTy = 0 pravé kdyz jsou vektory kolmé

xTy > 0 pravé kdyz je thel mezi nimi mensi nez 7/2 (ostry)
xTy < 0 pravé kdy? je Gihel mezi nimi vétsi nez /2 (tupy)
¢emu se rovna mnozina {y € R? : x"y < 0} ?

co znamena rovnost xTy = ||x|| (||y|| - cos ) ?

Standardni skalarni soucin
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Skalarni soudin

Geometricky vyznam v prostoru

kdy je xTy = [Ix|[ -yl 7 kdy xTy = —lx][ - y] ?

geometricky vyznam skalarniho soucinu vektorii x = (x1, x0, x3) T a
y = (y1,y2,y3)" € R3 je stejny jako v roviné

jsou-li oba nenulové, pak x"y = ||x|| - ||ly|| - cos ¢, kde ¢ je Ghel
mezi vektory x a y

&emu se rovna mnozina {y € R3 : xTy < 0} pro vektor 0 #xcR3 ?
¢emu se rovna mnozina {y € R3 : xTy < 5} pro vektor o#xcR3 ?

¢emu se rovnd mnozina {y € R3: x"y < a} pro libovolné redlné
Cislo a 7
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Skalarni soucin
Zakladni vlastnosti skalarniho soucinu
do realnych aritmetickych prostorii vyssich dimenzi pfenasime
geometricky vyznam na zakladé analogie

muizeme proto mluvit o Ghlu mezi dvéma nenulovymi vektory v
R128

nebo o Ghlu, ktery sviraji dvé digitalni 8 Mpx fotografie

zakladni vlastnosti standardniho skalarniho soucinu jsou

tvrzeni: pro kazdé vektory x,y,z € R"” a kazdy skalar r € R plati
1 x"(ry) = r(x"y)

x"(y+z)=x"y+x"z

xTy=y"x

x"x >0

x"x =0 pravé kdyz x = o

ANl O
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Skalarni soudin

Standardni skalarni souéin v C"

jsou-li x = (x1,...,xn)" ay=(y1,...,yn)" dva komplexni
aritmetické vektory, pak definujeme standardni skalarni soucin
komplexnich vektorii x - y jako komplexni Cislo X1y1 + - - - + Xn¥n

divod pro tuto definici spociva v tom, Zze X - X = X1x1 + « -+ + XpXp
je vzdy nezaporné redlné Cislo

pro kazdé komplexni Cislo z = a + ib totiz plati
zz = (a— ib)(a + ib) = a* + b?

mizeme pak opét definovat délku/normu vektoru x jako nezdporné

redlné Cislo ||x|| = v/x - x

abychom mohli také standardni skalarni soucin komplexnich
vektoril zapsat maticové, definujeme hermitovsky sdruzené matice
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Skalarni soudin

Hermitovsky sdruzené matice

definice: je-li A = (ajj)mxn komplexni matice, pak matice

B = (bjj)nxm se nazyva hermitovsky sdruZend k matici A, plati-li
bj =aji prokazdé i=1,...,naj=1,...,m; znaceni A*
komplexni matice A se nazyva hermitovska, plati-li A* = A

. N 1-2i 0
o 14+ 2i 3 / B .
priklad: ( 0 3_0i aj > = _3/ 3;}—412.1

cviceni: dokazte, ze komplexni matice A typu m X n a B typu
n x p plati (AB)* = B*A*

obsahuje-li matice A sama redlna &isla, pak A* = AT

pomoci hermitovsky sdruzenych matic mizeme standardni skalarni
soucin komplexnich vektorll zapsat jako x - y = x*y
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Vlastnosti standardniho skaldrniho soucinu komplexnich
vektor(

na zakladé predchozi poznamky vime, Ze se oba standardni skalarni
souciny (redlnych nebo komplexnich artmetickych vektort) shoduji,
maji-li oba vektory vSechny slozky realné

tvrzeni pro kazdé vektory x,y,z € C" a kazdy skalar r € C plati
L x*(ry) = r(x"y)

x*(y +2z) =x"y +x*z

x‘y = y*x

x*x >0

x*x = 0 pravé kdyz x = o

ARSI Y

dakaz: vlastnosti 1. a 2. plati obecné pro pocitani s maticemi,
vlastnosti 3., 4. a 5. plynou pfimo z definice standardniho
skaldrniho soucinu komplexnich aritmetickych vektor(
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Obecny skalarni soucin - obsah

B Obecny skalarni soucin
Definice
Priklady

Obecny skaldrni souéin
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Skalarni soudin

Definice skalarniho soucinu na redlnych prostorech

operace pripominajici standardni skalarni soucin se v matematice
objevuji Casto

definice: je-li V vektorovy prostor nad R, pak zobrazeni, ktera
kazdé usporddané dvojici vektord x,y € V priradi redlné Cislo
(x]y) € R, nazyvame skaldrni soucin na V, jestlize pro kazdé
vektory x,y,z € V a kazdy skaldr r € R plati

(x|ry) = r(x]y)

- (xly +2) = (x]y) + (x[z)

(xly) = {ylx)

4. (x|x) >0

5. (x|x) =0 pravé kdyz x =0

w o=

aritmeticky prostor R"” se skaldrnim soucinem nazyvame
euklidovsky prostor dimenze n

volbou r = 0 v podmince 1. dostdvame (x|o) = 0 pro kazdé x € V
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Skalarni soudin

Definice skalarniho soucinu na komplexnich prostorech

definice: je-li V vektorovy prostor nad C, pak zobrazeni, ktera
kazdé usporadané dvojici vektorli x,y € V pfifadi Cislo (x]y) € C
nazyvame skalarni soucin na V, jestlize pro kazdé vektory

X,¥,z € V a kazdy skalar r € C plati

(x|ry) = r(x]y)
x|y +2z) = (x]y) + (x|z)

[ay

A
- {x]y) = (y[x)

. (x|x) je nezaporné redlné Cislo
A

g B~ W N

x|x) = 0 pravé kdyz x = o

aritmeticky prostor C" se skalarnim soucinem nazyvame unitarni
prostor dimenze n

odlisnosti mezi obéma definicemi
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Skalarni soudin

Redlny Hilbertiv prostor 1

v prostoru vSech redlnych posloupnosti R vezmeme podmnozinu

v v . . 0o ‘v oo 2
{5 tvorenou vSemi posloupnostmi (a,)0°, pro které fada > .~ a
konverguje

tvrzeni: ¢, je podprostor R¥
dikaz: musime dokazat uzavrenost /> na obé operace v R¥

uzavfenost na nasobeni skaldrem je jednoduch3; je-li
a=(a,)2, €lakeR, pak fada > 07 (kay)? = k*>.°° | a2
také konverguje, coz znamena, ze ka € /o

k dikazu uzavrenosti £> na s¢itani vyuzijeme jednoduchou vlastnost
redlnych &sel, totiz Ze |ab| < 3(a® + b?) pro kazda &sla a, b € R
odtud plyne, Ze fada Y2, |a,bn| konverguje pro libovolné
a=(an)pZ1 ab=(bn);2; € Lo

proto fady > 1 anbn a >0 (an+ bn)? = 300 (8% +2apb, + b2)
také konverguji, coz dokazuje, Ze a+ b € ¢» pro kazdé a,b € />
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Skalarni soudin

Redlny Hilbertlv prostor 2

na prostoru ¢, definujeme zobrazeni (alb) = >"°° , a,b, pro kazdé
a=(an)0,b=(by)°; € lo; konvergenci fady > "7 | a,b, jsme
dokazali na predchozim slajdu dole

tvrzeni: zobrazeni (alb) = >, a,b, je skaldrni sou¢in na
prostoru o

dakaz: ovéreni vsech péti podminek z definice skalarniho soucinu
je primocaré

definice: prostor ¢, s pravé definovanym skalarnim soucinem se
nazyva (redlny) Hilbertiv prostor

Hilbertdv prostor /> obsahuje euklidovské prostory vSech dimenzi
jako podprostory

Obecny skalarni souéin



Skalarni soudin

Komplexni Hilbertlv prostor

podobné je definovan komplexni Hilbertlv prostor £, jako
podprostor prostoru C* vsech posloupnosti komplexnich &isel
takovych, e fada > °°  |a,|? konverguje

skalarni soucin (alb) dvou posloupnosti
a=(an)i1,b=(bn)i2; € {2 je definovdn jako soucet rady
2 n=13nbp

konvergence této fady stejné jako uzavrenost prostoru > na scitani
se dokaze podobné jako v redlném pripadé

komplexni Hilbertiv prostor ¢» je zakladnim matematickym
nastrojem kvantové mechaniky

Obecny skalarni souéin



Skalarni soudin

Skaldrni soucin definovany matici 1

je-li A = (ajj) redlna (nebo komplexni) matice radu n, pak mizeme
definovat zobrazeni f : R” x R” — R (nebo f : C" x C" — C)
predpisem f(x,y) = x Ay (nebo f(x,y) = x*Ay)

protoze f(x, ry) = x" A(ry) = xT (rAy) = r(x" Ay) = rf(x,y)
af(x,y+z)=x"Aly +z) =x"TAy +xT Az = f(x,y) + f(x,2)
spliiuje f prvni dvé podminky z definice obecného skalarniho
soucdinu

ma-li platit f(x,y) = f(y, x), musi specidlné platit
f(ej,ej) = f(ej,e;) pro kazdé i,j € {1,2,...,n}

protoze f(e;, e;) = e/ Aej = e[ a; = aj; a podobné f(e;, e;) = aj;,
k rovnosti f(e;, e;) = f(ej, e;) je nutné, aby platilo a; = aj; pro

kazdé i, j, neboli AT = A, tj. A musi byt symetrickd matice

Obecny skalarni souéin



Skalarni soudin

Skaldrni soucin definovany matici 2
pokud AT = A plati, je f(x,y) =xTAy = x" ATy = (Ax)Ty =
((Ax)7y)" =y (Ax) = f(y,x)

to znamend, ze f splfiuje podminku 3. z definice obecného
skalarniho soucinu pravé kdyz A je symetrickd matice

analogicky dokazeme, Ze zobrazeni f(x,y) = x*Ay definované
komplexni matici A spliiuje prvni tfi podminky definice obecného
skalarniho soucinu na C” pravé kdyz A* = A

pozdéji dokazeme, e zobrazeni f(x,y) = x” Ay (nebo zobrazeni
f(x,y) = x*Ay) spliiuje podminky 4. a 5. obecné definice
skalarniho soucinu na R” (nebo C") pravé kdyz existuje redlna
(nebo komplexni) matice B takova, 7 BT B = A (nebo B*B = A)

takovym maticim se fikd pozitivné definitni a setkdme se s nimi
jesté mnohokrat

Obecny skalarni souéin



Skalarni soudin

Integral jako skalarni soucin

na prostoru C(—1,1) vSech spojitych reélnych funkci na intervalu
(—1,1) definujeme skaldrni soucin (f|g) = f fg

je-li C(—1,1) prostor vSech spojitych komplexnich funkci

definovanych na intervalu redlnych Cisel (a, b) definuje predpis
bz IV

(flg) = [, fg skalarni soucin

Obecny skalarni souéin
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Norma - obsah

®m Norma
Norma definovana skaldrnim soudinem
Cauchy-Schwarzova nerovnost

Norma
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Skalarni soudin

Norma

Definice normy definované skalarnim soucinem

standardni skalarni soucin v euklidovském prostoru R” definuje
euklidovskou normu (vzdalenost)

podobné také obecny skalarni soucin na vektorovém prostoru V
definuje normu prvki V

definice: je-li V redlny nebo komplexni vektorovy prostor se
skalarnim soucinem (), pak definuje normu ||u|| prvku u € V jako
realné Cislo [ju]] = /(u|u)

priklad: norma vektoru u = (1 —i,2,3 +2)" v unitarnim prostoru
C3 (tj. se standardnim skalarnim soucinem) se rovna

ul| = Vuru=/(1+i,2,3-2i)(1—i,2,3+2)7 =
VITAT T3 Vio

obecné: je-liu = (u1,...,u,)" € C", pak norma ||u|| uréend
standardnim skalarnim sou¢inem v C" je +/|u1]2 + -+ + |up|?




Skalarni soudin

Norma

Zakladni vlastnosti normy
priklad: norma posloupnosti (%)2‘;1 v prostoru f» se rovna
ZOO 1 _ 7
n=1 p2 — \/6

tvrzeni: je-li V vektorovy prostor nad R (nebo nad C) se skalarnim
soucinem (|), u,v € V a t € R (nebo t € C), pak plati

e ||u|| > 0, pficemz rovnost plati pravé kdyz u = o

o [ltul] = [t[||u]

o [lu+v[?+[ju—v]?* = 2[ul* + 2v|}?

dakaz: prvni tvrzeni plyne ze 4. a 5. podminky pro skalarni soucin
[tul]?> = (tu[tu) = Tt{ulu)=t*jul]?

lu+v|?+|u—v|?={u+vju+v)+ (u—vlju—v)=
(ulu) -+ (uly) + {vlu} + (vIv) 1 (ulu) — (uly) — (vlu) + {vlv) =
2(ulu) + 2(v|v) = 2u[* + 2[jv|]?



Skalarni soudin

Norma

Polarizac¢ni identity

tvrzeni: je-li V vektorovy prostor nad R (nebo nad C) se skalarnim
sou¢inem (|), u,v € V a t € R (nebo t € C), pak plati

o Re(ulv) = 3(|lu+v|* = [Jul® — fv|?
o Im(ulv) = —5(|lu+iv]?— [lul® — [lv/})

diikaz: spocteme |lu+v|? = (u|u) + (u|v) + (v|u) + (v|v) =
[ul? + {uv) + (u|v) + [[v]* = [lu]|* + 2Re (u|v) + ||v|[*

v druhé Casti spocteme

lu+iv)? = (ulu) + (uliv) + (iv|u) + (iv|iv) =

Jull® i (u|v) + i v u) + i - i]|v]]* =

ull? +i((u|v) = (ulv)) + V][> = [jul]® +2i - Im (ujv) + [[v]]?

(lu+ v = [Jul* = [v][?) =

odtud spocteme Im(u|v) = %
—5([lu+iv]]? = [lul* — [[v]]?)



Skalarni soudin

Norma

Cauchyho-Schwarzova nerovnost

nasledujici dilezita véta ukazuje, ze také obecny skalarni soucin
muzeme pouzit k méreni Ghli

véta: je-li V redlny (nebo komplexni) vektorovy prostor se
skalarnim soucinem (|) a u,v € V, pak plati

[ (ulv) | < [l flv]
a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz posloupnost (u,v) je linearné
zavisla posloupnost
dukaz: je-li posloupnost (u,v) linearné zavisla, plati bud u = tv
nebo v = tu pro néjaké t € R (nebo t € C)

je-liv = tu, plati | (u|v) | = [(u|tu) [ = [t (ufu)| = [t|]u]? =
[l Jull ull = {lv{| [ju]

pfipad v = tu plyne z pfedchoziho, nebot |(u|v) | =|(v|u)]|



Skalarni soudin

Dokonceni ditkazu Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti
je-li posloupnost (u, v) linedrné nezavisla, plati v # tu pro jakykoliv
skalar t; pro kazdy skalar t plati proto také
O<|v—tul]2=(v—tulv—tu)=(v|v)—t(v|ju) —E(u|v— tu)
nyni zvolime t tak, aby platilo 0= (u|v—tu) = (u|v) — t (u|u)
k tomu je nutné a stadi, aby t = <”l:jH2 (u # o nebot (u,v) je LN)

po dosazeni do pravé strany prvniho radku dostavame

e e e el e i

priklad: pro libovolna realna Cisla vy, up, uz, ug, vi, vo, v, v4 plati

|urvi + upva + u3vz + ugva| < \/uf + u% + u§ + uz\/Vf + V22 + Vg? + Vf

staci pouzit Cauchyho-Schwarzovu nerovnost pro vektory
u=(uy,u,u3,u4)” av=_(vg,v,v3,vs)" €R*a standardni
skalarni soudin v R*
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Skalarni soudin

Norma

Disledky Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti

pro libovolné dva nenulové vektory u,v € V v prostoru se
skaldrnim sou&inem (|) plati dé‘ﬁ‘ﬁgh <1

v pfipadé, Ze (u|v) je vzdy redlné Cislo, existuje jednoznacéné
(ulv)

(vl full

uréeny thel ¢ € (0,7), pro ktery plati cosp =

definice: je-li V redlny vektorovy prostor se skalarnim soucinem
(]) a u,v jsou dva nenulové vektory, pak definujeme ihel mezi

vektory u a v jako Cislo ¢ € (0, ), pro které plati cos¢ = ||‘<l|||I\I>H

piklad: spoitdme Ghel ¢ mezi posloupnostmi u = (1)>¢, a
e1 = (01,0)721 v redlném Hilbertové prostoru l5; plati |lul| = %,

llei]| =1 a (uler) = 1; proto cos 1 = \[

podobné pro Ghel ¢o mezi u a ey plati cos gy = g



Skalarni soudin

Norma

Trojuhelnikova nerovnost a kosinova véta

tvrzeni: v redlném nebo komplexnim prostoru V se skaldrnim
sou¢inem (|) pro libovolné dva prvky u,v € V plati

Ju+ v < ul] + vl

dikaz: spotitdme |u+v|?=(u+v|u+v)=

(ufu) +(ulv)+{viu)+(v|v) = (u|u)+(u|v) +(u|v)+(v|v) =
Jull2 + 2Re((u [v)) + VI < lul2 +2| (v} | + ]

< ul + 2l v] + v] = (Jull + [Iv])?

tvrzeni: pro libovolné dva nenulové prvky u, v redlného
vektorového prostoru V se skaldrnim souéinem (|) plati
Ju—v[? = [lu]> + [[v]|* = 2[u]| [lv[| cos #,

kde ¢ je Ghel mezi vektory u a v

diikaz: opét staci pouze pocitat [[u —v|[? = (u—v|u—v) =
(ulu) = 2(ulv) + (vIv) = [[u]® + [[v[|* = 2[lu] ]| cos ¢



Skalarni soudin

Norma

Obecné normy informativné

definice: norma na redlném nebo komplexnim vektorovém prostoru
V je zobrazeni, které kazdému prvku x € V prifazuje redlné Cislo
|Ix|| a které spliiuje podminky

1. ||x|| > 0, pficemz ||x|| = 0 pravé kdyz x =0,

2. ||tx|| = |t] ||x]| pro kazdé x € V a kazdy skalar t

3. x4yl < |Ix|| + [ly]| pro kazdé x,y € V
euklidovskd norma urcend standardnim skalarnim soucinem neni
jedinou moznou normou na R”
pohybujeme-li se po ¢tvercové siti, pak je vhodnéjsi pouzivat
souctovou normu ||(x1, X2, ..., xa) || = |x1| + [x2| + -+ + |4
jiny priklad pouzivané normy na R" je maximalni norma
l(x1, %2, - -+ %) T|| = max{|x1|, |xal, ..., |xa|}
ani jedna z téchto norem neni uréena zadnym skaldrnim soucinem
na R”, nebot nespliuji ,,rovnobéznikovou identitu" - treti
podminku z tvrzeni na str. 7-22
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Kolmost/ortogonalita - obsah

B Kolmost/ortogonalita
Kolmost/ortogonalita
Ortonormalni baze
Gramova-Schmidtova ortogonalizace
Unitdrni a ortogondlni matice
Ortogonalni doplnék

:
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Skalarni soucin
Definice kolmosti
nasledujici definici budeme pouZivat neustéle
definice: je-li V redlny nebo komplexni prostor se (|), pak dva

prvky u,v € V nazyvame kolmé (ortogondini) pokud (u|v) = 0;
oznaceni: u L v

posloupnost (uy,...,uk) prvkd V se nazyva ortogondlini, plati-li
u; L u; kdykoliv i # j; ortogondlni posloupnost se nazyva
ortonormdlni, pokud navic ||u;j|| =1 pro kazdé i =1,2,...,k

mnozina M C V se nazyvad orotogonalni, plati-li u L v pro kazdé
dva rizné prvky u,v € M; ortogonalni mnozina M C V se nazyva
ortonormdlni, pokud navic ||u|| =1 pro kazdé u ¢ M

zatimco ortogonalni posloupnost nebo mnoZina miize obsahovat
nulovy prvek o, v ortonormalni posloupnosti nebo mnoziné musi
byt vSechny prvky nenulové

Kolmost/ortogonalita



Skalarni soudin

Linearni nezavislost ortogondlni posloupnosti vektort

plati-li u L v, pak také (ru) L (sv) pro libovolné skalary r,s; plati
totiz (ru|sv) = 7s (u|v)

déle pro kazdy nenulovy vektor u plati HﬁH =1 (normalizace u)

pozorovani: jeli posloupnost nenulovych vektort (ug, ..., ux)
ortogonalni, pak posloupnost (7t i) je ortonormilini

(Jua[[7 =7 flug]]

tvrzeni: je-li V redlny nebo komplexni prostor se (|), pak kazdd
ortogonalni posloupnost nenulovych prvkd (ug,uy, ..., uk) je LN
dakaz: je-li aju; + apup + - - - 4 aguy, = o, pak pro kazdé
i=1,...,k plati (u,-]alul + aup 4 - - - +akuk) = <I.I,"0> =0;
protoze plati 0 = (uj|ajuy + asup + - - - + aguy) =

ar (ujfup) + -+ a (ujJup) + - + ag (Ui Jug) = aj|uj]|,

plyne odtud a; = 0 pro kazdé i =1,..., k, coz dokazuje, ze
(ug,...,ux) je linedrné nezavisld posloupnost

Kolmost/ortogonalita



Skalarni soudin

Ortogonalni a ortonormalni baze

z predchoziho tvrzeni plyne, ze kazda ortogonalni posloupnost n
nenulovych vektor( v prostoru V dimenze n se skalarnim soucinem
je baze ve V

podobné je kazda ortonormalni posloupnost n vektor(i v prostoru V
dimenze n se skaldrnim soucinem baze ve V

priklad: kanonickd baze je ortonormdlni baze v prostoru R” (nebo
v C") se standardnim skalarnim soucinem

3

cviceni: dokazte, ze matice A = ( 11

) definuje skaldrni soucin

V2

)
vy -1 : e s
dokazte, ze posloupnost 3 je ortogonalni baze v

R? s timto skaldrnim soucinem a spoctéte normy jejich prvki

na R? predpisem ((uy, up)" |(V1, v2)T ) = (u1, u2)A < . )

Kolmost/ortogonalita



Skalarni soudin

Pythagorova véta

priklad: v prostoru spojitych funkci na intervalu (—m, ) se
skalérnim sou¢inem (f |g) = [”_fg je mnoZina funkci
{1, sin x, cos x, sin(2x), cos(2x), . . . } ortogondlni

tvrzeni: v prostoru V se skalarnim soucinem (|) plati pro dva
kolmé prvky u L v rovnost ||u+ v||> = ||u[|? + |v]|?
diikaz: spocteme |lu+v|?=(u+v|u+v) =

(ulu) + (ulv) + (v]u) + (v |v) = ul® + [|v]?

poznamka: z predchoziho diikazu také vidime, ze z rovnosti
lu+v||? = ||u]|? + ||v||? pro dva vektory u,v € V plyne

0= (ulv)+(v|u) =2Re((u|v))

je-li prostor V nad redlnymi Cisly, plati (ulv) =0 atedyu L v

je-li prostor V nad komplexnimi &isly, plati pouze Re({u|v)) =0,
prvky u a v nemusi byt kolmé

Kolmost/ortogonalita

7-33



Skalarni soudin
Souradnice vzhledem k ortonormalni bazi

ortonormalni baze v prostorech se skaldrnim soucinem jsou
dllezité, protoZze umoznuji snadno spocitat souradnice libovolného
prvku vzhledem k témto bazim

tvrzeni: je-li B = (vy,...,v,) ortonormdlni baze v prostoru V se
skalarnim soucinem (|) a u € V, pak plati

u=(viju)vy+ (vaju)vo+ -+ (vy|u)vp,

t.j' [U]B = (<V1 |U> ) <V2 ‘U> PR <Vn ’u>)T

dukaz: vyjadfime u jako LK prvkl baze B = (vi,...,vp)
u=avi+-- +aVy tj. [ulg = (ar,...,an)"

pro kazdé i € {1,..., n} skalarné vynasobime prvkem v; zleva:
(vilu) = (vi|avi + -+ ajvi+ -+ apvy) =

al(v,-]v1>+---+a,-(v,-\v,->—i—---a,,(v,-\v,,):a,-
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Skalarni soudin

Priklad

priklad: posloupnost <v1 = < i ) ,Vp = < _11 >) je

ortogonalni v prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem
plati [|v1]| = [Jv2]| = v2

posloupnost B = (\% ( i ) ,% < _11 )) je tedy ortonormalni
baze v R?

najdeme soutadnice vektoru < 2 > vzhledem k bazi B:

4
s00(3)=% H(d)-4

tiorore (2 — 6 (1.2 (-1
platiproto | -, 1= 1 )T 1
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Skalarni soudin

Geometricky vyznam souradnic vzhledem k ortonormalni bazi

je-li v prvek s normou ||v|| = 1 v prostoru V se skalarnim soucinem
(1) aueV, pak prvek (v|u) v = (||v]| [|ul| cos p)v = (||u]| cos p)v
je pravouhly primét, budeme mu Fikat ortogondini projekce,
vektoru u do primky generované vektorem v

plati totiz (v|u — (viu)v) = (v|u) — (v]u)(v|v) =0

je-li B =(v1,...,vy) ortonormalni baze v prostoru V, pak
vyjadieni u = (vi |u) vy + (va |u) vo + - - - + (v, |u) v, Fikd, ze u je
souctem ortogonalnich projekci vektoru u do primek generovanych
jednotlivymi vektory v; baze B

Kolmost/ortogonalita
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Skalarni soudin
Skalarni soudin a ortonormalni baze

koeficientim vyjadfeni u = ajvy + - - - + apv,, vektoru u jako linearni
kombinace prvkii ortonormalni baze B = (vi,...,v,) prostoru V se
také ¥fika Fourierovy koeficienty vektoru u vzhledem k bazi B

zname-li v prostoru V s obecnym skaldrnim soucinem néjakou
ortonormélni bazi B = (vi,...,v,), mizeme hodnotu skaldrniho
soucinu (u|w) dvou prvki u, w spoditat snadno pomoci jejich
Fourierovych koeficientd vzhledem k bazi B

tvrzeni: je-li V prostor se skalarnim souéinem (|), B = (v1,...,vp)
ortonormalni baze ve V, a u,w € V, pak plati (u|w) = [u]5[w]s
dukaz: je-liu=avi+---+apv, =) 1 ;ajva

wW=bvi+ -+ by, = Z}’zl bjvj, pak plati

(ulw) = <Z7:1 ajVi ‘Zf:l bj"j> =>4 Jr]:1 aibj (vilv;) =
D1 2o aibidy = o1 @b = [u]g[w]s

Kolmost/ortogonalita
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Frobeniova norma

na prostoru R™*" redlnych matice typu m x n definujeme skalarni
soucin dvou matic A = (aj;) a B = (bjj) jako
(AlB)=3""4 _jr":]. ajjbjj

skalarni soucin (A|B) se rovna standardnimu skalarnimu soucinu
aritmetickych vektort (af [aJ|---[a])T a (bf|bJ|---|b)T

podobné definujeme skalarni soucin dvou komplexnich matic
A= (aj) a B=(bj) typu mx n jako (A|B) =", > "1 3jib;

norma ||Al| redlné nebo komplexni matice A = (aj;;) uréena timto

skaldrnim soudinem se rovna \/27’:1 i1 lail?

definice: je-li A = (ajj) redlna nebo komplexni matice typu m x n,

pak norma [|A| = />°i2; > 74 |aj|? se nazyva Frobeniova norma

matice A; nékdy se tato norma zapisuje jako ||A||2

Kolmost/ortogonalita



Skalarni soudin

Ortonormalni baze v prostoru matic a format jpeg

na str. 2-63 jsme si rekli, Zze barevna digitalni fotografie je soubor
t¥i Ctvercovych obrovskych matic, jejichz prvky jsou celd Cisla z
intervalu (—127,+128)

jeden ze zpusob( komprimace téchto matic je format jpeg

jpeg rozklada velkou matici do disjunktniho sjednoceni matic fadu
8, tzv. ,dlazdic"

dimenze prostoru R8*2 je 64

format jpeg vyjadfuje matice z R8*® pomoci jejich souradnic ve
specialné zvolené ortonormalni bazi R8x8

tato baze je zvolena s ohledem na to, jak vnima lidské oko
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Skalarni soudin

Ptiklad ortonormalni baze v R®%8 1. &ast

napred vyrobime sloupcové vektory a1, ... ,ag € R® s prvky +1
za¢neme dvéma vektory z R?: ( i ) ( i_ >
- - - -
z nich vyrobime + + - ~ |, a nakonec
- — - -~
+ — — +
+ + + + + + + +
- - - - -~ -~ -~ -~
+ + - - + + - -
- - - - - - - -
+ - + - + — + —
- -~ - -~ -~ - -~ -
+ - - + + - — +
_|_
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Ptiklad ortonormalni baze v R8%8 2. &3ist

vS§imnéme si, ze v kazdém Fadku je posloupnost vektori ortogonalni
vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu v prislusném
redlném artimetickém prostoru, prvnim maji normu /2, ve druhém
2 a ve tietim /8

nyni vyrobime mnoZinu 64 matic v prostoru R8>8 :

Aj = {a,-aJT ci,j=1,2,...,8}; plati Aj = A}-— pro kazdé i, j
pozorovani: mnozina matic {A;;,i,j =1,...,8} je ortogonalni a
vSechny matice Aj; jsou nenulové, jejich norma ||A||> je 8;

matice %A;j usporadame do posloupnosti a dostaneme tak
ortonormalni bazi v R8>8

komprimace dat ve formatu jpeg pak spociva v tom, ze neuklada
vSechny koeficienty pfi vyjadreni dlazdice A jako linedrni kombinace
matic Ajj; oznacime-li prvni Ctyfi 8-slozkové vektory dole na
predchozi strané postupné ai,ap, as, a3, jpeg ukladdd pouze
koeficienty u matic A11, A1o, Ar1, A13, Az, Azg
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Skalarni soudin

Ortogonalni projekce na podprostor 1

tvrzeni: je-li P kone¢né generovany podprostor prostoru V se
skalarnim soucinem (|) a (vi,...,vk) néjakd ortonormalni baze
podprostoru P a u € V, pak pro vektor

up = (vy |u) vy + (va [u) Vo + - + (v [u) vy € P plati
(u—up) L p pro kazdy vektor p € P

dakaz: napred dokdzeme, ze vektor u — up je kolmy na kazdy
vektor baze (vi,...,vk)

stadi spoéitat  (vj|lu —up) =
(vifu—(vifu)vy — - —(vi|u)v; — - = (v |u) vy ) =
(i |u) = (vi|u) (vilv;) =0

libovolny vektor p € P vyjadfime jako linedrni kombinaci prvkd
baze (vi1,...,vk) podprostoru P:  p = byvy + - - + bgvg

a spolteme (u—upl|p) = (u—up|bivi+ -+ byvg) =
b1<u—uP|v1>+~~+bk<u—uP|vk>:0
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Ortogonalni projekce na podprostor 2

tvrzeni: je-li P kone¢né generovany podprostor prostoru V se
skalarnim soucinem (), (v1,...,Vvk) néjakd ortonormalni baze
podprostoru P a u € V, pak pro vektor

up = (vi|u) vy + (va|u)va + - + (vg |u) v, € P plati, ze
|lu—up| < |ju—q| pro kazdy vektor q € P, pfic¢emz rovnost
nastava pravé kdyz q = up

dukaz: podle tvrzeni na pfedchozi strané plati ze (u —up) L p pro
kazdy vektor p € P
je-liq € P, pak také up —q € P a tedy (u—up) L (up — q)

protoze u — q = (u — up) + (up — q), plyne z Pythagorovy véty
lu—al? = [lu—up| + [lup —q|]* > [ju — up|]?, pitemz rovnost
nastava pravé kdyz |jup — q|| =0, tj. pravé kdyz q = up
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Gramova-Schmidtova ortogonalizace

posledni tvrzeni rikd, Zze pokud existuje ortonormalni baze v
konecné generovaném podprostoru P jakéhokoliv prostoru V se
(1), pak pro kazdé u € V existuje v P jednoznaéné uréeny
+nejblizsi* prvek up € P; podle tvrzeni na str. 7-42 pro prvek up
navic plati (u — up) L p pro kazdy vektor p € P

nasledujici véta Fika, Ze ortonormalni baze existuji v kazdém
konec¢né generovaném podprostoru

jeji diikaz je vlastné algoritmus nazyvany Gramova-Schmidtova
ortogonalizace, jeho dillezitost je srovnatelna s vyznamem
Gaussovy eliminace

véta: je-li (a1,...,a,) linedrné nezavisld posloupnost v prostoru V
se skalarnim soucinem (|), pak existuje ortonormalni posloupnost
(d1,...,9,) ve V takova, Ze pro kazdé i = 1,..., n plati
(ar,....qi) = (a1,...,a))
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Ditkaz Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

dakaz: prvky hledané ortonormalni posloupnosti
(d1,---,9k, -+ ,qn) sestrojime indukci podle k

je-li k =1, pak a; # o, nebot (a1, ...,a,) je LN posloupnost

polozime q; = |laz|~ta;

plati ||q1|| = 1, posloupnost (q1) je ON a (q1) = (a1)

indukéni predpoklad je, ze pro néjaké k € {2,...,n} jiz mdme
sestrojenou ON posloupnost (qi,...,qx_1) ve V takovou, Ze pro
kazdé i =1,...,k — 1 plati (q1,...,q;) = (a1,...,a;)

oznalime Py_; podprostor (q1,...,dx_1), posloupnost
(d1,...,9x—1) je ortonormalni baze Py_;

oznacime px_1 = (q1 |ak) d1 + - - + (Qk—1]ak) qk—1 € Py_1
ay ¢ (a1,...,ax_1), protoze (a,...,a,) je LN posloupnost, a
(al, oo ,ak,]_) = <CI1, v ,qk,1> = Pk,]_ podle indukéniho
predpokladu, plati proto ax # px—1 a tedy ||ax — px—1]| # 0
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Dokonceni dikazu Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

podle tvrzeni na str. 7-42 plati (ax — pxk—1) L q; pro kazdé
i=1,... k-1

polozime qx = ||ax — Pk—1]| " (ak — Px—1)
posloupnost (q1,...,qk_1,dx) je potom ortonormalni

k dokonceni dikazu indukéniho kroku stadi ukazat, Ze
(a1,...,ak_1,ak) = (q1, ..., 91, qk)

indukéni predpoklad je (ai,...,ak—1) = (q1,...,qx—1) a dale plati
rovnost  ax = |lax — Pk—1l/ Ak + Pk—1 =
llaxk — Pr—1ll 9k + (a1 |ak) Q1 + - - + (Qu—1 |ak) qk—1

z bodu 2. na str. 5-21 plyne (a1, ...,ax_1,ax) C (q1,.-.,9k—1,9k)

z téze rovnosti a podle téhoz bodu 2. na str. 5-21 plyne také
opaéné inkluze <q1, ey Qk—1, qk> - <al, e, Ak—1, ak>
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Dasledky

dasledek 1: v kazdém konec¢né generovaném podprostoru P
vektorového prostoru V se skalarnim soucinem existuje
ortonormalni baze

dukaz: stadi vzit libovolnou bézi (ay,...,a,) podprostoru P a
pouzit na ni Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci

duasledek 2: je-li P podprostor kone¢né dimenziondlniho prostoru
V se skalarnim soucinem, pak Ize libovolnou ortonormalni bazi P
rozsirit do ortonormalni baze celého prostoru V

dukaz: je-li (qi,...,qx) ON baze P, doplnime ji jakkoliv na bazi
(d1,-..,9k,ak+1,- - -, an) celého prostoru V, ze které pak
vyrobime ON bazi Gramovo-Schmidtovo ortogonalizaci, ta prvnich
k vektor( qi, ..., qx nezméni; také mizeme GSO spustit az od

(k + 1)-niho kroku
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Dalsi dasledek

disledek 3: je-li P konecné generovany podprostor prostoru V se
skalarnim soudinem a u € V, pak existuje vektor up € P, pro ktery
plati, Ze |ju — up| < ||lu — q|| pro kazdy vektor q € P, pficemz
rovnost nastava pravé kdyz q = up

dikaz: staci zvolit néjakou ON bazi v P a pouzit tvrzeni na
str. 7-43

vSimnéme si, ze prvek up je svymi vlastnostmi v disledku 3 uréeny
jednoznacné

definice: je-li P konecné generovany podprostor prostoru V se
skalarnim soucinem a u € V, pak prvek up z predchoziho disledku
nazyvame ortogonalni projekce u na podprostor P
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Algoritmus pro Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci

vstup: LN posloupnost (a1, ...,a,) prvkd prostoru V se (|)

vystup: ON posloupnost (qi,...,q,) ve V takova, ze
(a1,...,ax) = (q1,...,qk) pro kazdé k=1,...,n

budeme pouzivat pomocné vektory by = ax — px_1

krok 1la polozime by = a;

o krok 1b poloZime q; = ||by||~tby (normalizace)
e krok 2a polozime by = a; — (q1 |az) g1 (ortogonalizace)
e krok 2b polozime q> = ||bz||~thb; (normalizace)
o krok 3a polozime by = a3 — ((q1 |a3) q1 + (g2 [a3) q2)

e krok 3b polozime q3 = ||b3||"lbs (normalizace)
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Priklad

ortogonalizujeme a; = ,ay =

1
0
0
-1 -1 -1
krok 1b: q; = |ja;|~ta; = (v/2)71(1,0,0,-1)"

krok 2a: q/ a = /2, by = a» — (q{ a2)q; = (0,2,0,0)7
krok 2b: g, = ||bz[|"'by = (0,1,0,0)7

krok 3a: qf a3 =2v2, qJ a3 =1, b3 = a3 — (q{ a3)q1 — (9] a3)q>
=(1,0,1,1)7

krok 3b: g3 = ||bs| ~'bs = (v3)7%(1,0,1,1)7

proto g1 = (v2)!

O O =
o]
N
|
O O = O
=]
w
Il
—~~
N
N
R
=
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GSO v aritmetickych prostorech se standardnim (|)

je-li (a1,...,a,) LN posloupnost v aritmetickém prostoru C™
(nebo R™), mizeme ji zapsat do sloupcii komplexni (nebo realné)
matice A = (ai) = (a1]...|an) typu m x n

stejné tak vyslednou ON posloupnost (qs, ..., q,) zapiseme jako

sloupce matice Q = (g;;) = (a1]-- - |dn)

vztah mezi maticemi A a Q vycteme pfimo z ditkazu véty o GSO,
pouze nahradime obecny skaldrni soucin standardnim

rovnost q; = ||az||"a; prepieme jako a; = a1 q:

pro k > 2 z rovnosti qx = ||ax — px_1]| }(akx — px_1) spocteme
ay = |lax — pk-1llak + k-1 =

(arak)a: + -+ + (di_jak)ak-1 + [[ak — Px—1/ a«

coz Zapigeme a, = Q(qfaky o 7q7;_1ak7 Hak - pk*l”7 07 e 70)T
pro kazdé k > 2; a déle a; = Q(||a1][,0,---,0)"
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Maticovy zapis Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

vztah mezi maticemi A a Q miZeme zapsat jako

lai]l  qja: qias ... qiak

0 Jla2—paf azaz ... q3ak

A=Q 0 0 las — p2|| qsai
0 0 0 oo Jlak — pr1]

pravého Cinitele miizeme zapsat jako ¢tvercovou matici R = (rj),

0, pokud plati j > k
kde rj = quak, pokud plati j < k
llaj — pj—1]|, pokud plati j = k
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QR-rozklad

dokazali jsme tak nasledujici daleZitou vétu

véta: je-li posloupnost (as,--- ,a,) sloupcovych vektorti komplexni
(nebo readlné) matice A typu m x n linedrné nezavisla, pak existuji
matice @ = (q1| - - - |qn) takova, ze posloupnost sloupcovych

vektort (q1,- - ,qn) je ortonormdlni, a horni trojihelnikovd matice

R tadu n s kladnymi prvky na hlavni diagonale, pro které plati
A=QR

pozdéji dokdzeme, ze matice @, R jsou urené jednoznalné

definice: je-li A redlnd nebo komplexni matice typu m x n a
rank(A) = n, pak vyjadfeni A = QR, kde posloupnost sloupcovych
vektort @ je ortonormalni a R je horni trojihelnikova matice s
kladnymi prvky na hlavni diagonale, se nazyva QR-rozklad

matice A
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Skaldrni soucin
GSO neni numericky stabilni

priklad: v aritmetice se zaokrouhlovdnim na t¥i platnd mista
1 1 1
pouZijeme GSO na matici A= [ 103 1073 0
10 0 103

vvvvv

krok 1b: |ja;||=v12+106+106=1, q; = a; = (1,1073,1073)7
krok 2a: q/ ay=1+10"% =1, by=a,—(q{ a2)q; =(0,0, -1073)7
krok 2b: ||by|| = V106 = 1073, g, = (1073)"'by = (0,0,—1)7
krok 3a: q/a3 =1+10°=1,qJas = -103
bs = a3 — (af a3)a: — (93 as)q2 = (0,-1073,-1073)7

krok 3b: ||bs|| = /106 +106=+2-10"3=1,41-10"3

q3=1,41"1.10%-(0,-10"3,-1073)" =(0, -0, 709, —0,709) "
vyslo ndm q;qg = 0,709, vektory g2 a qsz prilis kolmé nejsou
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Modifikovand Gramova-Schmidtova ortogonalizace 1
numerickou stabilitu GSO Ize (ponékud prekvapivé) vylepsit tim, ze
jednotlivé kroky vypoctu provadime v jiném poradi

pomocny vektor by dostaneme tak, Ze od daného a, odecCteme
soucet pxk—1 = (q1]ak) q1 + - + (qk_1]ak) qx—1 projekci ay do
smérl dosud sestrojenych vektorti qi, ..., qx_1

modifikace GSO spociva v tom, ze projekce dosud
neortogonalizovanych vektord do sméru q, odecitame ,,online", tj.
ihned jakmile vektor qy sestrojime; mezivysledky zapisujeme do
pomocnych proménnych b; pro i > k

krok la: b; «—a;proi=1...,n

krok 1b: qi1 = ||b1||_1b1

krok 2a: b; — b; — (q1 |b;)gq1 =a; — (g1 |a;)q1 proi=2,...,n
krok 2b: > = [b2||"'b2 = [la2 — (a1 ]a2) qi[| 7} (a2 — (41 [a2) a1)
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Modifikovand Gramova-Schmidtova ortogonalizace 2

krok 3a: b; — b; — (q2|b;) g2 pro i =3,...,n
spocitdame aktudlni hodnoty proménnych b; pro i > 3
bi=a; —(qi1]a;)q1 — (a2 |a; — (q1[a;) q1) q2 =
a; — <CI1 !ai> q: — <Q2 !ai> q2

krok 3b: q3 = Hb3H71b3

krok 4a: b; — b; — (q3|bj)q3 proi=4,...,n

modifikovanad GSO tak vede ke zcela stejné ortonormalni
posloupnosti (qi,-..,q,) jako klasickd GSO

jiné poradi operaci ale vede k vétsi numerické stabilité, jak se Ize
presvédCit na pouziti modifikované GSO na prikladu ze str. 7-54
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Modifikovany vypocet GSO

1 1 1
pouZijeme modifikovanou GSOna A= | 1073 1073 0
10 o0 1073
krok 1a: by =(1,1073,1073)7, by =(1,1073,0) " b3 =(1,0,1073)7
krok 1b: ||b; || =+/12+106+10-6=1, q; = b; = (1,1073,1073%)"
krok 2a: q/ by =14+107% = 1, by« by —(q{ b2)q; =(0,0, —1073)7
q/b3=1+10"%=1, b3«+bs—(q{ b3)q;=(0,—-1073,0)7
krok 2b: ||by| = V106 = 1073, q2 = (1073)~1by = (0,0,-1)"
krok 3a: qJ b3 = 0, b3+ b3z —(qJ b3)q;=(0,—-103,0)7
krok 3b: ||bs]| = V106 = 1073, q3 = 103 - b3 = (0, -1,0)
vysledna posloupnost q; = (1,1073,1073)7, q2 = (0,0, -1)7,
q3 = (0, —1,0) je tak ortonormdlni jak jen lze pfi zaokrouhlovani
na tfi platné cifry doufat
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Co provede GSO s obecnou matici 7

Gramova-Schmidtova ortogonalizace ma jednu obrovskou vyhodu -
Ize ji provést online, vektor qx vysledné matice @ lze spoditat v
okamziku, kdy mame k dispozici prvnich k sloupci matice

A = (ai|---|ak|---|an), na nasledujicich sloupcich ax;1,...,a,
vektor qk nezavisi

co se stane, je-li posloupnost sloupcovych vektori matice A
linedrné zavisla 7

priklad: zvolime LN posloupnost (ag,ap) vektorii z R28

jak probiha GSO, pouzijeme-li ji na matici A = (o|ai|3az]az) 7

Kolmost/ortogonalita
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Obecna Gramova-Schmidtova ortogonalizace 1

pouzijeme GSO na obecnou posloupnost vektort (ai]---|a,) prvkd
redlného nebo komplexniho prostoru V se skaldrnim souéinem (|)

nepredpokladdme, ze posloupnost (ai|---|a,) je LN

pozorovani: algoritmus pro GSO selze, pokud je néktery z prvki
ay linedrné zavisly na predchozich

jediné kroky vypoctu, které nelze vzdy provést, jsou kroky ?b, kdy
se muze stat, ze mame délit skalarem 0

to kdyz po&itame qx = [|ax — px—1l|"*(ak — Px-1).

kde px—1 = (Q1[ak) g1 + - -+ + (Ak—1 [ak) k-1

plati Hak — pk,1H = 0 pravé kdyz

ax = (qilax) g1 + - + (qk-1|ak) k-1, tj. pravé kdyz

ax € (q1,...,94-1) = (a1,...,ak_1), COZ je pravé kdyz
ay € (ay,...,ak_1), tj. ax je LK predchozich prvki posloupnosti
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Obecna Gramova-Schmidtova ortogonalizace 2
v&imnéme si, ze nadéle plati (q1,...,qxk—1) = (a1,...,ak_1,ak)

klasickou GSO mizZzeme modifikovat tak, Ze v pfipadé, kdy
narazime na vektor ax € (ai,...,ak_1), coz se projevi tak, ze
algoritmus nas nuti délit nulou, Zadny novy nenulovy vektor qk
nespocitdme, prislusny krok algoritmu preskocime a pokracujeme
ortogonalizaci nasledujiciho vektoru ax 1

takto upravenému algoritmu se fikd obecnd Gramova-Schmidtova
ortogonalizace

mame tak tfi verze GSO: klasickou, modifikovanou a obecnou

vysledkem obecné GSO je i nadéle ortonormalni baze podprostoru
(a1,...,an)
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Obecna GSO s obecnou matici
tvrzeni: vysledkem obecné GSO pouZité na redlnou nebo
komplexni matici A = (a1|...|a,) je ortonormalni baze
(41, ..,9,) sloupcového prostoru ImA = (ay,...,a,) matice A

otazka: v kterych krocich vytvofi obecnd GSO novy vektor q?

otazka: jak pomoci GSO zjistime, plati-li b € (a;,...,a,) pro
aritmetické vektory ay,...,a,,b e R™ ?

QR-rozklad vytvoreny obecnou GSO
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Obecna GSO a QR-rozklad 1

pribéh obecné GSO miiZeme také zapsat maticové podobné jako
jsme zapsali pribéh klasické GSO pomoci QR-rozkladu

pripomerime si, ze obecnd GSO pouzitd na matici A = (a1|---|ap)
nevytvori v k-tém kroku novy vektor q; pravé kdyz je vektor ay
linedrné zavisly na predchozich vektorech ai,--- ,ak_1, tj. pravé
kdyz vektor ai neni bazovy vektor matice A

vysledkem obecné GSO je ON posloupnost (qs,...,q,), kde r je
pocet bazovych sloupct matice A, tj. r = rank(A)

vektor g, vytvorime v ji-tém kroku obecné GSO, kde ji, ..., J,
jsou indexy bazovych sloupcli matice A

je-li jx—1 <j < jk pro n€jaké k =1,...,r a délame-li j-ty krok
obecné GSO, mame uz vytvorenou posloupnost vektort
(q1, ceey qk_l) takovou, ze <a1, ... ,aj,1> = <q1, ... 7(Z|k_1>
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Obecna GSO a QR-rozklad 2

v kroku Ja napred spoclteme vyjadreni
Pj-1 = (a1 aj) a1+ -+ (Ak-1]aj) k-1

pokud a; neni bazovy sloupec matice A, tj. pokud j < ji, plati
aj € (qq,...,q4-1) = (a1,...,aj_1), a tedy a; = p;_1, neboli
aj = (aila;) g1+ -+ (qk-1(aj) Q1

koeficienty tohoto vyjadreni si napiseme do prvnich k — 1 fadka
j-tého sloupce matice R typu r X n, od k-tého radku véetné
smérem dold doplnime 0

pokud j = ji, tj. a; ¢ (q1,...,qk_1) @ @j # pj—1, obecnd GSO
provede i krok Jb a spo&te vektor qx = ||a; — pj_1]| 7 (a; — pj—1),
ti.aj = (qu|a;) g1 + -+ (gk-1/aj) ax-1 + [[aj — bj[[qx a
koeficienty tohoto vyjadreni zapiSeme do prvnich k radkl j-tého
sloupce matice R a zbyld mista opét zaplnime prvky O
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Obecny QR-rozklad

po probéhnuti celé obecné GSO dostaneme matici

Q = (q1]---|a,) typu m x r a matici R typu r x n, pro které plati
A = @R, posloupnost sloupcovych vektorli matice Q je
ortonormalni, proto je linearné nezavisla a rank(Q) = r

protoze r = rank(A) = rank(QR) < rank(R), je také rank(R) = r,
rozklad A = QR je proto full-rank decomposition

prvni nenulovy prvek v k-tém Fadku matice R se objevi ve chvili,
kdy spoCteme vektor q, a ten dostaneme v ji-tém kroku obecné
GSO, plati j1 < j» < -+ < j, a vSechny pivoty jsou kladné

dostali jsme tak full-rank decomposition A = QR matice A, kde
posloupnost sloupcovych vektorli matice @ je ortonormalni, matice
R je v fadkové odstupnovaném tvaru a vSechny pivoty v matici R
jsou kladné
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GSO v prostoru funkci

priklad: v prostoru vSech spojitych funkci na uzavieném intervalu
(—1,1) se skalarnim soucinem (f |g) = f_ll fg pouzijeme GSO na
posloupnost polynomii (1 = x%, x = x1, x?); tato posloupnost je
linedrné nezavisla

krok 1b: polynom go = ||x%|71x?, kde

3O = (1[1) = [2,1 =2, tedy g0 = (v2) !

1y =0, takze

krok 2a: spoteme (qo |x') = f_ll(ﬁ)_
po={qo|x')qo=0a by =x'—py=x

krok 2b: [|by[2 = [1 X2 = [L3]Th =2

x=—1

g = [[bu] " by = 2x
x=1
krok 3a: (qo [x*) = [1,(V2)"1x? = [ﬁ : %Xa}xz_l — 2,
x=1
(@) = 04 o = [ 1] o
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Skaldrni soucin
Legendreovy polynomy

pr="q0[x*)q+{(a|[*)a=35% H+{a[*)a=;

2 2 1
b, = x p1 =X 3

1 1
krok 3b: [[bo]2 = 1, 32 = [1,(x* ~ 3+ §) =
1,5 _ 2.3, 101 _2 4, ,2_38
[ =5+ =5-5+5=

62l = /% =332, p2 = 1ol L = YE(3x2 — 1)

polynomy go = 2, q = %X. Q@ = %(3X2 -1)

jsou prvni tri Legendreovy polynomy, Legendrelv polynom n-tého
stupné g, bychom dostali jako vysledek GSO na posloupnost

X0 xt X"

mnoZina Legendreovych polynomi {g,: n € NU{0}} je
ortonormalni mnozina v prostoru vsech spojitych funkci na
intervalu (1, —1) se skaldrnim soucinem (f |g) = f}l fg
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Skalarni soudin

Priklad QR-rozkladu

1 1 3

. . 0 2 1
najdeme QR-rozklad matice A = 0o 0 1 ze str. 7-50

-1 -1 -1

zpusob zépisu pribéhu klasické GSO v podobé QR-rozkladu je
na str. 7-52

(\/%)_1 g-) (\/z)_l (\/5 \/5 2\/5)
A= 0 2 1
0 0 (V3)!
St o W) N0 0
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Skaldrni soucin
Matice s ortonormalni posloupnosti sloupcovych vektor(

tvrzeni: je-li @ = (q1|---|qn) komplexni (nebo redlnd) matice
typu m X n, pak posloupnost sloupcovych vektord (qi,- - ,qn) je
ortonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu v C™
(nebo v R™) pravé kdyz plati Q*Q = I, (nebo QTQ = In)

dukaz: posloupnost (q1, -« ,qs) ortonormalni vzhledem ke
standardnimu skalarnimu souc¢inu v C™ pravé kdyz q7q; = d;; pro
kazdé dva indexy i,j € {1,2,...,n}

skalar q7q; je prvek na misté (/,;) v soucinu Q*Q, rovnost

q;q; = 0; tak plati pro libovolné indexy i,j € {1,2,...,n} pravé
kdyz Q*Q = I,

matice Q* (nebo QT) je inverzni zleva k matici Q

existence matice inverzni zleva k matici @ je v souladu s tvrzenim
na str. 4-82

Kolmost/ortogonalita



Skalarni soudin

Zachovani normy a skaldrniho soucinu

tvrzeni: pokud pro komplexni matici Q typu m x n plati
Q*Q = I, pak plati
o (@x)*(Qy) = x*y pro kazdé dva vektory x,y € C"
o ||@Qx| = ||x|| pro kazdy vektor x € C"

jinak feceno, zobrazeni fo : C" — C™ zachovava standardni
skalarni soucin a jim uréenou normu vektort v C”

dikaz: prvni &ast spocitame: (Qx)*(Qy) = x*Q*Qy = x*I,y = x*y

z prvni &asti ihned plyne || Qx||? = ||x||?, zbyv4 pouze odmocnit

v pripadé Ctvercové matice @ je kazda z podminek posledniho
tvrzeni ekvivalentni ortonormalité posloupnosti sloupcovych
vektor(l matice @
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Skalarni soudin

Unitarni a ortogonalni matice

definice: redlna ¢tvercova matice Q = (q1|---|qn) Fadu n se
nazyva ortogondlni, pokud je posloupnost (qi|- - |q,) ortonormalni
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soudinu v R” (a tedy
ortonormdlni baze v R")

komplexni ¢tvercova matice U = (uy] - - - |u,) fadu n se nazyva
unitarni, pokud je posloupnost (uj|- - -|u,) ortonormalni vzhledem
ke standardnimu skalarnimu souéinu v C" (a tedy ON béze v C")

priklad: matice rotace kolem pocatku
v R? je ortogonalni

matice osové symetrie vzhledem k primce
prochazejici po¢atkem v R? je ortogonalni
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Skalarni soudin

Riazné ekvivalentni definice unitarni matice
tvrzeni: pro komplexni ¢tvercovou matici U fadu n jsou nasledujici
podminky ekvivalentni
1. U je unitarni
2. zobrazeni fy : C" — C" zachovava standardni skalarni soucin
v C", tj. (Uu)*(Uv) = u*v pro kazdé u,v € C"
3. zobrazeni fy zobrazeni zachovava eukleidovskou normu, tj.
I|Ux|| = ||x|| pro kazdé x € C"
4. zobrazeni fy zobrazuje ortonormalni bazi na ortonormalni bazi
U-t=uUr
6. posloupnost (ii{ ,&i],--- &) ¥adkovych vektorii matice U je
ON (a tedy ortonormalni baze v C")

o

dikaz: vzhledem k tomu, ze pro jakoukoliv ¢tvercovou matici U
plati, e matice inverzni zleva (nebo zprava) k U je rovna U~!,
plyne z tvrzeni na str. 7-68 ekvivalence 1 < 5

podobné dokidzeme 5 < 6

Kolmost/ortogonalita
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Skalarni soudin

Dokonéeni dikazu
z tvrzeni na str. 7-69 plyne 1 = 2 a implikace 2 = 3 je snadna

stejné snadnd je implikace 2 = 4

posloupnost prvk( kanonické baze (es,...,e,) je ortonormdlni, z
podminky 4. plyne, ze ortonormalni je také posloupnost
(Uey,...,Ue,) = (u,...,u,), coz dokazuje 4 =1

k dokonceni dlikazu stazi ukdzat 3 = 2 a k tomu lze pouzit
polarizacni identity ze str. 7-23

z rovnosti Re (u|v) = 2(|ju+ v[|2 — [|u|? — ||v||? a pFedpokladu
lUx|| = ||x|| pro kazdé x € C" plyne

Re (ulv) = L(| U(u+v)|[2 — [ Uul? — |Uv|]2 =

$(|[lUu + Uv|]> = |[Uul|> = ||Uv||®> = Re (Uu|Uv) pro kazdé
uveC

rovnost imagindarnich &asti Im (u|v) = Im (Uu |Uv) dokdzeme
zcela analogicky pouzitim druhé polarizacni identity ze str. 7-23
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Skalarni soudin

Rizné ekvivalentni definice ortogonalni matice

tvrzeni: pro redlnou ¢tvercovou matici @ fadu n jsou nasledujici
podminky ekvivalentni
1. @ je ortogonalni
2. zobrazeni fg : R" — R" zachovava standardni skaldrni soucin
vR", tj. (Qu)"(Qv) = u'v pro kazdé u,v € R”
3. zobrazeni fg zobrazeni zachovava eukleidovskou normu, tj.
|Qx|| = ||x]| pro kazdé x € R"
4. zobrazeni fg zobrazuje ortonormalni bazi na ortonormalni bazi
5. Qfl — QT
posloupnost (§{,64,---,§,]) ¥adkovych vektori matice Q je
ON (a tedy ortonormalni baze v R")
disledek 1: soudin unitdrnich matic je unitarni matice, soucin
ortogonalnich matic je ortogonalni matice
dikaz:
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Skalarni soudin

Jednoznaénost @R-rozkladu
tvrzeni: je-li A regularni (redlnd nebo kompexni) matice fadu a a
A= Q1R; = Q2R> jsou dva QR-rozklady matice A, pak plati
A=QaR=FR
dikaz: z rovnosti Q1R = @ R2 plyne Q; Q1 = R2R1_1
matice U = Rle_l = (ujj) je horni trojuhelnikova s kladnymi prvky
na hlavni diagonale
matice U = Q; Q1 je unitarni (soucin unitdrnich) a soucasné horni
trojuhelnikova s kladnymi prvky na hlavni diagonale
pro sloupec u; matice U plati u; = (u11,0,...,0)7, u;3 >0 a
1= HU1H2 = uyjiu11 = ‘U11|2 = u%l; proto u11 =1au; =e;
pro sloupec uy = (u12, U2, 0,...,0)7 plati usu; = 0 (nebot U je
unitarni), tj. 712 =0 a tedy u12 =0

protoze ||up|| = 1, plati také |uxn|> = 1, a protoze ux > 0, plyne
odtud upo =1l au; = ey
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Skalarni soudin

Dokonceni dikazu jednoznacnosti QR-rozkladu

cely ditkaz rovnosti U = I, Ize udélat tak, zZe indukci podle k
dokazeme, Ze uy, = e

pro k = 1,2 uz jsme to dokazali

jeli2 < k < naplati-liu; =e; prokazdé i =1,..., k-1,
vezmeme vektor uy = (uyx, tok, - - -, Ukk, 0, ...,0)7

z indukéniho predpokladu dostdvame pro kazdé j =1,...,k—1, ze
0= uj’-“uk = ejuk = Ujk

z rovnosti 1 = ujuy = Uik = |ukk|? a z nerovnosti uy, > 0
plyne uxx = 1 neboli uy = ey, coz dovrsuje dikaz indukéniho kroku
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Skalarni soudin

Vektory kolmé k podprostoru

tvrzeni: je-li V konecné dimenzionalni redlny nebo komplexni
prostor se (|), (q1,---,9k, Ak+1,---,9n) ON baze prostoru V a
P = (qi1,...,q«), pak pro libovolny vektor u € V plati u L p pro
kazdy vektor p € P pravé kdyz u € (qx+1,-.-,4n)

dikaz =: prvek u € V vyjadfime jako linedrni kombinaci prvki
bize B

u=aiqr + -+ akdk + ak+19k+1 + - - - + anln

spocteme pro kazdé i = 1,..., k skalarni soucin (q; |u) =
(i Spaaa ) = S5y (arlajay) = S 2 (ailay) = ai
vektor q; € P a tedy a; = (q; |u) = 0, coz znamena ze

U= ak1Gk+1 + -+ anln € (Qit1,---,Gn)
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Ortogonalni doplnék mnoziny a podprostoru
= je-li naopak u € (qx+1,...,qn), existuje LK
U = ag419k+1 + -+ anln

kazdy prvek p € P = (q1,...,qx) mizZeme zapsat ve tvaru
P = biqs + - + bkqx

potom plati (p|u) = <Zf-(:1 biq; ‘Zj,']:k-f—l anJ'> =
Z,I'(:l Zf:k-s—l Eiaj (qilq;) =0

definice: je-li V prostor se (|) a M C V, pak definujeme
ortogonalni doplnék mnoziny M ve V jako mnozinu
{ucV:p_Lu prokazdy prvek p € M}; oznaéeni: M+
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Skalarni soudin

Zakladni vlastnosti ortogonalniho dopliku

tvrzeni: je-li V prostor se (|) a M, N C V, pak plati

1. M+ je podprostor V

2. je-li M C N, pak M+ D N+

3. Mt = (M)t
dikaz: viechny dikazy jsou pfimo z definic
1. Mt je neprazdna podmnozina V nebot o € M+
jsou-li u,v € M+ a r, s skalary, pak pro kazdy prvek p € M plati
(plru+sv) =r{plu) +s(p|v) =0, odkud plyne uzavfenost M~
na s¢itani (volbou r = s = 1) a na nasobeni skaldrem (s = 0)
2. je-liu e Nt plati u L p pro kazdé pe N O M a tedy u € M+
3. protoze M C (M), plyne z 2. (M)+ C M*; je-li naopak u € M+
ape (M), plati p=aip1 + - - + akpk pro néjaké p1,...,px € M,
néjaké skalary a;,...,ax, a (ulp) = Zf—‘zl ag (ulp;) =0,
odtud plyne u L p pro kazdé p € (M) a tedy u € (M)+
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Skalarni soudin

Zakladni vlastnosti ortogonalniho doplnku podprostoru

tvrzeni: je-li V konecné dimenziondlni prostor se skaldrnim
soucinem a P podprostor V, pak plati

1. dimPt =dimV —dimP
2.P+PL=V, PNP!={o}
3. (PHt=pP

dikaz: podprostor P ma konecnou dimenzi k < dim V/, zvolime
néjakou ON bazi (qi,...,qx) a doplnime ji do ON béze
(q17 < Ak Ak, - - 7qn) prostoru \

1. podle tvrzeni na str. 7-76 plati P+ = (q;1,...,q,) a protoZe
posloupnost qx1, .. .,qn je LN, je to bize P+, coZ dokazuje
dmP+ =n—k=dimV —dimP
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Skalarni soudin

Dokonéeni dikazu
2. je-liuc PNPL, pak u L u, tj. (u|u) = ||ul|?> =0, odkud plyne
u=o
k diikazu druhé rovnosti vyjadfime libovolny prvek u € V jako LK
U=aiqi + -+ akQk + ak+19k+1 + -+ andn
potomp=aiqi+---+axqx € P a
W=2a1qQus1+ - +anq, €PLatedyu=p+wecP+P
3. protoze pro kazdy vektor p € P plati p L u pro kazdy vektor
u € P+, plyne odtud p € (P+)! a tedy P C (P+)*
nyni sta&i porovnat dimenze P a (P+)*; podle bodu 1. plati
dim(P+)t = dimV —dim P+ = dimV — (dimV — dimP) = dim P,
odkud plyne P = (P+)+
diasledek: kazdy vektor u € V Ize jednoznacné vyjadfrit jako soucet
u=p+w kdepePawecPt
dikaz:
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Skalarni soudin

vektory p € P a w € P maji konkrétni geometricky vyznam

protoZe p = aiqy + -+~ + akqk = {(qu [u) g1 + -+ (qk [u) g a
P =(qi,...,qk), vektor p je podle tvrzeni na str. 7-43 a definice
na str. 7-48 roven ortogonalni projekci u na podprostor P a tu
oznacujeme up

podle tvrzeni na str. 7-76 je (qu.1, .. .,qn) bdze P+ a tedy vektor
W = 3 110k+1 + -+ anqp = <qk+1 |u> Qk4+1 + -+ <qn |u> an je
ortogonalni projekci vektoru u na podprostor P, kterou

oznacujeme upL

dlsledek z predchozi strany pak mizeme zapsat jako

u=up+upL
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Skalarni soudin

Kolmost mezi podprostory ur¢enymi matici

tvrzeni: je-li A= (a1|---|a,) komplexni (nebo redlnd) matice typu
m % n, pak plati
o Ker A* = (ImA)* v prostoru C™ (nebo Ker AT = (ImA)*+
v prostoru R™) se standardnim skalarnim soucinem
o Ker A= (ImA*)* v prostoru C" (nebo Ker A= (ImAT)+
v prostoru R") se standardnim skaldrnim soudinem
dakaz prvni ¢asti pro komplexni pfipad: i-ty radkovy vektor v

matici A* se rovna a7 pro kazdé i =1,...,n

plati x € Ker A* pravé kdyz A*x = o, coz plati pravé kdyz aix = 0
pro kazdé i =1,...,n

to znamend, Ze x € Ker A* pravé kdy? x € {ay,ap,...,a,}+

podle vlastnosti 3. z tvrzeni na str. 7-78 plati

x € {aj,ay,...,a,}" pravé kdyz

X € <a1, arz, ... ,a,,)L = (Im A)J‘

druha &ast plyne z prvni nahrazenim matice A matici A*
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Skalarni soudin

Matice urcujici ortogonalni projekci na primku

je-li u prvek vektorového prostoru V se skaldrnim soudinem (|) a
0 # w € V vektor s normou ||w|| = 1, pak projekce u na
podprostor (w) je vektor u,, = (w |u) w; budeme pouZivat také
jednodussi znaceni u,,

pokud je norma vektoru w # 1, pak normalizovany vektor

w = m také generuje podprostor (w) a projekce
u :w’uw’:<w‘u> w :<W’u>w
w = (W'|u) Wl Wl = Jw]?

tvrzeni: je-li V komplexni (nebo redlny) aritmeticky prostor se
standardnim skalarnim souc¢inem a o # w € V, pak zobrazeni,
které kazdému vektoru u € V prifadi jeho ortogonalni projekci u,,

na pfimku (w), je uréené matici ‘TM\I‘Z

* * %
dikaz: u :<W”)WZW(WU>:WW u
Y\l wlZ) = Jwl|?
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Skalarni soudin

Priklad

priklad: spocteme ortogonalni projekci vektoru u = (1,2,3)" € R3
na pfimku generovanou vektorem w = (—1,1,—1)"

~1 1 -1 1
ww = 1 |(-1,1,-1)=[ -1 1 -1 ], |w[*?=3
—1 1 -1 1

ortogonalni projekce vektoru u na pfimku generovanou vektorem w
je tedy

- ) 1 -1 1 1 ) 2
ww _ —
1 -1 1 3 2
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Skalarni soudin

Matice urcujici projekci na nadrovinu

ma-li prostor V konec¢nou dimenzi n a 0 # w € V, plati
dim(w) =1 a podle bodu 1. tvrzeni na str. 7-79 proto
dim(w)®* = dimV — 1, neboli (w)* je nadrovina v prostoru V;
projekci u,,y 1 budeme také oznalovat u,, .

z rovnosti u = u,, +u,, . dole na str. 7-81 dostaneme ihned matici,
pomoci které spocitdme snadno ortogondlni projekci u, 1
libovolného vektoru u na nadrovinu (w)+ = {w}+

tvrzeni: je-li V komplexni (nebo redlny) aritmeticky prostor
dimenze n se standardnim skaldrnim soucinem a 0 # w € V, pak
zobrazeni, které kazdému vektoru u € V prifadi jeho ortogonalni

*
projekci u,, . na nadrovinu (w)=L, je uréené matici /, — W
w

ww*2
[w

ww™
u
TR
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Skalarni soudin

Matice urcujici ortogonalni symetrii vzhledem k nadroviné

vektor u —u, . =uy, € (w) je kolmy ke kazdému vektoru
nadroviny (w)=*

odelteme-li od vektoru u vektor 2u,,, je rozdil
u— (u—2u,)=2u, € (w) a tedy rovnéz kolmy ke kazdému
vektoru nadroviny (w)*

navicu—u,. =u, = %(u — (u—2uy)), coz znamena, ze vektory
u a u — 2u, jsou symetrické vzhledem k nadroviné (w)"
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Skalarni soudin

Elementarni reflektory a Householderovy reflexe

tvrzeni: je-li V komplexni (nebo redlny) aritmeticky prostor
dimenze n se standardnim skaldrnim soucinem a 0 # w € V, pak
zobrazeni, které kazdému vektoru u € V priradi vektor u — 2u,,
symetricky k u vzhledem k nadroviné u,, ., je uréené matici

*
| —2 WW2
" lw
*
definice: matice R=1, —2 “|N“|I\2 se nazyva elementarni reflektor
w

uréeny nenulovym vektorem w € V; zobrazeni fg : V — V urcené
matici R se nazyva Householderova reflexe uréena vektorem w

pro elementarni reflektor R = [, — 2 ’\‘N“ﬁ*z spolteme, Ze
w
x\ " % *
R = (1, —2ww’ ) — e o (WW)T_ pww g
(" IIWH2> ! [ —T

tj. matice R je hermitovskd (symetrickd, pokud je R realnd)
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Zakladni vlastnosti elementarnich reflektort
tvrzeni: kazdy elementdrni reflektor R je unitarni (nebo
ortogonalni) matice, pro kterou plati R? = I, a tedy

R*=R=R!

dikaz: vzhledem k tomu, e R* = R, sta&i ovéfit, ze R? = I,

RR = (I, — 2WW (), oWy _ o gww’ , gw(w w)w®
wl}* Iwl|? lwl|® [lwlf*
lwl[*w
p—aww g w ) _ =y — AWW g WW

[[w] lwlf* lwl}® || H

protoze R = R*, plyne odtud R~! = R* a R je tedy unitarni
(ortogondlni) podle tvrzeni na str. 7-71 (v pfipadé komplexni
matice R) nebo na str. 7-73 (v pfipadé redlné matice R)
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Skalarni soudin

Vyznam ortogondlnich matic pro numerickou stabilitu

relativné rychly a numericky stabilni algoritmus pro feSeni soustav
linedrnich rovnic spocdiva v prevedeni matice soustavy A do radkové
odstupnovaného tvaru nasobenim matice A elementarnimi
reflektory zleva

pfipomernime, ze Gaussova eliminace pouziva nasobeni matice A
elementarnimi maticemi zleva a Ze kazda elementdrni matice je
reguldrni, GE tedy hledd regularni matici R takovou, Ze RA je v fot

protoze kazdy elementarni reflektor je unitarni matice (v pfipadé
komplexnich matic) nebo ortogondlni matice (v pfipadé redlnych

matic), v obou pfipadech jde o regularni matice

ortogonalni eliminace spociva v nalezeni unitarni (ortogonalni)
matice Q takové, ze QA je v rot
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Eliminace pomoci elementarnich reflektorl 1

aloha: pro dany nenulovy komplexni (nebo redlny) aritmeticky
vektor a = (a1,...,a,)" najdeme elementarni reflektor R takovy,
ze vektor Ra je nasobkem prvniho vektoru e; kanonické baze

reSeni: protoze unitarni i ortogonalni matice zachovévaji normu —
viz podminka 3. v tvrzeni na str. na str. 7-71 nebo na str. 7-73 —
plati [|Ra|| = [|a

proto musi platit Ra = pl|a|| e1, kde 1 je néjaké komplexni (nebo
redlné) Cislo, pro které |u| =1

elementarni reflektor R uréeny vektorem w
uréuje symetrii vzhledem k nadroviné (w)=*

muZeme proto zvolit w = a — pulja|| e;
(nebo jakykoliv jiny nenulovy nisobek w)

Kolmost/ortogonalita



Skalarni soudin

Eliminace pomoci elementarnich reflektor(i 2
potom R = I, —2"”""]’,2 a Ra = (I, —2"""“’”2)a —a—2HW Zw
spoditame w*a = (a — pl/al|e1)*a = (a* — ff|al/e])a

=a'a— a] a1

podobné  [|w[|* = w*w = (a — yl|a] e1)*(a — pal| e1)
(a” —mllal[e1)(a — plja e1)

= a"a — |a| zzeta — [|a|| pa*er + Fiplla
= ||a]|? — [lal|(fa1 + par) + |pf?][alf?
= 2|a|? — 2 Re(fia1 ) |a]

(RS

nyni stai zvolit u tak, aby bylo 7za; € R (a samoziejmé |u| = 1)

1, pokud je a; € R (véetné pripadu a; = 0)

proto yu = %' pokud plati a; ¢ R

Kolmost/ortogonalita
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Skalarni soudin

Eliminace pomoci elementarnich reflektord 3

pri této volb& 1 dostdvame ||w||? = 2 ||a||?> — 27za1]ja]| = 2w*a,
Ra= (I, 2WW ya_ 5 oWWa) _, ,wa
lw

2 = 2
[lw lw
priklad: je-li a = (0,3,4)" € R3, najdeme elementarni reflektor,
ktery zobrazi a do primky generované e;

w = yila]|es

plati ||a|| = 5 a a1 € R, zvolime proto w = a — 5e; = (—5,3,4)7

. 25 —15 —20
mme:h—ﬁﬁF:h—%r—JB 9 12
20 12 16
0 15 20 0 5

::% 15 16 -12 | a Ra=R| 3 | =| 0 | =5e;
20 —12 9 4 0

Kolmost/ortogonalita



Skaldrni soucin
Eliminace pomoci elementarnich reflektori 4

je-li nyni A = (a1]---|ap) libovolnd redlnd nebo komplexni matice
typu m X n a a1 # o, zvolime reflektor R urleny vektorem
w = a; — ]| ey

,uHa1|| b12 bl,,
by ... by

potom RA = (Rai|Raz|---|Ra,) = . _
0 bm2 ... bmn

misto elementarnich reflektorl R lIze k prevedeni matice A do
fadkové odstupnovaného tvaru také pouzit tzv. Givensovy rotace,
jiny typ ortogonalnich (unitdrnich matic)

Kolmost/ortogonalita 7-93



Skalarni soudin

Ortogonalni projekce na podprostor bez ON baze

jak najit ortogonalni projekci prvku u € V prostoru se skalarnim
sou¢inem (|) na koneéné generovany podprostor P < V, zndme-li
néjakou ortonormalni bazi v P, jsme si ukdzali na str. 7-42

nyni si ukazeme primou metodu vhodnou pro situaci, kdy zndme
pouze néjakou kone¢nou mnozinu generatori podprostoru P

je-li P = (v1,...,vk), pak hleddme prvek up € P takovy, ze vektor
u — up je ortogonalni k libovolnému prvku p € P

k tomu je nutné a stadi, aby platilo (u — up) L v; pro kazdé
i=1,... .k

vime uz, ze prvek up vzdy existuje a je jednoznacné uréeny

protoZe up € P, existuje vyjadieni up = xyv1 + - - - + Xp Vi

Kolmost/ortogonalita



Skalarni soudin

Gramova matice
pro kazdé i =1,..., k plati (u —up) L v; pravé kdyz
0= (vilu—up)=(vifu) — (vj|up) =
(viu) = (v;|xqv1 + -+ + xxvk ) =
(vilu) —xa (vilve) — - — Xk (vi|vg)

tvrzeni: pro skalary xq,...,xx € R (C) plati up=xyv1 + - - - + xxVi
pravé kdyz xy (vj|vi) + -+ xk (vi|vk) = (vi|u) proi=1,... k

definice: je-li V prostor se skaldrnim sou¢inem (|) a

Vi,...,Vg € V, pak matici
<V1 ’V1> <V1 ‘V2> ce <V1 ’Vk>
<V2 |V1> <V2 |V2> . <V2 |Vk>
G = ((vilvj)) = . ) _ :
(Viclvi) vk lvz2) oo (vic|vi)
nazyvame Gramova matice urCend vektory vi, ..., Vg
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Skalarni soudin

Regularita Gramovy matice

tvrzeni: je-li V prostor se skaldrnim soucinem (|) a vy,...,vx €V,
pak Gramova matice G = ((v; |v;)) uréena vektory vy, ..., v, je
regularni pravé kdyz posloupnost (vi,...,vk) je linedrné nezavisla
ve V

dukaz: oznacime P = (v1,...,v,) a zvolimeu=0€ P

potom plati up =0op =0 a (vjjup) =0 pro kazdé i =1,... k

podle tvrzeni na predchozi str. 7-95 plati pro libovolné skaldry
x1,..., Xk € R (C) rovnost xiv1 + - -+ + xxVx = 0 (= up) pravé
kdy? vektor koeficientdi x = (x1,...,xx)" spliuje Gx = o

homogenni soustava linearnich rovnic Gx = o ma tedy nenulové
feseni pravé kdyz existuje netrivialni linedrni kombinace vektor(
Vi,...,Vg rovna nulovému vektoru o

Kolmost/ortogonalita
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Dokonceni dikazu

leva strana této ekvivalence je podle podminky 4. na str. 4-67
ekvivalentni tomu, Zze Gramova matice G je singularni

prava strana je podle tvrzeni na str. 5-35 ekvivalentni tomu, Ze

posloupnost vektorid (vi,...,vk) je linedrné zavisla
dokazali jsme tak, ze Gramova matice G urdena vektory vy, ..., v,
je singuldrni pravé kdyz je posloupnost (vi,...,vk) linedrné zavisla

Kolmost/ortogonalita
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Skalarni soudin

Metoda nejmensich Ctvercl - obsah

B Metoda nejmensich Ctvercli
Aproximace prvku
PFiblizné Feseni soustavy linearnich rovnic
Linedrni regrese
Polynomidlni aproximace
Navigace
Stredni hodnota, rozptyl
Rekursivni nejmensi Ctverce
Kalmandv filtr

Metoda nejmensich ¢&tverci
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Skalarni soudin

Aproximace prvku v podprostoru

je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (|) a P koneé¢né
generovany podprostor V, pak pro kazdy prvek u € V existuje
ortogonalni projekce up € P vektoru u na podprostor P

podle tvrzeni na str. 7-43 plati, Ze ||lu — up|| < ||u — q|| pro kazdy
vektor g € P, pficemZ rovnost nastava pravé kdyz q = up

jinak receno, ortogonalni projekce up vektoru u na podprostor P

ma od prvku u nejmensi vzdalenost mezi vSemi prvky podprostoru
P

definice: je-li V vektorovy prostor se skalarnim soucinem (|), P
konec¢né generovany podprostor V a u € V, pak ortogonalni
projekci up prvku u na podprostor P nazyvame aproximace prvku
u v podprostoru P ziskana metodou nejmensich Ctverct;
vzdélenost ||u — up|| se nazyva chyba aproximace
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Nalezeni aproximace

ukazali jsme si dosud dvé metody nalezeni aproximace prvku u € V
v podprostoru P < V metodou nejmensich Ctvercl

v pfipadé, Ze zndme néjakou ortonormdlni bazi (vi,va, ..., vk)
podprostoru P, najdeme aproximaci up podle tvrzeni na str. 7-43
jako up = (vi ju) vi + (va [u) vo + - - + (vi |u) vg

zndme-li pouze néjakou mnozinu {vi,..., v} generujici
podprostor P, pak podle tvrzeni na str. 7-95 najdeme aproximaci
up ve tvaru ajvi + - - - + axVg, kde koeficienty aj, ..., ax zvolime
jako libovolné FeSeni soustavy linearnich rovnic

ay (vi|vi) + -+ ag (vi|vi) = (vi|u)
ay (va|vi) + -+ ak (va|vk) = (va |u)

ar (Vi |vi) + -+ - 4 a (Vi |vk) : (Vi |u)

Metoda nejmensich &tvercd 7-100
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Priklad
obé metody si pfipomeneme pfi feSeni Glohy najit v prostoru
C(0,1) spojitych funkci na uzavieném intervalu (0, 1) se skaldrnim
souéinem (f |g) = fol fg aproximaci funkce x? v podprostoru
P = (1, x) polynonomi nejvyse prvniho stupné

prvni metoda spociva v nalezeni ON baze q1,q2 v P; mizeme
pouzit klasickou GSO na LN posloupnost generatort

(v1,v2) = (1,x) podprostoru P, analogicky tomu, jak jsme hledali
Legendreovy polynomy na str. 7-66

vi]? = fo 12 = [X]o =latedyq; =1

X2 ! 1

<ql‘V2>:f01X: |:2:| = —, b2:V2—<Q1|V2>q1:X—§
12

Metoda nejmensich &tvercd 7-101
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Skalarni soudin

Priklad - pokracovani

metodou nejmensich ¢tverci tak ziskame aproximaci u = x?

v podprostoru P ve tvaru up = (q1 |u) q1 + (g2 |u) g2

1

3
spo&teme (q1 |u) fox —[L::l))
4 3771
3.2y _ x X _ V3
e = 5B = = [ - )| -

upZ%-}—?-ﬁQx—l):x—%

druha metoda spociva v nalezeni Gramovy matice uréené
funkcemi vy =1, vp = x

(<V1|V1> (v1|v2) ) fo [ x _( 1 1/2>
(valv1) (valv2) Jox i 1/2 1/3
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Skalarni soudin
Priklad - dokonceni

a ve vypoctu koeficientl hledaného polynomu up = a + bx jako
FeSeni (a, b) T soustavy

(ks Gkl )= (25 32)

ta ma jediné Fedeni (a,b)” = (—1/6,1)", dostdvame opét
up = —% —+ X

chyba aproximace je ||u — up|| = \/<x2 —x+ i -x+i)=
VI0e = x4 37 =[x =20 4§22~ et g =

1_1_ 4
\/§—§+§—

Metoda nejmensich &tvercd 7-103
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Skalarni soudin

Pro¢ ndzev metoda nejmensich ctverct

uvaZujeme nefesitelnou soustavu linedrnich rovnic Ax = b, kde
A= (a1]---|an) je redlnd matice typu m x n

vime, Ze soustava Ax = b je nereSitelnd pravé kdyz
b= (by,....,bn)" ¢ (a1,...,a,) = IMmA<R™

pripomenme také, ze ImA = {Ax:x € R"}

mizeme aproximovat pravou stranu b € R™ v podprostoru /Im A
metodou nejmensich Ctvercd, tj. najit ortogonalni projekci by, 4
vektoru b do sloupcového prostoru /m A matice A

chyba aproximace ||b — by, || mezi véemi vzddlenostmi

{|[b —c|| : € € Im A} je nejmensi pravé kdyz je nejmensi mocnina
|Ib—c|?=(b—clb—c)= (b1 —c1)>+ -+ (bm — cm)?
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Skaldrni soucin
Priblizné reseni soustavy linedrnich rovnic

definice: je-li Ax = b soustava linearnich rovnic s redlnymi nebo
komplexnimi koeficienty a b, o aproximace pravé strany b v
podprostoru /Im A metodou nejmensich ¢verctl, pak kazdé reseni x
soustavy Ax = by, o4 nazyvame pfiblizné (aproximace) reseni
soustavy Ax = b metodou nejmensich Ctverci; oznaceni: X

privlastek metodou nejmensich Ctvercii budeme v dalSim vétsSinou
vynechavat, s jinymi metodami aproximace se v tomto kurzu
nesetkdme

poznamka: je-li soustava Ax = b resitelnd, tj. plati-lib € ImA, je
ortogonalni projekce b, o = b a mnozina vsech pribliznych feseni
X soustavy Ax = b, kterd se podle definice rovnd mnoziné vsech
feSeni soustavy Ax = by, 4, se v tomto pfipadé shoduje s
mnozinou vSech (skuteénych) feseni soustavy Ax = b
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Soustava normalnich rovnic k Ax = b
tvrzeni: je-li A komplexni (nebo redlnd) matice typu m x n a
Ax = b soustava linedrnich rovnic, pak vektor X € C" (nebo
% € R") je priblizné feseni soustavy Ax = b pravé kdyz je
(skutegnym) FeSenim soustavy A*Ax = A*b (nebo AT Ax = ATb)
dikaz: podle definice je vektor X € C” pfiblizné FeSeni soustavy
Ax =b pravé kdyz AX = by, 5
vektor p € Im A je roven ortogondlni projekci by, o4 vektoru b na
podprostor Im A pravé kdyz (p — b) € (Im A)*
podle druhé &asti tvrzeni na str. 7-82 plati (Im A)*+ = Ker A*
plati tedy AX = by, o pravé kdyz AX —b € Ker A*, coz je pravé
kdyz A*(A%X —b) =0, a to plati pravé kdyz A*Ax = A*b
definice: je-li Ax = b soustava linedrnich rovnic s komplexnimi
(nebo redlnymi) koeficienty, pak soustava A*Ax = A*b (nebo
AT Ax = ATb) se nazyvéa soustava normdlnich rovnic k soustavé
Ax=Db
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Skalarni soucin
Regularita matice A*A (nebo AT A)

poznamka: tvrzeni na predchozi str. 7-106 mizeme také dokazat
pomoci Gramovy matice

pri hledani pfiblizného feseni soustavy Ax = b metodou
nejmensich ¢tvercli pouzivdme standardni skalarni soucin v
prostoru C" nebo R"

Gramova matice G uréend sloupcovymi vektory ag,...,a, ma na
misté (i, /) prvek (aj|a;) = ataj, coZ je prvek na misté (i,j) v
soucinu matic A*A

podle tvrzeni na str. 7-95 je X priblizné FesSeni soustavy Ax =b
pravé kdyz A*A% = Gx = (ajb,a3b,...,a’b)’ = A*b

tvrzeni: je-li A komplexni (nebo redlnd) matice typu m x n, pak
matice A*A (nebo AT A) je regularni pravé kdyz je posloupnost
sloupcovych vektoril (a1, ...,a,) matice A linedrné nezdvisla
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Pseudoinverze
dlkaz posledniho tvrzeni plyne ihned z tvrzeni na str. 7-96
v pfipadé, Ze posloupnost sloupcovych vektord (as,...,ap)
komplexni (nebo redlné) matice A je linedrné nezdvisla, existuje
jednoznaéné uréené priblizné Feseni x = (A*A)"1A*b
(nebo x = (ATA)"1ATb) soustavy Ax = b
definice: je-li posloupnost sloupcovych vektora (as, ..., a,)
komplexni (nebo redlné) matice A linedrné nezavisla, pak matici

(A*A)~LA* (nebo (AT A)"1AT) nazyvdme pseudoinverze matice A;
oznaéeni: Af

pozorovani: pseudoinverze A' je inverzni zleva k matici A
plati totiz ATA = (A*A)"1A*A = I,

pripomenme jesté, ze matice inverzni zleva k matici A je urcend
jednoznacné pravé kdyz je matice A reguldrni
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Priklad

2 013

najdeme priblizné feseni soustavy (Alb) = 1 1|5

-2 —-1| -2

2 0
21 -2 9 3
x TA_ —

spocteme A A_<0 1 _1> 1 1 _(3 2),

Ta-1_1( 2 -3 b aTmiaT_1( 4 -1 -1
(ATA) —9<_3 9 )'A_(A A)A _9<—6 6 -3
x=A'b = Af(3,5,-2)T =(1,2)7, bjpa=A%x=(2,3,-4)7

chyba aproximace Feseni je ||b — b all = [/(1,2,2)7| = 3
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Uplné jednoduchy priklad

najdeme priblizné feseni soustavy linearnich rovnic

x=bj,i=1....m
1 b
. . 1 by
matice soustavy je A = .|, prava strana b = .
1 bm
ATA = (m)

At = (ATA) AT =(m L, m™ L ... . m1

b+ byt+ by
N m

% = A'b
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Skalarni soudin

Linearni regrese

jedna z nej(zne)uzivanéjSich metod

vstupni data: kone¢nd mnozina bodi v euklidovské roviné
(t17Y1)7 (t27Y2)7 SRR (tmaym)

cil: prolozit daty ,co nejpresnéji” pfimku y = at + b

hledame koeficienty a, b tak, aby pokud mozno platilo y; = at; + b
proi=1,....n

fesime-li tuto Glohu metodou nejmensich ¢tverci, hledame

Vv

priblizné Yeseni (a, b) T soustavy s rozsifenou matici

ti 1|y
o 1|y
tm 1 Ym
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Skalarni soudin

Co minimalizujeme

priblizné Fedeni této soustavy minimalizuje >°7_,(at; + b; — yi)?

kdy pouzit: mame-li dobry dlivod predpokladat, Ze zavislost mezi
proménnymi t a y je linedrni, nebo kdyz namérena data po
vyznaceni v roviné ,,zjevné osciluji* kolem jakési primky

typicky je pfipad, kdy jednu z proménnych (v nasem pripadé
nezavislou proménnou t) mizeme méfit pfesné a druhou (zavislou
proménnou y) mizeme méfit jen s omezenou presnosti, napfiklad
polohu satelitu pohybujiciho se v meziplanetarnim prostoru
rovnomérnym primocarym pohybem
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Priklad
pouzijeme linedrni regresi k proloZeni pfimky y = ax + b body
(0,1), (1,1), (2,2), (3,4), (4,5) v euklidovské roviné

hledame priblizné reseni soustavy

« 30 10 _ 1 5 -10
TA_ T A1 —
spocteme A" A = < 10 5 ) (ATA) = ( 10 30 )

T T -1 T—L -10 -5 0 5 10
AT = (ATA) 1A _50<

30 20 10 0 -10

a=(ab)l =Aly=A7(1,1,2,4,5)7 = (11/10,2/5)7
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Moderni magistr Kelly v akci 1

linedrni regrese da néjaky vysledek pro jakakoliv data; klicova
otazka zni: ma tento vysledek néjakou rozumnou interpretaci ?

Sonda maturant 1998: méreni pridané hodnoty skol

o kazdé skole pfitadime dvojici Cisel (x;, i), kde x; je primérny
vysledek zakl i-té Skoly v testu obecnych studijnich
predpokladi OSP a y; je praimérny vysledek zaki této skoly
v testu z matematiky M (konanych ve stejném tydnu)

e na tato data pouzijeme , pokrocilou matematickou metodu*
linearni regrese, dostaneme linearni funkci y = ax + b

o Cislo y; — (ax; + b;) vyjadfuje pfidanou hodnotu, kterou i-ta
Skola poskytla svym zakdm

e to umoznuje sestavit pro rodice a Grfedniky zebricek skol podle
toho, jak dobre Skoly své zaky vzdélavaji
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Moderni magistr Kelly v akci 2
nevyréené predpoklady ospravedliujici pouziti linedrni regrese
o test OSP méfi ,,cosi”, co ma student ddno nezavisle na $kole
e toto ,cosi” je v ase neménné, studenti by dosahli stejnych
pramérnych vysledki v testu OSP v dobé nastupu do skoly
pred ¢tyfmi/Sesti/osmi roky
e primérny vysledek v testu M mé¥i celkovou lroven
wvzdélanosti“ zaki skoly na konci jejich studia
e primérny vysledek v testu M je na primérné fungujici skole
linedrné zavisly na tom ,,¢emsi*, co zméfime priimérnym
vysledkem v testu OSP
e odchylky od této linedrni zavislosti (obéma sméry) mé¥i
celkovou , kvalitu vzdélavani” na Skole
e Cim vySe je bod odpovidajici skole nad pfimkou nalezenou
linearni regresi, tim I[épe Skola zaky ,vzdélava"”, ¢im nize je
pod ni, tim Skola zdky ,vzdélava" hare
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Polynomidlni aproximace namérenych dat

naméfend data (t;,y;) pro i = 1,..., m mizeme aproximovat
redlnym polynomem p,_1(t) = ap + art +--- + a,_1t"! stupné
mensiho nez n

v tom pripadé hledame pfriblizné feSeni soustavy

R R
1t t8 -ty
2 -1
Ay)=| 1 3 t§ - 3 y3
1 otm t2 - th |y,
jsou-li ¢isla ty, ..., tym navzajem rliznd a m > n, matici A tvori
prvnich n sloupci Vandermondovy matice V(ti,...,tn), kterd je

podle tvrzeni na str. 6-53 reguldrni a posloupnost sloupcovych
vektor(i matice A je proto linedrné nezavisla

soustava (A|y) ma potom jednoznac¢né urcené priblizné Feseni
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Kvadratickd regrese

data ze str. 7-113 aproximujeme pomoci polynomu
p(t) = a + bt + ct? nejvyde druhého stupné; dostavdme soustavu

10 01
11 1|1 5 10 30
(Ay)=] 12 4|2 |, ATA=| 10 30 100 |,
1 3 9|4 30 100 354
1 4 165
1 620 —540 100
(ATA) L = —540 870 —200 |,

700\ 100 —200 50

L [ 62 18 -6 -10 6

AT:(ATA)*lAT:% —-54 13 40 27 26
10 -5 -10 -5 10

a=(ab,c) =AN(1,1,2,4,5)7 = (58/70,17/70,15/70) T

Metoda nejmensich &tvercd

7-117



Skalarni soudin

Porovnani obou aproximaci

y

-1 1 2 3 4 5

chyba aproximace: 1,0488

X

-1 1 2 3 4 5

chyba aproximace: 0,6761

povinné video: http://technet.idnes.cz/pocitace-chyby-Oph-
/veda.aspx?c=A131111_072745_veda_nyv

X

Metoda nejmensich ¢&tverci
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Globdalni aproximace funkce polynomem

4t
dana funkce g(t) = 11102 ™ intervalu (0, 1)
v tomto intervalu zvolime 100 riznych bodl t1, ..., tigo

nase data jsou (t;, g(t;)) proi=1,2,...,100

témito daty proloZime metodou nejmensich Ctvercl polynomy
pi(t), p2(t), p3(t) a pa(t)

chyby téchto aproximaci jsou postupné
0,135, 0,076, 0,025 a 0,005

porovnani s Taylorovymi polynomy
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Skaldrni soucin
Aproximace funkci vice proménnych

metodu nejmensich ¢tvercli mizeme pouzit k hledani aproximaci
redInych (nebo komplexnich) funkci libovolného poétu proménnych
napriklad funkce g : (0,1) x (0,1) — R muize popisovat teplotu v
jednotlivych bodech ¢tvercové desky

senzory mé¥i teplotu g(s;) v m riznych bodech s,..., s, desky a

chceme znat jeji teplotu v dalSich 21 bodech, kam senzory nelze
umistit

k tomu vyuzijeme mnozinu fi, ..., f, néakych bazovych funkci
fi : (0,1) x (0,1) — R, také se jim nékdy fika regresory, obvykle
plati m>n

hledame disla x1, ..., x, € R, pro kterd je soucet
ST (af(si) + xefa(si) + - -+ Xnfa(si) — g(si))? co nejmensi

rGzné obory pouZivaji riizné mnoziny bazovych funkci (regresort)
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Skalarni soudin

Chyba aproximaci v riiznych podprostorech

na prikladech jsme vidéli, Ze pokud hleddme aproximaci dat
pomoci polynomii, pak je chyba aproximace tim mensi, ¢im vétsi
mnozinu polynom(l pouZijeme

to neni zaddna specidlni vlastnost polynomd, jak ukazuje nasledujici

tvrzeni: jsou-li Q C P dva konecné generované podprostory
prostoru V se skaldrnim soucinem (|), u € V a up (resp. ug)
ortogonalni projekce u do podprostoru P (resp. do podprostoru Q),
pak plati |[u —up|| < ||lu — ug]|, pfi¢emZ rovnost nastava pravé
kdyf ug = up

dukaz: protoze ug € Q C P, spravnost tvrzeni plyne z disledku 3
na str. 7-48

vétsi kone¢nd mnozina bazovych funkci (regresorti) generuje vétsi
podprostor v prostoru V vsech redlnych funkci na dané mnoziné X
a vede tak k lepsi aproximaci dané funkce u € V
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Skalarni soudin

Metoda nejmensich ¢tvercli a QR-rozklad

hledame-li priblizné reseni soustavy Ax = b, kde matice A je typu
m X n, a posloupnost (as,...,a,) sloupcovych vektorii matice A je
linedrné nezdvisla, mizeme s vyhodou pouzit QR-rozklad matice
A, ktery existuje podle véty na str. 7-53

priblizné FeSeni X soustavy Ax = b najdeme jako (skutecné) feseni
soustavy normalnich rovnic A*Ax = A*b (nebo ATAx =ATb v
redlném pripadé)

pro @R-rozklad A = QR matice A plati Q*Q =1, (QTQ = I,

v redlném pripadé), protoze posloupnost sloupcovych vektort

matice Q je ortonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu
soucinu

pro pseudoinverzi AT matice A pak dostdvame vyjadreni

AT — (A*A)—lA* — (R* Q* QR)—l R* Q* —_ R—l(R*)—l R* Q* — R—l Q*
atedy x = R71Q*b (nebo x = R~1Q"b v redlném piipadé)
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Skalarni soudin

Kolik bazovych funkci?

pri aproximaci dat obykle chceme dosdhnout predem dané presnosti
aproximace, tj. neprekrodit pfedem danou velikost chyby ||[A%X — b]|

pocet sloupct matice A zavisi na poctu bazovych funkci

pouzijeme-li k vypoctu pseudoinverze QR-rozklad matice

A = (ai]---|an), béhem vypoltu QR-rozkladu A = QR matice A
po kazdém kroku GSO mame k dispozici QR-rozklad matice
Ap = (a1]|---|ap) pro kazdé p=1,...,n

plati totiz A, = QpR,, kde matici Q, tvori prvnich p sloupct
matice Q a matici R, prvnich p sloupcli matice R

v pribéhu GSO tak mizeme snadno paralelné dopoditat
pseudoinverzi A}; = Rp_lQ,;r pro kazdé p =1,...,n, aproximaci

Xp = A,TJ b a jeji chybu ||A, X, — b||, a vypocet ukoncit po dosazeni
dostatecCné presnosti aproximace
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Skalarni soudin
:

Navigace v roviné pomoci méreni vzdalenosti

je dan bod v roviné
jeho polohovy
vektor x=(x1,x2)"
nezndme, umime ale
zmérit vzdalenosti
od x ke Ctyfem

vzdalenym majakim

normované smérové vektory z bodu x k majakim jsou

k; = (0.7,4/0.51)7, ko = (—1/0.84,0.4) 7,
ks = (—0.2,—+/0.96)", ks = (0.8, -0.6)"
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Skalarni soudin

Kdybychom méli presna méreni
zname-li absolutné presné
o polohy vech &ty¥ majéki a; = (a1, a2;)7 proi=1,2,3,4
e viechny Ctyfi vzdélenosti d; = ||a; — x|| pro i =1,2,3,4
dostaneme hledané soufadnice polohového vektoru x = (x1,x2) "
jako feSeni soustavy ¢tyF rovnic  ||a; — x|| = d; pro dvé nezndmé
X1, X2, kterou prevedeme na soustavu

(a1,- — X1)2 -+ (32,' — X2)2 = d?

i

i=1,2,34
Fesit tuto soustavu kvadratickych rovnic umime

geometricky vime, ze hledany bod je priisec¢ikem Ctyr kruznic
(stacily by pouze dvé kruznice/rovnice)

stejné tak je hledany bod prisecikem tecen ke kruznicim, které
prochdzeji spole¢nym bodem kruznic
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Skaldrni soucin
Linearizace soustavy

pokud chceme hledat prisecik tecen, potrebujeme sestavit jejich
rovnice, k tomu potfebujeme znat pro kazdé i =1,2,3,4
e normovany smérovy vektor k; = (ki;, kai) T = dfl(a,- —x)

potom plati d; = k[ (a; — x), neboli
k/x =d; —ka; pro kazdé i = 1,2,3,4

&ili soutadnice vektoru x = (x1,x2)7 najdeme jako fedeni soustavy
linedrnich rovnic  kj1x1 + kjoxo = d; — k,Ta; proi=1234

prechodu od plvodni soustavy nelinedrnich rovnic k soustavé

linedrnich rovnic, se rika linearizace soustavy

jesté pro jednoduchost oznadime b; = d; — k,-Ta,-

ab= (bla b27 b37 b4)T
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Skaldrni soucin
Méreni nejsou nikdy zcela presna

méreni vzdalenosti d;, poloh majiki a; a smérovych vektord a; — x
nejsou nikdy zcela presna a proto se kruznice nebo tecny skoro
nikdy v jednom bodé neprotinaji

v takovém piipadé hleddme soutadnice (x1,x2)" tak, aby byl

ey P 4 o
minimalni soudet ,chyb" >"%  (d; — |la; — x||)?> v pFipadé
soustavy rovnic popisujicich kruznice

nebo soucet Ef}:l(k;lxl + kipxo — b,‘)2 = Z?:l(k'—rx — b,')2 \%
pripadé soustavy rovnic pro tecny
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Skalarni soudin

Vyznam linearizace

prvni Gloha na minimalizaci chyb je feSitelnd pouze priblizné

néjakou iteracni metodou

druha dloha je Gloha na priblizné Feseni soustavy metodou

nejmensich Ctvercl

abychom to vidéli, staci oznadit A =

ki le
koo | | kI
k3o - k3T
ka2 k]

snazime se pak minimalizovat &islo ||Ax — b||?, neboli vzdalenost

vektoru b od sloupcového prostoru Im A

linearizace Glohy je ospravedInénd velkou vzdalenosti majaki, v
malém okoli bodu x vypadaji kruznice ,,skoro” jako pfimky

Metoda nejmensich &tvercd
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Skalarni soudin

Reseni linearizované soustavy

nade skute¢nd poloha je (0.021,3.89)7, méfenim jsem ziskali
vektor b =(5.23,3.81,8.25,—-1.28) a spocitame

0,7 V0,51
A | —v0BE 04 ATA—( 2,01 —0,151)
| -02 —-y0,9 [ ~\ 0,151 1,99
0,8 -0,6
a1 1 1,99 0,151
(ATA) = 3,997 < 0,151 2,01 >

AT:(ATA)—lAT:<O’377 ~0,443 0,137 0,378 >

0,387 0,167 —0,053 -0,273

% = Afb = (—1.330,2.572) 7, co? je odhad polohy bodu x ziskany
z linearizované soustavy metodou nejmensich Ctvercl

chyba odhadu je ||x — x|| = 1,887

Metoda nejmensich &tvercd 7-129



Skalarni soudin

Odhad polohy na zakla € po uhych dvou méreni

v tom pfipadé fedime _( >33
prip k21 k2 ~\ 3,81

» o kit ki ) 0,7 /0,51
oznacdime A; = < P > =\ o8 04 , pak

Al 1 0,4 /0,51 0,428 —0,764
2 70,9345 0,84 0,7 0,981 0,749
5,23 —0.672
ziskdme tak jiny odhad X; = A, < 3.81 ) = ( 7 984 )
chyba tohoto druhého odhadu je ||X; — x|| = 4,152

otazka: muze se stat (a v jakém pfipadé€), Zze by odhad %1 byl
mnohem presnéjsi nez odhad X ziskany ze vSech ¢tyf méreni
metodou nejmensich ¢vercl ?
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Skalarni soudin
:

Rizné levé inverze

vSimnéme si, ze

0,7 V0,51
0,428 —0,764 0 0 -/0,84 0,4 ey
(0,981 0,749 0 0) —0,2 —0,96 [ *
0,8 ~0,6

neboli matice (A2_1]ngg) je stejné jako AT matice inverzni zleva k
matici A,
5,23

. _ 0,428 —0,764 0 0 3,81
a k1= (4;7]020)b = ( 0,981 0,749 0 0 ) 8,25

—1,28
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Skalarni soudin

Na strelnici s Katefinou Emmons

stfedni hodnota

(odhad):
iy = DX
n
Hy =
iz =
Katefina poprvé: x; = (xi1,x2)"7, proi=1,...,n

Katefina podruhé: y; = (yi1,yi2) ", proi=1,...,n

e _ T H—
ja: zi=(zn,zp) ,proi=1,...,m

n T 2
smérodatna odchylka (odhad): \/ax = Liz1 Hx’; tix] =

O-y - ' O-Z_

:
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Skalarni soudin

Odhad polohy stredu terce 1

mame s Katefinou kazdy jednu ranu, vy mate odhadnout na
zakladé nasich strel, kde je stfed terée x = (x1,x) "

znéte soutadnice stiel k = (ki, ko) (Katetina) a | = (I, k)7 (ja)
predpokladejme na okamzik, ze oba stfilime stejné presné

nemate zadny divod predpokladat, Ze stfela od Katefiny je blize ke
stfedu terée nez moje strela

metodou nejmensich Ctvercl najdeme priblizné FeSeni soustavy

10 k1
01 x1\ | ke o [(kith ke+h
10 <x2>_ I ,ktereJeX—< A ,
01 b

. k+1 TR
neboli x = ?; je to priblizné Feseni soustavy x =k a x =1
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Skalarni soudin

Odhad polohy stfedu terce 2

vratime se k redlné situaci, kdy Katefina ma smérodatnou
odchylku 0,2 aja 2

stfedni hodnotu iy = p1; mame oba rovnou stredu terce, tj. x

v tom pripadé je hodnota vektoru x — k chybou ¢ méreni stredu
tere pomoci Katefiny: x=k+¢

presnou hodnotu ¢ nezndme, jde o ndhodny proces
zname néjaké Ciselné charakteristiky tohoto procesu
predpokldddme, Ze stredni hodnota p chyby € je 0

smérodatnou odchylku chyby odhadneme na zakladé n strel y;

jako o — \/Z,-"—l ly: —wlP _ ¢27_1 lyill2
n n
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Skalarni soudin

Odhad polohy stfedu terce 3

veli¢ina 02 se nazyva rozptyl nebo variance ndhodné chyby ¢

S llyi = pll® 300 lyill?
n

n

pramér je odhad rozptylu chyby ¢

hodnotu smérodatné odchylky oy chyby, které se pfi strelbé

dopousti Katefina, jsme odhadli na 0,2, rozptyl jeji chyby je tedy
2

o= 0,04

v rovnici x = k + ¢ je tedy stfedni hodnota chyby rovna 0 a jeji
smérodatna odchylka oy = 0,2

-1
y

-1

, dostaneme oy

vyndasobime-li tuto rovnici o X = O'y_lk + oy_la

v této rovnici je chyba oy e ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou
0 a smérodatnou odchylkou (a také rozptylem) rovnymi 1
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Skaldrni soucin
Odhad polohy stredu terce 4

méreni polohy stfedu tere pomoci moji strelby vede na rovnici
x=Il+e€

kde chyba € je ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou 0 a
smérodatnou odchylkou o, = 2

1

v rovnici 0, 'x = o, 114 o, e

-1

, € i nadale stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1

ma chyba o

v soustavé ay_lx = O'y_lk, o;1x = ;1 jsou obé rovnice

rovnocenné z pohledu chyb, chyby v obou rovnicich maji stejnou
stfedni hodnotu 0 a stejny rozptyl
o, %k + 0,

pfiblizné feSeni metodou nejmensich Ctvercd: X = ——; —
Oy + 0z
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Skalarni soudin

Metoda nejmensich ¢tvercli s vahami

mame-li obecnou soustavu linedrnich rovnic Ax = b s matici A
typu m x n, kde jednotlivé slozky b; vektoru pravych stran b jsou
vysledkem néjakého méreni, pak jednotlivym rovnicim pfisoudime
vahu zavislou na spolehlivosti méreni veliciny b;

i-ta rovnice aj1xy + - -+ + ainXn = bi + €;

je zatiZzena chybou ¢;, o které predpokladdme, ze ma stredni
hodnotu rovnou 0 a smérodatnou dochylku o;

rovnice ai_l(a,-lxl + -+ ainXn) = ai_lb; + a,-_ls,-

je zatizend chybou se stredni hodnotou 0 a rozptylem 1
hledame tak priblizné reseni X soustavy WAx = W' b, kde W je

diagonalni matice s prevracenymi hodnotami smérodatnych

odchylek afl, a;l, ...,0,1 na hlavni diagonale

prisludna soustava normalnich rovnic je ATWTWAx = ATWT Wb
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Skalarni soudin

Aritmeticky primér rekursivné

vysledky méreni prichazeji postupné

oznacime Xgg aritmeticky primér vysledki méreni by, by, ..., bgg
jedné veli¢iny x (napfiklad krevniho tlaku)

poté dostaneme dalSi méreni bigg

jak dostaneme jednoduse aritmeticky primér X1gp vSech méreni

by, ..., bog, bioo ?

g bt 99 bidibeg 1,

100 = 100 ~ 100 99 100 10—
99 1 1
22 %60+ —— bigo = Rog + —— (broo — &
100X99+100 100 X99+100( 100 — X99)

vyraz v posledni zavorce bjgg — Xg9 se nazyva inovace, koeficient
ﬁ je inovacni koeficient

Metoda nejmensich &tvercd 7-138



Skalarni soudin

Rekursivni nejmensi ¢tverce obecné

mame priblizné FeSeni Xs soustavy linearnich rovnic As x = by, tj.
AT & _ AT
plati A; AsXs = A" bs

nové dosld informace je soustava linedrnich rovnic A, x = b,
. Gy v v s s bs
najdeme priblizné feSeni X, soustavy X = =b

jeji matici ozna¢ime A, potom AT = (AT|AT)

As

Ta_ TiaAT
A A_(As|An)<An

) _ATA, 4 ATA,

b

ATo=(allaD) (

> _ ATb, + ATb, = AT A% + ATb,
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Skaldrni soucin
Rekursivni nejmensi ¢tverce obecné - dokonceni
z rovnosti ATA = AT A, + AT A, vypolteme
AIA; = ATA— AT'A,, a dosadime do vzorce pro X,
%, = (ATA)IATb = (ATA) L (ATA— AT A% + Alb,) =
%s + (ATA)TA] (by — Anks)

vyraz v zavorce b, — A,Xs je inovace a matice (AT A)AT je
inovacni matice, také se ji rikd Kdlmanova matice

ovérime, Ze obecna formule pro rekursivni nejmensi ¢tverce da v
prikladu s aritmetickym primérem na str. 7-138
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Skalarni soudin

Myslenka Kalmanova filtru

Kalmaniv filtr je jeden z nevice pouzivanych algoritm( od druhé
poloviny 20. stoleti

plavodné byl navrzen pro fizeni vesmirnych letdl a prvni vyznamné
pouziti bylo v programu Apollo pilotovanych letd na Mésic

jde o odhad polohy pohybujiciho se objektu
Kalmaniv filtr pouziva dva typy rovnic

prvni typ je pro odhad polohy x; v ¢ase i na zakladé méreni, tj. na
zakladé priblizného feSeni soustavy A;x; = b;

druhy typ je stavovd rovnice x;+1 = Fix; + ¢;, kterd udava, jak se
méni poloha objektu v dlsledku dynamiky jeho pohybu

tato predpovéd je pak korigovdna na zdkladé novych méfeni
pomoci soustavy Aj;1X;+1 = bjy1
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Skalarni soudin

Kalmandv filtr pro navigaci v roviné 1

tato soustava je nova informace, kterou je pouzita k opravé

plvodniho odhadu X;;1 pomoci metody rekursivnich nejmensich
¢tvercl

jednotlivé kroky vypocti si ukazeme na prikladu navigace v roviné
e polohu vozidla v ¢ase i udava vektor x; = (xj1, x;2) "

e jeji odhad oznaclime X;;, druhy index i ¥ika, Ze byl odhad
polohy v Case i ziskan na zakladé vsech informaci az po Cas i
véetné

e druhy krok je predpovéd &;,1j; v ¢ase i + 1 na zdkladé v3ech
méreni/informaci az po Cas i vletné

e tu ziskdme z rovnice X;1); = X;); + ¢;, kde ¢; je zméfend
rychlost vozidla v Case i
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Skaldrni soucin
Kalmandav filtr pro navigaci v roviné 2

e nakonec pouzijeme novd méreni polohy v Case i + 1 dand
soustavou rovnic A;11x = bj; 1 k upfesnéni odhadu 9(,-+1|,-
pomoci rekursivni metody nejmensich ¢tvercl

e ta dava odhad )?,'_,'_1“_’_1 = )?,-_,'_1“ + KiJrl(biJrl - AiJr]_il‘_j’_l‘i),
kde Kit1 oznaduje inovacni matici

Proc¢ se navigace GPS chova v tunelu tak, jak se chova

Metoda nejmensich ¢&tverci
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Skalarni soudin

Skalarni soudin - shrnuti

e klicové: kolmost vektorii v prostoru se skalarnim soucinem

o kli¢ové: ortonormdlni a ortogonalni posloupnost (mnozina)
vektorl, ortonormalni baze

e zakladni: standardni skalarni soucin v R" a jeho geometricky
vyznam v roviné a prostoru, standardni skalarni soucin v C"

o zakladni: obecny skalarni soucin (je definovany pouze pro
redlné nebo komplexni prostory)

e zakladni: norma definovana skalarnim soucinem a jeji
zakladni vlastnosti

e zakladni: Cauchyho-Schwarzova nerovnost

e zakladni: disledky Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti:
trojuhelnikova nerovnost a kosinova véta

e zakladni: linedrni nezavislost ortogonalni posloupnosti
(mnoziny) vektort

e zakladni: Pythagorova véta
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Skalarni soudin
Skalarni soucin - shrnuti

o zakladni: souradnice vektoru vzhledem k ortonormalni bazi,
Fourierovy koeficienty

e zakladni: ortogonalni projekce na podprostor s ortonormalni
bazi
e zakladni: Gramova-Schmidtova ortogonalizace a jeji disledky

e zakladni: QR-rozklad matice, jejiz posloupnost sloupcovych
vektor(i je linedrné nezavisla

e zakladni: ortogonalni a unitarni matice, rizné ekvivalentni
definice

e zakladni: ortogonalni doplnék mnoziny a podprostoru a jeho
zakladni vlastnosti

e zakladni: kolmost mezi zdkladnimi prostory matice

e zakladni: Gramova matice a ortogonalni projekce na
podprostor bez ortonormalni baze
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Skalarni soudin

Skalarni soudin - shrnuti

o dulezité: hermitovskd a hermitovsky sdruzend matice,
hermitovsky sdruzend matice k soucinu matic

o dulezité: skalarni soucin definovany matici

o dulezité: geometricky vyznam Fourierovych koeficient(

o dulezité: Frobeniova norma matic

e dulezité: pro matice s ortonormalni posloupnosti sloupcovych
vektor( je transponovana (hermitovsky sdruzend) matice
inverzni zleva

o dulezité: jednoznacnost QR-rozkladu regularni matice

e dulezité: matice urcujici ortogonalni projekci na pfimku a na
nadrovinu

o dulezité: matice symetrie vzhledem k nadroving,
Householderovy reflektory a jejich ortogonalita (unitarnost)

e dulezité: aproximace prvku v podprostoru metodou
nejmensich Ctverci
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Skalarni soudin

Skalarni soudin - shrnuti

e dilezité: priblizné reseni soustavy linedrnich rovnic metodou
nejmensich Ctvercl

e dulezité: soustava normalnich rovnic k soustavé Ax =b

o dulezité: pseudoinverze

o dulezité: chyba aproximace prvku ve vétsim podprostoru je
mensi

o dulezité: pseudoinverze pomoci QR-rozkladu

e pro zajimavost: redlny a komplexni Hilbertlv prostor

e pro zajimavost: integral jako skalarni soucin

e pro zajimavost: polariza¢ni identity

e pro zajimavost: obecné normy

e pro zajimavost: ortonormalni baze v prostoru matic a format
Jpeg

e pro zajimavost: modifikovand Gramova-Schmidtova
ortogonalizace
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Skalarni soudin

Skalarni soudin - shrnuti

e pro zajimavost: obecnd Gramova-Schmidtova ortogonalizace
a obecny QR-rozklad matice

e pro zajimavost: Gramova-Schmidtova ortogonalizace v
prostorech funkci a Legendreovy polynomy

e pro zajimavost: eliminace pomoci elementarnich
(Householderovych) reflektor

e pro zajimavost: linedrni regrese

e pro zajimavost: magistr SCIO v akci

e pro zajimavost: polynomidlni aproximace dat, kvadraticka
regrese, aproximace funkci vice proménnych

e pro zajimavost: navigace v roviné pomoci méreni vzdalenosti

e pro zajimavost: stfedni hodnota, smérodatnd odchylka a
rozptyl nahodné veli¢iny

e pro zajimavost: metoda nejmensich ¢tverci s vdhami

e pro zajimavost: rekursivni nejmensi Ctverce

e pro zajimavost: Kalmanuav filtr
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Linearni zobrazeni

Kapitola 8

Linearni zobrazeni

8-1



Linearni zobrazeni

Linedrni zobrazeni - obsah

B Matice a linedrni zobrazeni
B Matice linearniho zobrazeni
B /somorfismy

B Dualni prostor

B Ortogondlni a unitdrni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Matice a linedrni zobrazeni - obsah

B Matice a linedrni zobrazeni
Linedrni zobrazeni uréené matici
Pojem linearniho zobrazeni

Matice a linedrni zobrazeni
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Linearni zobrazeni
Opakovani 1
vime uz, ze kazdd matice A= (a1|---|a,) typu m x n nad télesem
T urcuje zobrazeni f4 : T" — T™ predpisem
fa(x) = Ax

pro kazdé x = (x1,...,x,)" € T"
pripomenme jesté, ze
fa(x) = xqa1 + - - + xpan ,

tj. hodnota fa(x) se rovna linedrni kombinaci posloupnosti
sloupcovych vektorii matice A s koeficienty xi,..., x,

Matice a linearni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Opakovani 2

vidéli jsme také, Ze nékterd zakladni geometrickd zobrazeni v
roviné nebo prostoru jsou uréend maticemi

1 0 0 0 c 0 cosp —sinp
0 -1 )7"\01)"\0 c /)" \sing cosp

1 0 O 100 1 0 0
01 0 , 0 0 0|, 0 cosyp sinp
0 0 —1 0 01 0 —singp cosy

)

Matice a linearni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Opakovani 3

mnohé pojmy a tvrzeni o maticich maji pfirozené vysvétleni nebo
vyznam pro zobrazeni ur¢end maticemi

e je-li A matice typu m x n a B matice typu n x p, obé nad T,
pak fAB = fA fB TP —>T"

e Ctvercova matice A Fadu n je regularni pravé kdyz je zobrazeni
fa: T" — T vzijemné jednoznacné a v tom pripadé
(fa) ™t = fas

e pro kazdou matici A typu m x n nad T plati
Ker A= {x € T"; fo(x) = o}

o také ImA = {fa(x);x € T"}

e rank(A) = dim (Im A)
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Linearni zobrazeni

Definice linedrniho zobrazeni
pozorovani: je-li A matice typu m x n nad T, pak pro zobrazeni
fa:T" — T7 plati
o fa(x+y) = fa(x) + fa(y) pro kazdé dva vektory x,y € T"
o fa(tx) =t - fa(x) pro kazdy vektor x € T" a kazdy skalar
teT

toto je naprosto zakladni definice: jsou-li U a V dva vektorové
prostory nad stejnym télesem T, pak zobrazeni f : U — V
nazyvame linedrni, plati-li

e f(u+v)="f(u)+ f(v) pro kazdé dva prvky u,v € U

e f(tu) =t f(u) pro kazdy prvek u € U a kazdy skalar t € T
zapis: f : U -V

pozorovani fika, ze zobrazeni f4 : T" — T™ urcené matici A typu
m x nnad T je linedrni

Matice a linearni zobrazeni



Linearni zobrazeni

Priklady linedrnich zobrazeni 1

priklad: je-li P prostor vsech polynom( s redlnymi koeficienty, pak
zobrazeni D : P — P definované predpisem D(p) = p’ je linearni
zobrazeni

je-li p(t) = po + p1t + - + pat”,
pak D(p)(t) = p1 + 2pat + - -+ + np,t" 1

priklad: je-li U prostor vsech diferencovatelnych redlnych funkci
redlné proménné a V prostor viech redlnych funkci redlné
proménné, pak zobrazeni D : U — V definované predpisem
D(f) = f’ pro kazdé f € U je linedrni

Matice a linearni zobrazeni
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Linearni zobrazeni
Priklady linedrnich zobrazeni 2

také integrovani polynom( s redlnymi koeicienty je linedrni
zobrazeni

priklad: je-li P prostor polynomu s redlnymi koeficienty, pak
zobrazeni J : P — P definované pro kazdé p € P predpisem

t
J(p)z/ p
0
je linearni

je-li p(t) = po + p1t + -+ + pyt”,

pak J(p)(t) = pot + Bt> + B3 4 .- 4 Lot

vS§imnéme si, ze pro kazdy polynom p € P plati DJ(p) = p;
zobrazeni (derivovani) D je inverzni zleva ke zobrazeni
(integrovani) J a J je inverzni zprava k D

Matice a linearni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Priklady linearnich zobrazeni 3

priklady: e nulové zobrazeni O : U — V, které kazdému u € U
prifadi nulovy prvek oy € V, je linearni
e identické zobrazeni idy na vektorovém prostoru U je linedrni

dalsi priklad linedrniho zobrazeni dostaneme pomoci souradnic
vektorldl vzhledem k bazi

je-li B =(v1,...,vp) baze prostoru U, u,ve U a

[ulg = (a1,...,an) ", [V]g = (b1,...,bs)T, pak plati
U=—aivi+avo+---+apvy, V=D>bivi+byvo+---+byv, a
u+v= (31+b1)vl+"'+(an+bn)vn: (al+b17'-->an+bn)T
atedy [u+v]g=(ar+b1,...,an+b,)" =[u]lg+[v]s
podobné z tu = (tai)vi + --- + (tas)vn, plyne [tu]g = t[u]g
tvrzeni: je-li V vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a B

néjakad baze ve V, pak zobrazeni f : V — T" definované predpisem
f(v)=[vlg je linedrni

Matice a linearni zobrazeni



Linearni zobrazeni

Determinant jako multilinedrni zobrazeni 1

na str. 6-33 jsme (s trochu jinym znacenim) ukazali, Ze jsou-li
aj,...,a;_1,aj41,...,a, € T" libovolné n-slozkové aritmetické
vektory nad T, pak pro kazdé dva vektory u,v € T" a skaldr t plati

e det(ay|---[aj_1lu+v|aji1]---[a,) =
det(ay|---|aj_1|ulajy1] - -|an) + det(ay]|- - -[aj_1|v[aj11]- - -an)

e det(ay]---laj_1|tulaj 1] - -[a,) =t det(as]- - -[aj_1|ulaji1]- - -ap)

tyto dvé rovnosti ukazuji, Ze zobrazeni f : T” — T definované
predpisem

f(x) = det(a- - |aj-1[x[aj1] - -~ [an)

je linearni

Matice a linearni zobrazeni



Linedrni zobrazeni
Determinant jako multilinedrni zobrazeni 2

determinant jsem definovali jako zobrazeni, které kazdé ¢tvercové
matici A nad T prifadi skalar z T

pokud matici A Fadu n zapiSeme posloupnosti jejich sloupcovych
vektort (ai,...,a,), miZzeme na determinant nahliZet jako na
zobrazeni o n proménnych (vektorech)

Det :T"xT"%x ... xT"=>T

nXx

zvolime-li libovolnych n — 1 ze sloupcovych vektord pevné a
zbyvajici sloupec je proménny, dostdvame linedrni zobrazeni z
T -T

proto o determinantu také nékdy mluvime jako o multilinedrnim
zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Matice linedrniho zobrazeni - obsah

B Matice linearniho zobrazeni
Zakladni vlastnosti linedrnich zobrazeni
Matice linedrniho zobrazeni

Matice prechodu
Operace s linedarnimi zobrazenimi

;
Matice linedrniho zobrazeni



Linearni zobrazeni

LZ zachovava nulovy vektor a linedrni kombinace

pro kazdé linearni zobrazeni f : U — V plati

° f(Ou) =0y, nebot f(Ou) = f(OOU) = Of(Ou) =0y

dale pro kazdé vektory uy,...,ux € U a kazdé skalary
t1,...,tx € T plati

o f(tiug + -+ feuy) =ty F(ug) + -+ + tic F(ug)
tato vlastnost plyne ihned z definice linedrniho zobrazeni

z toho, Ze linearni zobrazeni ,zachovavaji” libovolné linedrni
kombinace, plyne nasledujici dilezité tvrzeni

Matice linedrniho zobrazeni 8-14



Linearni zobrazeni

LZ je uréené hodnotami na bazi

tvrzeni: jsou-li U,V vektorové prostory nad télesem T, dimU = n,

B = (ui,...,u,) libovolna baze v U, a vi,..., v, libovolné prvky
ve V, pak existuje pravé jedno linearni zobrazeni f : U — V
takové, ze f(u;) = v; pro kazdé i =1,...,n

dakaz: nejdfive dokidzeme, ze takové f existuje nejvyse jedno

kazdy vektor x € U mlzeme jednoznacné vyjadrit jako linearni
kombinaci x = sju; + -+ syu, prvki baze B
potom musi platit  f(x) = f(sjug + - - - + spup)
= sy f(u1) + -+ + s, f(up)
=SIV1 + -+ SpVp

hodnota f(x) linedrniho zobrazeni f v jakémkoliv bodé x je tak
jednozna¢né uréena hodnotami v; = f(u;) pro i =1,2,...,n
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Linearni zobrazeni
Dikaz linearity f

zbyva dokazat, ze zobrazeni f : U — V definované predpisem
f(x) =sivi+---+s,v, pokud [x]g=(s1,...,5,)"
je linearni

je-li [X]g = (s1,---,80)" alylg = (t1,..., ta) T pro x,y € U, pak
[x+ylg=(s1+t,...,sn+t,)7, podle str. 8-10, a tedy

f(x+y) = (s1+ ti)vi+ (52 + t2)vo + -+ - + (Sn + tn)Vn
= S1V1 + SV2 + -+ SpVp + f1V1 + V2 + -+ EpVp
= f(x) +£(y)

podobné z rovnosti [tx]g = (ts1, ..., ts,)" plyne

f(tx) = tsyvy + -« - + tspvp, = t(s1vi + -+ - + spvp) = tF(X)

Matice linedrniho zobrazeni



Linearni zobrazeni

Linedrni zobrazeni jsou uré¢enad matici 1

dulezity dusledek: kazdé linearni zobrazeni f : T" — T™ je urené
néjakou jednoznac¢né uréenou matici Atypu mx nnad T

diikaz: vyjadiime libovolny vektor x = (xq,...,x,)" € T" jako
linedrni kombinaci X = x1€1 + xp€y + - - - + x,e,  prvki
kanonické baze (e, ez,...,e,) v T"

polozime A = (f(e1)|f(e2)|---|f(en)), ti. vektory f(e;) € T™
zapiseme do sloupcli matice A

potom pro kazdé i =1,...,n plati fa(e;) = Ae; = f(e))

obé zobrazeni f a fa jsou linedrni a shoduji se na prvcich kanonické
baze v T", musi se proto rovnat podle tvrzeni na str. 8-15

je-li f = fg pro néjakou matici B = (b1]--- |by), pak pro kazdé
i=1,...,n plati b;= fB(e;) = f(e,-) = fA(e,-) =a;, tj. B=A

Matice linedrniho zobrazeni



Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni jsou uré¢ena matici 2

definice: jsou-li U a V libovolné dva konecné dimenzionalni
prostory nad T, f : U — V linedrni zobrazeni, B = (uy,...,up,)
baze v U a C néjaka baze ve V, pak matici

([F (un)]c|[f (u2)lc - - - [[f (un)lc)

nazyvame matice linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazim B a C
oznaéeni: [f]Z

tvrzeni: jsou-li U a V konec¢né dimenzionalni vektorové prostory

nad télesem T, B baze v U, C bizeve V a f : U — V linearni
zobrazeni, pak pro kazdy vektor x € U plati

[F(x)]c = [fI¢[x]e
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Linearni zobrazeni

Dikaz
dakaz: je-li B = (uy,...,u,), lze kazdy vektor x € U vyjadfit jako

X=su; + -+ spu, tj. (s1,... ,5,,)T = [x]s
protoze f : U — V je linedrni zobrazeni, plati
f(x)=s1f(uy) +---+s,f(up)
coz zapiseme pomoci soufadnic vzhledem k bazi C ve V jako
[F(X)lc = [s1 f(u1)+ - -+sn fun)lc = silf(u1)lc+- - - +salf(un)lc

posledni vyraz je linedrni kombinace aritmetickych vektort
[f(u;)]c, kterou pomoci nasobeni matic zapiSeme jako

([F(u)lcl - [[F(un)lc)(st- - sn) T = [ [X]e

Matice linedrniho zobrazeni



Linearni zobrazeni

Pozndmky k matici linedrniho zobrazeni 1

poznamka 1: matice [f]2 umoZHiuje spocitat souFadnice [f(x)]c
vektoru f(x) € V vzhledem k bazi C prostoru V, zname-li
soufadnice [x]g vektoru x € U vzhledem k bazi B prostoru U

poznamka 2: matice [f]’g je touto vlastnosti uréena jednoznacné

pokud pro néjakou matici M = (my|my|---|m,) typu
(dimV) x (dimU) nad T plati [f(x)]c = M[x]g pro kazdy vektor
x € U, plati [f(u;)]c = M[uj]g pro kazdy prvek u; baze B

protoze [u;]g = e; pro kazdé i =1,..., n, plati

[f(u,-)](_- =M [U,']B = Me,- =m;

proto M = [f]2
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Linearni zobrazeni

Pozndmky k matici linedrniho zobrazeni 2

poznamka 3: je-li f4 : T" — T™ linedrni zobrazeni uréené matici
A = (ai]az|---|a,) typu m x n nad T, pak plati

A= (Rl
kde K, je kanonickd baze v T" a K,,, je kanonickad baze v T
pro kazdy vektor e; kanonické baze K, plati
a; = Ae; = fa(e) = [fa(ei)],

to znamend, Ze pro kazdé i =1, ..., n se i-ty sloupec matice A

rovna i-tému sloupci matice

([fa(er)l ko |[Fa(e2)l k| - - - |[Fa(en)l k) = [Fal )
coz dokazuje rovnost A= [fA]ﬁnm

Matice linedrniho zobrazeni



Linearni zobrazeni

Matice geometrickych zobrazeni snadno a rychle 1

na zakladé definice matice linedrniho zobrazeni f : U — V

[f1¢ = (If(un)]cllf (u2)lc| - [F (un)lc)

vzhledem k bazim B a C na str. 8-18 mizeme snadno napsat
matice urcujici jednoducha geometricky motivovand linedrni
zobrazeni v prostorech R? a R3

stadi zvolit baze B = C = K, pfipadné B = C = K3

priklad: rotace f v R? kolem po&atku o Ghel ¢ v kladném sméru

, 1\ [ cosyp 0\ [ —sing
plat|f<0>_<sinap>’f<1>_< cos >atedy

f je uréené matici A = [f]/¢ = ( cosp —smy >
2 singp  cosp

Matice linedrniho zobrazeni



Linearni zobrazeni

Matice geometrickych zobrazeni snadno a rychle 2

priklad: matice reflexe f vzhledem ke druhé soutadné ose v R?

o (2)- (3 (1))

a tedy f je uréené matici A = [f]% = ( _01 (1) )

priklad: rotace v R® o tihel ¢ v kladném sméru kolem druhé
souradné osy

Matice linedrniho zobrazeni



Linearni zobrazeni

Matice geometrickych zobrazeni snadno a rychle 3

1 cos ¢ 0 0 0 sin
fl 0 |= 0 L fL 1L =1 1], f] 0 |= 0
0 —sinp 0 0 1 Cos ¢
cosp 0 sing
f je uréené matici A = [f]ﬁg = 0 1 0
—sing 0 cosy

priklad: matice ortogonalni projekce f na rovinu uréenou prvnimi
dvéma soufadnymi osami v R3

0

0

0

1 1 0
fl1o|]=101]f|1]= :
0 0 0

0
0
1
0
projekce f je urend matici A = [f]K3 = 1
0

O O

Matice linedrniho zobrazeni



Linearni zobrazeni

Matice derivace

pfiklad: matice derivace D na prostoru P redlnych polynomi
stupné nejvyse 3

2 x3) a spocteme

zvolime baze B = C = (1, x, x
[D(1)]s = [0]g = (0,0,0,0)"
[D(x)]s = [1]8 = (1,0,0,0)7
[D(x*)]g = [2x]8 = (0,2,0,0)"

[D(x)]s = [3x%]5 = (0,0,3,0)7

a tedy

[DIE = (ID(W]&l[D()]&l[D(*)]sl[D(x*)]s) =

O O O o
o O o
O O N O

Matice linedrniho zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Matice reflexe uréené obecnou prfimkou v roviné

priklad: najdeme matici reflexe f uréené pfimkou ((1,3)7) v R?
o 1y (1 3\ (-3
V|me,zef(3)—(3)af(_1)—( 1 )

zvolime tedy B = (( ;),( _31 )) alC=kK

1 -3
potom [1‘]ﬁ2 = ( 3 1 )

za chvili si ukaZeme, jak z matice [f]E2 snadno a rychle dostat
matici [f]ﬁi ktera urcuje reflexi f

Matice linedrniho zobrazeni



Linearni zobrazeni

Matice identického zobrazeni a matice prechodu

tvrzeni: jsou-li B = (uy,...,u,) a C dvé baze vektorového
prostoru U dimenze n nad télesem T a idy identické zobrazeni na
prostoru U, pak matice [idU]’g se rovnad matici prechodu od baze B
k bazi C

dakaz: staci pouzit definice; matice linedrniho zobrazeni idy
vzhledem k bazim B a C se podle definice na str. 8-18 rovna

(lidy(ui)lcllidu(u2)lcl - - [lidu(un)lc) = ([ui]c|luzlcl - - - [[un]c)
coz je podle definice na str. 5-84 matice prechodu od baze B k
bazi C
muzeme také pouzit tvrzeni na str. 8-18, odvodit rovnost

Xc = lidu(x)]c = [idu]¢ []s

a ujasnit si, ze matice prechodu od baze B k bazi C je uréena
touto rovnosti jednoznacné
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Linearni zobrazeni

Priklady matic prechodu

priklad 1: pro kazdou bazi B kone¢né dimenzionalniho prostoru U
dimenze n nad T plati [idy]8 = I,, tj. matice prechodu od baze B
k B je vzdy identickd matice

to je zfejmé, nebot je-li B = (uy,...,u,), pak [uj|g = e; pro kazdé
i=1,...,n a tedy

lidulg = ([w]slu2]s| - [[un]g) = (e1lez] - |en) = I

priklad 2: v aritmetickém prostoru R3 se matice prechodu od baze
B =1((1,2,3)7,(2,3,4)7,(3,5,8) ") ke kanonické bazi K3 rovna

123
lidpslg, = | 2 3 5
3 48

nebot prvky baze B jsou zadané jejich soufadnicemi vzhledem ke
kanonické bazi K3

Matice linedrniho zobrazeni



Linearni zobrazeni

Matice slozeného zobrazeni

skladani zobrazeni uréenych maticemi jsme pouZili k motivaci
definice soucinu matic

ndsledujici tvrzeni rikd, Ze vztah mezi sklddanim linearnich
zobrazeni mezi konecné generovanymi prostory a nasobenim matic
plati zcela obecné

tvrzeni: jsou-li U;V a W vektorové prostory nad télesem T a
f:U—Vag:V — W jsou linedrni zobrazeni, pak plati

e gf : U — W je linedrni zobrazeni

jsou-li navic prostory U, V, W konec¢né dimenzionalni a B baze
v U, C baze ve V a D baze ve W, pak plati

o [gf15 = [gl5 [f12
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Linearni zobrazeni

Diikaz

dakaz: k diikazu prvni ¢asti zvolime dva vektory x,y € U a
spolteme

gf(x+y) = g(f(x +y)) = g(f(x) + f(y)) = &f (x) + &fy
podobné pro kazdy skalar t € T plati gf (tx) = g(t f(x)) = t gf(x)
k diikazu druhé casti ovérime, ze pro kazdé x € U plati
e ()]0 = [g]5 [F(x)]c = [g15 (I1E [Xls) = (el [12) s
dvojim pouzitim tvrzeni na str. 8-18

podle poznamky 2 na str. 8-20 odtud plyne, Ze [gf]5 = [g]§ [f]2
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Linearni zobrazeni

Matice inverzniho zobrazeni

tvrzeni: je-li f : U — V vzdjemné jednoznacné linedrni zobrazeni
mezi vektorovymi prostory U a V, pak

o f~1:V — U je také linedrni zobrazeni

jsou-li navic U, V konec¢né dimenzionalni prostory dimenze n, B
baze v U a C baze ve V, pak plati

o [FUS=(IF12) "

dakaz: zvolime x,y € V; protoze f je na cely prostor V, existuji
u,v € U takové, ze f(u) =xa f(v) =y

protoze f je linedrni, plati f(u+v) = f(u) 4+ f(v) = x+y a tedy
flx+y)=u+v="F1x)+f1(y)

podobné pro kazdy skalar t € T plati f(tu) = t f(u) = tx a tedy
fl(tx) = tu =t F1(x)
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Linearni zobrazeni

Dokonceni dikazu

k dikazu druhé ¢asti vyuzijeme druhou Cast tvrzeni na str. 8-29
protoze f~1f = idy, plati
: B —-1B -17C B
In=Tlidulg = [f " flg = [f 15 [flc
protoZe je matice [f]2 &tvercova, plyne odtud [f~1]§ = ([f]tg)_1
poznamka: pozdéji v této kapitole si ukdzeme, Ze staci v druhé
Casti predpokladat pouze, Ze dim U = n; odtud uz plyne, Ze

dimV = n v pfipadé, Ze linearni zobrazeni f : U — V je vzdjemné
jednoznacné
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Linearni zobrazeni
Priklad

priklad: v prikladu 2 na str. 8-28 jsme si ukazali, Ze matice
prechodu [id], od baze B = ((1,2,3)7,(2,3,4)7,(3,5,8)7) ke
kanonické bazi K3 v prostoru R3 se rovna

12
lid]g, = | 2 3
3 4

o 1 W

podle druhé &asti tvrzeni na str. 8-31 se matice prechodu [id]g3 od
kanonické baze K3 k bazi B rovna

-1

s = (1) =

w N =
B~ N
oo o1 W
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Linearni zobrazeni

Dalsi priklad

priklad: na str. 8-26 jsme nasli matici [f]ﬁ2 ortogonalni reflexe f
uréené primkou ((1,3)7) v R? vzhledem k bazim
B=((1,3)7,3,-1)") a C = Ka:

n%-(5 1)

vyuZijeme tvrzeni o matici slozeného zobrazeni na str. 8-29
k nalezeni matice [f]% ktera tuto reflexi uréuje

plati [f]}2 = [f id]/2 = [f]12, [id]

pouZzijeme tvrzeni na str. 8-31:

[id] —([fd1ﬁ2>‘1=(§ 31>_1: 1(_§ _13)

pak[f]%:—ll()(; _13><_§ _3> <_8 g)

Matice linedrniho zobrazeni
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Linearni zobrazeni
Pripomenuti

v tvrzeni na str. 7-87 jsme odvodili vzorec pro matici reflexe uréené
nadrovinou, ktera je ortogonalnim dopliikem néjakého vektoru

w € U, kde U je redlny nebo komplexni aritmeticky prostor se
skalarnim soucinem

tento vzorec pouzijeme k jinému feSeni prikladu z predchozi
str. 8-34

tvrzeni pouZijeme pro prostor R? a zvolime néjaky vektor w € R?
takovy, ze {w}+ = ((1,3)7), naptiklad w = (-3,1)"

podle tvrzeni na str. 7-87 je tato reflexe f urcend matici

.
Ko 4, Ww (10)\ 2/9 -3\ 1/-8°2656
i = 2 2|yw\|2<o 1) 0\ -3 1) 10\ 8 8
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Linearni zobrazeni
A dalsi pripomenuti

na str. 4-25 dole jsme geometricky odvodili, ze reflexe f vzhledem
k ose prochazejici vektorem (cosa, —sina)” € R? je uréend matici

2 —sin2 .. - Y.
[f]% - ( —C(:n ;104 _;ns 23 ) dostali jsme ji jako souin

cosa  Ssino 1 0 cosa —sin«
—sina  cos« 0 -1 sina  cos«

jednotlivé matice v sou¢inu mlzeme interpretovat i jinak

vektor (cosa, —sina)’ doplnime do ortonormélini baze
B = ((cosa, —sina) T, (sin,cosa) ™) v roviné R?
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Linearni zobrazeni

Matice téhoz LZ vzhledem k rznym bazim

metodu vypoctu matice linedrniho zobrazeni f : U — U vzhledem k
n&jaké bazi C, zndme-li matici [f]5 vzhledem k jiné bazi B a matici
prechodu od jedné z téchto bazi k druhé, budeme pouZivat Casto

véta: je-li U konecné dimenzionalni vektorovy prostor nad T,
f : U — U linedrni zobrazeni, B, C dvé baze v U a R matice
prechodu od baze B k bazi C, pak plati

[f15 = R7'[fIER

dakaz: plati f = idy f idy a podle tvrzeni na str. 8-29
[f1§ = lid]5 [f]€ [id]¢

matice [id]’g je matice prechodu od baze B k bazi C podle tvrzeni
na str. 8-27 a [id]§ = ([id]2)~!

Matice linedrniho zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Terminologickd pozndmka

v riiznych uéebnicich je matice [id]"g nazyvana rizné;
v nékterych se ji fikd matice prechodu od baze B k bazi C, stejné
jako ji nazyvame my

to je v téch pripadech, kdy se terminologie odviji od rovnosti
[Xlc = [id]¢ [x]s

zname-li soufadnice vektoru x vzhledem k bazi B, pak jejich
prendsobenim matici pfechodu od baze B k bazi C dostaneme jeho
soufadnice vzhledem k bazi C

v jinych uéebnicich je ta samd matice [id]2 nazyvéna matice
prechodu od bdze C k bazi B

v téchto ucebnicich autofi kladou diraz na rovnost

[f18 = R [f1¢ R = ([id]2) ' [f1¢ [id]
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Linearni zobrazeni

Slovni¢ek morfismu

definice: jsou-li U a V vektorové prostory nad stejnym télesem T

af
[ ]

: U — V linearni zobrazeni, pak

nazyvame f také homomorfismus prostord U a V,
je-li f prosté, nazyvame jej monomorfismus,
je-li f na cely prostor V, nazyvame f epimorfismus

je-li f vzajemné jednoznacné, nazyvame je isomorfismus, v
tom pripadé také fikame, ze prostory U a V jsou isomorfni

je-li U =V, pak f nazyvame endomorfismus prostoru U, nebo
také linearni operator na U

je-li f : U — U isomorfismus, nazyvame je také
automorfismus prostoru U

je-li f : U — T, nazyvame je linedrni forma na prostoru U
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Linearni zobrazeni
Priklady morfism{

e rotace kolem pocatku a symetrie (osové soumérnosti)
vzhledem k pfimkam prochazejicim pocdtkem jsou
automorfismy prostoru R?

e je-li U vektorovy prostor nad T a B = (uy,...,u,) néjaka
baze, pak zobrazeni f : U — T" definované predpisem
f(x) = [x]g je linedrni podle tvrzeni na str. 8-10; je to
epimorfismus, protoze kazdy aritmeticky vektor
(b1,...,b,)T € T" je vektorem soufadnic vzhledem k bazi B
vektoru x = bju; + - - - + bpu,; je to dokonce isomorfismus,
nebot kazdy vektor x € U je jednoznacné urleny svymi
soufadnicemi vzhledem k jakékoliv bazi

e zobrazeni f : R? — R3 definované predpisem
f((x1,x2) ") = (x1,x2,0)7 je monomorfismus

e ortogonalni projekce na rovinu prochazejici poc¢atkem v R3 je
endomorfismus R3, ktery neni ani mono- ani epimorfismus
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Linearni zobrazeni

Jadro a obraz linearniho zobrazeni

definice: je-li f : U — V linedrni zobrazeni, pak jddro f je mnoZina
Kerf ={xeU:f(x)=0} C U
obraz nebo také obor hodnot zobrazeni f je mnozina
Imf ={f(x):xeU}CV
tvrzeni: plati, ze f : U — V je prosté lineadrni zobrazeni
(tj. monomorfismus) pravé kdyz Ker f = {o}

dukaz = je-li x € Ker f, pak plati f(x) = 0 = f(0) a protoze je f
prosté, plyne odtud x = o a tedy Ker f = {o}

<: je-li naopak Ker f = {0} a f(x) = f(y) pro néjaké x,y € U,
pak z linearity f plyne f(x —y) = f(x) — f(y) = o, tj.

x —y € Ker f, odkud plyne x =y, coz dokazuje, ze f je prosté
linedrni zobrazeni, neboli monomorfismus
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Linearni zobrazeni

Jadro a obraz linearniho zobrazeni pomoci jeho matice
tvrzeni: je-li f : U — V linedrni zobrazeni, dimU = n, dimV = m,
B baze v U a C baze ve V, pak plati

e jadro Ker f je podprostor U a plati
[Ker flg = Ker ([f]2)
e obor hodnot Imf je podprostor V a plati
[Imflc =Im ([f]"g)
dukaz prvni ¢asti: je-li x,y € Ker f, pak f(x) = f(y) = 0 a pro
kazdé r,s € T plati

f(rx+sy)=rf(x)+sf(y)=o
coz dokazuje rx + sy € Ker f

jadro Ker f je tedy uzavrfené na scitani i nasobeni skalarem a
protoze je neprazdné ({o} € Ker f vzdy), je to podprostor U

nasledujici vypocet vychazi z definic a tvrzeni na str. 8-18
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Linearni zobrazeni

Dokonceni dikazu

[Ker flg = [{x: f(x) = o}]g = {[x]5 : f(x) =0}

= {[xls : [f(x)]c = o} = {[x|5 : [f]2 [x]s = o}

={ueT":[f]2u=0} = Ker ([f]8)
diikaz druhé ¢asti je podobny, napred dokdzeme, ze Imf je
podprostor V; protoze o = f(0) € Imf, je Imf neprazdnd mnozina
pro libovolné u,v € Imf existuji x,y € U takové, ze f(x) =u a
f(y) = v; pak pro libovolné skalary s, t € T plati

ru+sv=rf(x)+sf(y) =f(rx+ sy)
coz dokazuje ru + sv € Imf a odtud plyne uzavrenost Imf na
s¢itdni a ndsobeni skaldrem
podobné jako v prvni ¢asti spolteme
[Imflc = [{f(x) : x € U}]c = {[f(x)]c : x € U}
={[f12xlg: x € U} ={[fl2u:ue T} =Im ([f])
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Linearni zobrazeni

Charakterizace monomorfismu

tvrzeni: ma-li prostor U konecnou dimenzi, pak pro linearni
zobrazeni f : U — V je ekvivalentni
1. zobrazeni f je prosté (monomorfismus)

2. pro kazdou LN posloupnost (uy,...,ux) v U je posloupnost
(f(u1),...,f(ug)) LN ve V
3. existuje baze (uy,...,u,) v U takova, ze posloupnost
(f(u1),...,f(uy)) je LN ve V
dukaz 1 = 2: necht f je monomorfismus a (ug,...,ux) je LN
posloupnost v U; plati-li pro néjaké skalary si, ..., sk

s1 f(u1)+52f(u2)+---+skf(uk) =0
pak v disledku linearity f plati rovnéz

f(51U1 +suy+---+ skuk) =0= f(o)
protoze f je monomorfismus, plati sju; + spup + - - - + sguy = o,
a protoze posloupnost (uy,...,uk) je LN, dostdvame konec¢né
51252:'-‘251(:0
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Linearni zobrazeni

Dokonéeni dikazu charakterizace monomorfismt

2 = 3 plyne z toho, ze kazda baze je LN posloupnost

3 = 1: podle tvrzeni na str. 8-41 stali dokazat, ze Ker f = {o}

necht (uy,...,u,) je baze v U takova, Ze posloupnost
(f(u1),...,f(uy)) je LN ve V

je-li x € Ker f, vyjadfime jej jako LK této baze, tj. ve tvaru
X=5U;+Suy+---+5s,u,
potomo = f(x) =f(spus+---+s,u,) =51 f(uy)+---+s, f(uy,)

protoze je posloupnost (f(uy),...,f(u,)) linedrné nezavisla, plyne
odtuds; =s,=---=s,=0atedyx=o0

protoze vzdy o € Ker f, je tim rovnost Ker f = {o} dokazdna
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Linearni zobrazeni

Charakterizace epimorfism(

tvrzeni: ma-li U kone¢nou dimenzi, pak pro linedrni zobrazeni
f U — V je ekvivalentni

1. f je epimorfismus
2. pro kazdou bazi (ug,...,u,) v U plati (f(u1),...,f(u,)) =V
3. existuje baze (uj,...,u,) v U pro kterou

(f(ug),...,f(uy)) =V

dikaz 1 = 2: pro kazdé y € V existuje x € U takové, ze f(x) =y,
protoze f je epimorfismus (tj. zobrazeni na cely prostor V)

jelikoz (ug,...,u,) je baze v U, mizeme x vyjadfit jako linearni
kombinaci x = sju; + - - + s,u,

f je LZ, proto f(x)=f(siu; +---+spu,)=s1 f(u1)+---+s,f(up)
proto y = f(x) € (f(u1),...,f(u,)) a tedy V C (f(uz),..., f(up))
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Linearni zobrazeni

Dokonceni diikazu charakterizace epimorfismi

2 = 3 je ziejmé, protoze v U existuje n€jakad baze
3 = 1: potfebujeme dokazat, ze zobrazeni f je na cely prostor V

zvolime y € V; protoze predpoklddéme (f(ui),...,f(u,)) =V,
existuji skalary si,...,s, € T takové, ze

sif(ur) +saf(ua)+---+s,f(uy) =y
polozime x = sju; + spup + - - - + s,u,, potom
f(x) = f(siu1 + spup + - - - + spup)
=51 f(u)) +sf(up) 4+ +s,f(uy) =y

coz dokazuje, ze linearni zobrazeni f je na cely prostor V

Matice linedrniho zobrazeni



Linearni zobrazeni
Charakterizace isomorfismu

tvrzeni: ma-li U kone¢nou dimenzi, pak pro linedrni zobrazeni
f: U — V je ekvivalentni

1. f je isomorfismus
2. pro kazdou bazi (uy,...,u,) v U je (f(uy),..., f(u,)) baze

ve V
3. existuje baze (uy,...,u,) v U takova, ze (f(uy),...,f(u,)) je
baze ve V
dikaz 1 = 2: bud (uy,...,u,) libovolnad bize v U

protoze f je isomorfismus, je sou¢asné mono- i epimorfismus
podle tvrzeni na str. 8-44 je posloupnost (f(uy),...,f(up))
linedrné nezavisla

podle tvrzeni na str. 8-46 posloupnost (f(uy),...,f(u,))
generuje V, proto je (f(u1),...,f(u,)) baze ve V
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Linearni zobrazeni
:

Dokonéeni diikazu charakterizace isomorfismt

2 = 3 je zfejmé
3 = 1: pfedpokladdme, Ze existuje baze (uy,...,u,) v U takovs,
ze (f(u1),...,f(up)) je baze ve V

specialné (f(uy), f(uz),...,f(u,)) =V a proto podle tvrzeni na
str. 8-46 je f epimorfismus

stejné tak (f(u1), f(u2),...,f(us)) je LN a tedy f je
monomorfismus podle tvrzeni na str. 8-44
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Linearni zobrazeni

Isomorfismy - obsah

B /somorfismy
Isomorfismy konecné generovanych prostort
Prostor linedrnich zobrazeni

Isomorfismy
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Linearni zobrazeni

Priklad isomorfismu
priklad: oznacime P vektorovy prostor vsech polynomi s redlnymi
koeficienty s obvyklymi operacemi scitani polynomi a nasobeni
polynomu redlnym cislem

dale ozna¢ime Q podprostor prostoru R> vsech posloupnosti
redlnych Cisel tvoreny posloupnostmi, které obsahuji pouze koneéné
mnoho nenulovych prvk(

definujeme zobrazeni f : P — @ nésledovné:
je-li p(x) = ag + a1x + - - - + a,x", pak polozime
f(p) =(a0, a1, a2, ..., an0,...)
snadno ovérime, zobrazeni f je prosté a na celou mnozinu @

podobné snadno ovéfime, ze také plati f(p+ q) = f(p) + f(q) pro
libovolné dva polynomy p,q € P a f(c p) = cf(p) pro kazdé
redlné Cislo ¢ a kazdy polynom p

f: P — Q je tedy isomorfismus vektorovych prostor(i
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Linearni zobrazeni

O isomorfismech

jsou-li U a V dva isomorfni prostory, tj. existuje-li isomorfismus
f : U — V, mizeme prostory U a V povazovat za ,stejné"

jinak Feceno, operace v isomorfnich prostorech jsou ,stejné"

mame-li seist dva prvky u,v € U, pak je miZzeme bud secist v
prostoru U a dostaneme u + v

nebo mizeme vzit jejich obrazy f(u), f(v) € V, secist je ve V a
dostaneme prvek f(u) + f(v) € V

protoze f(u + v) = f(u) + f(v), dostaneme prvek f(u) + f(v) € V
také jako obraz souctu u + v zobrazenim f

isomorfismus f tak ,preklada” operaci sc¢itani prvka v U do
operace scitani prvkl ve V

podobné , preklada" i operaci nasobeni prvki skaldrem a fadu
dalSich vlastnosti z jednoho prostoru do isomorfniho prostoru
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Co vsSechno se isomorfismem prendsi

tvrzeni: je-li f : U — V isomorfismus vektorovych prostor(i, pak

1. posloupnost (ug,uy,...,u,) prvkia U je LN pravé kdyz
posloupnost (f(uy), f(uz),...,f(u,)) je LN ve V

2. pro mnozinu P C U a prvek u € U plati u € (P) pravé kdyz
f(u) € (f(P))

3. pro kazdou mnozinu P C U plati f((P)) = (f(P))

4. mnozina P C U generuje prostor U prave kdyz mnozina
f(P)={f(u) : u € P} generuje V

5. posloupnost (uy,uy,...,u,) je baze v U pravé kdyz je
posloupnost (f(uy), f(u2),...,f(u,)) baze ve V

6. mnozina P C U je podprostor U pravé kdyz je mnozina f(P)
podprostor V

7. je-li P podprostor U pak zlzeni f na podprostor P je
isomorfismus mezi P a f(P)

Isomorfismy 8-53



Linearni zobrazeni

Isomorfismy

Prvni ¢ast dukazu

kazdy isomorfismus je také monomorfismus, proto je
posloupnost (f(u1),f(uz),...,f(u,)) linedrné nezavisla pro
kazdou LN posloupnost (ug,uy,...,u,) podle bodu 2. tvrzeni
na str. 8-44; opacna implikace plyne z toho, Ze inverzni
zobrazeni f~1 : V — U je také isomorfismus

. je-liu € (P), pak u = tju; + toupy + - - - + txug pro néjaké

vektory ug,...,ux € P a néjaké skalary t1,...,t, €T

potom f(u) = f(tyug + toug + - -+ + tyug) =

tlf(ul) + tzf(UQ) +--+ tkf(uk) S <f(P)>

je-li x € f((P)), pak x = f(u) pro néjaké u € P a podle 2. je
x = f(u) € (f(P)); to dokazuje f({P)) C (f(P))

f~1:V — U je také isomorfismus a z pravé dokazané inkluze
pouzité na mnozinu f(P) C V plyne

f=YHF(P)) C (F1f(P)) = (P) a tedy také (f(P)) C f({P))
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Linearni zobrazeni

Isomorfismy

Zbylé dikazy

pokud P generuje U, plati (P) = U; protoze f je také
epimorfismus, plati f(U) = V; podle 3. pak

(f(P)) =f((P)) =f(U) =V a tedy f(P) generuje V
opa¢na implikace opét plyne z toho, 7e f1: V — U je
isomorfismus

plyne ihned z 1. a 4.

P je podprostor U pravé kdyz (P) = P
podle 3. pak plati (f(P)) = f((P)) = f
podprostor V

. podle bodu 6. vime, ze f(P) je podprostor V

zUzeni prostého zobrazeni na podmnozinu je opét prosté
f zlzené na P je zobrazeni na cely prostor f(P),
zobrazeni f : P — f(P) je tedy vzdjemné jednoznalné

nakonec si uvédomime, Ze zGzeni linedrniho zobrazeni na
podprostor je opét linearni

(P) a tedy f(P) je
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Linearni zobrazeni

Isomorfismy mezi prostory stejné dimenze

tvrzeni: pro dva konecné generované prostory U a V nad stejnym
télesem T jsou nasledujici podminky ekvivalentni

e U a V jsou isomorfni, tj. existuje isomorfismus f : U — V
e dimU =dimV

dukaz =: je-li (u1,uy,...,u,) baze v U, pak podle tvrzeni
na str. 8-48 je (f(u1), f(uz2),...,f(u,)) baze ve V

proto dimU = dimV

<: plati-li naopak dimU = dimV = n, existuji baze

B = (uj,uy,...,u,) v U abize C = (vi,va,...,v,) ve V

podle tvrzeni na str. 8-15 existuje (pravé jedno) linedrni zobrazeni
f:U— V takové, ze f(u;) = v; prokazdé i=1,...,n
potom plati, ze (f(uy), f(uz),...,f(u,)) = (vi,v2,...,v,) je baze
ve V a tedy f je isomorfismus podle tvrzeni na str. 8-48
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Linearni zobrazeni

Dasledky

duasledek: kazdy vektorovy prostor U dimenze n nad télesem T je
isomorfni s aritmetickym vektorovym prostorem T”

dakaz: oba maji dimenzi n, to podle tvrzeni na str. 8-56 staci k
tomu, aby byly isomorfni

konkrétni isomorfismus z U do T” najdeme tak, Ze zvolime
libovolnou bazi B = (u,uy,...,u,) v prostoru U a podle druhého
prikladu na str. 8-40 je zobrazeni f : U — T" definované
predpisem f(x) = [x]g isomorfismus

véta o dimenzi jadra a obrazu pro linearni zobrazeni: je-li U
konec¢né generovany vektorovy prostor nad T, V libovolny
vektorovy prostor nad T, a f : U — V linearni zobrazeni, pak plati

dim(Ker f) +dim(Imf) = dim U

Isomorfismy



Linearni zobrazeni

Diikaz véty o dimenzi jadra a obrazu
dukaz: zvolime néjakou bazi B = (uj,uy,...,u,) v U
libovolny prvek x € U vyjadiime jako linearni kombinaci prvk( B
X = tiug + toug + - - - + thu,
z linearity zobrazeni f pak plyne
f(x) = tif(ur) + tof (u2) + - - - + tof (up) € (F(ug), f(u2),. .., f(uy))
to dokazuje, ze prostor Imf je koneCné generovany
zvolime v ném néjakou bazi C = (vi,v2,...,Vpm)
podle tvrzeni na str. 8-42 plati
[Ker flg = Ker [f]2, [Imf]c = Im[f]2
potom dim(Ker [f]2) = dim[Ker f]g = dim(Ker f)
a dim(Im[f]2) = dim[Im f]¢c = dim(Imf) (nebot x — [x]c je iso)
z véty o dimenzi jddra a obrazu pro matice pak plyne
dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(Ker [f]2) + dim(Im[f]2) = n
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Linearni zobrazeni

Scitani a skalarni nasobky linedrnich zobrazeni
tvrzeni: jsou-li U,V vektorové prostory nad T, f, g : U — V dvé
linearni zobrazeni, a ¢ € T, pak plati

e zobrazeni (f + g) : U — V definované pro kazdé x € U jako
(F +8)x) = F(x) + £(x)
je linearni
e zobrazeni (cf): U — V definované pro kazdé x € U jako
(cf)(x) = cf(x)
je linearni
dikaz prvni Casti: pro kazdé dva vektory x,y € U je
(f+g)(x+y)=f(x+y)+glx+y)="f(x)+f(y)+g(x)+gly)
= (f+8)(x)+ (f +&)(y)
podobné pro kazdy skaldr r € T a kazdy vektor x € T plati
(cf)(rx)=cf(rx)=crf(rx)=r(cf)(x)
druhd &ast se dokdze analogicky
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Linearni zobrazeni

Prostor linearnich zobrazeni

tvrzeni: jsou-li U,V vektorové prostory nad stejnym télesem T,
pak mnozina vSech linedrnich zobrazeni z U do V s pravé
definovanymi operacemi scitani a skaldrniho nasobku tvori
vektorovy prostor nad té€lesem T

dakaz: spociva v mechanickém ovéreni axioml VP
oznaceni: Hom(U, V)

tvrzeni: jsou-li U,V konecné dimenzionalni vektorové prostory nad
télesem T, dimU = n a dimV = m, pak prostor Hom(U, V)
linedrnich zobrazeni z U do V je isomorfni s prostorem T™*" viech
matic typu m X n nad télesem T

dukaz: zvolime bazi B = (uj,up,...,u,) v prostoru U a bazi
C = (v1,v2,...,Vp) v prostoru V

Isomorfismy



Linearni zobrazeni

Prvni pokracovani diikazu
definujeme zobrazeni H : Hom(U,V) — T™*" pfedpisem
H(f) = [f]¢
pro kazdé linedrni zobrazeni f : U — V
dokazeme, ze H je linedrni zobrazeni

jsou-li f, g € Hom(U, V) linedrni zobrazeni z U do V, potfebujeme
dokézat, ze H(f + g) = H(f) + H(g) a H(r f) = r H(f) pro kazdy
skalar r e T
pro kazdé j =1,...,n porovname j-té sloupce v maticich
H(f +g) a H(f) + H(g)
podle definice matice linedrniho zobrazeni na str. 8-18 je j-ty
sloupec matice H(f + g) rovny

[(f + &)(uj)lc = [f(uj) + g(uj)lc = [f(u)j)lc + [g(u))]c
co? je j-ty sloupec v sou¢tu matic H(f) + H(g) a tedy
H(f + g) = H(f) + H(g)
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Linearni zobrazeni

Druhé pokracovani diikazu

v druhé rovnosti jsme pouzili fakt, Ze zobrazeni v — [v]¢ je linearni
zobrazeni z V do T™ podle tvrzeni na str. 8-10

podobné pro kazdé j =1,...,n porovname j-té sloupce matic
H(rf) a r H(f):

[(r )(ulc = [rfuj)lc = r[f(uj)lc
coz dokazuje H(r f) = r H(f)
zobrazeni H : Hom(U,V) — T™*" je tedy linearni a zbyva
dokdzat, Ze je prosté a na cely prostor matic T™*"
plati-li pro néjaké f : U — V, ze H(f) = [f]g = Omxn , plyne
odtud [f(uj)]c = o a tedy f(u;) = o pro kazdy prvek u;
biaze Bv U
z linearity f pak plyne f(x) = o pro kazdy vektor x € U a tedy ze f
se rovnd nulovému zobrazeni z U do V, které je nulovym prvkem
prostoru Hom(U, V)

Isomorfismy
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Linearni zobrazeni

Dokonéeni dikazu
tim jsme dokazali, ze Ker H = { O}, neboli Zze H je prosté linearni
zobrazeni (monomorfismus)

nakonec dokazeme, ze H zobrazuje Hom(U, V) na cely prostor
matic T™*"

zvolime néjakou matici A = (a;;) = (a1]az|---|an) typu m x n nad
télesem T
pro kazdé j = 1,..., n definujeme vektor

W; = a1jV1 + ajVo + -+ + amjiVm € V
z definice vektori w; plyne [wj]c = a; pro kazdé j=1,...,n

z tvrzeni na str. 8-15 plyne existence linedrniho zobrazeni
f : U — V takového, Ze f(uj) = w;j pro kazdé j=1,...,n

J-ty sloupec matice H(f) se pak rovnd [f(u;)]c = [wj]c = aj

to dokazuje H(f) = A a zobrazeni H je tedy na cely prostor
matic T™*", tj. je epimorfismus

Isomorfismy
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Linearni zobrazeni

Dualni prostor - obsah

B Dudlni prostor

Dualni prostor
Radkovy pohled na soustavu linearnich rovnic podruhé

Linearni formy na prostorech se skalarnim soucinem

;
Duélni prostor
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Linearni zobrazeni

Definice dualniho prostoru

leva strana jakékoliv linedrni rovnice n proménnych s koeficienty z
télesa T

aixy +axxp + -+ anxp = b
definuje lineadrni zobrazeni g : T" — T predpisem
g(x) = aix1 + axxa + -+ + anXs

a toto linedrni zobrazeni je prvkem prostoru Hom(T", T) vsech
linearnich forem na T”

kvili dalSimu pochopeni vlastnosti mnoZiny vSech feseni soustavy
linedrnich rovnic se budeme vice zabyvat timto prostorem

definice: je-li U vektorovy prostor nad télesem T, pak vektorovy
prostor Hom(U, T) vSech linedrnich forem na U nazyvame dudlni
prostor k prostoru U;

oznaéeni: U? (také se vyskytuje oznageni U’ nebo U* nebo U)

Duélni prostor



Linearni zobrazeni

Dimenze dualniho prostoru

z tvrzeni na str. 8-60 vime, Ze dualni prostor U9 ke kone¢né
dimenzionalnimu prostoru U dimenze n je isomorfni s prostorem
T1X" 3 ma tedy podle tvrzeni na str. 8-56 stejnou dimenzi jako
prostor T1X7 tj. dimenzi n

tvrzeni: pro kazdy kone¢né dimenzionalni vektorovy prostor U nad
télesem T plati

dimU? =dimU

konkrétni isomorfismus mezi U4 = Hom(U, T) a prostorem
¥adkovych vektorti T1*" dostaneme volnou bazi v prostorech Ua T

v prostoru U zvolime néjakou bazi B = (uj,up,...,u,) av
prostoru T zvolime vzdy kanonickou bazi C = (1)

isomorfismus mezi U a T1*" uréeny touto volbou bazi je

Fi [£18) = (F(u1), F(u2),.... F(un))
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Linearni zobrazeni

Souradnice linearni formy

v pripadé linedrnich forem f : U — T budeme vzdy volit bazi
C = (1) v prostoru T

matici [f]ﬁ) budeme proto oznacovat pouze [f]®

protoze je matice [f]B Fadkovy vektor, byva nékdy nazyvana také
souradnice formy f vzhledem k bazi B

my se budeme radéji drzet nazvu matice linedarni formy f vzhledem
k bazi B (a C = (1) si domyslime)

z tvrzeni na str. 8-18 dostavame rovnost

f(x) = [f1°[xls
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Linearni zobrazeni

Obecny tvar linedrnich forem na aritmetickych prostorech

tvrzeni: kazdou linearni formu f na aritmetickém prostoru T" Ize
vyjadFit ve tvaru

f(x) = aix1 + axxa + -+ + apxy
kde a1,as,...,a, €T

dikaz: stacdi pouZit posledni formulku z predchozi strany na
kanonickou bazi K v T" a libovolny vektor

X = (x1,%2,...,%,) €T"

oznatime [f]X = (a1,a2,...,a,) a vime, Ze

[X]K = (X17X27 o 7XI'I)T

potom f(x)= [f]K[x]K = a1x1 + asxo + - - - + apX,
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Linearni zobrazeni

Soustava linedrnich rovnic jako posloupnost linedrnich forem
pri zkoumani vlastnosti mnoziny vSech reSeni homogenni soustavy
linedrnich rovnic Ax = o0 nad T s matici

A= (aj) = (a1,a2,...,a,) typu mxn
jsme dosud davali pfednost sloupcovému pohledu
feSeni rovnice jsme nahlizeli jako hledani nezndmych koeficient(
linedrni kombinace sloupct matice A, pro které plati
xia1 + xqa2 + -+ Xpadp = 0
kazda rovnice této soustavy urcuje linearni formu
fi(x) = ajrx1 + aipxa + -+ + AinXn

na aritmetickém prostoru T”
vektor x je FeSenim této soustavy pravé kdyz plati f;(x) = 0 pro
kazdé i = 1,..., m, tj. pravé kdyz

m

x € () Kerf;
i=1
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Linearni zobrazeni
Dimenze jadra linearni formy

tvrzeni: je-li U prostor dimenze n nad télesem Taf: U — T
linedrni forma, pak plati
dim(Kerf)>n—1
pri¢emz rovnost nastdva pravé kdyz f # O
dikaz: staci pouzit vétu o dimenzi jadra a obrazu:
dim(Ker f) +dim(Imf) =n
pficemz dimenze Imf < T je bud 0 nebo 1 v zavislosti na tom,

je-lif = O nebo f # O

v pfipadé soustavy linearnich rovnic Ax = o budeme zkoumat
posloupnost podprostort

W, = Ker f1, W, = Ker f; N Ker f,, W3 = Ker f; N Ker > N Ker f3, . ..

W,,=KerfinKerfHhnN---N Ker fy
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Linearni zobrazeni
Dimenze priniku podprostoru s nadrovinou
kazdy z podprostorti W, je priinikem podprostoru W; s jddrem
Ker fiy1 formy fiq

tvrzeni: Je-li U vektorovy prostor dimenze nnad T, W< Uag
linearni forma na U, pak

dimW —1 <dim(Wn(Kerg)) <dmW
pri¢emz plati dim(W N (Kerg)) = dimW pravé kdyz W C Ker g
dakaz: tentokrat pouzijeme vétu o dimenzi souctu a priniku
podprostord, ta rika
dim(W + (Ker g)) + dim(W N (Ker g)) = dim W + dim(Ker g)
coz prepiseme jako
dim(W N (Ker g)) — dim W = dim(Ker g) — dim(W + (Ker g))
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Linedrni zobrazeni
Dokonceni ditkazu
dale plati  n—1 < dim(Kerg) < dim(W + (Kerg)) < n
coz znamend —1 < dim(Ker g) —dim(W + (Kerg)) <0
a tedy -1 <dim(Wn(Kerg)) —dimW <0
neboli dimW —1 <dim(W N (Kerg)) <dimW

z definice sou¢tu podprostort plyne Ker g < W + (Ker g)
odtud plyne, Ze rovnost dim(Ker g) — dim(W + (Kerg)) =0
plati pravé kdyz Kerg =W + (Kerg), coz opét podle
definice sou¢tu podprostort plati pravé kdyz W C Ker g

posledni tvrzeni rikd, ze pokud pronikneme podprostor W jadrem
Ker g néjaké linearni formy g, bude dimenze priniku mensi nez
dimenze podprostoru W nejvyse o 1

Dualni prostor
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Linearni zobrazeni

Linedrni zavislost mezi linearnimi formami
véta: pokud U je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a
fi,fo, ..., fk, g jsou linedrni formy na U, pak je ekvivaletni
1. g€ (fi,h,...,fi) v dudlnim prostoru U4 = Hom(U, T)
2. Kerg O (Ker fi) N (Ker ) N--- N (Ker fx)

dukaz 1= 2: pfedpoklad g € (f1, fo, ..., fx) znamend existenci
vyjadreni g = t1fi+ to + o+ - -+ tify se skaldry t1,to, ..., tx €T

je-li x € (Ker i) N (Ker i) N --- N (Ker f), pak fi(x) = 0 pro
kazdé i=1,2,... k

potom g(x) = (t1fi + to + o + - - - + tifi)(x)
= t1f(x) + t2f2(X) + - - - + tafa(x)
=0

coz dokazuje x € Ker g
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Linearni zobrazeni

Opacna implikace

2=-1: v prostoru U zvolime néjakou bazi B = (u,uy,...,u,) a
vytvofime matici C typu k x n tak, ze do jejich fadkl napiseme
postupné Fadkové vektory (matice) [£]Z linedrnich forem fi, ..., f
vzhledem k bazi B

matici C rozsifime do matice D typu (k + 1) x n tak, ze k ni
pridame jako posledni fadek matici [g]® formy g

oznadime W = (Ker fi) N (Ker f,) N --- N (Ker fy)
dokdzeme rovnost Ker C = [W]g

zvolime t = (t1,t2,...,t,)7 € T" a

oznadime X = tju; + Hhus + --- + to,u, € U

plati [x]g =t
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Linearni zobrazeni

Pokracovani dikazu opacné implikace
plati t € Ker C pravé kdyz Ct = o, coz plati pravé kdyz
[f]Bt=0 prokazdé i ato je pravé kdyz [f;]B[x]g =0

posledni rovnost plati podle str. 8-67 dole pravé kdyz
fi(x) =0 pro kazdé i, coz je ekvivalentni tomu, ze x € W

a to plati pravé kdyz t = [x]g € [W]g
zcela stejné Ize dokazat, ze Ker D = [W N (Ker g)]s

podle 2. je Kerg O (Kerfi)N(Kerfh)N---N(Kerfy) =W
atedy WN (Kerg) =W

to znamend Ker C = [W]g = [W N (Ker g)|g = Ker D
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Linearni zobrazeni

Dokonceni dikazu opac¢né implikace

podle véty o dimenzi jadra a obrazu pak plati
dim(/m C) = n — dim(Ker C) = n — dim(Ker D) = dim(/m D)

podle definice hodnosti matice a véty o tom, ze hodnost matice se
rovna hodnosti matice transponované na str. 5-66, je dale

dim(ImCT) = dim(Im C) = dim(Im D) = dim(ImDT)

to znamend, Ze posledni fadek matice D, tj. [g]® je linearni
kombinaci fadkd matice C, neboli

[g]° € ([A1%, [£]%, ..., [Ad)

protoze zobrazeni f — [f]B je isomorfismus vektorovych prostorii
podle tvrzeni na str. 8-60 plati také

ge <f17f2"°'7fk>
podle bodu 2. tvrzeni na str. 8-53

Duélni prostor
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Linearni zobrazeni

Geometrické vysvétleni rovnosti r(A) = r(AT), &st 1

vratime se jesté jednou k homogenni soustavé Ax =0 nad T s
matici soustavy A = (a;j) = (ai]az|---|an) typu m x n

spoditame dvéma zpisoby dim(Ker A)

podle véty o dimenzi jadra a obrazu plati
dim(Ker A) = n — dim(Im A)

dimenze dim(/m A) sloupcového prostoru se rovna poctu bazovych
sloupct matice A, kazdy z nich ,odebird" z Ker A jednu dimenzi

pripomenme si, Ze a; je bazovy sloupec pravé kdyz nelezi v
linedrnim obalu (a;,az, -+ ,a;_1) predchozich sloupci

spocitame jesté dim(Ker A) pomoci fadkovych vektorli matice A
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Linearni zobrazeni
Geometrické vysvétleni rovnosti r(A) = r(AT), &ist 2
i-ty radek A urluje formu  fi(x) = aj1x1 + ajpx2 + + -+ + AinXn
m
vime také, ze Ker A= () Kerf;
i=1

na str. 8-70 jsme zavedli oznaceni

W; = Ker f1, Wy = Ker f; N Ker f,, W3 = Ker i N Ker b N Ker fs, . ..

W, =KerfinKerfhN---N Ker fry

platitedy T"=Wog2OW;DOW,D..-DW,,=KerA aproto i
n>dimW; > dimW; > ... > dim W, = dim(Ker A)

pro kazdé i =1,2,....m je W; =W,;_1 N (Kerf)

podle tvrzeni na str. 8-71 plati dimW; > dimW,_; — 1,
pfi¢emz rovnost nastavd pravé kdyz W,;_ 1 < Ker f;
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Linearni zobrazeni
Geometrické vysvétleni rovnosti r(A) = r(AT), &ist 3
dimenze W; tak klesa o 1 oproti dimenzi W;_; pravé kdyz
(Ker i) N (Kerfh)N---N(Kerfi_1) = W;_1  Kerf;
podle véty na str. 8-73 to nastava pravé kdyz
fi¢ (h,f,... fii1)
protoze [f,-]K = (aj1,3i2,-..,8in) = 5,-T (K je kanonickd baze v T")
a diky isomorfismu f — [f]X mezi (T")9 a T", to nastava pravé
kdyz pro radkové vektory matice A plati

T 4 (5T 5T =T

a/ ¢ (a;.a,,...,a. )
jinak fecCeno, dimenzi Ker A snizuji o 1 pravé bazové sloupce
transponované matice AT = (d1]ay|---|an)

odtud plyne, ?e dim(Ker A) = n — dim(ImAT)
plati proto  dim(ImAT) = dim(Im A)
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Linearni zobrazeni

Linearni formy na R” se standardnim skalarnim soucinem

v tvrzeni na str. 8-68 jsme ukazali, Ze kazdou linedrni formu f na
aritmetickém prostoru R" mizeme vyjadfit ve tvaru

f(x) = ayx1 + aoxo + - -+ + anx, pro x = (x1,X2,...,X,) € R"
v . T oy g e p
oznaéime-li a = (a1, a2,...,ap) ", mazeme ji vyjadFit pomoci
standardniho skalarniho soucinu na R" jako

f(x)=a-x=a'x

linedrni forma f ma geometricky vyznam:
je to nasobek orientované vzdalenosti od nadroviny a®

Duélni prostor
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Linedrni zobrazeni
Linearni formy na prostorech s obecnym skalarnim soucinem

velmi dalezitd véta: je-li U vektorovy prostor dimenze n se
skaldrnim soucinem (|), pak pro kazdou linearni formu f na U
existuje jednoznacné urceny vektor a € U takovy, ze

f(x) = (alx)
dukaz existence vektoru a: v prostoru U zvolime néjakou
ortonormélni bazi B = (ug,uy, ..., u,)

potom [f]B = (f(uy), f(u2),..., f(u,))
polo¥ime a = f(u1)uy + f(ux)uzy + - + f(u,)u, € U
plati [a]g = (f(u1), f(ua),...,f(uy))" = ([f]B)*
pouzitim rovnosti na str. 8-67 dole dostdvame

f(x) = [f1°[x]z = ([a]g)" [x]s = (a|x)

posledni rovnost plyne z tvrzeni na str. 7-37
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Linearni zobrazeni

Dilkaz jednoznacnosti

dikaz jednoznacnosti vektoru a: plati-li pro dva vektory a,b € U
(alx) = f(x) = (bx)

pro kazdy vektor x € U

pak také (a—b|x) =0 pro kazdé x e U

volbou x = a — b pak dostaneme 0 = (a—b|a—b) = |ja — b|?

coz dokazuje a=>b

Duélni prostor
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Linearni zobrazeni

Ortogonalni a unitarni zobrazeni - obsah

B Ortogonalni a unitarni zobrazeni
Definice ortogonalnich a unitdrnich zobrazeni
Matice ortogonalnich a unitarnich zobrazeni

Ortogonalni a unitdrni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Definice ortogonalniho zobrazeni

v tvrzeni na str. 7-68 jsme ukazali, Ze komplexni matice @ typu
m X n ma ortonormalni posloupnost sloupcovych vektord vzhledem
ke standardnimu skalarnimu souéinu v C" pravé kdyz Q*Q = I,

tvrzeni na str. 7-69 pak ukazuje, Ze zobrazeni fo : C" — C™ ma
nasledujici vlastnosti

o [[fo(x)]| = ||Qx| = ||x|| pro kazdy vektor x € C"
o fo(x)*fo(y) = (Qx)* (Qy) = x*y pro kazdé x,y € C"
definice: jsou-li U,V vektorové prostory se skaldrnim soucinem

nad R (nebo nad C), pak linedrni zobrazeni f : U — V nazyvame
ortogonalni (nebo unitdrni), pokud plati

Il = lIx]

pro kazdy vektor x € U

Ortogonalni a unitarni zobrazeni



Linearni zobrazeni

Z3akladni vlastnosti 1

pozorovani: kazdé ortogonalni (nebo unitarni) zobrazeni

f: U —V je prosté (tj. monomorfismus)

je-li x € Ker f, plati f(x) = o, a protoze je f ortogondlni
(unitarni), dostdvame 0 = ||f(x)|| = ||x|| a tedy x =0

proto Ker f = {o}, coz podle tvrzeni na str. 7-41 znamena, ze f je
prosté zobrazeni

tvrzeni: jsou-li U,V konecné generované vektorové prostory se
skaldrnim sou¢inem nad R (nebo nad C) a f : U — V linedrni
zobrazeni, pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni

1. f je ortogonalni (nebo unitarni)

2. (f(x)|f(y)) = (x]y) pro kazdé x,y € U

3. f zobrazuje kazdou ortonormalni posloupnost v U na
ortonormalni posloupnost ve V

Ortogonalni a unitarni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Z3akladni vlastnosti 2

4. f zobrazuje kazdou ON bazi v U na ON posloupnost ve V

5. existuje ON baze B = (u1,uy,...,u,) v U takovd, ze
(f(u1),f(u2),...,f(u,)) je ON posloupnost ve V

diakaz: 1.=-2. dokizeme pomoci polarizacnich identit stejné jako
jsme pfi ditkazu tvrzeni na str. 7-71 ukdzali, ze z podminky 3 plyne
podminka 2

2.=3: je-li (u1,uy,...,u,) ortonormalni posloupnost v U, plati
(uj |luj) = 0j; pro kazdé i,j =1,2,...,n

z 2. pak plyne (f(u;)|f(uj)) = (ujJu;) = d;; pro kazdé
i,j=1,2,...,n, coz dokazuje, Ze posloupnost
(f(u1), f(u2),...,f(u,)) je také ortonormalni (ve V)

Ortogonalni a unitarni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Z3akladni vlastnosti 3

3.=1.: je-li x nenulovy prvek U, pak jednoprvkova posloupnost

<||XH> je ortonormalni v U

<Hxll>H ”Tr b eIl =

protoze také ||f(o)|| = 0 = ||o]|, je zobrazeni f ortogonalni

z 3. plyne, Ze

3.=4.a 4.=5. je zfejmé v pripadé€, ze U md konecnou dimenzi
5.= 1. libovolny prvek x € U vyjadfime ve tvaru

X = ajuj + agug + -+ -+ apup
podle tvrzeni na str. 7-37 je ||x||> = (x|x) = >, 3;a;
z linearity f plyne f(x) = a1f(u1) + axf(u2) + - - - + anf(up)
protoze (f(uy), f(u2),...,7(u,)) je ON, plyne z téhoz tvrzeni
IFGIZ = (F(x) [F(x)) = o7y 3iai atedy  [[F(x)]| = [Ix]|

Ortogonalni a unitarni zobrazeni



Linearni zobrazeni

Matice ortogondlnich (unitdrnich) zobrazeni

tvrzeni: jsou-li U,V dva konecné generované prostory se skaldrnich
sou¢inem nad R (nebo C), B = (uy,uy,...,u,) ortonormalni baze
vU, C=(vi,v2,...,vy) ON bize ve V a f : U — V linedrni
zobrazeni, pak je ekvivalentni

1. f je ortogonalni (nebo unitarni)

2. posloupnost sloupcovych vektorti matice [f]'g je ortonormalni
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu v R™
(nebo v C™)

dukaz: pfipomefime, Ze [f]8 = ([f(u1)]c|[f(u2)]c| - |[f (un)lc)

1.=2.: protoze je f ortogonalni, je podle podminky 4.
na str. 8-86 posloupnost (f(u1), f(uz),...,f(u,)) ortonormalni, tj.

(f(u;)|f(uj)) = pro kazdé i,j =1,2,...,n

Ortogonalni a unitarni zobrazeni



Linearni zobrazeni
Dokonceni dikazu

baze C je ON baze ve V, plati podle tvrzeni na str. 7-37

6 = (F(ui) [f(u;)) = [F(u)]elf (uj)lc,
a tedy posloupnost sloupcovych vektord matice [f]2 je ON

vzhledem ke standardnimu skalarnimu soué¢inu v C" (v R")

2.=>1.: je-li posloupnost sloupcovych vektorii matice [f]2 ON
vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu, plati

[f(u)]E[f(uj)]c = djj pro véechna i,j =1,2,...,n

protoze baze C je ON, plati opét podle tvrzeni na str. 7-37
(f(u;) Jui) = [f(ui)]&[f(uj)]c = 6jj pro viechna i,j =1,2,...,n

posloupnost (f(uy), f(u2),...,f(u,)) je tedy ON a podle
podminky 5. na str. 8-86 je f ortogonalni zobrazeni

Ortogonalni a unitdrni zobrazeni 8-89



Linearni zobrazeni

PFiklady ortogonalnich zobrazeni v R?

priklad: otogeni f : R? — R? okolo po&atku o Gihel & ma vzhledem
ke kanonické bazi matici

7%= (

kanonickd béze je ON a matice [f]K je ortogonélini, coz podle
tvrzeni na str. 8-88 znamend, Ze f je ortogonalni zobrazeni

cosa —sina
sin¢  cos«

priklad: osova symetrie g : R? — R? uréena ptimkou prochazejici
pocatkem a vektorem u = (uy, up) ", ktery ma normu |ul| =1

vektor u doplnime vektorem v = (up, —u1)” do ortonormalni baze
B = (u,v) v R?; vzhledem k bazi B ma g matici

1 0

B _

[g]B - < 0 —1 )

B je ON baze a matice [g]g je ortogondlni, proto je g ortogondlni

pozdéji ukazeme, 7e 7adna jina ortogonalni zobrazeni v R? nejsou

Ortogonalni a unitarni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

PFiklady ortogonalnich zobrazeni v R3

priklad: je-li u; jednotkovy vektor v R3, doplnime jej do ON béze
B = (u1,uz,u3)

reflexe g : R® — R3 uréend rovinou ui (prochézejici pocatkem)
ma vzhledem k bazi B matici

100
elg=( 0 10
0 0 1

opét je B ortonormalni biaze a matice [g]g je ortogonalni, reflese g
je tedy ortogonalni zobrazeni

Ortogonalni a unitarni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Konec 8. kapitoly

priklad: najdeme matici rotace f : R3 — RR3 kolem osy prochazejici
jednotkovym vektorem u

vektor u; opét doplnime do ON baze B = (ug,up, u3) v R3
matice rotace f vzhledem k bazi B je potom

1 0 0
[flE=| 0 cosa —sina
0 sina cosa

opét je f ortogonalni zobrazeni, protoze matice [f]g je ortogonalni
a B je ON baze

pozdéji ukazeme, 7e kazdé ortogonalni zobrazeni v R3 je bud
rotace kolem osy nebo reflexe a nebo slozeni rotace s reflexi

Ortogonalni a unitarni zobrazeni



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Kapitola 9

Vlastni Cisla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Uroceni

priklad: mam na rok pdjcku od banky ve vysi 100000 K¢, kazdy
mésic mi nabiha drok ve vysi 1%, kolik bance zaplatim po roce?

feseni: po prvnim meésici budu dluzit

100 000 + 1 000 = 101 000 = (1,01) - 100 000
po druhém mésici to bude 1,01 - (101 000) = 1,012 - 100 000
po roce bude dluh 1,01% . 100 000 = 1, 1268 - 100 000

obecné: z pijcky ve vysi xo K¢ je o mésic pozdéji dluh
X1 = 17 01- X0,
po dvou mésicich to je xo = 1,01 - x; = 1,012 - xg

po k mésicich je vy$e dluhu x, = 1,01 - x,_; = 1,01% - xg

Linearni dynamické systémy
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost ze str. 4-46 je definovana rekurentné
a=0,a1=1 a agy1 =ax_1+ax prokazdé k>0

ukazali jsme si, ze hodnotu k-tého C¢lenu posloupnosti mizeme
spoditat pomoci umocnovani matic, nebot plati

(% )=(0)=(10) ()

oznacdime-li matici C, pak

<3k+1>:C< ak > a tedy <3k+1>zck<31>
ak ak—1 ak a0
kde < a1 ) = < (1) ) je pocatecni stav posloupnosti

a0

volbou rliznych zacatkid ag, a; dostavame riizné posloupnosti
definované stejnym rekurentnim vztahem ay11 = ax_1 + ax

Linearni dynamické systémy
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Priklad ze str.4-47
systém ma tfi mozné stavy
e 1 - funguje
e 2 - nefunguje
e 3 - je v opravé
na obrazku jsou pravdépodobnosti jak se zméni stav béhem

jednoho c¢asového useku

na zacatku je ve stavu 1, tj. funguje

0,9 0,7 1
A= 0,1 0,1 0 | je prechodova matice
0 0,20

P« = (Pk1, P2, Pk3) |, Pki je pravdépodobnost, Ze systém je v dase
k ve stavu i, po = (1,0,0)7

Pk = Apk—1 = A?pi_p =--- = Al pg

Linearni dynamické systémy 9-6



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vyvoj nezaméstnanosti

pracovni (fad sleduje, kolik lidi v produktivnim
véku v oblasti s vysokou nezaméstnanosti je
e 1 - zaméstnanych
e 2 - kratkodobé (tj. méné nez 6 mésicii) nezaméstnanych

e 3 - dlouhodobé (tj. aspor 6 mésicli) nezaméstnanych
z dlouhodobych statistik vyplyva, Ze béhem mésice si 90%
zaméstnanych préci uchova a 10% o praci pfijde

z kratkodobé& nezaméstnanych si b&hem mésice 30% préci najde,
40% zistane mezi kratkodobé nezaméstnanymi a 30% prejde mezi
dlouhodobé nezaméstnané

z dlouhodobé neazméstnanych si béhem mésice 20% praci najde a
zbylych 80% zistane mezi (dlouhodobé) nezaméstnanymi

Linearni dynamické systémy



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vyvoj nezaméstnanosti - dokonceni

0,9 0,3 0,2
pravdépodobnosti zapiSeme do matice A= | 0,1 0,4 0
0 03 0,8

pocatecni rozlozeni nezaméstnanosti zapiSeme jako vektor

Po1 0,8
Ppo=| P2 | = 0,05
Po3 0,15

pro rozlozeni nezaméstnanosti px po k mésicich plati

Pk =A pio1 =A% prp == Ak . pg

Linearni dynamické systémy
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Diskrétni linedrni dynamické systémy

vSechny uvedené (lohy jsou podobného typu

mame danu néjakou Ctvercovou matici A fddu n nad télesem T

je-li dan pocatecni vektor xo € T", pak nas zajima, jak se chova
posloupnost vektori x, € T", kde

Xk =Ax_1=AFxy pro k=1,2,3,...
matici A spolu s pocatecnim vektorem xg budeme nazyvat

diskrétni linearni dynamicky systém

také kazdy linearni operdtor (endomorfismus) f : U — U na
vektorovém prostoru nad télesem T spolu s pocatecnim vektorem
Xo urcuje posloupnost

Xy = f(Xk,]_) = fk(Xo)
a také definuji diskrétni linedrni dynamicky systém

Linearni dynamické systémy
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Rozpad jader radioaktivniho materialu

jadra atom0 radioaktivniho materidlu se ¢asem rozpadaji

mira radioaktivity se méfi tzv. rozpadovou konstantou k > 0; ta

udava pravdépodobnost, s jakou se dané jadro rozpadne béhem

jedné sekundy

pocet radioaktivnich jader v ¢ase t si oznadime f(t)

pocet jader, které se rozpadnou béhem kratkého ¢asového

intervalu (¢, t + €) se pfiblizné rovna k - f(t) - €

toto Cislo je tim presnéjsi, ¢im mensi je délka intervalu €

za kratky interval se pocet radioaktivnich jader zméni na
f(t+e)~f(t)—k-f(t)-e

f(t+e)—f(t)

€
vezmeme-li limitu pro ¢ — 0, dostavame rovnici

f'(t) = —k-f(t)

Linearni dynamické systémy 9-10
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Chemické reakce

mame t¥i rizné chemikalie v koncentracich x;(t), x2(t), x3(t)

chemické reakce se obvykle popisuji soustavou rovnic, které
vyjadFuji rychlost zmény koncentrace kazdé chemikalie jako linearni
kombinaci koncentraci vSech zicastnénych chemikalii

x!(t) = ajixi(t) + aipxo(t) + ajzx3(t), proi=1,2,3

pribéh reakce v Case pak miizeme popsat pomoci soustavy rovnic

X{(t) ail1 adi2 ais X]_(t)
Xé(t) = ar1 az ass Xz(t)
Xé(t) as1 aszz ass X3(t)

x(t) = (a(t), x(t), (1)) a x(t) = (xq(t), x5(t), x3(t)) "

soustavu lze zapsat ve tvaru x'(t) = Ax(t)

Linearni dynamické systémy



Vlastni Cisla a vlastni vektory
Soustavy linearnich diferencidlnich rovnic

- Ly [ apes 1 1 oy .
napriklad reakci tfi chemikalii A— B —— C miizeme zapsat jako

-1 0 0
X)) = 1 -1 0 |x(t)
0 1 0

pocateni koncentrace jsou napriklad xo = (1,0,0)"

definice: je-li A redlna Ctvercova matice fadu n a
b = (b1, bo,...,b,)T € R" je dany vektor, pak soustava rovnic

x'(t)=A-x(t), x(0)=b

se nazyva soustava linedrnich diferencidlnich rovnic s konstatnimi
koeficienty a po&ateéni podminkou x(0) = b

také byva strucnéji nazyvana spojity linedrni dynamicky systém

Linearni dynamické systémy



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zkoumani diskrétnich linedrnich dynamickych systémi

pri zkoumani diskrétnich linearnich dynamickych systémi zadanych
matici A (nebo operatorem f) a pocateénim vektorem xg

se snazime pochopit, jak se vyviji posloupnost prvki {xx} = A¥ x¢
v zavislosti na pocateéni podmince Xxg
metody, které se naucime pfi zkoumdani diskrétnich systém(

nakonec pouzijeme i pro feseni soustav linedrnich diferencialnich
rovnic

fad 1: v pfipadé matic A = (a) fadu 1 ma prvek x, jednoduché
vyjadreni

xk:ak-x()

je-li pocatecni podminka xg = 0, pak xx = 0 pro kazdé k a kazdé
acT

Linearni dynamické systémy



Vlastni Cisla a vlastni vektory
Riad 1 v redlném pripadé
vlastnosti posloupnosti {xx} zavisi také na télese T
v pripadé télesa redlnych nebo komplexnich Cisel to je jednoduché
pokud je xg # 0, pak pro redlnou posloupnost {x} = {a* - xo}
plati

1. je-li |a] < 1, pak {a* - xo} konverguje k 0

2. je-li |a] > 1, pak posloupnost {a* - xp} roste v absolutni
hodnoté nade vSsechny meze

3. je-li a = 1, pak je posloupnost {a* - xg = xp} konstantni

4. je-li a = —1, pak posloupnost {a* - xo = xo} nabyva st¥idavé
hodnoty xg a —xp, osciluje mezi témito dvéma hodnotami s
periodou 2

Linearni dynamické systémy



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ridd 1 v komplexnim p¥ipadé

také v komplexnim pripadé plati

Xk:ak-Xo

kvili vétsi slozitosti nasobeni komplexnich Cisel jsou moznosti pro
chovéni posloupnosti {a* - xo} 0 néco bohatsi
opét predpokladame, ze xg # 0
Cislo a vyjadfime v polarnim tvaru a = |a| - (cos a + i sin ), potom
x| = |al" - |xo|
1. je-li |a] < 1, pak posloupnost {a* - xo} konverguje k 0

2. je-li |a] > 1, posloupnost absolutnich hodnot |xk| = |a|*|xo|
roste monoténné nade vsechny meze

Linearni dynamické systémy 9-15



Vlastni Cisla a vlastni vektory
Rad 1 v komplexnim pripadé — dokonceni

je-li |a] =1, pak a = cosa + isina pro néjaky thel «

v tom piipadé plati  x; = a¥ - xg = (cos(ka) + isin(ka))xo

a vSechna Cisla x, lezi na kruznici o poloméru |xp|

pribéh posloupnosti zavisi na hodnoté argumentu « Cisla a

3. je-li a = I- 27 pro néjaké celé Cislo /, je a =1 a vSechny prvky
posloupnosti {xx} se rovnaji xo

4. je-li na pro né€jaké kladné celé n rovné 2/m pro néjaké celé
Cislo /, zvolime nejmensi takové n a posloupnost
xx = (cos(ka) 4 isin(ka))xp nabyva periodicky n riznych
hodnot

5. pokud se zadny kladny ndsobek « nerovna 2/ pro zadné
celé /, tj. pokud « neni racionadlnim nasobkem 7, pak jsou
prvky posloupnosti {xx} navzdjem rizné

Linearni dynamické systémy



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory - obsah

B Vlastni Cisla a vlastni vektory
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:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pripad n=2

linedrni zobrazeni f : R? — R? si mlizeme predstavit pomoci
nakresu v roviné

co znamena linearita f

co znamenad, ze f je jednoznacné urcené hodnotami na néjaké bazi

Vlastni ¢isla a vlastni vektory



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad diskrétniho linearniho dynamického systému

nakreslime hodnoty zobrazeni f4 : R? — R? uréeného matici

A < 1,035 0,09

0,135 0,99 ) v nékolika bodech

NN T
,*\\\\_>,//4,
27+¥§\\\,:///7

)
T

IS

IR
4///*\\\*
s///«\\\

:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zkoumani prikladu — 1. ¢ast
1,035 0,09 1) 1
protozefA<( >> <0’135 0’99>-< 1>—1,125(1)
2 1 2 1
je také (fa) 1,125 1 =1,125 1
< )) 1,125k < ) pro kazdé k € N
,035 0,09 -2 -2
wen((5)) (o 0w ) (3)-0o(F)
a tedy (fa) k(( >) ( > pro kazdé k € N

Vlastni &isla a vlastni vektory 9-20
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zkoumani prikladu — 2. ¢ast

posloupnost B = (( i ) , ( _32 )) je LN a tedy baze v R?

zndme hodnoty (f4) na prvcich této baze:

wr (D) (1)
w ()00 (3)

zname tedy

B (17125k 0

[(fa)<] g = 0 0. 9k ) pro kazdé k =1,2,...

Vlastni ¢isla a vlastni vektory 9-21



Vlastni Cisla a vlastni vektory
Zkoumani prikladu — 3. ¢ast
protoze  [x]g = [(fa)*(x0)]e = [(fa)*]5 - [xo]&
zname vsechny prvky posloupnosti

{xx = (fa)*(x0)} pro jakykoliv pocate¢ni vektor xg

je-li [xo]g = < 2 > pak

s — 1,125k 0 r\ [ 1,125%r
kiB = 0 0,9 s )\ 00ks

pro prechod k vyjadreni pomoci kanonické baze vyuzijeme matice
prechodu

= (1 7)o = s (52

Vlastni ¢isla a vlastni vektory



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Shrnuti prikladu

k Gplnému poznani posloupnosti xx = (fa)*(xo) pro kazdy
pocatecni vektor xg nam stacilo

uhadnout nenulové vektory < 1 > a < 3

>, které operator fa

zobrazil do jejich nasobkld 1,125 - ( i > a 0,9 < _32 >

posloupnost téchto vektort tvorfila bazi B = << 1 > ) < _32 >>

matice [fa]5 = ( 1’(1)25 009 > pak byla diagonalni

k
a proto platilo [(f4)¥]5 = < b 1025 0 09k )

Vlastni &isla a vlastni vektory 9-23



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice vlastnich &isel

toto je naprosto zakladni definice: je-li A ¢tvercova matice radu
n nad télesem T, pak skaldr A € T nazyvame vlastni ¢islo matice
A, pokud existuje nenulovy vektor x € T", pro ktery plati

Ax = \x

je-li f : U — U linearni operator na vektorovém prostoru U nad
télesem T, pak skaldr A € T nazyvame vlastni &islo operatoru f,
pokud existuje nenulovy prvek x € U, pro ktery plati

f(x) = Ax
pozorovani: pro ¢tvercovou matici A nad T plati, ze A € T je

vlastni ¢islo matice A pravé kdyz je A vlastni Cislo linedrniho
operatoru f4 : T” — T" uréeného matici A

Vlastni ¢isla a vlastni vektory



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice vlastnich vektort

také toto je naprosto zakladni definice: je-li A vlastni Cislo
matice A radu n nad télesem T, pak vlastni vektor matice A
prislusny vlastnimu Cislu A je kazdy vektor x € T”, pro ktery plati

Ax = Ax

je-li A vlastni &islo operdtoru f : U — U, kde U je vektorovy
prostor nad télesem T, pak vlastni vektor operdtoru f prislusny
vlastnimu cislu X\ je kazdy vektor x € U, pro ktery plati

f(x) = Ax

poznamka 1: A € T je vlastni ¢islo matice A (nebo operatoru f)
pravé kdyz existuje nenulovy vlastni vektor prislusny A

poznamka 2: nulovy vektor o je vlastnim vektorem pfislusnym
jakémukoliv vlastnimu &islu matice A (nebo operétoru f)

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Priklady
poznamka 2: vime uz, Ze vlastni isla matice A¥ddu nnad T a
operatoru f3 : T" — T" se shoduji

navic pro kazdé vlastni &islo A\ matice A (tj. operatoru fa) plati, Ze
vektor x € T" je vlastni vektor matice A prislusny A pravé kdyz je
to vlastni vektor operatoru f4 pfislusny A

priklad: vlastni Cisla a vlastni vektory jednotkové matice /, nad T
a identického operatoru id : U — U

priklad: vlastni Cisla a vlastni vektory nulové matice 0,x, nad T a
nulového operatoru O : U — U
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Dalsi priklady

priklad: osova symetrice uréena pfimkou generovanou (a, b) "

priklad: projekce na p¥imku generovanou (a, b) "

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Dalsi priklady

priklad: stejnolehlost se stfedem v pocatku a koeficientem A

priklad: otoceni v roviné o Ghel «, ktery neni nasobkem 7

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vektory diferencidlniho operatoru 1

je-li U vektorovy prostor vSech redlnych funkci redlné proménné,
pak zobrazeni D : U — U definované predpisem

D(f)=f
je linedrni operator na U

kdy je realné cislo A\ vlastnim cislem operatoru D ?

pokud existuje nenulova funkce f, pro kterou plati
D(f)y=f"=Xf

takovou funkci zname, je to f(t) = e, nebot (e’) = A et
kazdé Cislo A € R je vlastni Cislo diferencidlniho operatoru D

mezi vlastni vektory (v tomto pfipadé funkce) operatoru D
prislusné \ patii vechny funkce tvaru f(t) = se’, kde s € R
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Vlastni Cisla a vektory diferencidlniho operatoru 2
ukazeme, ze zadné jiné vlastni funkce operatoru D neexistuji

je-li g(t) diferencovatelnd funkce, pro kterou plati g’ = A\ g,
oznacime s = g(0)

spocitdme derivaci funkce g(t) e *t:

(8(t) e ) = g/(t)e +g(t)(~N)e ™ = Ag(t)e ™ ~ Ag(t)e N =0

A0

funkce g(t) e *t je tedy konstantni a protoze g(0) e 0 = s, plati

g(t)e ™ =s, neboli g(t)=se

véta: pro kazda realna &isla A, s je funkce f(t) = s e jedina
redlnd diferencovatelna funkce, pro kterou plati
f'=Xf a f(0)=s
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Polocas rozpadu radioaktivni latky
nyni mizeme spocitat pocet radioaktivnich jader f(t) v néjaké
latce v libovolném ¢ase t, zndme-li jejich poclet f(0) v ¢ase 0,
viz str.9-10
funkce f splniuje diferencialni rovnici
f' = —kf(t) s polatetni podminkou f(0) =s
plati tedy  f(t) = f(0) e ¥ pro kazdé t € R

polocas rozpadu radioaktivni latky je doba T, za kterou se pocet
radioaktivnich jader snizi na polovinu

plati proto f(T):f(ZO). neboli f(0)ekT:f(20)

1 In2
odtud plyne e kT = 5 proto —kT =—1In2 atedy T = nT
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Vlastni Cisla a vlastni vektory matic
tvrzeni: je-li A matice fddu n nad télesem T, pak skaldr A € T je
vlastni cislo matice A pravé kdyz plati
matice A — A/, je singularni
je-li A vlastni Cislo A, pak mnoZina vsech vlastnich vektor(i matice
A pfislusnych X se rovna
Ker(A—X1I,) <T"
dakaz:

duasledek: pro ¢tvercovou matici A nad T je ekvivalentni
1. A je regularni

19. 0 neni vlastni ¢islo matice A

dikaz:
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Jak je najdeme 7

vzpomeneme si, ze Ctvercova matice A je singularni pravé kdyz je
detA=0

[ay

- v s A . , 3
priklad: spocitdme vlastni Cisla a vlastni vektory matice 0 2

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory operator(

véta: je-li f : U — U linearni operator na vektorovém prostoru U
nad télesem T, pak A € T je vlastni Cislo operatoru f pravé kdyz
operator f — Aidy neni prosty
vektor x € U je vlastni vektor prislusny vlastnimu Cislu A
operatoru f pravé kdyz
x € Ker (f — Xidy)
dakaz:

duasledek: pro linearni operator f : U — U je ekvivalentni
e f ma vlastni Cislo 0
e f neni prosty

dikaz:

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory operdtori pomoci matic
tvrzeni: je-li f linedrni operator na prostoru U dimenze n nad
télesem T a B néjakad baze v U, pak plati

o vlastni &sla operétoru f a matice [f]5 jsou stejnd

je-li A vlastni &slo operdtoru f (tj. matice [f]8), pak pro vektor
x € U je ekvivalentni

e x je vlastni vektor operdtoru f pfislusny A

e [x]g je vlastni vektor matice [f]5 prislugny A

dukaz:

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Priklad

priklad: spocitame vlastni ¢&isla a vlastni vektory rotace v roviné R?
kolem pocatku o Ghel a v kladném sméru

Vlastni ¢isla a vlastni vektory

9-36



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi priklad

priklad: spocitdme vlastni &isla a vlastni vektory ortogondlni
projekce f : R? — R? na pfimku uréenou vektorem (1,2)7

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Stejny priklad s jinou bazi

vzhledem ke kanonické bazi ma operator f matici

A[f]§<;)(1’2)1(1 D) (

I(1,2)7> 5\ 2 4

1/5 2/5
2/5 4/5

)

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Charakteristicky polynom

pro kazdou ¢tvercovou matici A fadu n je det(A — A [,) polynom v
proménné X a vlastni Cisla matice A jsou pravé jeho koreny

definice: je-li A ¢tvercova matice fadu n nad T, pak
charakteristicky polynom matice A je polynom

pa(A) = det(A— A\ 1p)

v pripadé linedrniho operatoru f na prostoru U dimenze n mlzeme
zvolit n&jakou bazi B v U, ta uréuje matici [f]5, kterd m3
charakteristicky polynom

det([f]5 — A1)

je-li C dalsi baze v U, pak vime, ze plati

[F1€ = (lid]§) ™" - [F12 - [id]§

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Podobnost matic

definice: dvé ¢tvercové matice X, Y téhoz radu n nad stejnym
télesem T se nazyvaji podobné, pokud existuje reguldrni matice R
takova, ze

Y=RXR

matice [f]5 a [f]& téhoz operdtoru f vzhledem ke dvéma bazim
B, C jsou tedy podobné

tvrzeni: podobné matice maji stejny charakteristicky polynom

dukaz:
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Charakteristicky polynom operatoru
predchozi tvrzeni ¥ikd, Ze charakteristicky polynom matice [f]5
operatoru f : U — U nezavisi na volbé baze B v U

to ospravedliuje nasledujici definici

definice: je-li f : U — U linedrni operator na vektorovém prostoru
dimenze n nad T a B baze v U, pak charakteristicky polynom
operatoru f je polynom

pr(A) = det([f]§ — A 1n)

pfipomenuti: p¥i vypoctu vlastnich &isel ortogonalni projekce v R?
na prfimku generovanou (1,2)T jsme pouzili dvé riizné baze
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:

Koeficienty charakteristického polynomu

tvrzeni: je-li A = (a;;) matice fddu n nad télesem T, pak

charakteristicky polynom pa(\) je polynom stupné n pro ktery
plati

1. koeficient u A" se rovnd (—1)"
2. koeficient u A" se rovnd (—1)""Y(a11 +ax + - + apn)

3. absolutni ¢len se rovna det A

dukaz:
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Priklady charakteristickych polynom

priklad: charakteristicky polynom matice ( § g )

priklad: charakteristicky polynom otoceni v R3 kolem prvni
soufadné osy o (hel a v kladném sméru
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Koreny polynom

vlastni Cisla matice fadu n nad T nebo linearniho operratoru na
prostoru dimenze n nad T najdeme jako kofeny polynomu stupné n
s koeficienty v télese T

polynom stupné n s koeficienty v télese T je vyraz

p(x) = ag + arx + aox® + - -+ ap_1x""1 4 a,x",
kde ag,...,an €T, a, #0

struéné budeme fikat, ze p(x) je polynom nad T

nulovy polynom nema pridéleny zadny stupen

soucin polynomu p(x) stupné n's polynomem g(x) stupné m je
polynom p(x)q(x) stupné n+ m

koren polynomu p(x) je prvek t € T, pro ktery plati p(t) =0
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Délitelnost polynomd

jsou-li p(x) a s(x) polynomy nad T, pak fikdme, Ze p(x) déli s(x)
pokud existuje polynom g(x) nad T, pro ktery plati
p(x)a(x) = s(x)

tvrzeni: je-li p(x) polynom s koeficienty nad T, pak prvek t € T je
kofen polynomu p(x) pravé kdyz polynom x — t déli polynom p(x)

je-li t kofen p(x), pak existuje nejvétsi Cislo k takové, ze (x — t)k
déli p(x)

toto nejvétsi k nazyvame ndsobnost korene t

v tom p¥ipadé: p(x) = (x — t)¥ g(x) a t neni kofenem g(x)
ostatni kofeny polynomu p(x) najdeme jako kofeny polynomu g(x)
a se stejnymi ndsobnostmi jako v p(x)
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P¥iklady

priklad: prvek 1 € Z, je kofen polynomu x? + 1 nad Z,, jeho
ndsobnost je 2, protoze nad Z, plati

(x+12=x>+(1+Dx+1=x>+1
hledat koreny polynomi vyssich stupnl je notoricky tézké

obcas se podafi néjaky koren polynomu uhadnout a snizit tak
stupen polynomu, jehoz kofeny potfebujeme najit

pfiklad: najdeme koreny a jejich ndsobnosti pro redlny polynom
p(x) = x3 — 4x% +5x — 2
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Dalsi priklad

priklad: redlny polynom p(x) = x* + x? ma zjevné koren x = 0
protoze x* + x? = x?(x?> +1) a x?> + 1 nema Zadny realny kofen, ma
kofen x = 0 nasobnost 2; jiné redlné kofeny polynom p(x) nema

kazdy redlny polynom je soucasné polynom s komplexnimi
koeficienty

muzeme proto hledat také komplexni koreny

pak ma polynom x? + 1 dva komplexni kofeny x =i a x = —i
ndsobnosti 1

cely polynom p(x) = x* 4 x? = x?(x?> +1) ma realny kofen x = 0's
nasobnosti 2 a dva komplexni kofeny x = i a x = —/ nasobnosti 1
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A dalsi priklad

priklad: v pripadé malych téles miZeme koreny hledat zkusmo
p(x) = x5+ 2x* + x3 + 2x2

je polynom nad Zs, najdeme jeho koreny a jejich nasobnosti
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Pocet korenl polynomu nad C

bex dikazu uvedeme nasledujici tvrzeni

tvrzeni: kazdy polynom stupné n nad télessm T ma v T nejvyse n
koren(i véetné nadsobnosti

existence korentl polynomu stupné aspon 2 neni v obecném télese
T zajisténa

pro polynomy s komplexnimi koeficienty ale plati zdkladni véta
algebry ze str. 1-7, kterd zajistuje existenci komplexniho korenu pro
kazdy polynom s komplexnimi koeficienty stupné aspon 1

pro polynomy s komplexnimi koeficienty proto plati

véta: kazdy polynom nad C stupné n > 1 ma presné n
komplexnich koreni véetné nasobnosti
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Algebraickd nasobnost vlastnich isel

kvili komplexnimu sdruzovani kofentl polynomi s redlnymi
koeficienty (str. 1-12) plati

tvrzeni: kazdy polynom lichého stupné s redlnymi koeficienty ma
aspon jeden redlny koren

poznatky o existenci kofenil polynomil pouzijeme nyni na
charakteristické polynomy matice nebo linearnich operatort

definice: je-li A vlastni Cislo Ctvercové matice A nad télesem T,
pak algebraickd ndsobnost vlastniho Cisla A je nasobnost A coby
kofene charakteristického polynomu pa(A) matice A

definice: je-li A vlastni Cislo operatoru f : U — U na prostoru
dimenze n nad télesem T, pak algebraickd nasobnost vlastniho
¢isla A je ndsobnost A coby korene charakteristického polynomu
pr(A) operatoru f

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Existence vlastnich cisel matic

protoze charakteristicky polynom matice radu n ma stupen n, plati
na zakladé vysledki ze str. 9-49 a str. 9-50

dusledek: kazda ¢tvercova matice fadu n

e nad T mad v T nejvyse n vlastnich Cisel véetné algebraickych
ndsobnosti

e nad C ma v C presné n vlastnich Cisel véetné algebraickych
nasobnosti

e nad R ma aspon jedno redlné vlastni Cislo, pokud je n liché
cislo

Vlastni ¢isla a vlastni vektory

9-51



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Existence vlastnich Cisel linedrnich operator(

stejné tak charakteristicky polynom linedrniho operatoru
f : U — U na prostoru dimenze n nad T ma stupen n a proto

dasledek: kazdy operator f : U — U na prostoru dimenze n

e nad T ma v T nejvyse n vlastnich Cisel véetné algebraickych
nasobnosti

e nad C ma v C presné n vlastnich Cisel véetné algebraickych
ndsobnosti

e nad R ma aspon jedno redlné vlastni Cislo, pokud je n liché
Cislo
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Priklad

najdeme vlastni Cisla a jejich algebraické nasobnosti pro operator
f:R® > R3

X —y+z
fly |=1| -3x—2y+3z
z —2x — 2y + 3z

definovany na aritmetickém prostoru R3

jeho matice vzhledem ke kanonické bazi je

0 -1 1
A=[flk=| -3 —2 3
—2 -2 3

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad — dokonceni
a charakteristicky polynom
0o-Xx -1 1

pr(A) = det(A — A l3) = det -3 —2-Xx 3
-2 -2 3-A

=N A—1=—(A—12(\+1)

operator f ma tedy dvé vlastni Cisla a to A = 1 s algebraickou
nasobnosti 2 a A = —1 s algebraickou nasobnosti 1

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Diagonalizace - obsah

B Diagonalizace
Diagonalizovatelné matice a operatory
Geometrickd ndsobnost
Charakterizace diagonalizovatelnych operatort
Klasifikace operatorii na R?
Redeni realnych diferenénich rovnic
Reseni soustav linedrnich diferencialnich rovnic

:
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Diagonalizovatelné operatory

priklad na str. 9-19 jsme dokazali Gplné vyresit diky tomu, ze jsme
nasli bazi B prostoru R? takovou, ¥e matice [fA]E operatoru fy
vzhledem k této bazi byla diagonalni

takové linedrni operatory jsou dllezité, a proto si je pojmenujeme

definice: linedrni operator f : U — U na prostoru dimenze n nad
télesem T je diagonalizovatelny, pokud existuje bdze B v prostoru
U takovd, ze matice [f]5 je diagondini

méné formalné: operadtor f : U — U je diagonalizovatelny pravé
kdyz ma vzhledem k néjaké bazi prostoru U diagonalni matici

diagonalni matice fadu n budeme zapisovat
diag()\h )‘27 Tty AI‘l)'
kde A; oznacuje prvek hlavni diagondly na misté (i, /)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Diagonalizovatelnost operatort a vlastni vektory

tvrzeni: je-li f : U — U linearni operator na prostoru dimenze n
nad télesem T, pak pro bazi B = (uj,uy,...,u,) prostoru U je
ekvivalentni

o matice [f]8 = diag(A1, A2, ..., An)
e pro kazdé i =1,2,...,n je \; vlastni Cislo operatoru f a u; je
vlastni vektor operatoru f prislusny vlastnimu cislu A;

dukaz | : z rovnosti
[18 = (If(ulg [ [f(u2)]g |- - [[f(un)lg) = diag(A1, A2, - ., An)
plyne, Ze pro kazdé i =1,2,...,n
f(u,-) = )\,'u,-

vektory u; jsou nenulové (jsou prvky baze), proto je
A; vlastni Cislo operatoru f a u; je vlastni vektor f pfislusny \;
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Opacna implikace
|} : pro kazdy vektor u; baze B = (ug, up, ..., u,) plati
f(uj) = Aju;
z definice matice [f]5 pak plyne

[f1E = ((f(u)lg | [F(u2)]g | - [[f(un)lg) = diag(A1, A2, ., An)

disledek 1: pro linedrni operator f : U — U na kone¢né
dimenzionalnim prostoru U nad T je ekvivalentni

e f je diagonalizovatelny

e v U existuje baze B slozend z vlastnich vektord operatoru f

diagonalni matice je snadné umocrovat:

diag( A1, A2 - - - An)< = diag(A\K, Ak, AK) pro kazdé k € Ny

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Diagonalizovatelné matice

dasledek 2: je-li f: U — U linearni operator na kone¢né
dimenzionalnim prostoru U a B = (uj,uy,...,u,) baze U slozend
z vlastnich vektort f, pak plati pro kazdé k € Ny

[F418 = ([f18)"

dakaz: plyne z tvrzeni o matici slozeného zobrazeni na str. 8-29

definice: ¢tvercova matice A fadu n nad télesem T se nazyva
diagonalizovatelnd, je-li diagonalizovatelny operdtor f4 : T" — T"
definovany matici A

kvili zjednoduSeni zapisu diagonalnich matic zavedeme znaceni
A = diag(A1, N2, ..., An)

jako dalsi disledek tvrzeni na str. 9-57 dostavame

Diagonalizace
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Ekvivalentni definice diagonalizovatelnych matic

tvrzeni: je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak pro
bazi B = (uy,uy,...,u,) prostoru T" je ekvivalentni

1. [fA]g =NAN= diag()\l, )\2, ey )\n)

2. Au; = \ju; pro kazdé i =1,2,...,n
dikaz: spolu s tvrzenim na str. 9-57 stadi pouzit poznamku 2
na str. 9-26, ktera rika, ze

vektor u; € T” je vlastni vektor operatoru f4 : T" — T" pfislusny
Aj pravé kdyz je to vlastni vektor matice A pfislusny témuz \;

poznamka: ze sloupcové definice soucinu matic plyne, ze druhd
podminka predchoziho tvrzeni je ekvivalentni rovnosti

A(ugfuz| -+ |up) = (ugfuz] - - - |uy) A
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Diagonalizovatelnd = podobnd diagonalni

pfipomerime, ze matice R = (uy|uz|- - - |u,) je reguldrni pravé kdyz
posloupnost (ug,uz,...,u,) je LN, coz plati pravé kdyz
(ug,uz,...,u,) je bdze v T"

rovnost AR = R A proto mliZzeme prepsat ve tvaru
RIAR=A
duasledek: pro ¢tvercovou matici A fadu n nad T je ekvivalentni
e A je diagonalizovatelnd
e A je podobna néjaké diagonalni matici
diagonalizovatelné matice mizeme snadno umocnovat

A je diagonalizovatelnd pravé kdyz plati A= RAR™! pro né&jakou
reguldrni matici R, a proto

Ak — RAKRL — Rd/ag()\lf,)\lz(, . 7)\ﬁ) R
pro kazdé k € Ny
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Linearni nezavislost posloupnosti vlastnich vektor(

véta: je-li f : U — U linedrni operator na vektorovém prostoru U
nad T, pak kazda posloupnost (ug,uy, ..., ux) nenulovych
vlastnich vektor( u; operatoru f pfislusnych navzajem riznym
vlastnim &islam \; (pro i =1,2,..., k) je linedrné nezavisla

dakaz: indukci podle k

pro k =1 tvrzeni plati, protoze predpokladame u; # o
je-li k > 1, indukéni predpoklad zni, ze kazdd posloupnost
(ug,uy,...,ux_1) nenulovych vlastnich vektord pfislusnych

navzdjem riznym vlastnim &isldm Ay, Ag, ..., Ak—1 je LN

vezmeme libovolnou linedrni kombinaci

ajuy + auy +---+ agu, =0

Diagonalizace



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pokracovani dikazu

na posledni rovnost pouZzijeme linedrni operator f a dostaneme
alf(ul) + agf(u2) —+ - 4 akf(uk) =0

a protoze f(u;) = A\ju; pro kazdé i =1,2,..., k,
a1A1u1 + axdoUs + - - + AU = 0

posledni rovnost z predchozi strany jesté vynasobime skaldrem A:
Akaiur + Agagup + -+ + Agagux =0

a odecteme ji od predchozi; dostaneme

(M — Ak)atur + (A2 — Ap)agua + -+ - + (Ak—1 — Ak)ak—1Uk—1 = O

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonéeni dikazu

posloupnost (ug,ug, -+ ,ux_1) je linedrné nezdvisla podle
induk¢niho predpokladu

proto (Aj — Ak)a; =0 pro kazdé i =1,2,..., k—1

vlastni Cisla A1, Ao, ..., Ak jsou navzdjem riizna, proto a; = 0 pro
i=1,2,...,k—1

z posledni rovnosti na str. 9-62 pak plyne také ax =0,
nebot uyx # o,

coz dokazuje, ze (ug,uy,...,ux) je LN

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dasledky

véta: je-li A Ctvercova matice radu n nad T, pak kazda
posloupnost (ug,us, ..., ux) nenulovych vlastnich vektor( u;
matice A pfislusnych navzajem riznym vlastnim &islim A; (pro
i=1,2,... k) je linedrné nezavisla

véta: ma-li charakteristicky polynom ps linedrniho operatoru
f : U — U na vektorovém prostoru dimenze n nad T celkem n
navzajem riznych korenti v T, pak je operator f diagonalizovatelny

véta: ma-li charakteristicky polynom p4 Ctvercové matice A fadu n
nad T celkem n navzdjem rlznych korend v T, pak je matice A
diagonalizovatelna

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Fibonacciho posloupnost 1

vime uz, ze ¢leny Fibonacciho posloupnosti {ax} splfiuji rovnost
k
Ak+1 . 11 ak . 11 1
ak ~\10 a1/ L1 0 0
L : 11 ,
charakteristicky polynom matice C = 1 o ) serovnd

det(C—)\Ig):det( 1IA _IA ) A2 -a-1

1 5 1-+/5

matice C ma vlastni &isla \; =

a je diagonalizovatelnda, nebot ma dvé rizna redlna vlastni Cisla

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Fibonacciho posloupnost 2

mnozina vlastnich vektor(i prislusnych A; se rovna

(20 =(T)

mnozina vlastnich vektor( prislusnych A, se rovna

w (7 2=

vlastni vektory napiseme do sloupcli matice R = ( >\11
1 1 M1
a spolitame R~ ! = -—— ,  potom
P V5 < -1\ ) P

1-X\
1

)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Fibonacciho posloupnost 3

C_L )‘1 1_)\1 >\1 0 1 )\1—1
VAN ! 0 1-\ /-1 XN

ck— L (M 1-M Af 0 1 -1
BV AR ! 0 (I-X) )\ -1 X\

a nakonec spocitame

()= (2)-502

VAR (P
1+V5)F  (1-v5)*
proto ak:( 2k\/§ — 2k\/§

1 ( AL — (1= Ap)ktt

1_1)\1 ) ( -(1 ill()\l)k

) pro k € Ny

pro kazdé k =0,1,2,...

)
)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
R{zna vlastni ¢isla nejsou nutnd

charakteristicky polynom ps operatoru f : U — U na prostoru U
dimenze n ma stupen n

ma-li n riznych korend, je operator f diagonalizovatelny
(prosttedni véta na str. 9-65)

existuji ale diagonalizovatelné operatory na prostoru dimenze n,
které nemaji n navzdjem riznych vlastnich Cisel

nejjednodusi priklad je identicky operator id : U — U

kazdy vektor x € U je vlastni vektor opedtoru id, ktery tak ma
jediné vlastni Cislo 1

pro kazdou bazi B prostoru U je [id]g = I,, identicky operator je
diagonalizovatelny

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Geometrickd nasobnost vlastniho disla

charakteristicky polynom pjy se rovna
det(l, — Mp) =det(1 = AN)l, =(1—)\)"
identicky operator id : U — U ma jediné vlastni ¢islo A=1s

algebraickou nasobnosti n

pri¢ina diagonalizovatelnosti identického operatoru neni v mnoha
riznych vlastnich Cislech, ale ve velkém poctu vlastnich vektor(

definice: je-li A vlastni Cislo operatoru f na kone¢né generovaném
prostoru U pak jeho geometrickd nasobnost je dimenze

dim Ker (f — X idy)

podprostoru vlastnich vektor(i loperatoru f prislusnych A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Geometrickd nasobnost < algebraickd nasobnost

geometrickd ndsobnost kazdého vlastniho Cisla je aspon 1

oznaceni: prostor Ker (f — A idy) (pfipadné Ker (A — A 1,))
vlastnich vektori operdtoru f (matice A) pfislusnych vlastnimu
¢islu A budeme nadale znacdit M,

tvrzeni: geometrickd nasobnost kazdého vlastniho Cisla operatoru
f : U — U na konecné generovaném prostoru U je nejvySe rovna
algebraické nasobnosti tohoto vlastniho Cisla

dakaz: je-li A1 vlastni Cislo linedrni operatoru f, oznadime k jeho
geometrickou nasobnost

plati tedy k = dim My, = dim Ker (f — Ay idy)
v podprostoru M), zvolime bazi (uy, uy, ..., ux) a doplnime ji do
baze B = (u,uy,...,ux, Uki1,...,u,) prostoru U
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pokracovani dikazu

protoze plati f(u;) = A1 u; pro kazdé i =1,2,..., k, plati

Ml E
B 17k
[fls = ( On-ryxk F )

spocitdme charakteristicky polynom
A1 — )k E
A) = det ([F1E = AJp) = det [ M )
pr(Y) (112 ) ( Omn-kyxk  F— Al
v poslednim determinantu je kazdy prvek na misté (w(i), i) pro

i=1,2,...,k rovny 0, pokud 7(i) # i

v souctu definujicim posledni determinant proto staci uvazovat
pouze s¢itance definované permutacemi , pro které plati m(i) =i
proi =12 ...,k

kazdy takovy séitanec proto obsahuje initele (A1 — A\)*

Diagonalizace



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dikazu

ostatni Cinitelé v takovych scitancich odpovidaji vybérim prvki z
bloku F — A\/,,_, nebot jsou uréené permutacemi 7 , které splnuji
w(j)e{k+1,...,n} pro kazdé j € {k+1,...,n}

znaménko kazdé takové permutace 7 se rovna znaménku jejiho
z(zeni na mnozinu {k + 1,..., n}, nebot obé znaménka se rovnaji

poctu sudych cykld v 7

vytkneme-li z kazdého takového scitance (A; — \)K, v zavorce
zistane det(F — A,_k)

plati proto pr(\) = (A1 — A< det(F — M,_x)

algebraickd nasobnost vlastniho Cisla A1 je tedy aspon k, tj. vétsi
nebo rovna geometrické nasobnosti A;

Diagonalizace



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Nasobnosti vlastnich ¢isel matic

pripomenme, ze matice A rddu n nad T ma stejnd vlastni Cisla jako
operator fa : T" — T" urleny matici A

vlastni vektory matice A pfislusné X se rovnaji vlastnim vektoriim
operatoru f4 prislusnym témuz A

k dikazu staci pouzit tvrzeni na str. 9-35 pro kanonickou bazi K v
prostoru T"

tvrzeni: geometrickd nasobnost kazdého vlastniho Cisla A

Ctvercové matice A je nejvyse rovna algebraické nasobnosti téhoz
vlastniho &isla A

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad nediagonalizovatelné matice

31 > ma charakteristicky

priklad: redlnd matice A = < 0 3

polynom rovny
pa(X) = (3 - \)?
a tedy jediné vlastni ¢islo A = 3 s algebraickou nasobnosti 2

podprostor Mz < R? vlastnich vektor( p¥islusnych vlastnimu &islu 3

-
rta-sm—wer (3 1) (1))

ma dimenzi 1 a protoze v ném lezi vSechny vlastni vektory matice
A (jsou pfislusné jedinému vlastnimu &islu 3), nelze v ném vybrat
bazi R? slozenou z vlastnich vektort matice A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Charakterizace diagonalizovatelnych operator(
véta: pro linearni operdtor f na vektorovém prostoru U dimenze n
je ekvivalentni

1. operator f je diagonalizovatelny
2. operator f spliuje nasledujici dvé podminky
» soucet algebraickych nasobnosti vSech vlastnich Cisel f se
rovna n
> algebraickd nasobnost kazdého vlastniho ¢isla A operatoru f se
rovna jeho geometrické nasobnosti

dikaz 1 = 2: je-li f diagonalizovatelny, existuje v U baze

B = (uj,uy,...,u,) slozend z vlastnich vektori operdtoru f
ozna¢ime A1, A2, ..., Ak v8echna navzajem rGzna vlastni Cisla f
algebraickou nasobnost \; oznadime [ pro i =1,2,...,k
geometrickou ndsobnost \; ozna¢ime m;, tj. m; = dim M),

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

1. pokracovani dikazu

kazdy prvek baze B musi lezet v néjakém podprostoru M),

naopak mize z kazdého M), obsahovat nejvyse m; = dim M),
prvki, protoze podposloupnost prvki B lezicich v My, je LN

proto n<my+my+---+ myg

algebraicka nasobnost kazdého vlastniho Cisla \; je mensi nebo
rovna jehop geometrické nasobnosti (str. 9-71)

proto m; < [; pro kazdé i=1,2,...,k

a tedy také m+m+-Fme<h+hb+--+1I
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

2. pokracovani dikazu

a nakonec, soucet nasobnosti korentll jakéhokoliv polynomu je
nejvyse rovny jeho stupni, proto

h+h+--+Ilk<n
dokazali jsme tak nerovnosti (a tedy rovnosti)
n<m+m+-+m<h+h+--+h<n

posledni rovnost rikd, ze soucet algebraickych nasobnosti viech
vlastnich cisel f se rovna n

a z prostfedni rovnosti a toho, Ze [; < m; pro kazdé i =1,2,... k
plyne, ze

algebraicka nasobnost kazdého vlastniho Cisla \; operatoru f se
rovnd jeho geometrické nasobnosti
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

3. pokracovani ditkazu

dakaz opacné implikace 2 = 1: také tentokrat oznacdime
A1, A2, ..., Ak vSechna navzajem rizna vlastni Cisla operatoru f

algebraickou nasobnost vlastniho Cisla \; oznacime /;

predpoklady jsou, zZe kazdé /; je souCasné geometrickou nasobnosti
vlastniho &isla A\j pro i =1,2,... .k

a soucet algebraickych nasobnosti L + b+ ---+ Iy =n

v kazdém prostoru M), (vlastnich vektorii pfislusnych A;) zvolime
néjakou bazi

B; = (uf,ub, .. .,u}'i)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

4. pokrac¢ovani diikazu

vSechny baze Bj, Bs, ..., Bk spojime do dlouhé posloupnosti
—(nul 1 1,2 2 2 k ok K
B (u17u2,...,u,l,ul,uz,...,u,z,...,ul,uz,...,u,k)

dokazeme, ze B je baze prostoru U; pocet jejich prvki je
h+h+---+Ix=n=dimU, stali proto dokadzat, ze B je LN

za timto GCelem dokazeme, Ze pouze trividlni linearni kombinace
prvkd posloupnosti B se rovna o; je-li

ajul +ajuj + -+ ajuj + -+ afuf + akus + -+ afuf) =o

oznacime ajuj + apus + - - - + a;’_u;,_ =v; pro i=12 ...k
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

5. pokracovani ditkazu

potom plati Vi+Vy+---+ve=0

kazdy z vektorl v; € M), je vlastni vektor f pfislusny vlastnimu
Cislu A;

pokud by néktery z nich byl nenulovy, dostali bychom z posledni
rovnosti netrividlni linedrni kombinaci nenulovych ¢lend
posloupnosti (v1,V2,...,Vk) rovnou o

protoze jsou v; vlastni vektory prislusné navzajem riznym vlastnim
¢islim \;, vedlo by to ke sporu s tvrzenim na str. 9-62

odtud plyne, Ze kazdy vektor v; = o
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Zavér dikazu

z rovnosti ajul + abub + - + a}"_u}"_ =vi=0

a z linedrni nezavislosti posloupnosti B; = (u’i,ué, . ,ufi) plyne
ai :aéz---:a;’_ =0 prokazdéi=1,2,... k

to dokazuje, ze posloupnost B je LN a tedy bdze v U

prostor U ma bazi slozenou z vlastnich vektoril operatoru f a to
znamend, ze f je diagonalizovatelny

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pozndmky
poznamka 1: posledni véta ukazuje, ze nediagonalizovatelnost
operatoru f na prostoru dimenze n ma dvé mozné pficiny
1. maélo vlastnich Cisel v T (soulet algebraickych nasobnosti je
mensi nez n)
2. nedostatek vlastnich vektor( pfislusnych néjakému vlastnimu

Cislu (geometrickd ndsobnost tohoto vlastniho Eisla je mensi
nez jeho algebraickd nasobnost)

poznamka 2: je-li f : U — U diagonalizovatelny operator na
prostoru dimenze n a B je baze v U slozena z vlastnich vektord f,

pak [f18 = diag(A1, A2, - .., An)
a na diagondle jsou vlastni Cisla f podle tvrzeni na str. 9-57

posledni véta navic fika, ze kazdé vlastni Cislo je na diagonale
tolikrat, kolik je jeho geometrickd ndsobnost
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad diagonalizovatelného operatoru

na str. 9-53 jsme zjistili, e operator f : R3 — R3

X —-y+z
fly |=| -3x—2y+3z
z —2x — 2y + 3z

md charakteristicky polynom ps(A) = —(A — 1)2(A + 1)

ma tedy dvé vlastni isla A\; = 1 algebriacké nasobnosti 2 a
A2 = —1 s algebraickou nasobnosti 1

geometrickd ndsobnost A, je tedy také 1, zjistime geometrickou
nasobnost A\ =1

operator f je tedy diagonalizovatelny podle véty na str. 9-76
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Klasifikace linedrnich operator( na R?

tvrzeni: pro linedrni operator f na prostoru R? (kazdy je uréeny
néjakou redlnou matici A ¥adu 2) mohou nastat nasledujici &tyfi
moznosti
1. operator f ma dvé riizna redlna vlastni Cisla A1, A2
2. operator f ma jedno redlné vlastni Cislo A algebraické
nasobnosti 2 a geometrické nasobnosti 2
3. operator f ma jedno redlné vlastni Cislo A algebraické
ndsobnosti 2 a geometrické nasobnosti 1
4. operator f ma dvé riznd (komplexné sdruzend) komplexni
vlastni &isla A a A

dukaz:

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Grafy diagonalizovatelnych operatori 1

operatory se dvéma riznymi vlastnimi Cisly A1, Ao

bpAA
~— AN
i \\\\1///(
<« NN 7
2F \\'///'
-~ LT
A/A//‘/[: T -
_ob A// N
V AR
_af vy
////*\\\\\L
LY 2 A R TR

— \\\”//’//7
NN 'S
s A e
r \\‘//// B
/r"_"wf,x([[
T o

pripad 1 < A1 < A2

pfipad 0 < A1 < A2 < 1

pfipad 0 < A1 < 1 < )y je na str. 9-19
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Grafy diagonalizovatelnych operatori 2

diagonalizovatelné operatory s jednim vlastnim cislem A

TRRR AN AAAA T ANV Y F KK
JXRXN N A AAT T NN Ny K
A N R g T SN s
R A AN B B AR NN
YA EEERERR Y SERY.4.4  EE N S
RN EZZ RTINS

pfipad 1 < A pfipad 0 < A < 1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

4. pripad z klasifikace na str. 9-85

probereme nyni podrobnéji, jak vypadaji operatory f4 : R> — R?,
uréené redlnymi maticemi A, které nemaji zadné realné vlastni Cislo,
maji ale dvé riiznd (komplexné sdruzend) komplexni vlastni &isla

7

jako operatory nad R nejsou diagonalizovatelné (nemaji zadné
vlastni islo v R)

redlnd matice je ale souc¢asné komplexni matice a urcuje operator
fa : C?> — C?, ktery je nad komplexnimi &isly diagonalizovatelny,

ma dvé riznd vlastni &isla

co miuzeme o takovych operatorech f; : R — R? fict ?

Diagonalizace

9-88



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad

priklad: spo¢teme AX pro redlnou matici A = ( 1 _11 )

charakteristicky polynom matice A je pa(\) = A2 — 2\ +2
vlastni &islajsou A=1+ial=1—i
matice A je tedy diagonalizovatelnd nad C

vlastni vektory matice A pfislusné vlastnimu cislu A tvori

My = Ker (A — Xb) = Ker ( _li j ) :<< _1i )>

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Pokracovani prikladu

podobné najdeme vlastni vektory prislusné vlastnimu cislu A

Ms = Ker (A—Xh) = Ker ( 1 _I.l ) _<< } >>

vS§imnéme si, Ze vlastni vektory pfislusné komplexné sdruzenym
vlastnim cisliim jsou také komplexné sdruzené

to neni zadna nadhoda, plati to pro jakoukoliv redlnou matici

o 2=((1).(2)

je baze C? slozena z vlastnich vektori matice A
spocitdme matici AX = [(fa)¥]K pomoci matice [(fa)¥]8
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

2. pokracovani prikladu

vime uz, ze [fa]8 = ( g\ % >

k AL
proto  [(fa)¥]5 = ( )E) )?k > - < (1‘(") ) (10i)k )

pfi nasobeni komplexnich Cisel je pohodInéjsi goniometricky tvar

A = V/2(cos(/4) + i sin(n/4)) = V2™, X = \/2e~i"/4

k gk /4
takze [(fa)¥1E = ( (ﬁ)o (ﬁ)kg—"k’r/“ )

pro prechod ke standardni bazi K pouzijeme matice prechodu

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni prikladu

[id]ﬁz<—1i }> Ud]g:(—li }>_1:21,(: _11>

potom A = [(F)41}¢ = lid)§ ()15 [id]. 4

=3 (5 e ) (07

coz po néjaké praci s vynasobenim matic da vysledek

B k [ cos(km/4) —sin(km/4)
A= (v2) <sin(k7r/4) cos(km/4) >

vidime tedy, Ze zobrazeni (f4)* : R? — RR? je rotace o Ghel k7 /4
slozena se stejnolehlosti s koeficientem (1/2)*

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Také jsme si mohli vSimnout

oam (1) ova (sl snma)

fa je rotace o thel 7/4 sloZend se stejnolehlosti s koeficientem /2

ukazeme, Ze ve skutecnosti kazda redlna matice radu 2, ktera
nema zadné redlné vlastni &islo (tj. ma dvé riiznd komplexni vlastni
Cisla) uréuje ,rotaci” v R? sloZenou se »stejnolehlosti*

charakteristicky polynom takové matice ma dva komplexné
sdruzené komplexni kofeny A a A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Redlné matice radu 2 bez redlnych vlastnich cisel
oba koreny si napiSeme v goniometrickém tvaru
A =r(cos¢+ising) =re’®, X\ =r(cos¢ —ising)=re”'¢
nenulovy vlastni vektor u € C? pr¥isluény X spliiuje rovnost
fa(u) = Au=A\u
matice A = (ajj) ma realné prvky, plati proto

A=(ay)=(a5) = A

z rovnosti Au = )\ u prechodem ke komplexné sdruzenym cisliim
plyne

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Komplexné sdruzené vlastni vektory
to znamena, Ze U je vlastni vektor pfislugny vlastnimu &islu A

posloupnost C = (u,u) je LN (nenulové vlastni vektory pfislusné
riiznym vlastnim &islim matice A), a tedy baze v C?

vektor u rozlozime na souclet redlné a imaginarni &asti
u=v+iw, kde v,w€R2

potomu+u=2v a i(u—u)=—-2w

protoze [u+u]c = < i > a [i(lu—1u)]c= ( _II. )
je i posloupnost B = (2v| — 2w) baze v C? a tedy také v R?
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Nova baze v R?

pro matici pfechodu od baze B k bazi C plati

g = (e -2l = (1))

—1

a protoze [fa]8 = [id]§ [fa]& [id]2, dostavame

wg-(3 %) (53 )

coz po dosazeni A\ = r(cos¢ + isin¢) a A = r(cos¢ — isin¢) a
néjakém pocitani dava vysledek

B cos¢ —sing
[fA]g_r( sing cos¢ )
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Dokonceni vypoctu

dokazali jsme tak

tvrzeni: je-li A redlnd matice fadu 2 bez redlnych vlastnich Cisel a
s komplexnimi vlastnimi Cisly A = r(cos¢ + isin¢) a

A = r(cos ¢ — isin @), pak existuje baze B v R? takovd, ze pro
linedrni zobrazeni f4 : R? — R? uréené matici A plati

[fA]E _ r< cos¢ —sing >

sing  cos¢
matice na pravé strané je matice otoceni o Uhel ¢ vzhledem ke
kanonické bazi slozené se stejnolehlosti s koeficientem r

nase baze B ale neni kanonickd, nemusi byt ani ortogonalni ani
nemusi mit vektory stejné délky

Diagonalizace



Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Grafy nediagonalizovatelnych operatort 1

nediagonalizovatelné redlné operatory bez redlnych vlastnich Cisel

s komplexnim vlastnim &islem A, |\ =1

2/77******33\ FXY?Y/Q/}Q(;,
////(«‘\\\\ //////["_*"

N SN N N S R I e
/////*\\\\\ 2,/////11-\'r7
f{///-\\\\* ¥ K ¥ s s - - g
u++++o o+ff$ oF ¥ ¥ » - Y Y
I N A A A P AP
JNNNN s A T e e AT
NN rr g A4 e AT
\\\\4»/7/'/// N - s T YA

2

\\\\s»/r/r/f// 4;*»—71////////,

L L L L L L
1 0 1 2 -6 —4 -2 0 2 4 6

|
~

vzhledem k bazi B vzhledem ke kanonické bazi K
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Grafy nediagonalizovatelnych operator( 2

nediagonalizovatelné redlné operatory bez redlnych vlastnich Cisel
s komplexnim vlastnim &islem A, |[A\| <1

Pt K L e
4///1+\\\\\\¥’ 4////// e ]
AA 7 r =~ NNy PR
TAA - vyl T, L
0,///// *“J¢¢f o- 4 4 4 4 A A
R R
727fff\\\‘,////7 727‘. re s S
bbby DR
AR NN N~ ey -47"” A AAAAAA]
LA T S S SRR ////////
76’\\\\\\\<\<——4/4/17 76’/////////(//
vzhledem k bazi B vzhledem ke kanonické bazi K
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Grafy nediagonalizovatelnych operator( 3

nediagonalizovatelné redlné operatory bez redlnych vlastnich Cisel

s komplexnim vlastnim cislem X,

Al >1

Ve

AN
AN

VO s SN
K& e ~
////4—*\ AN

IS
o e X

6 M — R X
//4/4——<—\\ AN
4’///[« ~

-~ -

P

[N
N2
N w

~
~ X
ALY

NN~ xS
NwN =~ 7 7]
NN~ 7
AR VYV

P

- >

N
A
N

\»/r/v//,

N A A= Y

AR PV

of MMM A L 4 < <~ ~ ~
A M L 4 4 4 ~ ~ N

| & b & 4 o~ « ~ 4 4
27////r~-~f//
V2 2P P R A 4
of & ¥ » - P Y A
A A . A A 4
N P
T g g g . 4

_at
f NN . s 4
N e S & & O 4

|

>
L

IS

L
-2

L L L L
0 2 4 6

vzhledem k bazi B

. . . . . . .
6 -4 -2 0 2 4 6

vzhledem ke kanonické bazi K
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Reseni tlohy o poruchovosti systému

ze str. 4-47 (a str. 9-6)

0,9 0,7 1
potiebujeme spoditat A pro matici A= | 0,1 0,1 0
0 02 0

najdeme vlastni ¢isla matice A pomoci charakteristického polynomu

09—\ 07 1
pa(\) = det 01 01—-X 0 |=-XA+)2-0,021+0,02

0 02 -\

,uhadneme" koren A\; = 1 a dopoclteme zbylé dva
A2 = i/0,02 = /0,02 (cos(/2) + isin(n/2)) = r(cos ¢ + isin @)
A3 = —i/0,02 = /0,02 (cos(7/2) — isin(m/2)) = r(cos ¢ — isin @)

9-101
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pokracovani poruchovosti

vlastni vektor pfislusny vlastnimu Cislu A; = 1 je napft.
u=(4551)"

dale najdeme vlastni vektor prislusny Ao, napr.
up; = (-1 -5i,/0,02, 5i,/0,02, 1)
a pak vime, Ze vlastni vektor p¥isluiny A3 = X, je

t = (—1+45i/0,02, —5i,/0,02, 1)7

posloupnost C = (u,up,u2) je LN (posloupnost nenulovych
vlastnich vektori prislugnych rtiznym vlastnim &islam) tj. baze v C3

opét rozlozime uy na redlnou a imaginarni ¢ast u, = v + iw
potom up + Uy =2v a = i(up —up) = —2w
podobné jako v pripadé redlnych matic fadu 2 bez redlnych

vlastnich &isel dokdzeme, Ze B = (u,2v, —2w) je baze R3
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

2. pokracovani poruchovosti
podobné jako na str. 9-96 dokazeme, Ze
A(2v) = (1/0,02 cos 7/2) (2v) + (/0,02 sin7/2) (—2w)
A(—2w) = (—+/0,02 sin7/2) (2v) + (/0,02 cos 7/2) (—2w)
45 -2 —-10,/0,02 )

vektory B napiSeme do sloupcii R = ( 5 0 100,02
1 2 0

1 0 0
potom AR = R ( 0 /0,02cos(r/2) —+/0,02sin(7/2) ) ,
0 +/0,02sin(7/2) /0,02 cos(r/2)

1 0 0
Ak =R ( 0 (+/0,02)%cos(km/2) —(+/0,02)%sin(km/2) ) R-1
0 (+/0,02)ksin(km/2)  (1/0,02)% cos(km/2)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Dokonceni poruchovosti

1
nyni miZzeme spo&itat vektor Akxg = A | 0
0

popisujici pravdépodobnosti, jaky bude stav systému v Case k

po néjakém pocitani vyjde

L[ o+ (v0,02) (... ) 0,888
Alxg = 70> | 10+ (vV0,02)(...... ) |~ o1
2+ (v0,02)(...... ) 0,02
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Reseni redlnych diferenénich rovnic f(xx) = X411

je-li f: U — U diagonalizovatelny linedrni operator na redlném
vektorovém prostoru dimenze n, pak uz mizeme plné popsat feseni
diskrétniho linedrniho dynamického systému (diferen¢ni rovnice)
f(Xk+1) = Xk s pocateénim vektorem xg

e najdeme bazi B = (u,uy,...,u,) v U sloZzenou z vlastnich
vektor(i operatoru f

o potom [f]B = diag(A1, A2, ..., An),
° [xk]B = [fk]g [XO]B = 81)\11( + 32/\’2( + -+ a,,)\ﬁ,
kde [xo]g = (a1, a2, --.,an) "
vlastnosti posloupnosti x, = f¥(xq) zavisi na velikosti absolutnich

hodnot vlastnich Cisel A1, Ao, ..., Ay

a na souradnicich [xo]g podate¢niho stavu x¢ vzhledem k bazi B
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Diagonalizace

Kvalitativni vlastnosti

. je-li [\j] < 1 pro kazdé i, pak xx — o pro kazdy polatecni

stav Xg

je-li [Aj| > 1 pro néjaka i, pak ||xk|| roste nade vSechny meze,
pokud a; # 0 pro néjaké takové i

nejrychleji roste v absolutni hodnoté ta souradnice x, pro
kterou je |Aj| co nejvétsi (a a; # 0)

. pokud Aj =1 pro néjaka i a |\j| < 1 pro vSechna ostatni

vlastni Cisla, pak posloupnost x, konverguje k néjakému
vektoruy € U

pokud \; = —1 pro néjakd i a |\j| < 1 pro vSechna ostatni
vlastni Cisla, pak posloupnost x, osciluje mezi dvéma
Hlimitnimi® vektory za predpokladu, Ze pro aspon jedno
takové i je a; # 0
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Geometricky pohled na soustavu diferencidlnich rovnic
pfipomime, ze soustava linearnich diferencialnich rovnic o n

nezndmych je rovnice x'(t) = Ax(t) s poéate¢ni podminkou

x(0) = b, kde

x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t))7 je vektor neznamych funkci
/

X' (t) = (X} (), x5(t),...,x.(t)" je vektor jejich derivaci

A = (ajj) je redlna matice fadu n a b € R” je vektor pocatecnich
podminek
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Priklad vektorového pole

Y YERRE
i\\\\\\%¢
1’\\\\\!/
D U NN -

AAA A SN~
S AAAA Ay

oF S N NN
~ - - [ NS
R A U U N
- A U N
AN T N W

Diagonalizace 9-108



Vlastni Cisla a vlastni vektory
Priklad

fedeni soustav linedrnich diferencidlnich rovnic s
diagonalizovatelnou matici si ukazeme napred na pfikladu

priklad: vyfeSime soustavu
( X,(t) ) _ ( 2 1 ) < xi(t) > _ < “25x(t) + x(t) >
x5(t) 1 -2 x2(t) x1(t) — 2 xx(t)
s pocatecni podminkou x1(0) =5, x2(0) =7
charakteristicky polynom matice soustavy je
p(A) = (2= (=1-X)—1=X2+4)\+3

vlastni Cisla jsou \; = —1, Ao = —3, matice soustavy je
diagonalizovatelnd
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Prvni pokracovani prikladu

vlastni vektory prislusné \;

vlastni vektory prislusné \;

—1 tvofi linearni obal ((1,1)7)

—3 tvori linearni obal ((1,—1)7)

v prostoru R? zvolime bazi B = ((1,1)7,(1,—1)") slozenou z

vlastnich vektori A

1 1
1 -1

ke kanonické bazi K v R2

matice R = <

> = [id]2 je matice prechodu od bize B

plati tedy R71AR = diag(\1, \2)

pro bod x = (x1,x2)T € R? plati x = [x]x = [id]§ [x]s

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Druhé pokracovani prikladu
ST " . X 11 51
oznalime-li [x]g = , plati =
o= () e ()= (3 5) ()
pro kazdé realné Cislo t tak plati

x1(t) = y1(t) + y2(t) a tedy také x{(t) =
x(t) = yi(t) — y2(t) atedy také x3(t) =y (t) — yé(t)

to znamena, Ze

X' _ X/(t) _ 11 y’(t) _ /
0=(50)=(1 4) 0l ) -#vo

plati tedy x(t) = Ry(t), xX'(t) = Ry'(t), R"AR = diag(\1, \2),

y(t) = R7IX(t) = R71Ax(t) = R7'ARy(t) = diag(A1, \2) y(t)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Treti pokracovani prikladu
()~ ( 2)(3)- ()
\ ya(t) 0 X ya(t) A2 ya(t)
odtud plyne y{(t) = A1 y1(t) a yi(t) = Xaya(t) a tedy
yi(t) = y1(0) eMt = y1(0) e~ a  ya(t) = y2(0) €2 = y(0) e~
o xa(t) \ _ (n(0) et +y(0) e
V rovnosti ( Xz(t) ) = ( y1(0) ot —y2(0) o3t
zbyva zvolit pocateéni hodnoty y1(0) a y»(0) tak, aby platilo
x1(0) =5 a x2(0) =7; protoze x(0) = Ry(0)

znamena to vyresit soustavu 11 y1(0) _(°®
y 1 -1 )\ )" \7
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Dokonceni prikladu
zvolime tedy y1(0) =6 a y»(0) = —1 a dostaneme tak Feseni

x1(t) =6et—e 3t
xo(t) =67t + e 3t

obecny postup feseni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic s
diagonalizovatelnou matici x'(t) = Ax(t), x(0)=b
1. najdeme bazi B = (uj,uy,...,u,) slozenou z vlastnich
vektor(i matice A

2. vektory baze B zapiseme do sloupcli matice
R = (u1|uz|-- - |un)
3. potom plati A= Rdiag(\1,A2,...,\s) R 1 a

X' (t) = Ax(t) = Rdiag(A1, A2, ..., An) R™1x(t)

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

4.
5.
6.

10.

Diagonalizace

Obecny postup
a R71X(t) = diag(\1, M2, - -, An) R71x(t)

polozime y(t) = R~ x(t), potom y'(t) = R™1x/(t)
a také y'(t) = diag(A1, A2, .- -, An) y(t)

. tato soustava ma Fedeni y;(t) = y;(0) et proi=1,2,...,n,

neboli y(t) = diag(eM?t, eMt, ... e*t)y(0)
spocteme podatecni podminky y(0) = R~1b = R~1x(0)
potom x(t) = Ry(t) = R diag(eMt, et ... eMt)R™1x(0)

spliuje rovnici x'(t) = Ry'(t) = Rdiag(A1, A2, ..., \n) y(t) =
R diag(A1, A2, ..., An) R71x(t) = Ax(t)

a pocate¢ni podminky x(0) = Ry(0)=RR'b=b
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Maticova exponencialni funkce 1

uz jsme pouzivali oznaleni A = diag(A1, A2, ..., \n); pak
Nk = diag(AK,\E, ... \K)

thk Nk i thak ks th )k
T T TRk T T

N knk N o kyvk N kyvk N kyk
Ak ok XL pkok th K
Kl _d’ag<z T T
k=0 k=0 k=0 k=0
I
diag(eMt et . . etnt)

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Maticova exponencialni funkce 2

kromé toho také plati

N knk Nk kp—1 Nk —1\k
t*A 1 t“(RA"R™%) t“(RAR™1)
P ) e T
k=0 k=0 k=0
Nk ak N o kyvk Nookyk N kyk
thA t NS t“\5 tEANS _1
-3 g (3o LS O3 e
k=0 k=0 k=0 k=0

feSeni soustavy x'(t) = Ax(t) pak miizeme zapsat jako

x(t) = e x(0)

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Jordaniiv kanonicky tvar - obsah

B Jordaniv kanonicky tvar
V dimenzi 2
Jordanovy bunky
Operatory s Jordanovym tvarem
Hledani Jordanovych fetizkil
Dimenze 3
Vice nez tfi dimenze
Invariantni podprostory
Cayleyho-Hamiltonova véta
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad

z klasifikace linedrnich operatorti na prostoru R? na str. 9-85 zbyva
pripad 3.

s redlnou matici A, kterd ma jedno redlné vlastni Cislo s
algebraickou ndsobnosti 2 a geometrickou ndsobnosti 1 jsme se uz
setkali na str. 9-75

3
0 3

k k k—1
<8 ;) :(30 k:;k ) pro kazdé k > 0

nicméné matici A = < ) presto umime snadno umocnovat:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Jakou bazi budeme hledat

ukazeme, 7e pro kazdy nediagonalizovatelny linedrni operator

f : U — U na vektorovém prostoru dimenze 2 s jedinym vlastnim
Cislem )\ algebraické nasobnosti 2 a geometrické nasobnosti 1
existuje baze B = (u1,uz) v U takova, ze

5= (5 1)

co musi takova baze spliovat ?

[f(u1)]5 = < 3 )  Fluz)le = ( i‘ >

to znamena, ze
f(ul) = )\Ul, f(UQ) =u; + )\UQ
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordaniv retizek délky 2

pomoci operatoru g = f — A idy mizeme podminky na bazi B
formulovat

g(u1) =0, guz)=u
schematicky

g g
U + Up ¢ o

takové posloupnosti vektorii (ug, uz) budeme fikat Jordaniv fetizek
délky 2

Jordaniiv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Linearni nezavislost Jordanova retizku

tvrzeni: je-li B = (ug,uz) Jordaniv fetizek délky 2 , a vektor
uj # 0, pak je posloupnost B linedrné nezavisla

dakaz: predpokladejme, ze pro skaldry ai, ax € R plati
aju; +aup =o0
pouzitim linedrniho operdtoru g = f — A idy dostaneme
o = g(0) = g(a1u1 + auy) = a1g(u1) + axg(az) = auy
protoze je uj # 0, plyne odtud a = 0,
dosazenim do ajuj + a)us = o pak dostaneme aju; =0
a proto také a; =0
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jak Jordaniiv retizek najdeme

vime, Ze musi byt u; € Ker (g) = Ker (f — Nidy) = M,

a soucasné musi byt u; = g(uz2) € Im(g)

zvolime libovolny nenulovy prvek u; € Img

potom nutné také g(u;) € Img

protoze predpokladdme dim(Ker g) = 1 (vlastni &islo A operatoru f
ma algebraickou nasobnost 2 a geometrickou 1), je dim(Img) =1

podle véty o dimenzi jddra a obrazu linedrniho zobrazeni

proto g(ui) = auy pro néjaky skalar a
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Nalezeni Jordanova retizku

g(u1) = auy pro néjaky skaldr a znamend, ze (f — Au;) = au; a
flun)=(A+2a)(u1), a us#o

operator f ma podle predpokladu jediné vlastni ¢islo A, proto
a=0ag(u)=o0

protoze jsme vybrali u; € Im g, existuje up € U, pro které
g(uz) = u;

tim jsme sestrojili Jordan(v fetizek

g g
U t up ¢ o
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Grafy nediagonalizovatelnych operatord 4

operator s jednim redlnym vlastnim Cislem A

ot A 4 A AAA ANV VIV sF AARANA N N NN N N Yy g
N S A A A w SRR NN NN L b

4’\ Nk p A Ao ] 1 N U U N N N T B 2 2 A
I e U N N N N N T T Y A e

2’\\ * ' / ///]/'/'* 2F TR TR A A W N N N b ¥ X x &

of = = =~ - - - = ] of == = = -~ - - e e - - -

'2’4/4/[/// B ' NN 2F om0 NN W W W L e o
AR A A L N U WA A . . . N

’47[//// R ] B A R N O N VA U N N N N S
ATAHSF S A A PPN N YRR

ALK XA A SsEoE R NN X R OROROROROR RO
o 4 2 o 2 4 . B E— p p . p

pripad 1 < A

pripad 0 < A < 1

Jordaniiv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Jordanova burika

definice: Jordanova burika nad télesem T fadu k > 1 pfislusna
prvku A € T je Ctvercova matice

A1 0 0 0

O x1 ... 00

0 0 A 0 0
Dk =

0 0 O Al

0 0 O 0 A

priklady Jordanovych bunék:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar

definice: Matice J nad télesem T je v Jordanové kanonickém tvaru
(nebo stru¢néji v Jordanové tvaru), pokud J je blokové diagonalni
matice, jejiz kazdy diagonalni blok je Jordanova burika (néjakého
radu s néjakym vlastnim cislem), tj.

J>\17k1 0 oo 0
0 Jug ... O
J = diag(n kys - -5 Dreks) = : 2 ’ . : ;
0 0 ... hus

kde A\1,...,A\s € T a ki,..., ks jsou kladna celd ¢sla. (Nuly v
matici v tomto pfipadé znadi nulové matice vhodnych typi.)

pozorovani: kazda diagondlni matice je v Jordanové tvaru
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Dalsi priklad

01 00O0°GO0
0 00O0O0OTO
0 00O0O0TO
000210
000021
0 00 0O02

je matice v Jordanové kanonickém tvaru

blokové diagonalni matice lze mocnit po blocich:

m

A O ... 0 Jm 0 ... 0
0 & ... 0 0 J" ... 0
0 0 ... J 0 0 ... Jm
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Mocniny Jordanovych bunék

mame-li umét pocitat mocniny matic v Jordanové tvaru, musime
umét pocitat mocniny Jordanovych bunék

jednoduché to je v pfipadé Jordanovych bunék pfislusnych prvku 0
predevsim si vSimneme, ze Jy x = (olez|ez| - - - |ex_1)

tvrzeni: pro kazda dvé prirozena Cisla m < k plati

ok = (ol...|oleilex|ex—pm)
———
mX

pokud m > k, pak J(Tk =0

dakaz: pro m < k pouzijeme indukci podle m, pfipad m=1 je
jasny
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Dokonéeni dikazu

je-li m < k, indukéni predpoklad je

ok =(o]...|oleiles| - |ex—m)
——

mXx
pak plati
ST = U Jok = (o] ... o |e1]ez]ex—m) (oler]ez] - - - [ex—1)
’ N——

mxXx
= (o] ... |ole1]ez]e)_(m+1))
———

(m+1)x
tim je dokdzano také Jé‘k =0

a tedy rovnéz Ji", = 0 pro kazdé m > k
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordanova burka jako soucet dvou komutujicich matic
priklad:

0 010 0 001

2 - 0 001 B 0 00O
0.4 0 0 0 0 [’704 0 00 O0 |

0 00O 0 00O

Jordanovu bufiku Jy x mizeme vyjadfit jako soucet
J,\,k = A Ik + JO,k
prvni s¢itanec A Iy komutuje s jakoukoliv matici B rfadu k, nebot

(M) B=XIx-B) = XBIx) = B(AIx)
pozorovani: pokud pro dvé matice radu k plati AB = BA, pak
(A+B)m =AM 1 <T>Am—18+ (Z)Am_282+'--—|—8m
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Mocniny Jordanovych bunék

nasledujici tvrzeni pouziva dvé konvence

pokud m < j, pak (m) =0
J
je-li t prvek néjakého télesa T a i nezdporné celé Cislo, pak symbol

it oznaluje t+t+---+1t
—_———
ix

tvrzeni: pro Jordanovu buiku J) x a kazdé m € N plati

AT (@)L (am2 (ki

o (v (e
k= : : :

0 0 Am (Mamt

0 0 0 AT
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Diikaz

vime, Ze pro kazdé nezdporné celé j plati

A =AY = NI

déle vime, Ze pro kazdé i =0,1,2,...,m

B' = Jj, = (o]...|oleiles| - |ex—m)
\—W
I X

nakonec si stadi ujasnit, ze pro kazdé i = 0,1,2,..., m plati

ATIBE = (X )™ (’;7,( =(o|...[0o[A™ e A" es| - [N Tep_pm)

ix

m
a sedist (’7) M)™ S 4
=0

1
9-132
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Operatory s Jordanovym kanonickym tvarem

matice v Jordanové kanonickém tvaru umime umocnovat, protoze
umime umocnovat diagonalni bloky - Jordanovy bunky

definice: fikame, ze pro linearni operator f : U — U na konec¢né
generovaném vektorovém prostoru U existuje Jordaniv kanonicky
tvar, pokud existuje baze B v prostoru U takova, ze matice [f]5
operatoru f vzhledem k bazi B je v Jordanové kanonickém tvaru

pfipomnme, Ze operdtor f : U — U je diagonalizovatelny pravé
kdyz existuje bédze B v U sloZzena z vlastnich vektor( operatoru f

najdeme podobnou podminku, kterd bude charakterizovat existenci
Jordanova kanonického tavru pro operator f pomoci existence
specialni baze v prostoru U
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Kdy pro operator existuje Jordanova burka ?

napred prozkoumame pfipad, kdy pro operator f : U — U existuje
Jordaniiv kanonicky tvar sestavajici z jediné buiky J) x

k tomu je nutna a staci existence baze B = (uy, up, ..., uk), pro
kterou plati [f]5 = Jy &

pro tu musi platit

A 1 0
0 A :
Fludle=| O [ [flw)ls=| O |.,.... [flu)ls=| o
: 1
0 0 A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordaniv retizek délky k

co to znamena pro hodnoty f na prvcich baze B = (ug,uy, ..., ug)

f(ur) = Aug, f(u2) = Aug +uy, f(uz) = Auz +uy, ...,
f(ug) = Aug + ug_q

pomoci operatoru g = f — A idy mlzeme posloupnost prepsat jako
g(u1) =0, g(uz) =uy, guz) =uz ,..., g(ux) = uk-1

schematicky to vyjadrime

g g g g g g
Ug /> U1 ¢ e us ¢ uo ¢ up ¢ (o]
definice: kazdou posloupnost (us, uy,...,uk) prvki prostoru U,

pro kterou plati vySe uvedené schéma, budeme nazyvat Jordaniv
fetizek délky k prislusny prvku A € T operatoru f s poCatkem uyg
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vice o Jordanovych retizcich

je-li prvek u; # o, pak je A vlastni Cislo operatoru f a u; je
nenulovy vlastni vektor pfislusny vlastnimu cislu A

je-li uy # o, pak zbyvajici prvky fetizku ug, ..., ug jsou nékdy
nazyvany zobecnéné vlastni vektory operatoru f prislusné
vlastnimu cislu A

tvrzeni: je-li f : U — U linedrni operator na konecné generovaném
prostoru U a B = (uy, ..., ux) je baze prostoru U, pak [f]5 = J, «
plati pravé tehdy, kdyz (ug,...,ux) je Jordaniv fetizek pfislusny
vlastnimu cislu A operatoru f

podivame se, jaka je v tom pfipadé dimenze podprostoru M)
vlastnich vektor(l prislusnych vlastnimu Cislu A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Spojeni posloupnosti
plati [f - A idu]g = [f]g — )\[idu]g = J)\,k -, = JO,k

proto dim(Ker [f — Aidy]5) = 1, nebot
dim(Im[f — Aidy]B) = k —1; odtud plyne, ze

pozorovani: dim(Ker (f — Xidy)) =dimM, =1

predchozi tvrzeni zobecnime na baze, pro které je matice [f]g v
Jordanové kanonickém tvaru

k tomu budeme potfebovat nasledujici jednoduchy pojem

jsou-li By = (u},...,up),...,Bs = (uf,...,u3 ) posloupnosti
prvki prostoru U, pak posloupnost

B = (u%,...,uil,u%,...,ué,...,u{,...,uis)
budeme nazyvat spojeni posloupnosti By, By, ..., Bs
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Operatory, pro které existuje JKT

tvrzeni: je-li f : U — U linearni operdtor na konecné generovaném
prostoru U a B je baze prostoru U, pak plati

[F18 = diag(J, kys - - - » Jre.ks) Pravé tehdy, kdyz B je spojenim
Bi,...,Bs, kde pro kazdé i € {1,...,s} je B; Jordaniv fetizek
délky k; prislusny néjakému vlastnimu Cislu \; operatoru f
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Disledek

dasledek: pro linearni operdtor f : U — U na konecné
generovaném prostoru U existuje Jordaniv kanonicky tvar pravé
tehdy, kdyz existuje baze B prostoru U vznikld spojenim
Jordanovych Fetizki operatoru f
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Linedrni nezavislost Jordanova retizku

tvrzeni: je-li f : U — U linedrni operator na konecné generovaném

prostoru U a (uy,...,ux) Jordaniv fetizek pfislusny vlastnimu &islu
A operatoru f, pak je posloupnost (uq,...,u,) linedrné nezdvisla

9 )
dakaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Linedrni nezdvislost spojeni Jordanovych retizki

véta: predpoklddame, ze f : U — U je linearni operator a

Bi, ..., Bs Jordanovy fetizky operdtoru f prislusné vlastnim Cislim
A1, .-y As; je-li pro kazdé A € {A1,..., \s} posloupnost
pocatecnich vektorl téch fetizkli z By, ..., Bs, které pfislusi
vlastnimu dislu A, linedrné nezavisla, pak také spojeni

B =B, ..., Bs je linedrné nezavisla posloupnost prvki U
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Dikaz v konkrétnim pripadé
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Hledani Jordanovych retizki
nyni budeme predpokladat, Ze pro operator f : U — U existuje
Jordandiv kanonicky tvar

to je ekvivalentni existenci baze B prostoru U, ktera je spojenim
Jordanovych retizki

ukaZzeme si postup, jak takovou bazi B najdeme
co lze zjistit z charakteristického polynomu operatoru f 7
ten se rovna charakteristickému polynomu matice [f]5

a matice [f]g = diag(I ks> Drerks)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Délky Jordanovych retizk( prisluSnych vlastnimu &islu

predpokladejme, ze A1 = A\p = --- = A, a vSechna ostatni \; # \;
proi>r

matice [f]g — Al je horni trojihelnikova a jeji determinant

det ([f]8 — A n) = pr()) se tedy rovné soucinu prvkd na hlavni
diagonale

v tomto soucinu se Cinitel Ay — A vyskytuje pravé

(ki + ko + - - - + k,)-krat

algebraickd ndsobnost vlastniho Cisla A1 se tedy rovnd
ki + ko + -+ + ky, coz je soucet délek vSech Jordanovych fetizk(
prislusnych vlastnimu dislu A\; v bazi B

toto pozorovani plati pro jakékoliv vlastni Cislo operatoru f

to znamena, Ze soucet algebraickych nasobnosti vlastnich Cisel
operatoru f se rovna dimenzi prostoru U, tj. n
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pocet Jordanovych retizkil prislusnych vlastnimu cislu

jaka je geometricka nasobnost vlastniho Cisla \; 7

ta se rovna dimenzi jadra Ker (f — A1 idy), coz je dimenze jadra
matice Ker ([f]8 — A1 /n)

v této matici je r nulovych radkd, a pokud je vynechame,
dostaneme matici v fadkové odstupriovaném tvaru

hodnost matice [f]5 — A1, je tedy n—r a
dim Ker ([f]8 —A1lp) =r

to znamend, Ze geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla A; se rovna
poctu Jordanovych fetizk( prislusnych tomuto vlastnimu cislu
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Délky Jordanovych retizk( prisluSnych vlastnimu &islu
délky ki, ko, ..., k, Jordanovych retizk( pfislusnych vlastnimu cislu
A1 z charakteristického polynomu operatoru f nepozname
¢emu se rovna obor hodnot Im (f — A\jidy) operatoru f — Ajidy ?

pfipomerime si, ze [Im (f — Ajidy)]g = Im ([f]g — A1 /,,)

v matici [f]g — A1 1, jsou nulové sloupce, odpovidajici poateénim
vektordim Jordanovych tetizk( prislusnych A;

téch je r a protoze dim Ker ([f]8 — A1 1,) = r, jsou viechny
ostatni sloupce bazové sloupce matice [f]g — M, bazové sloupce
této matice

to znamena, Ze obor hodnot operatoru f — Ajidy obsahuje viechny
prvky Jordanovych fetizkl By, Bs, ..., B, s vyjimkou poslednich
prvkd v kazdém téchto r retizk(
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Priklad

predpokladame, ze operator f : U — U ma bazi
B = (u1,v1, V2, W1, W2, W3, 23, 23) slozenou ze Jordanovych fetizki

f—7id
up — 0
f—7id f—7id
Vo | Vi ¢ o
f—7id f—7id f—7id
w3 ¢ Wy + Wi ¢ o
f—9id f—9id
Zy | Zy ! (o]
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Priklad - 2. ¢ast

matice f vzhledem k bazi B

15 =

OO OO oo o-N
OO OO oo ~NOo
OO O OO ~NHFEO
OO oo ~NOoO oo
OO O ~NH+H O OO
OO NEHFHE OOOOoO
O © O O OO oo
©OH O OO OOoOOo

charakteristicky polynom operatoru f je

pr(A) = (7= A)°(9 = \)?
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

t

cas

Priklad - 3.

0 00O0OOOP

O O OO oA
O O O O O AN O
OO O +H OO O
OO 40O OO o
O O O O o o o
- O O O O oo
O O O O o o o
O OO O o oo
I
<
N~
_
A
S

jadro matice [f]5 — 7 I se rovn4

(e1,ep,e4)

)

001 00O0O0CDO
0 0001O0O0TD0
000 0O0OT1QO0TDO
0 00O0O0O0Z21
0 00 0O0OO0OO0 2

Ker (
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad - 4. cast

a tedy jadro Ker (f — 7 idy) = (u1,vi, wi)

jeho dimenze se rovnad geometrické ndsobnosti vlastniho Cisla
A =7, pocet Jordanovych retizkil prislusnych vlastnimmu cislu f je
tedy také 3

jadro Ker (f — 7idy) = (u1,v1,w1) je generovano poéatecnimi
vektory téchto retizk(

déle najdeme dimenze jader operatorii (f — 7 idy)? a (f — 7 idy)3
a jejich baze

opét je najdeme pomoci matic téchto operator(i vzhledem k bazi B
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad - 5. cast

(18— 71)° =

O OO OO o oo
OO O OO OoOoOo
O OO OO OO
>~ P OO OO OO

el elNeolNeoll oo N

O OO OO oo
O OO OO oo
O OO OO oo

jeji jadro je

Ker = (e1,er,e3,e4,€5)

o O O
o O O
o O O
o O O
o O O
o O
o b~ O
&~ O

a tedy Ker (f — 7idy)? = (u1, v, Vo, w1, o)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad - 6. cast

bazi jadra Ker (f — 7 idy)? tedy tvofi prvni dva prvky viech
Jordanovych retizk( prislusnych vlastnimu Cislu A =7

rozdil dim Ker (f — 7 idy)? — dim Ker (f — 7idy) =5—-3=2

tedy udava, kolik ze Jordanovych fetizk( pfislusnych A =7 ma
délku aspon 2

jeden ze Jordanovych retizki prislusSnych A =7 ma proto délku 1
podstatné je, ze dimenze téchto jader nezavisi na volbé baze B
podobné zjistime presny pocet Jordanovych retizk( délky 2 pomoci

dim Ker (f — 7 idy)3
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad - 7. cast

00000O0GO0 O
00000O0O0 O
00000O0GO0 O

3 00000O0O0TO0 O

(IF18 ~7h)" = 0000O0O0TO O
00000O0GO0 O
0000O0TO 0 8 12
00000O0OTO0 8

3
Ker ([f13 —T71s)” = (e1, €2, €3, €4, €5,€)
Ker(f — 7Idu)3 = <U1,V1,V2,W1,W2,W3>

bazi tedy tvori pocatecni trojice Jordanovych retizkid délky
prislusnych A =7
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad - 8. cast

to znamend, Ze pocet Jordanovych retizk( délky aspon 3
prislusnych A =7 je

dim Ker (f — 7idy)® — dim Ker (f — 7idy)> =6 -5=1
a tedy pocet retizk(i délky presné 2 je2 —1=1
protoze Ker ([f]8 —7 18)4 = Ker ([f]lE -7 13)3
dostdvame, Ze pocet Jordanovych retizkil délky aspon 4 je 0 a tedy

pocet retizk(l délky presné 3 je 1

podle véty o dimenzi jddra a obrazu linedrniho zobrazeni mizeme
dimenze jader Ker ([f]5 —7lg)" zjistit pomoci dimenzi obraz(l
Im ([f]8 — 71s)" operdtort ([f]5 —715)’
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad - 9. cast

ukéZeme si, jak dimenze obrazii Im ([f]5 — 7 Ig)' souvisi se

Jordanovymi fetizky operatoru f

Im ([f]5 —71) = Im

OO OO OO o
el elNoeNoll o NoeNo)
OO O+ OOOoOOo
ONOOO O oo
N R OOOOOOo

a tedy Im(f — 7idy) = (v1,w1,W2,21,22)

= (e2,e4,€5,€7,€8)

to znamend ze bazi Im (f — 7 idy, dostaneme tak, ze z baze B
vynechdme koncové prvky vsech Jordanovych fetizkil prislusnych

vlastnimu &islu A =7
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad - 10. ¢ast

rozdil 8 —dim (Im(f —7idy) = dimU —dim (Im(f — 7 id,)
=dim (Im (f — 7idy)° — dim (Im (f — 7 idy)* =3

se tedy rovna poctu Jordanovych fetizkd prislusSnych A =7
podobné spocitdme, e Im ([f]5 — 718)2 = (eq, €7, €8)
a tedy Im(f — 7idy)? = (wy,21,25)

bazi Im (f — 7id,)? dostaneme tak, ze z kazdého Jordanova
retizku prislusného A = 7 vynechame posledni dva prvky

rozdil dim (Im (f — 7 idy) — dim Im (f — 7 idy)? = 2 tak udéva
pocet Jordanovych fetizk(i pfisluSnych \ = 7 délky aspon 2
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Shrnuti

je-li f : U — U je operator na prostoru U dimenze n a B baze U
vznikla spojenim Jordanovych fetizk(i operatoru f, pak plati

1. operator f ma n vlastnich Cisel véetné nasobnosti

2. pro libovolné vlastni Cislo A operatoru f je jeho algebraicka
nasobnost A rovna souctu délek Jordanovych fetizk(i v B
prislusnych vlastnimu Cislu A

3. pro libovolné vlastni Cislo A operatoru f a libovolné / € N je
jadro operatoru (f — \id)' rovno linearnimu obalu /
pocatecnich vektorll z kazdého retizku v B, ktery je prislusny
vlastnimu &islu A (z fetizkt délky mensi nez | bereme vechny
vektory)

4. pro libovolné vlastni Cislo \ operatoru f a libovolné / € N je
obraz operatoru (f — Aidy)’ roven linedrnimu obalu viech
vektori v B kromé | koncovych vektortl z fetizk( prislusnych
vlastnimu &islu A\ (z fetizkd pfislusnych vlastnimu Cislu A délky
mens$i nez | nebereme zadny vektor)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Shrnuti - pokracovani

specialné pro libovolné vlastni ¢islo A operatoru f plati

5. geometrickd nasobnost vlastniho Cisla A je rovna poctu retizkd
v B pfrislusnych vlastnimu &islu A a prostor
My = Ker (f — \id) je roven linedrnimu obalu pocatecnich
vektord téchto retizki

6. pocet retizk( délky alespon / prislusnych vlastnimu Cislu A se
rovna

my = dim Ker (f — \id)' — dim Ker (f — Xid)'~1 .

(aby mél vyraz smysl i pro | = 1 definujeme (f — \id)? = id)

7. pocet retizkl prislusnych vlastnimu Cislu A délky pravé / je
mp — mjy1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Véta o Jordanové kanonickém tvaru

véta je-li f : U — U linedrni operator na konecné generovaném
vektorovém prostoru U dimenze n, pak je ekvivalentni
e pro operator f existuje Jordan(v kanonicky tvar

e operator f (resp. matice A) ma n vlastnich &isel v¢etné
algebraickych nasobnosti

duasledek: pro kazdy operator f : U — U na konec¢né
dimenzionalnim prostoru U nad télesem komplexnich cisel C
existuje Jordaniv kanonicky tvar.
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Hledani Jordanovych retizki pro operdtory v dimenzi 3

uz jsme si ukazali, jak najit bazi slozenou z jednoho Jordanova
fetizku v pfipadé operatoru na prostoru dimenze 2, ktery ma jedno
vlastni Cislo s algebraickou nasobnosti 2 a geometrickou
nasobnosti 1

je-li f : U — U linearni operator na prostoru U dimenze 3, pro
ktery plati, Ze soucet algebraickych ndsobnosti jeho vlastnich Cisel
se také rovna 3, existuje pro f Jordanlv kanonicky tvar

pokud navic f neni diagonalizovatelny, mohou nastat pouze tfi
moznosti
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Moznosti v dimenzi 3

e operator f ma dvé rizna vlastni &isla A1, Ao, vlastni ¢islo Ay
ma algebraickou nasobnost 1 a A\, ma algebraickou dimenzi 2;
protoze f neni diagonalizovatelny, ma \> geometrickou
nasobnost 1; hleddme tedy Jordanovy fetizky

f—Xiid
u —— 0

f—Xaid f—Xoid
Vo t A\ o

e operator f ma jediné vlastni Cislo A, jeho algebraicka
ndsobnost je tedy 3 a predpokldddme, ze jeho geometrickd
nasobnost je 2; existuji tedy dva Jordanovy fetizky prislusné A,
jeden ma proto délku 1 a druhy 2

f—Xid
uy —— o
f—Xid f—Xid
Vo ¢ VAL o
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Posledni moznost
e zbyva moznost, ze jediné vlastni Cislo A operatoru f ma

geometrickou ndsobnost 1 (a algebraickou 3); v tomto pfipadé
existuje jeden fetizek prislusny X, ktery ma délku 3

f—Xid f—Xid f—X\id
us u + up ¢ o

priklad: zkusime najit bazi slozenou ze Jordanovych retizkli pro
operator f : R3 — R3 uréeny matici

-1 0 1
A= 0 -1 0
-4 0 3
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Reseni prikladu

charakteristicky polynom operatoru f4 je
pa(t) = =23+ X2+ A -1=-A-12(A+1)

vlastni &isla operdtoru A jsou 1 (algebraicka ndsobnost je 2) a —1
(s algebraickou ndsobnosti 1), existuje pro néj tudiz Jordaniv tvar

prostor vlastnich vektoril pfislusny A =1 je

-2 0 1 1
My =Ker(f —id)=Ker| 0 -2 0 :< 0 >
-4 0 2

geometrickd ndsobnost vlastniho Cisla 1 je 1, takzZe operator neni
diagonalizovatelny a Jordanovy retizky budou tvaru
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Reseni prikladu - pokracovani

prostor vlastnich vektort prislusnych vlastnimu &islu A = —1 je
0
M_1 = Ker (f + id) = 1
0

Jordanovy fetizky bydou tvaru

f+id
upy —— o
f—id f—id
Vo Vip ¢ o

za vektor u; mizeme zvolit libovolny nenulovy vlastni vektor
prislu$ny vlastnimu &islu A = —1, napt. u; = (0,1,0)"
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Reseni prikladu - dokonceni

protoZe geometrickd dimenze vlastniho Cisla A =1 je také 1,
miZeme za vektor vi zvolit libovolny nenulovy vlastni vektor
prislusny A = 1, napt. v; = (1,0,2)7

zbyva najit vektor vy, pro ktery plati
(fA — idu)(VQ) = (A — I3)(V2) = Vi

najdeme jej jako feSeni soustavy

-2 0 1 1
0 -1 0 Jwvw=|0
-4 0 2 2

T

takze muzeme zvolit napriklad vo» = (0,0, 1)

posloupnost (u1,v1,Vv2) je potom linedrné nezavisla (Jordanovy
Fetizky pfislusné rliznym vlastnim ¢islim s nenulovymi zadatky) a
tedy baze v R3 vznikla spojenim Jordanovych fetizkii
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi priklad

budeme hledat Jordanovy fetizky pro operator f4 : R3 — R3
uréeny matici

2 2 —4
A= 0 0 O
11 -2
charakteristicky polynom operatoru je pa(\) = —\3, operdtor ma

jediné vlastni Cislo A = 0 s algebraickou nasobnosti 3, pro operator
fa tedy existuje Jordanova baze

geometrickou ndsobnost vlastniho ¢isla A = 0 zjistime jako dimenzi
prostoru

-2 -1
MozKerfA:KerA:< 0 s 1 >
1 0
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi priklad - pokracovani

geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A = 0 je tedy 2, operator fx
neni diagonalizovatelny, Jordanovy retizky budou dva, oba
prislusné 0:

fa
uy —— o0
fa fa
Vo Vip ¢ (o]

v tom pfipadé bude Imfy = (v1) a Ker fa = (ug,v1)
vektor vi proto musi lezet v priniku (Imfa) N (Ker fa) = Imfy
takovy je napriklad vektor vi = (2,0,1)7

doplnime jej na bazi uy, vy jddra Ker fa napriklad vektorem
up =(-1,1,0)7
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi priklad - dokonceni
nakonec najdeme vektor vp, pro ktery plati fa(va) = v1
takovy musi existovat, protoze jsme zvolili vi € Imfx
mizeme zvolit napriklad vo = (1,0,0)"
oba Jordanovy fetizky spojime do posloupnosti (u1, v, v2)

protoze pocatky retizkll (ug,v1) tvofi LN posloupnost, je i
posloupnost B linedrné nezavisla a tedy baze v R3

pro matici operatoru f4 vzhledem k bazi B pak plati

000
(A= 0 0 1
000
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Odlisnost dimenzi aspon 4

v pripadé dimenzi nejvySe 3 jsme mohli pocty a délky Jordanovych
fetizk( pfislusnych jednotlivym vlastnim &islim zjistit pouze
pomoci algebraickych a geometrickych nasobnosti téchto vlastnich
Cisel

pro operatory na prostorech dimenze aspon 4 uz se ndm to nemusi
podafrit

ma-li operator f : R* — R* jediné vlastni &islo A s algebraickou
nasobnosti 4 a geometrickou nasobnosti 2, mlize pro néj existovat
baze slozend bud ze dvou fetizk( délky 2 a nebo z jednoho Fetizku
délky 1 a jednoho retizku délky 3

jak postupovat v takovém pripadé si ukazeme na nasledujicim
prikladu
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad v dimenzi 4

budeme hledat bazi sloZzenou ze Jordanovych fetizk(i pro operator
fa : R* — R* uréeny matici

10 -1 O
01 0 -1
A= 10 -1 O
01 0 -1

charakteristicky polynom se rovna ps(A\) = A*, jediné vlastni &islo
A = 0 ma algebraickou nasobnost 4

jeho geometricka nasobnost se rovna dimenzi prostoru

10 -1 0 0 1
01 0 -1 1 0

Ker10—10_<071>
01 0 -1 1 0
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad v dimenzi 4 - pokracovani

v prostoru R* tedy bude existova baze vznikla spojenim dvou
Jordanovych Fetizkil pfislusnych vlastnimu Cislu A = 0, nevime ale
budou-li jejich délky 2+2 nebo 1+3

pocet Jordanovych fetizk(l délky aspon 2 zjistime pomoci dimenze
Ker (fa — 0 - id \)? = Ker A2

protoze A2 = O4x4, plati dim(f4 — 0\)? = 4, coz znamen3, Ze
pocet Jordanovych Fetizk(i délky aspon2 je aspon 4 —2 =2

hleddme tedy Jordanovy fetizky
fa fa
uy up o

fa fa
Vo | Vi ¢ o
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad v dimenzi 4 - dokonceni

podle souhrnu vime, Ze Ker fa = (uj,vi) a Imfa = (ug,vi), tj. za
vektory (uz,v1) mizeme zvolit libovolnou bazi Ker A, napfiklad
u; =(0,1,0,1)" av; =(1,0,1,0)7

pak dopolteme uy tak, aby platilo fa(uz) = Auy = ug, napfiklad
u; = (0,1,0,0)7

analogicky najdeme v, pro které plati fa(va) = Avp = vy,
naptiklad v, = (1,0,0,0)7

posloupnost B = (uj,up,vi,v2) je LN (Jordanovy fetizky s linedrné
nezvislou posloupnosti po&atki) a tvofi proto bazi R*; potom

[falg =

O O O O
O O O o
O = O O

o O o
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Redeni prikladu ze str. 9-12

postupnou preménu tfi chemickych sloucenin jsme popsali
soustavou diferencialnich rovnic

-1 0 0
X(t)=[ 1 -1 0 |x(p)
0 1 0

s pocate¢ni podminkou x(0) = (1,0,0)7;  matice soustavy je

-1 0 0
A= 1 -1 0
0 1 0

jeji charakteristicky polynom je pa(\) = —A(—1 — \)?,

vlastni Cisla matice A jsou A\; = —1 s algebraickou nasobnosti 1 a
A2 = 0 s algebraickou nasobnosti 1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Chemické reakce - 1. pokracovani

geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla A\; = —1 je rovna dimenzi

0 00 0
Ker (A—(—1-id))=Ker [ 1 0 0 | = < -1 >
011

a je tedy mensi nez jeho algebaickd nasobnost, matice A neni
diagonalizovatelna

geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla Ao = 0 je nutné také 1 a
vlastni vektory matice A prislusné Ao =0 lezi v

-1 0 0 0
Ker(A—0-id)=Ker [ 1 -1 0 :< 0 >
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Chemické reakce - 2. pokracovani

existuje tedy baze R3 sloZena ze Jordanovych fetizkii

fa+id fa+id
us t Up ¢ o

fa
Vi —— O

vektor uy je nenulovy vlastni vektor A pfislusny vlastnimu cislu
A1 = —1 a mbizeme zvolit naptiklad u; = (0, —1,1)7

protoze u; € Im(A + k3), najdeme vektor u; takovy, ze
(A+ I3)(u2) = ug, napt. up = (—1,1,0)7

vektor vi mize byt libovolny nenulovy vlastni vektor A prislusny
vlastnimu &islu Ay = 0, napt. v; = (0,0,1)7
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Chemické reakce - 3. pokracovani

0 -1 0
ozna¢ime R = (uj|uzjvi)=| -1 1 0 |, potom plati
1 0 1

matice R je matice prechodu [id]E od baze B = (u1|uz|v1) ke
kanonické bazi K v R3; potom plati

-1 1 0
RIAR = J = 0 -1 0
0 0 0

stejné jako v pripadé soustav obycejnych diferencialnich rovnic s
diagonalizovatelnou vyjadrime vektory x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))”
vzhledem k bazi B

dostaneme y(t) = [x(t)]g = [id]Kx(t) = R~x(t)

a také y'(t) = R™IX/(t)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Chemické reakce - 4. pokracovani

plvodni soustavu x'(t) = Ax(t) jsme tak prevedli na soustavu

-1 1 0 yi(t)
y(t)=Jy(t)=| 0 -1 0 ya(t)
0 0 0 ya(t)

v v Ve

tu uz ¢astecné resit umime:
plati y5(t) = Oy3(t) a tedy y3(t) = y3(0) pro kazdé t € R
dale y(t) = (—1)y2(t) a tedy y»(t) = y2(0)e™*

zbyva spoditat yi(t), zde vime, Ze
y1(t) = =y1(t) + y2(t) = —ya(t) + y2(0)e™"

nahlédneme, Ze mizeme zvolit y;(t) = y»(0)t- et +c-e!
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Chemické reakce - 5. pokracovani

dosazenim t = 0 zjistime, ze ¢ = y;(0)

dostadvame tak, ze plati

y1(0) -1 -1 0 1 -1

y2(0)> 1 0 0 0o ]=1] -1

y3(0) 1 1 1 0 1
x1(t) 0 -10 yi(t)
w) | = -1 1 0| w
X3(t) 1 0 1 y3(t)

9-178
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Chemické reakce - dokoné&eni

a po dosazeni za y(t) vyjde

x1(t) 0 -1 0 —et—tet
Xz(t) = -1 1 0 —et
x3(t) 1 0 1 1
tj.
Xl(t) et
x(t) | = te™t
x3(t) —et—tet 41
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Grafy pribéhu koncentraci
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice invariantniho podprostoru operatoru

definice: je-li f : U — U linedrni operator na vektorovém prostoru
U, pak podprostor V < U nazyvame invariantni podprostor
perdtoru f, pokud plati pro kazdy vektor x € V, ze také f(x) € V

invariantni podprostor ¢tvercové matice A definujeme jako
invariantni podprostor operatoru f4 urceného matici A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklady invariantnich podprostor(

kazdy operator ma dva trividlni invariantni podprostory {o} a V.

z geometrického nahledu vidime, Ze rotace v R? ma pouze trivialni
invariantni podprostory.

osova soumérnost v R? podle primky (v) ma kromé trivialnich
podprostorii jesté dva invariantni podprostory: (v) a (v)+
(ortogonalni doplnék je vzhledem ke standardnimu skaldrnimu
soucinu.)

kazdy podprostor prostoru U je invariantnim podprostorem
operdtoru idy a také operatoru t - idy pro libolny skalar t.
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Invariantni podprostory kazdého operatoru

tvrzeni: pro kazdy linearni operator f : U — U jsou nasledujici
podprostory U invariantni podprostory operatoru f:
1. Ker (f)
2. Im(f)
3. podprostor (u) generovany libovolnym nenulovym vlastnim
vektorem u operatoru f,

4. obecnéji, podprostor (uy, ..., ux) generovany Jordanovym
fetizkem (uy, ..., ux) operatoru f pfislusnym vlastnimu &islu A
dikaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Dalsi invariantni podprostory

tvrzeni: Jsou-li V a W dva invariantni podprostory operatoru
f: U — U, pak jsou podprostory VNW a V + W rovnéz
invariantnimi podprostory operatoru f

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Z(zZeni operatoru na invariantni podprostor

tvrzeni: je-li f : U — U linearni operdtor na konecné
dimenzionalnim prostoru U nad télesem T a V < U invariantni
podprostor operatoru f, pak charakteristicky polynom ziZeni
g = f|v operdtoru f na podprostor V déli charakteristicky
polynom operatoru f

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Duisledek

duasledek: predpokladame, ze f : U — U je operator na prostoru U
dimenze n a V je invariantni podprostor operatoru f dimenze k;
pokud ma operator f pravé n vlastnich Cisel véetné nasobnosti, pak
ma operator g = f|y : V — V pravé k vlastnich &isel v¢etné
nasobnosti

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Priklad

uvazujme operator f = f3 : R3 — R3 uréeny matici

-1 0 1
A= 0 -1 0
-4 0 3

ukazeme, ze W = (u,v) = ((0,1,0)7,(1,1,2)7) je jeho invariatni
podprostor

matice z(zeni g = f|w operatoru f na podprostor W vzhledem k

bazi C = (u,v) je
-1 -2
C _
jeho charakteristicky polynom je pg(A) = (A —1)(A+1)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Pokracovani prikladu

prislusné vlastni podprostory jsou

[Ml]c=<( B )> [M‘1]C=<( : )>

My = <—U+ V> = <(1’O’2)T>7 M-y = <u> = <(07 170)T>

a matice operatoru g vzhledem k bazi D = ((1,0,2)7,(0,1,0)7)

podprostoru W je
1 0
D _
[g]D - ( 0 —1 )
geometricky to znamena:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Diikaz véty o Jordanové kanonickém tvaru
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Linedrni zavislost mezi mocninami matice
je-li A Ctvercovd matice radu n nad télesem T pak posloupnost
In= A% AL A2 AT AT
n — M ) AR 7

obsahuje n? + 1 prvki prostoru T"*", ktery ma dimenzi n?

tato posloupnost tedy musi byt linedrné zavisla

podobné je pro kazdy linedrni operator f : U — U na prostoru
dimenze n posloupnost

idy = fO, fL o, ... F77L

linedrnich operatord na U linedrné zavisla, protoZe je to
posloupnost n? + 1 prvkii prostoru Hom(U, U), ktery ma dimenzi
n? (je isomorfni prostoru T"*")
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dosazeni matice (operatoru) do polynomu

definice: je-li T je téleso, p(t) = ap + a1t + axt? + -+ - + apt”
polynom s koeficienty ag,...,a, v T, A Ctvercova matice fadu k
nad T a f linedrni operator na prostoru U nad télesem T, pak
dosazenim matice A do polynomu p(t) rozumime matici

p(A) = agli + a1A+ 3 A% + -+ + 2,A"
dosazenim operdtoru f do polynomu p(t) rozumime operator

p(f) = agldy +alf—|—32f2 4.4 a,f"

. 1 , e
priklad: redlnd matice A = 3 ) m4d charakteristicky

2 4
polynom pa(A) = A2 — 5\ — 2 a plati

pA(A) = A2 —b5A — 2/2 ==
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dosazeni matice (operatoru) do soucinu polynomd

C o v, v

q(t) = by + byt + bot? + -+ + byt™ dva polynomy s koeficienty v
télese T, pak koeficient u t* v soudinu pq se rovna

D aib
i+j:k
jaky koeficient bude u mocniny A¥ v soudinu matic p(A) - g(A) ?

protoze p(A) = ap + a1A + A+ 4 a,A"
a q(A) =bo+ b1A+ b A2+ + by A™,
je koeficient u A¥ v soucinu p(A) - g(A) rovny

Z a,-bj

i+j=k

Jordantiv kanonicky tvar 9-192



Vlastni Cisla a vlastni vektory
Cayleyho-Hamiltonova véta

plati tedy (pq)(A) = p(A) - g(A) pro kazdou ¢&tvercovou matici A
nad T a libovolné dva polynomy p(t), g(t) s koeficienty v télese T

jednoduchou indukci to miZeme zobecnit na soudin libovolného
poctu polynomu pi(t), p2(t),. .., pi(t) s koeficienty v T

stejné tak pro libovolny linearni operdtor f : U — U na konecné
generovaném prostoru U nad télesem T plati také

(prp2 -+~ pi)(f) = pa(F)p2(f) - - - pu(f)

Cayleyho-Hamiltonova véta: je-li A ¢tvercova matice fadu n nad
T (resp. je-li f linedrni operator na koneéné generovaném prostoru
U dimenze n nad télesem T), pak pa(A) = 0 (resp. pr(f) = 0)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Diikaz Cayleyho-Hamiltonovy véty

diukaz: udélame pouze pro matice

bez ditkazu pfijmeme fakt (bude dokdzany ve druhém ro¢niku v

predndsce z obecné algebry), Ze pro kazdé téleso T existuje jeho
rozsifeni takové, ze charakteristicky polynom matice A ma v tom
rozsireni n korenl(l véetné ndsobnosti

budeme predpokladat, ze uz téleso T ma tuto vlastnost a matice A
ma tedy v T vlastni Cisla A1, Ao, ..., Ay s algebraickymi
nasobnostmi i, b, ..., Iy, pro kteréplati h +h+---+ 1, =n

pro charakteristicky polynom pa()) tak plati
pa(A) = (=1)"(A = M) (A = X2)B - (A = Agy)lm
a také

pa(A) = (=1)"(A = A1) (A= Xalp) 2 (A= Amly)m
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Dikaz - pokracovani

podle véty o Jordanové kanonickém tvaru existuje reguldrni matice
R fadu n takova, Ze

RIAR=J
kde matice J je v Jordanové kanonickém tvaru; potom
Ak = RJKR™Y
pro kazdé k € N
matice J = diag(J1, J2, ..., J;) je blokové diagonalni, plati proto

Jk = diag(Jf, S5, ..., JF)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Dikaz - druhé pokracovani

dale si uvédomime (pfipomeneme), Ze pro kazdy polynom
p(t) = ap + art + aot? + - - + apt" plati

p(RIRL) =R p(J)- R
ukdzeme, ze pa(J) = Onxp; vime uz, ze
pa(d) = (=1)"(J = Mln) (J = Xaln)2 - (J = Aplp)'m
zvolime libovolny diagondlni blok K v matici J, potom K = J), x;
pro néjaké vlastni &islo A; a ki < I; (nebot /; je soudet délek vech

Jordanovych fetizkid operatoru fa prislusnych vlastnimu Cislu \;)

prislusny blok v matici J — A;/,, se rovna

K —Xilp = I 16 — Niln = Jo
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dukaz - dokonceni
vime uz, Ze
i
Jo,k,- =0

to znamend, Ze piislusny blok K v mocniné (J — \;l,)" se rovna
Ok,‘Xk,'

proto se také pfislusny blok K rovna Oy xx; v soulinu
(_1)n(J - Al/”)ll(J - >\21n)l2 T (J - )\mln)lm = PA(J)

to znamend, ze vSechny diagonalni bloky v pa(J) se rovnaji nulové
matici, proto pa(J) = Onxn

a tedy také pa(A) = pa(RIR7Y) = R pa(J) - R7 = 0pxn
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Rizeny diskrétni linedrni dynamicky systém

mdame dan néjaky diskrétni linedrni dynamicky systém
Xk+1 = AXy,

kde A je redlna matice fadu n

tento linedrni dynamicky systém mizeme ,fidit"

»Fizeni” mizeme popsat pomoci jiné redlné matice B fadu n a
rovnici

Xk+1 = Axk + Buyg

matici B si miZzeme predstavit jako knipl nebo joystick, vektor
ux € R” je jeho nastaveni v Case t = k, kterym mizeme ovlivnit
stav systému X1 v ndsledujicim ¢asovém okamziku t = k + 1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vyvoj linedrnich dynamickych systémi s rizenim
budeme jeété predpokladat, Ze pocatecni stav systému xo = 0
mozné stavy systému v Case t = 1 jsou

x1 = AXxg + Bug = Bup, kde ug € R” je libovolny vektor

jeho mozné stavy v Case t = 2 jsou

X2 = Ax1 + Bu; = ABug + Bu; = ABxg + Bu;
kde ug,u; € R” jsou libovolné vektory
mozné stavy systému v ase t = 2 tedy tvori

Im (AB|B)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pouziti Cayleyho-Hamiltonovy véty

pokud predpokladame indukci, Ze mozné stavy systému v Case
t = k jsou

xx = A 1Bug + Ak"2Buy + - - - + ABuy_» + Buy_1,
kde ug,uy,...,ux_1 € R” jsou libovolné, pak

Xk+1 = Axy + Buy
= AKBug + AK"1Bu; + -+ - + A2Buy_» + ABui_1 + Buy

tj. dosazitelné stavy systému v Case t = k + 1 tvofi sloupcovy
prostor

Im(A*B|AK=1B|...|AB|B)

Cayleyho-Hamiltonova véta fika, ze A" je linedrni kombinaci
posloupnosti matic A"~ A2 A I,
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pouziti Cayleyho-Hamiltonovy véty - dokonceni

to znamend, Ze kazdy sloupec matice A” je linedrni kombinaci
sloupcti matic A"~ 1 A"2 . A,

a také, ze kazdy soupec matice A"B je linedrni kombinaci sloupct
matic A"'B,A"2B,...,AB, I,B

neboli  Im(A"B|A""1B|A"2B|.--|AB|I,B)
= Im(A""1B|A"2B|---|AB|I,B)
pro kazdé k > n tak dostavdme
Im(AKB|AK=1B| ... |AB|I,B) = Im(A""1B|A"2B|---|AB|l,B)

jinak feceno, kazdy stav systému, kterého mizZeme nékdy v
budoucnu dosdhnout, mizeme dosdhnout uz v éase t = n
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Unitarni diagonalizovatelnost - obsah

B Unitarni diagonalizovatelnost
Definice unitarni diagonalizovatelnosti
Sdruzené linearni zobrazeni
Normalni operatory
Hermitovské a symetrické operatory
Pozitivné (semi)definitni operatory
Unitarni operatory

;
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Nevyhody Jordanova kanonického tvaru

zadkladni nevyhodou Jordanova kanonického tvaru je numericka
nestabilita

nepatrnou zménou jediného prvku matice A se mlzZe zcela zménit
struktura Jordanovych fetizkil operdtoru f4 ur¢eného matici A

pri¢ina spocdiva v tom, Ze v pripadé télesa redlnych nebo
komplexnich ¢isel mohou byt vektory baze slozené ze Jordanovych
retizk( , témér" rovnobézné

jaké dlsledky ma ,,;skoro” rovnobéznost radkl nebo sloupcii matice
A pro stabilitu numerického Feseni soustavy linedrnich rovnic s
matici A jsme vidéli v prvnim semestru

diagonalizovatelnost matice A dava jasnou geometrickou
predstavu, jaké jsou mocniny f;(( operatoru fu
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Ndsledujici dvé casti

nijak ale nezarucuje, Ze baze slozena z vlastnich vektord matice A
je ortogonalni, v mnoha pripadech matic toho ani nelze dosdhnout

v ndsledujicich dvou ¢astech kapitoly o vlastnich &islech a
vektorech se pokusime Jordan(v kanonicky tvar ,vylepsit"

napred si ukdZeme velkou tfidu matic A, pro které existuje
ortonormalni baze slozena z vlastnich vektorii matice A

a v zavéreCné Casti si ukdzeme, jak vyuZzit ortogonalitu pro studium
operatort f4 urcenych libovolnou redlnou nebo komplexni matici A,

ktera ani nemusi byt ¢tvercova

v posledni Casti si také vysvétlime, proC se v grafech linearnich
operatorll v této kapitole objevovaly elipsy
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice unitarni diagonalizovatelnosti

definice: je-li U konec¢né generovany vektorovy prostor nad C
(resp. R) se skalarnim soucinem (|) a f linearni operator na U,
pak fikdme, Ze f je unitdrné diagonalizovatelny (resp. ortogonalné
diagonalizovatelny), pokud existuje ortonormalni baze B prostoru
U takova, ze [f]E je diagonalni

v nasledujici vété uvedeme ekvivalentni definici unitarni
(ortogondlni) diagonalizovatelnosti podobnou ekvivalentnim
definicim diagonalizovatelnosti operatoru a existence Jordanova
kanonického tvaru, které jsme uvedli dfive v této kapitole
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Charakterizace unitarni diagonalizovatelnosti

véta: je-li f : U — U linedrni operator na konecné generovaném
vektorovém prostoru U dimenze n se skaldrnim sou¢inem (|) nad
télesem C (resp. R), pak jsou nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

1. operator f je unitarné diagonalizovatelny (resp. ortogondlné
diagonalizovatelny)
2. operator f

» ma n vlastnich Cisel véetné algebraickych nasobnosti

» geometrickd ndsobnost kazdého vlastniho Cisla operatoru f je
rovna jeho algebraické nasobnosti

» pro libovolnad dvé vlastni ¢isla A1, \p operdtoru f plati
My, L M,
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Diikaz

dakaz 2 = 1: z prvnich dvou predpokladd bodu 2. plyne, ze
operator f je diagonalizovatelny

v kazdém z prostori My, mizeme vybrat ortonormdlini bazi B;

spojeni téchto bazi (Bi, By, ..., Bx) ma n = dimU prvki a podle
tretiho predpokladu je to ortonormalni posloupnost v U

je to tedy LN posloupnost a proto baze v U

1 = 2: prvni dvé vlastnosti v bodu 2. plynou z predpokladu, Ze f
je diagonalizovatelny

je-li B baze takovd, ze [f]E je diagonalni matice, je kazdy prvek B
nenulovy vlastni vektor f pFislusny néjakému vlastnimu Cislu A;
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dikazu

pocet vlastnich vektorli bdze B prislusnych A; je nejvyse rovny
geometrické nasobnosti A; a ta se rovna algebraické nasobnosti /;
vlastniho &isla );

protoze n =1 + h + - - - + [, musi se pocet vlastnich vektori v
bazi B pfislusnych vlastnimu Cislu A; rovnat /; a tedy tyto vlastni
vektory generuji cely prostor M},

pro A\; # A; jsou oba podprostory generovany riiznymi prvky baze B

protoze je baze B ortonormalni, z ortogonality mnozin generatort
plyne ortogonalita jejich linearnich obald, tj. My, L M), pro
Ai #FAj
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Unitarni diagonalizovatelnost a ortogonalni projekce na primky

je-li B =(v1,...,vp) ortonormalni baze prostoru U, pak pro
libovolny vektor x € U plati
-
[Xlg = ((vi[x),..., (valx))

je-li navic baze B takova, ze [f]B = diag(\1, A2, ..., An) pro
néjaky operator f : U — U, plati

[F()]e = (Ax (v lx) ... A (va [x)) "
f(x) = A (vi[x)vi+ -+ Xp(vy|x) vy

pro kazdé i = 1,..., n je zobrazeni p; : U — U definované
predpisem

pi(x) = {vi [x) vi
ortogonalni projekce prostoru U na pfimku (v;)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

To znamena
to znamen3, ze
f(x) = A1p1(x) + A2p2(x) + - - - + Appn(x)
pro kazdy prvek x € U, tj.
f=Xip1+ Xep2+ -+ Appn

to znamend, Ze kazdy unitarné diagonalizovatelny operator je
linedrni kombinaci ortogonalnich projekci do navzajem kolmych
podprostorii dimenze 1

plati i opacna implikace, tj. Ze kazda linearni kombinace

ortogonalnich projekci do navzajem kolmych primek je unitarné
diagonalizovatelny operator
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Transponované a hermitovsky sdruzené Ctvercové matice

pojem sdruzeného linedrniho zobrazeni zobecnuje pojem
transponované, pripadné hermitovsky sdruzené matice

redlna Ctvercova matice A rfadu n a prislusna transponovana matice
AT spliiuji pro libovolné vektory x,y € R” vztah

ATx. y =x- Ay
- znadi standardni skalarni soucin v R”
plyne to z vypoctu ATx -y = (ATx)Ty = xT Ay = x - Ay
podobné pro komplexni matici A plati

A'x-y=x-Ay ,

protoze A*x -y = (A*x)*y = x*Ay = x - Ay
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Analogie pro linedrni zobrazeni

véta: jsou-li U a V konecné generované vektorové prostory nad C
(nebo R) se skalarnimi souciny (které jsou jako obvykle znaéeny
(])) a f : U— V linearni zobrazeni, pak existuje pravé jedno
linedrni zobrazeni g : V — U takové, ze pro kazdé x ¢ V, y € U
plati

(g(x)ly) = (x|F(y))

dikaz: napred existence

jak g definujeme:

g je linearni:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice sdruzeného linedrniho zobrazeni

dikaz jednoznacnosti

definice: jsou-li U a V konecné generované vektorové prostory nad
C (nebo R) se skalarnimi souciny a f : U — V linearni zobrazeni,
pak linearni zobrazeni g : V — U takové, ze pro kazdé x € V,

y € U plati

(g(x)ly) = (x|f(y))

nazyvame sdruZené€ linearni zobrazeni k f, oznaceni: f*

priklad: (idy)* = idy, O* = O
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Sdruzeny operator k operadtoru derivovani

v pfipadé linedrniho zobrazeni f : U — V mezi prostory, které
nejsou konec¢né generované, nemusi sdruzené linedrni zobrazeni k f
existovat

nicméné existovat muze

priklad: je-li U prostor vSech nekonecné diferencovatelnych
redlnych funkci redlné proménné f na intervalu [0, 1] takovych, ze
f(0) = f(1) =0a D : U — U diferencidlni operétor, tj. D(f) = f’
pro kazdou funkci f € U, pak plati
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Matice sdruzeného linedrniho zobrazeni

tvrzeni: je-li f : U — V linedrni zobrazeni, kde U a V jsou koneéné
generované komplexni (resp. redlné) vektorové prostory se
skalarnim soucinem, je-li dale B ortonormalni baze prostoru U a C
ortonormalni baze prostoru V, pak plati

[F*1§ = (f1¢)"

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Sdruzené zobrazeni ke zobrazeni uréenému matici

tvrzeni: pro libovolnou komplexni (resp. redlnou) matici A typu
m x n plati

(fa)* = fax (resp. (fa)* = fa7)

kde sdruzovani na levé strané je vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu

dikaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Jednoduché vlastnosti sdruzovani

tvrzeni: jsou-li U, V konecné generované vektorové prostory se
skalarnim soucinem nad C (resp. R), jsou-li déle f,g: U — V
linedrni zobrazeni a a € C (resp. a € R), pak plati

=1

(f+g)=f+g

(af)* = af*

- (fg) =gt

. je-li f izomorfismus, pak je f* izomorfismus a plati
(f—l)* — (f*)—l

I N R N

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Sdruzovani vlastnich cisel

tvrzeni: je-li U koneéné generovany komplexni (resp. realny)
vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem (|) a f je linearni
operdtor na U, pak A € C (resp. A € R) je vlastni islo operatoru f
pravé tehdy, kdyZ je A (resp. \) vlastni ¢islo operatoru f*

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Priklad

priklad: redlnd matice

-3 -1
(77
ma vlastni ¢isla 1 a —2 a pfislusné podprostory vlastnich Cisel
Mi=((-1,4)T), M2 = ((-1,1)7)

transponovana matice AT ma stejna vlastni &isla a My = ((1,1)7),
M_z=((4,1)7)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice normalnich operator(i a matic

definice: operator na komplexnim (resp. redlném) prostoru U se
skalarnim soucinem (|) se nazyva normalni, pokud f*f = ff*

definice: komplexni (resp. redlnd) &tvercovd matice A se nazyva
normdlni, pokud A*A = AA* (v redlném pripadé mizeme psat
ATA = AAT)

snadno nahlédneme, Ze matice A je normalni pravé kdyz je
normalni operator f4 urceny matici A

priklad: mezi normélni matice patfi unitarni (ortogonalni) matice a
hermitovské (symetrické) matice

mezi normalni operatory patfi proto unitdrni (ortogonalni)
operatory a hermitovské operatory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zakladni vlastnosti normalnich operatort

priklad: redlnd matice

je normalni, protoze
2 11
ATA=AAT =1 2 1
11 2

matice A neni symetrickd, antisymetrickd, ani ortogonalni

skaldrni nasobek normalniho operatoru (matice) je opét normdlni,
soucet nebo slozeni (soucin) dvou normalnich operatort (matic)
normalni byt nemusi
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi vlastnosti

pokud ale oba operdtory (matice) komutuji, pak je i jejich soulet a
sloZeni (sou¢in) normdlni

ukaZeme si pouze specidlni pripad

tvrzeni: je-li f normdlni operator na komplexnim (realném)
vektorovém prostoru U a t € C (t € R), pak je operator f — tidy
také normalni

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

A dalsi vlastnosti

tvrzeni: je-li f normdlni operator na komplexnim (resp. redlném)
vektorovém prostoru U se skalarnim soucinem a v € U, pak plati

IF (Il = (V)|

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Vlastni vektory normalnich operatord

tvrzeni: je-li f normalni operdtor na komplexnim (resp. redlném)
vektorovém prostoru U se skalarnim sou¢inem, A € C (resp.

A € R) av e U, pak v je vlastni vektor operatoru f pfislusny
vlastnimu Cislu A\ pravé tehdy, kdyz je v vlastni vektor operatoru f*
prisludny vlastnimu &islu X

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Spektrélni véta pro normalni operatory

véta: je-li U konecné generovany vektorovy prostor nad C se
skalarnim soucinem a f linedrni operator na U (resp. necht A je
¢tvercova matice nad C), pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

1. operator f (resp. matice A) je normalni
2. operétor f (resp. matice A) je unitarné diagonalizovatelny (-4)
dikaz: 2.=1.
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Dikaz opacné implikace

1.=2. pouzijeme matematickou indukci podle n = dimU

je-li n =1, pak kazdy operétor f : U — U je jak unitarné
diagonalizovatelny tak normalni

je-li n > 1, pak indukéni predpoklad je, ze kazdy normdlni operator
na néjakém prostoru dimenze n — 1 je unitarné diagonalizovatelny

operator f je definovany na komplexnim prostoru, ma tedy aspon
jedno vlastni ¢islo A a zvolime libovolny vlastni vektor u, operatoru
f prisludny A a zvolime jej tak, aby |lu,|| =1

ukazeme, ze W = u# je invariantni podprostor operatoru f
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dikazu opac¢né implikace
protoze W je ortogondlni doplnék prostoru (u,) dimenze 1, je
dmW =n-1
pouzijeme induk¢ni predpoklad na zdzeni |y, operdtoru f na
podprostor W
podle ného existuje ortonormdlni baze C = (uj,uy, ..., u,_1)
prostoru W tvorena vlastnimi vektory operatoru f
posloupnost B = (ug, uy,...,u,_1,u,) je pak také ortonormalni,
proto také linedrné nezavisla, a tedy baze, slozend z vlastnich
vektor(i operatoru f

upozornéni: normalni redlnd matice je tedy unitarné
diagonalizovatelna nad C, obecné ale nemusi byt unitarné
diagonalizovatelnd nad R

pozdéji ukazeme, Ze redlnd matice je unitarné diagonalizovatelna
nad R pravé kdyz je symetricka
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad
priklad: vidéli jsme uz, Ze redlnd matice
110
A= 011
1 01

je normalni; jeji charakteristicky polynom
pa(t) = —t>+3t2 =3t +2=—(t —2)(t* —t +1)
ma pouze jeden redlny kofen A = 2 nasobnosti 1, matice A tedy

neni unitdrné diagonalizovatelnd nad R

chapejme nyni A jako matici nad C, podle spektralni véty pro
normalni operdtory je matice A unitdrné diagonalizovatelna

ma tfi vlastni &isla

1 V3, —_ 1 V3
)\1—2,)\2—54‘71,)\3—)\2—5—7[
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice hermitovskych a symetrickych operator

dilezitym specidlnim pfipadem normalnich operatori jsou
hermitovské (symetrické v redlném pripadé) operatory

definice: operator na komplexnim (resp. redlném) prostoru U se
skalarnim soucinem se nazyva hermitovsky (resp. symetricky),
pokud f* = f

komplexni (resp. redlnd) matice A fadu n je hermitovska (resp.
symetrickd) pravé kdyz je operator fa na aritmetickém prostoru C”
(resp. R™) hermitovsky (resp. symetricky) vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu soucinu
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Spektralni véta pro hermitovské operatory

véta: je-li U konecné generovany vektorovy protor nad C se
skalarnim soucinem a f linedrni operator na U (resp. je-li A
¢tvercova matice nad C), pak je ekvivalentni

1. operétor f (resp. matice A) je hermitovsky (-4)

2. operator f (resp. matice A) je unitarné diagonalizovatelny (-3)
a v8echna jeho (jeji) vlastni Cisla jsou redlna

dikaz: 1.=-2. je-li f hermitovsky operator, je normalni

podle spektralni véty pro normalni operatory je unitarné
diagonalizovatelny

zbyva dokazat, ze jeho vlastni Cisla jsou redlna

je-li A vlastni Cislo f a x # o vlastni vektor prislusny A, pak je také
prislusny vlastnimu Cislu A operatoru f* = f; proto A = A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dikaz opac¢né implikace

2.=1. z predpokladu, Ze f je unitarné diagonalizovatelny plyne,
%e existuje baze B v U takova, Ze [f]5 = D, kde D je diagonalni

na hlavni diagonale matice D jsou vlastni Cisla operatoru f, to
znamend, ze D je redlnd matice a D* =D

potom plati
18 = (I18) =D =D =118

odtud plyne f* = f a tedy f je hermitovsky operator
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Spektrélni véta pro symetrické operatory

véta: je-li U konecné generovany vektorovy prostor nad R se
skalarnim soucinem a f linedrni operator na U (resp. je-li A
¢tvercova matice nad R), pak je ekvivalentni

1. operator f (resp. matice A) je symetricky (-3)
2. operator f (resp. matice A) je ortogonalné diagonalizovatelny
(-3)

duakaz: 1. = 2. dokdzeme maticovou verzi

je-li A redlnd symetrickd matice, je také hermitovska jako matice
nad C

podle spektralni véty pro hermitovské operdtory je tedy unitdrné
diagonalizovatelna nad C a vSechna jeji vlastni ¢isla jsou readlna
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonéeni dikazu
proto ma n vlastnich Cisel véetné nasobnosti, algebraickd nasobnost
kazdého vlastniho Cisla se rovnd jeho geometrické nasobnosti a
prostory M) vlastnich vektord A pFislusnych riznym vlastnim
¢islim A jsou navzajem ortogonalni

pro kazdé vlastni &islo A ma prostor My = Ker (A — \l,) dimenzi
(nad C) rovnou geometrické nasobnosti Cisla A

reSime-li soustavu homogennich linearnich rovnic s matici A — A/,
nad R, bude mit jeji nulovy prostor tutéz dimenzi nad R jako nad C

proto je také geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A matice A nad
R stejnd jako nad C

a nakonec kolmost prostori My pro riiznd A\ nad R (vzhledem ke
standardnimu skalarnimu soucinu) plyne z jejich kolmosti nad C
2.= 1. se dokaze stejné jako v pripadé dikazu predchozi
spektralni véty pro hermitovské operatory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad

pro symetrickou matici

01
A= 1 0
00

= O O

najdeme ortonormalni bazi R3 slozenou z vlastnich vektort
matice A

charakteristicky polynom pa(\) = (1 — A\)(A? — 1), vlastni ¢isla A
jsoula—1

prostory vlastnich vektori jsou

My = ((17 1, O)T7 (07 0, 1)T>7 M_y = <(la -1, 0)T>
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Pokracovani prikladu

v prostoru M; je ortonormalni baze napfiklad (vi,v2), kde

V2 1 0

vi=—1[ 1], vo=|0
2 \o 1

v prostoru M_; tvori ortonromalni bazi napriklad vektor

baze B = (v1, vz, v3) je ortonorméalni baze prostoru Re3 sloZend z
vlastnich vektori matice A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zapis pomoci rozkladu matice

vektory baze B zapiSeme do sloupcli matice

V2 V2

22 0 2\/E
Q=1 ¥ 0o ¥

0 1 0

matice Q je ortogonélni, proto Q1 = QT a
QAQ = QTAQ = diag(1,1,-1)

posledni rovnost mizeme také zapsat jako rozklad matice A

2o V2 10 0 22
A=| 2 o 2 01 0 0 0 1
0 1 0 00 -1 22
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice pozitivné definitnich operatort

hermitovské (symetrické) operatory maji jednu pfijemnou vlastnost

je-li f hermitovsky operator na U, pak pro libovolny vektor x € U
plati

(x[f(x)) = (F7(x) [x) = {F(x) [x) = (x[f(x))

to znamend, ze (x |f(x)) je vzdy redlné Cislo

definice: operator f na kone¢né generovaném komplexnim (resp.
redlném) prostoru U se skalarnim sou¢inem se nazyva
e pozitivné definitni, pokud je hermitovsky (resp. symetricky) a
pro vSechna o # x € U plati (x |f(x)) >0
o pozitivné semidefinitni, pokud je hermitovsky (resp.
symetricky) a pro vSechna x € U plati (x|f(x)) >0
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice pozitivné (semi)definitnich matic

pro matice opét vyjdeme z operdtoru urceného matici a
standardniho skalarniho soucinu

definice: ¢tvercova matice A nad C (resp. R) se nazyva

e pozitivné definitni, pokud je hermitovska (resp. symetrickd) a
pro viechna o # x € C" (resp. R") plati x*Ax > 0

e pozitivné semidefinitni, pokud je hermitovska (resp.
symetrickd) a x*Ax > 0 pro kazdy vektor x € C" (resp. R")

mnoho praktickych Gloh vede na reSeni soustav linedrnich rovnic s
pozitivné (semi)definitni matici
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Priklad

pfiklad: pro libovolnou redlnou matici A typu m X n je matice
AT A symetricka, nebot (ATA)T = AT(AT)T = ATA

pro kazdy vektor x € R" plati

xTAT Ax = (Ax) T (Ax) = ||Ax||2 >0
matice AT A je pozitivné definitni, ma-li soustava Ax = o pouze
nulové Feseni, coz je pravé kdyz rank(A) = n, a to je pravé kdyz

posloupnost sloupcovych vektor(i A je linedrné nezavisla

podobné pro kaZzdou komplexni matici A typu m X n je matice A*A
nejen hermitovska, je také pozitivné semidefinitni

je navic pozitivné definitni pravé kdyz je posloupnost sloupcovych
vekter(l A linedrné nezavisla
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pozitivné (semi)definitni operatory a vlastni ¢isla

priklad: pro kazdou redlnou matici A typu m x n a diagondlni
matici C = diag(cy, ¢, . .., cy) prepiseme soucin

AT CA = (DA)T DA,

kde D = diag(+/c1,/C2, - - -,/Cn). coZ dokazuje, Ze také soucin
AT CA je pozitivné semideflnltnl

pozitivné (semidefinitni) operdtory mizeme mezi hermitovskymi
(symetrickymi) operatory poznat podle vlastnich &isel

véta: hermitovsky (symetricky) operator f : U — U na komplexnim
(redlném) vektorovém prostoru U se skaldrnim soucinem je
pozitivné definitni (resp. semidefinitni) pravé tehdy, kdyz jsou
vSechna vlastni Cisla operatoru f kladnd (resp. nezdporna)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Diikaz

dikaz =-: je-li \ vlastni Cislo operatoru f a v # o vlastni vektor f
prislusny A, pak

(v[f(v)) = (v [av) = X{v]v) = Allv|?
protoze |v|| > 0, je A > 0, je-li f pozitivné definitni, a A > 0, je-li
f pozitivné semidefinitni
< protoze je f hermitovsky, existuje baze B prostoru U slozena z
vlastnich vektorti operatoru f takova, zZe
(18 = diag(A, Mo, -, An) = D

pouzitim tvrzeni o vypoctu skalarniho soucinu vektori pomoci
jejich soutadnic vzhledem k ortonormalni bazi dostaneme pro kazdé
xeU

(x[f(x)) = (Ix]8)" [f(x)]s = (Ix])" [fIE[x]z = (Ix]5)" DIx]s

Unitérni diagonalizovatelnost 0-241



Vlastni Cisla a vlastni vektory
Dokoncéeni ditkazu
oznacime-li [x]g = (x1,X2, ..., xn) ", pak
(Ix]g)" Dlixle = Aulx[f + Xalx|? + - + Aplxa|?

odtud usoudime, Ze (vzhledem k tomu, Ze t; > 0 pro kazdé
i=1,2,...,n) (x|f(x)) >0 pro kazdé x € U, pokud je f
pozitivné semidefinitni

a ze (x|f(x)) > 0 pro kazdé x # 0, pokud je f pozitivné definitni

priklad: redIné symetrické matice

SHNCHITE
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Pozitivné semidefinitni operator z libovolného LZ

zobecnénim prikladu ze str. 9-239 je nasledujici

tvrzeni: jsou-li U, V vektorové prostory se skalarnimi souciny a
f : U — V linearni zobrazeni, pak je operator f*f pozitivné
semidefinitni

dikaz: protoze (f*f)* = f* (f*)* = f*f, je operator f*f
hermitovsky

pro kazdy vektor v € U pak plati
(vIff(v)) = (Ff(v|v) = (F(v) [f(v)) = If(v)]* = 0
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ekvivalentni definice unitarnich operatort

unitarni linedrni zobrazeni jsem definovali uz na str. 8-84 a nékolik
riznych ekvivalentnich definic je na nasledujici str. 8-85

pro operatory f : U — U uvedeme jesté jednu ekvivalentni definici

tvrzeni: operator f na konecné generovaném prostoru U nad C
(resp. R) je unitarni (resp. ortogonalni) pravé tehdy, kdyz f* = f~!

dikaz =: je-li operator f unitarni, je prosty a tedy existuje
inverzni operator f~1; potom plati pro kazdé x,y € U
(Frx) ly) = (FFH(x) [f(y)) = (x|f(y))
atedy f~1=f*
«: plati-li naopak f* = f~1, pak pro kazdé x € U je
Il = V{F(x) [F(x)) = V/{FF(x) [x) = /{x]x) = [x]

coz dokazuje, Ze zobrazeni f je unitarni
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Charakterizace unitarnich operatorti pomoci vlastnich Cisel

kazdy unitarni operator f : U — U na konecné generovaném
prostoru U je tedy normalni, proto je unitdrné diagonalizovatelny a
muzeme jej mezi normalnimi operatory charakterizovat pomoci
vlastnich cisel

véta: je-li U konecné generovany vektorovy protor nad C se
skalarnim soucinem a f je linedrni operator na C (resp. je-li A je
¢tvercova matice nad C), pak je ekvivalentni

1. operator f (resp. matice A) je unitarni

2. operator f (resp. matice A) je unitarné diagonalizovatelny (-4)
a pro vsechna vlastni ¢isla A € C plati |A| =1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Diikaz

diakaz 1.=-2.: je-li f unitarni, je normalni a tedy unitarné
diagonalizovatelny

pro kazdé vlastni Cislo A a vlastni vektor v # o pfislusny X plati
f(v) = Av a z unitarnosti f plyne

vl = £ (Il = [[Av]] = [A[Iv]]
atedy |\ =1
2.=1. z predpoklad(i plyne existence ortonormalni baze B v U

takovd, ze [f]E = D, kde D = diag(\1, X2, ..., An) a [Ai| =1 pro
kazdé i=1,2,...,n

pro kazdy vektor x € U
pak plati [f(x)]s = [f]g[x]g = (A1x1, Aoxa, . . .,)\,,x,,)T,
kde [X]B = (X1,X27 .. ,Xn)T a tedy
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dilkazu
IO = ([F()18)" [F()]8 = [Al?Pxal? + -+ [Anl*]xal?
= ([xl8)" [x]z = [Ix|1%,

coz dokazuje, Ze f je unitarni

déle budeme zkoumat ortogonalni operatory na prostorech R? a R3
se standardnim skalarnim soudinem

dimenze 2: je-li f : R> — R? ortogonalni operator, oznadime
A= [f]ﬁ matice A je redlnd ortogonalni matice podle tvrzeni
na str. 8-88

matice A podle téhoz tvrzeni uréuje unitarni operator f4 : C? — C?
a pro kazdy vektor x € R? plati f(x) = fa(x) € R2

protoze je fa unitarni operator, je unitdrné diagonalizovatelny (nad
C) a v8echna vlastni Cisla operatoru f4, tj. vlastni &isla matice A,
jsou v absolutni hodnoté rovna 1

Unitérni diagonalizovatelnost 0-247



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ortogonalni operétory v dimenzi 2

bud jsou obé& redlnd a nebo je to dvojice komplexné sdruZzenych
komplexnich Cisel

existuje ortonormélni baze B = (v1,v3) v C2 takovd, ze
[fA]g = diag()\l, /\2)

nastane proto jedna z nésledujicich moznosti

e obé vlastni &isla jsou rovna 1, prvky bdze B mlzeme vybrat v
R? a operator f je identicky

e 0bé vlastni Cisla jsou rovna —1, operétor f je stfedova
symetrie se stfedem v pocatku

e jedno vlastni Cislo je 1 a druhé —1, operator f je v tom
pripadé osova symetrie s osou generovanou nenulovym
vlastnim vektorem pfislusnym vlastnimu cislu 1

e komplexné sdruzend rlizna vlastni Cisla Ay = cos¢ + i sin¢ a
Mo =\=cos¢—ising
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Ortogonalni operatory v dimenzi 2 — pokracovani

je-li vi = (a+ bi, c + di) vlastni vektor fa pfislusny A1, pak uz
vime (str. 9-94 a nasledujici), ze Vi = (a — bi, ¢ — di) je vlastni
vektor f pfislusny A

vime odtud také, Ze redlné vektory w; =2 Rev; = 2(a,c) a
wy = —2Imvy = —2(b, d) tvo¥i bazi C = (w1, w>) prostoru R? a

matice
[ cos¢p —sing
[fle = < sing cos¢ >

protoze je operator f4 unitarné diagonalizovatelny, jsou vektory v;
a v ortogonalni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu, tj.

v;vlz(a—ib,c—id)< Z’_:.Z)

=a?—b*>+c?—d?>—2i(ab+cd)=0
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ortogonalni operdtory v dimenzi 2 — dokonceni
proto ab + cd = 0, odkud plyne kolmost vektord wy 1 wy

posloupnost C je proto ortogonalni bize R?

déle ||wy| = Va2 + c2 = Vb2 + d? = ||wy||, baze
D = (wy/||wzl[,wa/|lwz|) v R? je proto ortonormalni a

D cos¢ —sing
[flp = ;
sing  cos¢
protoZe stfedova symetrie je rotace o Ghel 7 a identické zobrazeni

je rotace o Ghel 0, miZeme vysledky o ortogonalnich operatorech v
R? shrnout

tvrzeni: kazdé ortogonalni zobrazeni f v prostoru R? se
standardnim skaldrnim souc¢inem je bud rotace nebo reflexe, rotace
je to pravé kdyz det[f]g =1 a reflexe je to pravé kdyz

det[f]5 = —1, kde B je libovoln4 baze R?
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ortogonalni operdtory v dimenzi 3

protoze slozeni dvou ortogonalnich (unitdrnich zobrazeni) je opét
ortogonalni (unitarni), s pouZzitim véty o souinu determinanti
dostdvame

dasledek: sloZeni dvou rotaci v R? je opét rotace, sloZeni dvou

reflexi je rotace a sloZeni rotace s reflexi (v libovolném poradi) je
opét néjaka reflexe

dimenze 3: nyni predpokladame, 7e f : R3 — R3 je ortogonalni
operdtor a [f]i = A

redlnd matice A urduje unitarni operator f4 na prostoru C3

podle charakterizace unitarnich operator(i je f4 unitarné
diagonalizovatelny, tj. existuje ON baze B = (v1, vz, v3) prostoru
C3 sloZend z vlastnich vektor operatoru f4, tj. matice A, a navic
vSechna vlastni Cisla f4 maji absolutni hodnotu rovnou 1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Ortogonalni operatory v dimenzi 3 — pokracovani

charakteristicky polynom pa(A) je polynom stupné 3 s redlnymi
koeficienty

operdtor f4 ma tedy bud tfi redlnd vlastni &isla (rovna +1) nebo
jedno realné vlastni Cislo A a dvé komplexné sdruzena komplexni
vlastni ¢&isla e/® = cos ¢ + ising a e '® = cos ¢ — i sin ¢

napred se vyporadame s pripadem jednoho redlného vlastniho isla
A, mizeme predpokladat, Ze vi je vlastni vektor f4 pfislusny A, ten
mizeme zvolit také redlny

podprostor (v2,v3) C C3 je invariantni podprostor operatoru f4

z(zeni operatoru f4 na podprostor (v2,v3) je unitarni operdtor s
vlastnimi &isly e’® a e=/¢
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Ortogonalni operatory v dimenzi 3 — druhé pokracovani

z popisu ortogonalnich operatorii na R? vime, ze C = (wy, w)
sestava z redlnych vektor(i a je ortogonalni baze C?, a
(wi/|lwil|,w2/||wi]|) je ON baze v C, takovd, ze matice ziizeni f4
na podprostor (vo,v3) vzhledem k této bazi se rovna

cos¢p —sing
sing  cos ¢
posloupnost D = (v1,w1/||wi||, wa/||wi]|) sestava s realnych

vektorti, je ON béaze v C3 a proto také v R3, pro kterou v p¥ipadé,
ze A =1 plati

1 0 0
[F18=[fa8=| 0 cos¢p —sing
0 sing coso
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Ortogonalni operatory v dimenzi 3 — treti pokracovani
operdtor f je tedy rotace kolem osy (v1) o thel ¢

je-li A= —1, plati

-1 0 0
[f]5 = 0 cos¢p —sing
0 sing cos¢
protoze
-1 0 0 -1 0 0 1 0 0
0 cos¢p —sing | = 0 10 0 cosp —sing
0 sing cosg 0 01 0 sing coso

je f slozenim rotace kolem osy (v1) s reflexi vzhledem k roviné
1
{vi}
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Ortogonalni operdtory v dimenzi 3 — ¢tvrté pokracovani

jsou-li vsechna vlastni Cisla operatoru f4 redlnd, mizeme zvolit
ortonormalni bazi B v C3 slozenou z realnych vektor(i a matice
[f15 = [fa]5 ma (aZ na potadi prvkii na hlavni diagonale) jeden z

tvart
1 00 1 0 O 1 0 0 -1 0 0
01 01},J]01 O ,] 0 -1 0 , 0 -1 0
0 01 0 0 -1 0O 0 -1 0 0o -1

v prvnim pfipadé jde o identické zobrazeni (tj. rotaci o hel 0
kolem jakékoliv osy), ve druhém pripadé jde o zrcadleni vzhledem k
roviné (vi,vo) = {v3}*, ve tfetim pripadé jde o rotaci kolem osy

(vi) o Ghel 7 a ve ¢tvrtém pripadé jde o slozeni této rotace se
zrcadlenim uréenym rovinou (va, v3)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ortogonalni operdtory v dimenzi 3 — dokonceni

dokazali jsme tak

tvrzeni: kazdé ortogonalni zobrazeni v euklidovském prostoru R3 je
bud rotace kolem né&jaké osy, ortogonalini reflexe vzhledem k néjaké
roviné a nebo slozeni rotace s ortogonalni reflexi

rotace je to pravé tehdy, kdyz determinant matice tohoto zobrazeni
vzhledem k jakékoliv bazi je rovny 1

dusledek: slozeni dvou rotaci v R3 je zase rotace v R3, slozeni
dvou reflexi je rotace (osa rotace je rovna priniku rovin reflexi)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Singularni rozklad - obsah

B Singularni rozklad
Priklad singularniho rozkladu
Véta o singularnim rozkladu
Singularni rozklad matice
Razna pouziti singularniho rozkladu

:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zobrazeni urcené diagonalni matici

podivdme se na linedrni zobrazeni f4 : R? — R? urdené matici

(55)

je-li x = (x1,x2) T prvek jednotkové kruznice v R?,
tj. ||x|| = x2 + x5 = 1, pak jeho obraz

=(5)-n(2)-(30)(5)- ()

spliiuje rovnici

2 2
N Yo 2 2
?+?:X1+X2:1

vektor y = fa(x) tedy lezi na elipse s délkami poloos |a| a |b|
poloosy jsou ve smérech vektoril e; (délka |a|) a e, (délka |b|)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zobecnény elipsoid

definice: jsou-li a1, ap,...,a, > 0 redlna Cisla a
B = (u1,uy,...,u,) ON baze v prostoru U se skaldrnim souinem,
pak mnozinu vSech vektor(i x € U jejichz souradnice
_ T cnldiid
[X]g = (x1,%2,...,%n)" splfiuji
2 2 2

X1 X2 X

nf el

aj a; az
nazyvame zobecnény elipsoid v U, Cisla a1, ao, ..., a, jsou délky
poloos elipsoidu, vektory uy, us, ..., u, jsou sméry poloos

priklad: podivime se na zobrazeni f5 : R> — R? uréené matici

A_1<4\@+\@ 4\/6—ﬁ>
8\ 4vV2-v6 4vV2+6

matici A mzeme vyjadrit jako soucin tfi matic
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Geometrické vyjadreni

(5 4G ) )

geometricky:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Algebraicky zapis
rozklad matice A zapiseme ve tvaru A= U X VT, kde
Y =diag(2,1/2) a
U= V3/2 —1/2 V- V2/2 —/2/2
o\ 12 V32 ) V2/2  V2)2

jsou ortogonalni matice; plati proto také VT = v~1

pro sloupce matic U = (uz|uz) a V = (v1|v2) plati
fA(Vl) == AV1 =UX VTV1 == 2U1

fA(Vz) == AV2 =UX VTV2 == %Ug

(v1,v2) a (u1,uy) jsou ON baze v R?

vektor v; se zobrazenim f4 zobrazi do sméru vektoru u; s
koeficientem o;, kde o; je prvek na misté (i, i) diagondlni matice &
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Obdélnikové diagonalni matice
ukaZzeme, ze uvedenym zplsobem lIze rozlozit jakoukoliv redlnou

nebo komplexni matici

nejdrive zobecnime pojem diagondlni matice na matice libovolného
obdélnikového typu

definice: fikdme, ze matice D = (djj) typu m x n je obdélnikova
diagonalni matice, pokud djj = 0 kdykoliv i # j (kde
ie{l,....,m},je{l,...,n})

obdélnikovou diagonalni matici budeme zapisovat
D = diag(di1, - . ., d,r) nebo podrobné;ji

D= diangn(dll, ey d,r)

je-li r < min(m, n), rozumi se, ze zbylé diagonalni prvky dix =0
pro k > r
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priprava
je-li A redlna (nebo komplexni) matice typu mxna A= UL VT
pro ortogonalni (nebo unitarni) matice V = (vi|va|...|v,),
U = (uz|uz|...|un) a obdélnikovou diagonalni matici
Y = diag,,.,(01,02,...,0,) s nezdpornymi redlnymi Cisly o; na

hlavni diagondle, pak plati
Av;=o0;u; pro i=12....r, Avi=0 pro i>r

posloupnosti B = (vi,v2,...,v,) a C = (ug,uy,...,uy) jsou ON
baze v C" a C™ (nebo R" a R™), pro které

[f4]8 = diag,,« (01,00, ...,0/)
zobrazeni (f4)*fa je pozitivné semidefinitni a

[(a)*falg = [(fa)"]5 [falé = =" T = diagy (01, 03, ..., 07)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Singuldrni rozklad

véta o singularnim rozkladu: jsou-li V a U kone¢né generované
komplexni nebo readlné vektorové prostory se skalarnim soucinem a
f : V — U linearni zobrazeni, pak existuji ON baze B prostoru V a
ON baze C prostoru U takové, ze [f]’g je obdélnikova diagonalni
matice s nezdpornymi prvky na hlavni diagondle

dukaz: oznaéime n=dimV a m=dimU

operator f*f : V — V je pozitivné semidefinitni a podle spektralni
véty pro hermitovské (symetrické v redlném pripadé) operatory
existuje ON baze B = (vi,v2,...,V,) ve V takova, ze

[F*f]5 = diag(A1, A2, ..., An) @ A\; >0 pro kazdé i =1,2,...,n

necht r z vlastnich Cisel A\; je nenulovych a usporddame je podle
velikosti
A=A > 2> A >0
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pokracovani dilkazu
proi € {1,...,r} oznatime o; = /A; a u; = o; *f(v))
pak pro libovolnd i,j € {1,...,r}, plati

(uiluy) = (o7 (vi) a-—lf(vj)>—a o7 {F(v) [F(v))

:UIO' (f*f (v,)]vj>—0 3 /\<v,|vj>:5,~j

z toho vyplyvd, Ze pro i # j jsou vektory u;,u; € U na sebe kolmé

navic (u; ju;) = o7 2\; = 1, takZe |u;|| = 1 pro kazdé
i=1,2,....r

mizeme tedy posloupnost (u,us,...,u,) doplnit na ortonormalni
bazi C = (uy,...,un) prostoru U
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dikazu

proi € {l,...,r} je f(v;) = oju;, neboli [f(v;)]c = oie;
pro i > r je [f(vi)]c = o, proto
[f12 = diag,,x (01, ,0,0,...,0)

protoze a%, ag, ...,02 jsou viechna nenulova vlastni &isla
operatoru f*f vletné algebraickych nasobnosti, jsou uréena

operatorem f jednoznacné
baze B a C operatorem f jednoznacné uréené nejsou

definice: plati-li pro operator f : V — U a ON bdze Bve V a C
v U, ze [f]8 = diag,,, (01,02, ...,0,), kde

01> 0p>--+->0, >0, pak Cisla 01,09, ...,0, nazyvame
singuldrni hodnoty operatoru f
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Geometricky vyznam prvk( bazi B, C

je-li f:V—=U, B=(v1,vz2,...,v,) ON baze ve V,
C = (uj,uy,...,uy) ONbizev U a

[f18 = diag,x (01,02, ..., 0/)
pak 01,092,...,0, jsou vsechny nenulové singuldrni hodnoty f a
f(vi)=oju; pro i=12....r, f(vjyj=0 pro i>r
to znamen3, zZe
Imf = (uj,up,...,u,) atedy dim(Imf)=r
a dale to znameni, ze

dim(Kerf)=n—r atedy Kerf = (Vy{1,Vri2,...,Vn)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Geometricky vyznam singularniho rozkladu 1

plati [f(x)]c = [f]2 [x]g pro kazdy vektor x € V

je-li [X]g = (x1,%2, ..., %n) T, pak

[F(x)]c=[f12[x]e=(y1, Y2, -, ¥m) " =(01x1, 02%2,

ey O, 0p 0

m slozek
vektor x je prvek jednotkové koule ve V pravé kdyz

X12—|—x22—|----—|—x3§1

pak pro soufadnice [f(x)]c = (y1, 2,

o ym) T plati
2 2 2
Y
Ul g

2 r

Singularni rozklad

9-268



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Geometricky vyznam singuldrniho rozkladu 2

to znamena, Ze

e obraz jednotkové koule ve V je zobecnény elipsoid v

podprostoru (uj,uz,...,u,) < U
e singularni hodnoty 01,05, ...,0, jsou délky poloos tohoto
elipsoidu

e u; je smér poloosy délky o;

e v; je vektor prostoru V, ktery se zobrazenim f zobrazi do
sméru u; poloosy délky o;

e hodnotu f(x) pro x € V lze vyjadfit jako

f(x) = oi1xqui + oaxoup + - - - + opxeu,
= o1 (vi|x)ur+o2(v2|x)up+ -+, (v, |x) u,
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Unitarni diagonalizace a singuldrni rozklad 1

je-li f : V — V operétor na koneéné generovaném prostoru se (| ),
pak je normalni pravé kdyz existuje ON baze B = (v1,v2,...,Vp)
ve V, pro kterou plati [f]5 = diag(\1, A2, ..., An)

singularni hodnoty linedrniho zobrazeni f jsou druhé odmocniny
nenulovych vlastnich &isel operatoru F*f:

[Ff15 = [F1B[f]E = diag(A1, ..., An)diag(Ar, ..., An)
= diag(|M % ..., M)

poznamka: singularni hodnoty normalniho operatoru f : V — V se
rovnaji absolutnim hodnotam jeho nenulovych vlastnich cisel

z diagonalizace [f]E = diag(\1, A2, ..., An) normalniho operdtoru
f také dostaneme snadno jeho singuldrni rozklad
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Unitarni diagonalizace a singuldrni rozklad 2
budeme predpokladat, ze vlastni ¢isla normalniho operatoru f jsou
jiz usporadana podle velikosti jejich absolutnich hodnot, A1,..., A,

jsou nenulova

je-li A\; nenulové vlastni Cislo operatoru f, pak polozime
uj = (Ai/[Ail)vi

posloupnost (ug, uy,...,u,) je ON a mizeme ji proto doplnit do
ON béze C = (ug,up,...,u, Upq1,...,u,) prostoru V

potom [f]8 = diag,,,(|1\1], | A2, - - -, |\r]) je singuldrni rozklad f

v pripadé pozitivné definitniho operatoru f diagonalizace a
singuldrni rozklad splyvaji

Singularni rozklad 9-271



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Singuldrni rozklad matice
v praxi se singularni rozklad nejcastéji pouzivd v podobé

singularniho rozkladu matice

véta o singularnim rozkladu matice: je-li A komplexni (resp.
redlnd) matice typu m X n, pak existuji unitarni (resp. ortogonalini)
matice U fddu m a V tvadu n a obdélnikova diagonalni matice

Y = diag,,., = (01,02, ...,0,) takové, ze

A=UTV*=UxL V!
dakaz: dokaZzeme komplexni pripad pomoci singularniho rozkladu

zobrazeni 5 : C" — C™, kde v obou prostorech C" a C™
uvaZzujeme standardni skaldrni soucin

existuji ON baze B v C" a C v C™ takové, ze

[fA]g =3 = diagmxn(O']_,O'g, .. .,O’r)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dikazu

vektory baze B = (v1,v2,...,V,) napiSeme do sloupcl matice
V = (vilval]- - |vp) = [id]%
a prvky baze C = (uy,up,...,un) do sloupct matice

U= (uiluz|- - |um) = [id]§
potom A=[flg =lid]g [FIE[id]g = UL V*

vS§imnéme si, Ze singularni rozklad A = UYL V* v sobé obsahuje
baze vsech Ctyr zakladnich prostor( uréenych matici A

prvnich r sloupct (ug,up,--- ,u,) matice U tvofi bazi
Im (fa) = Im A; proto je (U,11,...,un) baze (ImA)+ = Ker AT

analogicky posloupnost (v,41,...,V,) tvofi bazi Ker fa = Ker A a
proto prvnich r sloupcli vi, vy, ..., v, matice V tvori bazi
(Ker A): = ImAT
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Priklad

najdeme singuldrni rozklad redlné matice A = < é 1 > (=4p2)

spolteme matici AT A = ( 1 ; >

ta m3 vlastni &isla A\; 2 = (3 +£/5)/2

3++6
2

singuldrni hodnoty matice A jsou 012 =

priblizné o1 ~ 1,618, o0, ~ 0,618

vektory vi, vy baze B = (v1,v2) najdeme jako normalizované
vlastni vektory matice AT A pislugné vlastnim &slim A1, Ao

opét priblizn vy ~ ( 0,526 ) s~ ( 0,851 )
1~ RERYIEN
0,851 0,526
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Dokonceni prikladu

vektory ug, uy baze C = (ug,uz) najdeme ze vztahu
-1 -1
u,-:o'i fA(V,'):UI- AV,'

Fiblizng uy ~ | 0801 P
P 1% os2 )0 "7\ 0851

oznatime V = [id]& a U = [id]%, potom

1618 0
r=Ifle= ( 0 0,618 )

a singularni rozklad A = U VT matice A je priblizné

A~ 0,851 —0,526 1,618 0 0,526 0,851
~\ 0,526 0,851 0 0,618 —0,851 0,526

matice VT je matice otoeni o priblizné —58,28°,

matice U je matice otoceni o Uhel pfiblizné 31,72°
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi priklad

najdeme singularni rozklad matice A =

1l W
S BN

35 44
44 56

pFiblizné \; = 90,7, \» ~ 0,265

) 0,620 0,785
vlastni vektory vi ~ 0785 | V2 = —0.620

singularni hodnoty matice A jsou
g1 = \/)\1 ~ 9,53 a 02 = \/)\2 ~ 07514

matice ATA = < > ma vlastni cisla

0,229 0,895
pak u; = al_lAvl ~ | 0524 |, u= 02_1Av2 ~ 0,272
0,816 —0,350
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dalSiho prikladu

posloupnost (u1, uz) doplnime do ON baze (uj, uy, u3) vektorem
us = (2,2,7)7

singuldrni rozklad matice A je potom

0,229 0,895 ? 953 0
A~ | 0524 0272 7 0 0514 <8’$§g —06768250>
0,816 —0,350 ? 0 0 ’ :

treti sloupec matice U = (uz|uz|us) se v rozkladu vibec neprojevi,
protoze treti radek matice X je nulovy

stejné tak mizeme rozklad matice A zapsat kompaktné

A~ | 0524 0272

0,816 —0,350

0,229 0,895
( 0 0,514 0,785 —0,620

953 0 )(0,620 0,785 )
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Kompaktni singuldrni rozklad

posledni priklad ukazuje, Ze singuldrni rozklad A = UXL V* matice
A typu m x n s hodnosti rank(A) = r mizeme zapsat Gsporné;ji

v tom pripadé€ je pouze prvnich r sloupcil a prvnich r radki matice

Y = diag,,.,(01,02,...,0,) nenulovych

je-li U = (ug|uz| - |uy) a V = (vi|va| - - |u,), oznadime
U' = (ugfug| - |uy), V= (va|vo|---[u,)

Y' = diag,,(01,02,...,0/)

potom plati také rozklad A = U' ¥’ (V')*

v ném jsou obsazené vSechny informace o singularnich Cislech
matice A, baze (uj,uy,...,u,) sloupcového prostoru Im A matice
A a baze (v1,v2,...,v,) Fadkového prostoru Im AT matice A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Dyadicka expanze matice

roznasobime-li kompaktni singularni rozklad

cp 0 --- 0 vi
gy -+ 0 V5

A= (urfup| - |uy)
o 0 - o v

dostaneme vyjddfeni A = ojuiv] + ooupv; + - - - + o UV

matice A jako linedrni kombinace matic u;v;, které maji vdechny
typ m x n a hodnost 1

tomuto vyjadreni fikdme dyadickd expanze matice A

pozdéji si ukazeme, ze dyadicka expanze ma velky vyznam pfi
komprimaci dat

Singularni rozklad 9-279



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Polarni rozklad matice

pri nékterych fyzikalnich aplikacich se pouZziva tzv. polarni rozklad
¢tvercové (redlné nebo komplexni) matice A

dostaneme jej ze singularniho rozkladu A= UXL V*
ten si prepiSeme ve tvaru A= (UX U*)(U V™)

v prvni zavorce je pozitivné semidefinitni matice, ve druhé je
unitarni matice

tvrzeni: kazdou ¢tvercovou (redlnou nebo komplexni) matici A
muzeme vyjadrit jako soucin

A=RW,
kde R je pozitivné semidefinitni matice a W je unitarni
(ortogondlni v pfipadé realné A)
Ize (pomérné snadno) dokazat, ze poldrni rozklad matice A je
urceny jednoznacné, pokud je A reguldrni
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Prirtistek ve sméru

pro operator f : V — U chceme zjistit, jak velky mize byt podil

[F )]
[l

pro nenulovy vektor x € V

pro kazdy skalar a £ 0 plati
[f(ax)l _ llaf(x)] _ lal[IF(x)][ _ [[F(x)]]

x| lalflxll—lalflx i

staci proto zkoumat ,,natazeni” vektor( jednotkové délky
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

PrirGstek ve sméru pomoci singuldrniho rozkladu 1

véta o singularnim rozkladu zaruduje existenci ON bazi B
v prostoru V a C v prostoru U, pro které plati

[f]g = diag,«p(01,02,...,0/), a 01 >02>--->0,>0
zvolime llibovolny vektor x € V' s normou |x| =1
oznatime [x]g = (x1,X2,...,%n) ", potom

1= x| = (x|x) = (K]g)" [XIg = xal* + Pl + - + [xal?
spocitame ||f(x)]:

IO = TFGlcll = \/U%IXlI2 + o3l + -+ oF|xf?
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

PrirGstek ve sméru pomoci singuldrniho rozkladu 2

protoze o1 > 0y > --- > o, > 0, plati

17Nl < /o?bal? + o2lxal? + -+ o2x]2 = oy

podobné

17Nl = \fo2lal? +02xal2 + - + 02| |2 = o,
dokazali jsme tak

tvrzeni: je-li f : V — U linedrni zobrazeni, pak pro kazdy nenulovy
vektor x € V plati
_lfel

= >~ 01
"Xl ’

kde o1 je nejvétsi singularni hodnota zobrazeni f a o, je jeho
nejmensi singuldrni hodnota
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Spektralni norma operdtoru a matice

definice: je-li f : V — U nenulové linedrni zobrazeni a V, U dva
konec¢né generované prostory se skalarnim soucinem, pak nejvétsi
singuldrni Cislo zobrazeni f nazyvame spektrdlni norma zobrazeni f
a oznacujeme jej ||f]|; spektrdlni normu nulového zobrazeni

O : V — U definujeme jako 0

spektralni normu || A|| redlné (nebo komplexni) matice A typu
m x n definujeme jako normu linedrniho zobrazeni f4 : R” — R™
(nebo fa : C" — C™) uréeného matici A

duasledek: pro kazdé linearni zobrazeni F : V — U mezi dvéma
redlnymi (resp. komplexnimi) kone¢né generovanymi prostory se
skalarnim soucinem a kazdy vektor x € V plati

IFCI < 1] x|
pro kazdou Ctvercovou redlnou nebo komplexni matici A plati
[[A[| < [| Al {|x]

Singularni rozklad 9-284



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Spektralni norma inverzni matice

je-li A reguldrni (redlnd nabo komplexni) matice ¥adu n a
A= UXVT jeji singuldrni rozklad, pak diagonalni matice
Y = diag(o1,02,...,0,) je reguldrni, tj. o; # 0 pro kazdé
i=1,2...,n

potom A7l = (UZVT)~1 = VZ~1UT je singulérni rozklad matice
A—l

protoze Y1 = diag(afl, ng coorh

9 n

pokud g1 > g3 > - -+ > 0oy, pakjeal_lgaz_lg---<a*1

— n

dokazali jsme tak nasledujici

tvrzeni: je-li A regularni redlnd nebo komplexni matice, pak
|A7Y|| = o1, kde o, je nejmensi singuldrni hodnota matice A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Priklad
priklad: najdeme spektrdlni normu redlné matice
110
A= 011
1 01
uz drive jsme o ni zjistili, Ze je normalni a tedy unitarné

diagonalizovatelna

jeji singularni hodnoty najdeme jako absolutni hodnoty jejich
vlastnich Cisel

ty jsme uz spocitali jako \; = 2, \a3 = (1 +/3)/2
singularni hodnoty matice A jsou tedy 2,1,1
plati proto [[Al| =2 a ||A7} =1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Singuldrni hodnoty a numericka stabilita 1

1 2
pfiklad: pro matici A= | 3 4 | jsme nasli singularni hodnoty
5 6

01 ~953 a ~0,514
plati proto ||A|| ~ 9,53

mame fesit soustavu linearni rovnic Ax = b s regularni matici A
radu n
jeji fedeni je x = A"1b

predpokladejme nyni, Ze pravou stranu b nezndme presné, zname ji
s néjakou chybou e

ta vznikla tfeba v disledku zaokrouhlovani nebo v disledku Sumu
pri méreni, apod.
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Singuldrni hodnoty a numericka stabilita 2

ve skutecnosti fesime tedy rovnici Ax =b + e

ta je stdle resitelna, protoze A je regularni

dostaneme fedeni x = A"1(b+e) = A"'b— A le

rozdil mezi vypoclitanym fesenim X a feSenim x rovnice Ax = b je
fx=%—x=Ale

normu ,,chyby" pfi feSeni v disledku chyby pfi zadani soustavy tak
muzeme odhadnout shora jako

x| = [[A~ el < A [lell
ma-li matice A~! velké singuldrni &islo, miize vypocet se vysledek

x velmi lisit od presného feseni x

singularni &isla matice A~ jsou rovna inverzim singularnich Cisel
matice A

Singularni rozklad 9-288



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Cislo podminénosti regularni matice

v nékterych pripadech neni dilezita absolutni velikost dx chyby pfi
vypoctu, ale jeji relativni velikost

vzhledem k normé FeSeni x v zavislosti na relativni chybé ||e||/b
protoZze b = Ax, plyne z diseldku na str. 9-284 dole, ze
bl = [[Ax]| < [IA[[fIx]|, neboli
1 Al
[Ix[| ~ [Ib]]
po vynasobeni s nerovnosti ||0x|| < ||A~1||||e| dostaneme

6% _ eyl
< A Al
I Ibl
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Definice Cisla podminénosti regularni matice

velikost relativni chyby ||0x||/||x|| FeSeni soustavy Ax =b s
reguldrni matici A je tak shora odhadnutd soucinem relativni chyby
|le]| /b pravé strany vyndsobené soudinem nejvétsiho a nejmensiho
singuldrniho cisla matice A

definice: je-li A regularni matice, pak Cislo
-1
[AIAZ
nazyvame cislo podminénosti matice A

pfipominme, Ze Cislo podminénosti regularni matice A se rovna
soucinu nejvétsiho a nejmensiho singularniho Cisla matice A

jde opét poue o horni odhad velikosti relativni chyby feseni
soustavy Ax =b
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Aproximace matice matici nizsi hodnosti — 1

uvazujeme (redlnou nebo komplexni) matici A typu m x n a
hodnosti r

chceme najit matici B hodnosti mensi nebo rovné s < r, kterd
.nejlépe” aproximuje matici A

blizkost aproximace méfime pomoci spektralni normy ||A — B]|
rozdilu matic A— B

najdeme singularni rozklad matice A
A = U diag,,,(01,00,...,0,) VT,

kde U = (uz|uz|---|um) a V = (vi|va|---|vy) jsou ortogonalni
(unitarni) matice
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Aproximace matice matici nizs$i hodnosti — 2

singularni rozklad uréuje dyadicky rozvoj (expanzi) matice A

r
A= oi(u})
i=1

pokud predpokladame (jako obvykle), ze 01 > 00 > -+ > 0, > 0,
zolime

B = i O’,'(U,'V}k)
i=1

pfi této volbé matice B dostavame dyadicky rozvoj

r

A-—B= > oi(uyv)

i=s+1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Aproximace matice matici nizsi hodnosti — 3

z ného snadno dostaneme kompaktni singularni rozklad matice Ag:
A—B = (ust1]| - |um) diag,, ,((vs+1] - |"m))T
a tedy spektralni norma rozdilu A — B se rovna
|IA—=B| =051

dokazeme, ze pro kazdou matici C typu m X n s hodnosti nejvyse s
plati |[A — C|| > 0541

prostor (vi,Va,...,Vsy1) ma dimenzi s + 1
jadro Ker C matice C ma dimenzi

dim(Ker C) =n—dim(ImC) > n—s
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Aproximace matice matici nizsi hodnosti— 4

podle véty o dimenzi priniku a spojeni podprostorl existuje
nenulovy vektor

x € (Ker C) N (vi,v2,...,Vst1)
najdeme vyjadreni x = x1vi + XoVvo + - - - 4+ Xs41Vst+1, PpOtom
Cx =0 x Ax = x101uU1 + X202U2 + - - + Xs1 1054 1Us 1

protoze posloupnost vektordl (ug, uy, ..., us+1) je ON, plati

[ Ax[| = \/!Xl\sz% + 2203 + -+ |xs1[03 g = osr|x]
plati proto

1A= O)x|| _ [[Ax]
[l [

IA=Cl = Os+1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dyadicky rozvoj a komprimace dat

mame-li data uloZzena do redlné matice A velké hodnosti, miZzeme
je aproximovat tak, Ze z dyadického rozvoje matice A

A= i cr,-(u,-v;‘)
i=1

vynechdme scitance s malymi singuldrnimi hodnotami o, tj.
vezmeme pouze prvnich s ¢lenl dyadického rozvoje

jinymi slovy, data A aproximujeme nejblizsi (vzhledem ke spektralni
normé&) matici hodnosti nejvyse s
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dyadicky rozvoj a vypocet Ax
jiné pouziti aproximace matice A pomoci matice hodnosti nejvyse s

je pfi vypoétu hodnoty zobrazeni fa(x), tj. pfi vypoctu Ax,

protoze aproximace B matice A ma hodnost s, miZeme vzit jeji
skeletni rozklad B = CD, tj. soudin matic typu mx sasx na
spoditat Bx

v prvnim semestru jsem si ukazali, jak pouziti skeletniho rozkladu
snizuje pocet aritmetickych operaci pfi vypoctu soucinu Bx = CDx

normu rozdilu Ax — Bx odhadneme jako

[Ax — Bx|| = [[(A = B)x|| < [A = B|[[Ix]| = oss1]x]
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Pesudoinverze 1
obecna soustava linearnich rovnic Ax = b s matici A typu m x n

nemusi mit rfeSeni

v Casti o metodé€ nejmensich Ctverch jsme si ukazali, ze nejlepsi
aproximaci X feSeni soustavy Ax = b najdeme jako feseni normalni
soustavy

ATAx = ATb

v pripad€, Ze matice AT A neni regularni (¢tvercova je), ma
soustava AT Ax = ATb vice fegeni

ukazeme si, jak v takovém pfipadé najdeme priblizné feseni X s
minimalni normou ||X||

jako prvni to udélame pro pfipad, ze matice
A = diag,,y,(01,02,...,0,) = X je zobecnénd diagondlni matice
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pseudoinverze 2
v tom pripadé hleddme presné Feseni normalni soustavy
Y'rx=%Tb
plati * 7Y = diag,, ,(02,03,...,02) a
Y "b = (01b1,02b2,...,0.b,,0,...,0)7
véechna fedeni normélni soustavy ¥ 7Y% = ¥ 7b jsou tedy tvaru

s —1 -1 -1 T
X:(Ul b1,02 bz,...,Ur br,tr+1,...,t,,) ,
kde t,11,...,ty jsou libovolné parametry

nejmensi normu ma tedy

“1b,,0,...,0)7

s -1 -1
X:(Ul b1,(72 b27"'70r

a podminkou minimality normy je uréené jednoznacné

Singularni rozklad
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pseudoinverze 3

oznatime-li X1 = diag,, (07, 05 %, .., 0, 1), pak aproximaci
reSeni soustavy Ax = b s nejmensi normou mizeme vyjadrit ve
tvaru

x=2'b

v

pomoci singularniho rozkladu najdeme aproximaci X feSeni soustavy
Ax = b s minimalni normou pro obecnou matici A

najdeme singularni rozklad A= UX VT
hleddme presné ¥edeni soustavy AT AX = b s nejmensi normou, po
dosazeni A= UX VT dostaneme

VETUTUEVT 5= VETU D
protoze UT = U1 (nebot U je ortogonalni matice) a V je
regularni (nebot U je také ortogondlni matice), je tato soustava
ekvivalentni

Y'rvik=x"UTb
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Pseudoinverze 4
oznacime-li y = VT %, dostaneme soustavu
YIyg=xTUTb,
coz je normalni soustava k soustavé
Yy=x"U"b
ta ma aproximaci ¥ fe$eni s nejmensi normou rovné §y = XTUTb

to znamend, ze V'x = X7 UTb je aproximace fedeni Ax =b s
nejmensi normou

protoze ||V % , je x = VZTUTb aproximace fedeni Ax = b
s nejmensi normou
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
:

Moore-Penroseova pseudoinverze

matici At = VETUT nazyvdme Moore-Penroseova pseudoinverze
matice A

Singularni rozklad 9-301



Bilinearni a kvadratické formy

Kapitola 10
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:
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Bilinedrni a kvadratické formy

Minkowského geometrie Casoprostoru

vzdalenost (normu) ve vektorovém prostoru definujeme pomoci
skalarniho soucinu

v nékterym oborech se vzdalenosti mezi vektory méfi zplsobem,
ktery nelze definovat pomoci skalarniho soucinu

napriklad ve specidlni teorii relativity je vzdalenost dvou udalosti
x1 = (x1,y1,21,11) T a X2 = (%2, y2, 22, t2) T (vektordl
v prostoru R*) definovana jako

d(x1,x2) = \/(Xl —x2)?+ (1 —y2)? + (21 — )2 — (t1 — t — 2)2
,norma" udalosti x = (x,y,z,t)" je jeji vzdilenost od
(0,0,0,0)7, tj.

Ix|| = x®+y? + 22— t2
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Bilinedrni a kvadratické formy

Definice bilinearni formy

takovou ,,normu” nemizeme definovat pomoci zadného skalarniho
soucinu

zakladni pojem této kapitoly je zobecnéni skaldrniho soucinu, které
budeme nazyvat bilinedarni forma

definice: je-li U je vektorovy prostor nad télesem T, pak bilinearni
forma na prostoru U je zobrazeni f : U x U — T, které je linearni
v obou slozkach, tj. pro libovolné u, v, w € U a t € T plati
(1) flu+v,w) = f(u,v)+ f(v,w)

f(w,u+v)=f(w,u)+ f(w,v)
(2) f(tv,w) = t(v,w)

f(v, tw) = tf(v,w)

pomoci bilinearnich forem budeme také zkoumat kvadratické
polynomy vice proménnych
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Bilinedrni a kvadratické formy
Priklad
priklad: bilinearni formou na R3 je napftiklad zobrazeni

F((xa,x2,3) T, (v1, 2, v3) )
= 2x1y1 — 3x1y2 + 5x1y3 + 6xoy1 + x2y3 + 10x3y2

2 -3 5 %1
=(xi,x0,x3) [ 6 0 1 y2
0 —10 0 Vs

pozdéji si ukazeme, ze kazdou bilinearni formu f na aritmetickém
prostoru T” mizeme zapsat pomoci néjaké ¢tvercové matice A
radu n jako

f(x,y) =x"Ay

Bilinearni formy



Bilinedrni a kvadratické formy
Bilinedrni formy a skalarni soucin

kazdy skaldrni soucin (|) na redlném vektorovém prostoru U
m(zeme chapat jako bilinearni formu

f(x,y) = (xly)
bilinearni forma definovana skalarnim soucinem oproti obecné
bilinearni formé splniuje navic
o f(x,y) = f(y,x) pro kazdé x,y € U (symetrie)
e f(x,x) > 0 pro kazdé x € U (pozitivni semidefinitnost)

pozor! skalarni soucin na komplexnim vektorovém prostoru
bilinedrni forma neni

naproti tomu pro libovolny operator g na redlném prostoru U se
skalarnim soucinem (|) je f(x,y) = (x|f(y)) bilinedrni forma

Bilinearni formy



Bilinedrni a kvadratické formy

Kvadraticka forma vytvorena bilinearni formou

priklad: jsou-li x,y € R?, pak f(x,y) = det(x]y) je bilinedrni forma

definice: je-li f bilinedrni forma na vektorovém prostoru U nad
télesem T, pak zobrazeni f, : U — T definované predpisem

fo(v) = f(v,v) pro kazdé v e U
nazyvame kvadratickd forma vytvorena bilinedrni formou f

priklad: bilinearni forma na R3

F((x1,x2,x3) T, (v1, y2,¥3) )
=2x1y1 — 3x1y2 + 5x1y3 + 6x2y1 + x2y3 + 10x3y2
vytvari kvadratickou formu
H((x1,x2,x3) ) = 2x% — 3x1x0 + 5x1x3 + 6x0x1 + X2X3 4+ 10x3 X2

= 2x12 + 3x1x0 + 5x1x3 + 11x0y3

Bilinearni formy



Bilinedrni a kvadratické formy

Kvadraticka forma vytvorena skaldrnim soucinem

protoze bilinedrni formu f umime zapsat pomoci matice A jako
f(x,y) = x Ay,

muzeme také kvadratickou formu £ vytvorenou f zapsat pomoci
téze matice A jako

h(x) = f(x,x) = xT Ax
priklad: kvadratickd forma £, vytvorena skaldrnim soucinem (|) na

prostoru U (tj. bilinedrni formou f(x,y) = (x|y)) je

h(x) = f(x,x) = (x|x) = x|

Bilinearni formy



Bilinedrni a kvadratické formy

Aproximace funkci vice proménnych

hladkou funkci g : R — R miZeme aproximovat Taylorovymi
polynomy, aproximace je tim presnéjsi, ¢im vétsi stupen ma
Tayloriiv polynom

podobné mizeme aproximovat funkce vice proménnych,
geometricky to Ize je$té nahlédnout v pfipadé fukce h: R? — R

chceme pochopit jake se funkce h chova v okoli néjakého bodu
d € R?, teknéme d = (0,0)"

Velmi hrubd aproximace je nahradit funkci jeji funkéni hodnotou

¢ = h(d)
h(Xl,Xg) ~ C
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Bilinedrni a kvadratické formy

Aproximace pomoci linedrnich a kvadratickych forem

presnéjsi je linedrni aproximace, kdy nahradime funkci jeji te¢nou
rovinou
h(x1,x2) & ¢ + bix1 + baxo

nekonstantni ¢ast g(x1,x2) = bix1 + baxz je linedrni forma na R?,
koeficienty a;, a» se vypoctou pomoci parcidlnich derivaci

jesté presnéjsi je aproximace polynomem stupné 2:
h(x1,X0) = ¢ 4 bixi + boxo + a11x? + 2a10x1x2 + axxs

7 v

kvadraticka cast f(Xl7 X2) = 811X12 + 2a1ox1x0 + 322X22 je
kvadratickd forma na R? (koeficienty se vypoctou z druhych
parcidlnich derivaci)

tato aproximace je dulezitd napriklad pri hledani extréma
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Bilinedrni a kvadratické formy

Kvadratické Gtvary

proto je dilezité védét, jak vypada graf kvadratické funkce
(polynomu) vice proménnych

obecnéji nds zajimd, jak vypada kvadraticky Gtvar, napriklad
mnozina bodt v R3 spliiujicich rovnici

10x12 + 13x22 + 13X32 + 4dx1x0 + 4x1x3 + 8xo0x3 = 9

zakladni myslenka na feSeni takovych problému je stejnad jako u
linedrnich operdtori: najit bazi, vzhledem ke které je bilinedrni
forma prehledna/srozumitelnd
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Bilinedrni a kvadratické formy

Vyjadreni bilinedrni formy pomoci matice

ujasnime si, Ze kazda bilinedrni forma na prostoru U je jednoznaéné
urcena svymi hodnotami na dvijicich prvk( néjaké baze v U

ukdzeme, Zze je-li f je bilinearni forma na U a B = (v1,v2,...,Vp)
je baze prostoru U, pak pro kazdé dva vektory x,y € U mizeme
f(x,y) vyjadfit pomoci soufadnic vektorl x,y vzhledem k bazi B a
hodnot ajj = f(vj,vj)

oznacime si vektory souradnic

[X]B:(Xl,X2,...,Xn)T, [y]B:(y17y2>"'7yn)T
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Bilinearni a kvadratické formy
:

Vypocet
pak spocitdme

f(x’ Y) = f(lel + o+ XpVp, Y1V + - + ynVn)
n n n n
=f (ZX;%ZYM) => xif [ vi, >y
i=1 i1 i—1 =1
n n n n
D) DRITURAES o)yt

i=1 j=1 i=1 j=1
a1 a12 ... Qdin n

1=} U Yo
= (X1, X2, ..., Xn) )

dnl dn2 ... anpn Yn
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Bilinedrni a kvadratické formy

Definice matice bilinearni formy vzhledem k bazi

definice: je-li B = (vi,...,v,) baze vektorového prostoru U nad
télesem T a f je bilinedrni forma na U, pak matici bilinearni formy
f vzhledem k B rozumime ¢tvercovou matici fadu n nad T, kterd
ma na pozici (i,) prvek f(v;,v;) oznaceni: [f]g

tvrzeni: je-li B baze konecné generovaného prostoru U, f bilinedrni
forma na U a x,y € U, pak

f(x,y) = [XI5[flslyls

to znamend, Ze jsou-li soufadnice vektorl [x]g = (x1,..., X,
[yl = (v1,--»¥n)" a [flg = (aj)nxn, Pak

f(x,y) = ZZa,-jx,-yj .

i=1 j=1

)T

Tomuto vyjadreni také fikime analytické vyjadreni bilinearni
formy f
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Bilinedrni a kvadratické formy

Bilinedrni forma uréend matici

tvrzeni: je-li A = (aj;) Ctvercova matice fadu nnad T a B baze v
U, pak zobrazeni

f(x,y) = [xl5Alyls
je bilinedrni a prvek aj; na pozici (i, ) se rovna f(v;,v;)

pfi pevné zvolené bazi B tedy takto bilinedrni formy na U vzajemné
jednoznacné odpovidaji ¢tvercovym maticim nad T Fadu n

jak se zméni matice bilinedrni formy zménime-li bazi?

priklad: obrazeni f : R? x R?> — R definované predpisem

2 0
F(a2) T, (11,52) ) = ayi+4xn = (1 x) ( 4 0 > ( ; )

je bilinedrni forma na R?
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Bilinearni a kvadratické formy
:

Pokracovani prikladu

jeji matice vzhledem ke kanonické bazi je

[f]K::<i 8)

zvolime si né&jakou jinou bazi v R?, naptiklad

= ((4)-(5))

Matice f vzhledem k B je podle definice

A -D)T(L D)) A
[f]B‘( 20T, (L-1T)

UN\.
SR
e
—_
—
ul\)\.M
— O
5
~
N———
I
VR

|
hl\)

|
oo-h
N—
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Bilinedrni a kvadratické formy
Dalsi pokracovani prikladu

napfiklad prvek na misté (1,2) spo¢teme jako

-y eon-a-n( 5 g)(5)-a-n(;)--

Matice bilinearni formy f vzhledem k B nam umoznuje rychle
spocitat f((x1,x) 7, (y1,y2)") zndme-li vyjadreni vektorii
vzhledem k bazi B:

)T

)

[(Xl)X2)T]B = (X{,Xé)T, [(y17y2)T]B = (yivyé
potom
2 —4 /
T T Y
o)™ D =00 (7 5 ) (%)
= —2x1y] — 4x1y5 + 4xoy1 + 8x0y5
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Bilinearni a kvadratické formy
:

Vypocet matice [f]g jinym zplsobem

oznacime X matici pfechodu od B ke kanonické bazi K

x:[w],’%:( 1 2)

-1 0

pro libovolny vektor z € U plati [z]x = X[z]g a transponovanim
ziskame [z]} = [z] F X T

f(x,y)Z(X1X2)(z21 8)(§;)
:(x{,xé)(é _01)(3 8)(_11 §>(§;)
(o) ()
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Bilinedrni a kvadratické formy

/ména baze obecné

tvrzeni: je-li f bilinedrni forma na vektorovém prostoru U, jsou-li
BaCbizevUaX= [id]g je matice prechodu od C k B, pak

[flc = ([id]5) " [flglid]§ = X [f]e X
dakaz: pro libovolné vektory x,y € U plati

f(x,y) = [x15[f1slyls = ([id]5[x]c) " [la([id]5lylc)
= [XIEXT[FleXylc

z jednoznacnosti matice bilinearni formy vzhledem k bazi nyni
plyne [flc = XT[f]gX
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Bilinedrni a kvadratické formy

Geometrické vyznamy ctvercové matice

Ctvercova matice A radu n nad télesem T ma nyni pro nas dva
rizné geometrické vyznamy

uréuje linedrni operator fa(x) = Ax na T", [fA]ﬁ =A
nebo bilinearni formu f(x,y) = x" Ay na T”, [flx = A

podstatny je rozdil mezi zménou matice operatoru f4 nebo matice
bilinedrni formy f pri zméné baze prostoru T"

je-li R = [id]E matice prechodu od B ke kanonické bazi, pak
matice linedrniho operatoru f4 vzhledem k B je

[fal§ = lid|§[falK[id]k = R™*AR
zatimco matice bilinedrni formy f vzhledem k B je

([id1R) T[f1[id]k = RTAR
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Bilinedrni a kvadratické formy

Kvadraticka forma vytvorena rliznymi bilinearnimi formami

kvadratickd forma na prostoru U miZe byt vytvorena rliznymi
bilinedrnimi formami, napfiklad bilinearni formy

f((X17X2)T’ ()/17)’2)T) = 2X1y1 + 3X1y2 + xo1
g((x, )T, (y1,y2)T) = 2xay1 + dxoy

na prostoru R? vytvareji stejnou kvadratickou formu
fz((X17X2)T) = g2((X1,X2)T) = 2x7 + 4x1x

nyni si, v pfipadé téles charakteristiky riizné od dva, jednoznacné
rozlozime kazdou bilinearni formu na soucet symetrické a
antisymetrické, a ukdzeme, ze vytvorena kvadraticka forma je
uréena symetrickou Casti bilinedrni formy
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Bilinedrni a kvadratické formy

Definice symetrické a antisymetrické bilinearni formy

definice: bilinedrni forma f na vektorovém prostoru U se nazyva
e symetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati
F(x,y) = f(y,x)
e antisymetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati
f(x,y) = —f(y,x)

tvrzeni: je-li U konecné generovany vektorovy prostor, B baze v U
a f bilinedrni forma na U, pak plati

o f je symetrickd pravé tehdy, kdyz je [f]g symetrickd matice

e f je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz je [f]g antisymetricka
matice.
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Bilinedrni a kvadratické formy
Dikaz
dokdZzeme pouze prvni ¢ast
oznaéime B = (v1,...,vp)
prvek na misté (i, ) v matici [f]g je podle definice rovny f(v;,v;)

je-li tedy f symetricka pak prvek na misté (7, ) je stejny jako prvek
na misté (j, i), takze [f]g je symetrickd matice

je-li naopak [f]g symetrickd matice, pak pro libovolné vektory
x,y € U plati

f(x.y) = (Ks) [flalyls = (X&) ([f1e)" ¥l
T T T T
= () (116)I¥le) = (¥le) " [Flalxle = F(y.x)
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Bilinedrni a kvadratické formy
Rozklad bilinearni formy

chceme rozlozit danou bilinedrni formu f na prostoru U nad
télesem T na soucet symetrické formy f; a antisymetrické formy f;

to znamena, Ze chceme, aby pro libovolné dva vektory x,y € U
platilo

fx,y) = f(x,y) + fa(x,y)
Fy, x) = fs(y, ) + fa(y, x) = fs(x,y) = fa(xy)

dostali jsme pro f5(x,y) a fa(x,y) soustavu dvou rovnic, kterd ma
jednoznacné Feseni v pripadé, Ze jeji determinant je nenulovy

determinant je nenulovy pravé kdyz 1 # —1, tj. pravé kdyz je
charakteristika télesa T rizna od 2
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Bilinedrni a kvadratické formy

Tvrzeni o rozkladu bilinearni formy

v tom pripadé ma soustava jednoznacné reseni

Blxoy)) = 5 (Fxy) + F(y. %)

00¥)) = 5(FOxy) ~ F(y.x)

a snadno ovéfime, ze forma f; je skutecné symetrickad a forma f; je
antisymetricka

dokazali jsme tak

tvrzeni: je-li U vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky
rizné od 2, pak kazdou bilinedrni formu f na U Ize vyjadfrit jako
soulet f = f5 + f,, kde £ je symetrickd a f, je antisymetricka,
tento rozklad je jednoznacny a plati

B0y = 2(Fy) + Fx)) Alxy)) = 5(Fiy) — F(y.%) -
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Bilinedrni a kvadratické formy
Priklad

bilinearni forma f na R? definovana jako

2 2
f((XhX2)Ta()/1a)/2)T):2X1}’1+4X2)/1+2X1)’2:(XlaXZ)< 40 >< ﬁ )

je souctem bilinearnich forem

2 3
fs((XhXz)Ta(yl,yz)T)—2X1y1+3X2Y1+3X1)/2—(X1’X2)( 30 >< i’/; >

0 1
fa((X17X2)T7 (}/1,}’2)7—) = Xu2mxeN = (Xl,X2) < 10 > ( " )
— Y2

to odpovida maticovému souctu

22\ _(23Y) (0 1
4 0) \30 -1 0
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Bilinedrni a kvadratické formy

Kvadratickd forma zavisi na symetrické casti

tvrzeni: jsou-li f, g dvé bilinedrni formy na prostoru U nad télesem
T s charakteristikou riznou od 2, pak plati f, = g» pravé kdyz
fs = gs; navic plati

B00y) = 3 (Blx +) — H(x) — B(y)

dakaz: pro jakoukoliv antisymetrickou formu g na U plati
g(x,x) = —g(x,x), a protoze je (1 + 1) # 0, plyne odtud
o(x) =g(x,x) =0

odtud plyne
f2(X) = f(X,X) = fs(X,X) + fa(X,X) = fs(X,X)

kvadratickd forma f, vytvorena bilinedrni formou f tak zavisi pouze
na symetrické casti f; formy f
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Bilinedrni a kvadratické formy
Dokonceni dikazu

dikaz opacné implikace vyplyne z dikazu vyjadreni f; pomoci f

L(h(x+y) — h(x) — Hy) =1 (A(x+y,x+y) — (%, %) — £(y,y))
= 1 (fi(x,x) + fi(x,y) + f(y, x) + fs(y. ) — fs(x,X) — £s(y,¥))
- fs(xa y)

priklad: kvadratickd forma
f(x) = 2x12 + 8x1x0 + 7x22

na prostoru Re? je vytvorena symetrickou bilinearni formou

2 4
f(x,y) = 2qay1+4xy2 +dxey2+Txey2 = (x1,%2) < 4 7 >< ﬁ )

Bilinearni formy
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Bilinearni a kvadratické formy

Diagonalizace - obsah

B Diagonalizace
Diagonalizace bilinearnich forem
Véta o setrvacnosti bilinedrnich forem
Pozitivné definitni formy a matice
Ortonormalni diagonalizace
Priklady

:
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Bilinedrni a kvadratické formy

Predpoklad pro zbytek kapitoly

v dalsi ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat pouze symetrickymi
bilinedrnimi formami na prostorech nad télesem charakteristiky
rizné od 2

podle predchoziho tvrzeni to je totéZ jako zabyvat se kvadratickymi
formami na téchto prostorech

stejné jako v pripadé linedrnich operator( se budeme snazit najit co
nejjednodussi matici, kterd bilinedrni formu uréuje

to znamena najit bazi prostoru, vzhledem ke které ma bilinearni
forma co nejjednodussi matici

narozdil od linedrnich operatoril Ize bilinedrni formu
~diagonalizovat” vzdy (!! je-li charakteristika T rGizna od 2 !!)
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Bilinedrni a kvadratické formy
f-ortogonalni baze

je-li f bilinedrni forma na konecné generovaném prostoru U a
C = (v1,va,...,v,) baze U takova, zZe [f]|c je diagonalni, pak

f(vi,vj) =0 pokud i#j
takovou bazi budeme nazyvat f-ortogondini

je-li C = (v1,va,...,v,) f-ortogonalni baze U, pak pro
kvadratickou formu % vytvorenou f plati

h(x) = f(x,x)="f Zx,-v,-,ijvj
i=1 j=1

= ZZX,-xjf(v,-,vj) = Z f(vi,vi)x?
i=1 j=1 i=1
kde [X]c = (x1,x2,...,%,) "
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Diagonalizace bilinearni a kvadratické formy
pokud naopak existuji prvky di, d>,...,d, € T takové, Ze
fo(x) = Yke1 dkxi
kde [X]c = (x1,x2...,x,)", pak podle predchoziho tvrzeni
f(vi,vj) =3 (R(vi +v;) = fo(vi) — f(v))) =3 (di + d; — di — dj) =0
pro i # j, protoze [vj|c =ej, [vilc =¢€; a [vi+Vj]c =€+ €
dokazali jsme tak

tvrzeni: je-li f bilinedrni forma na prostoru U konecné dimenze,
pak baze C v U je f-ortogonalni pravé kdyz kvadraticka forma £
vytvorend f ma vyjadreni ve tvaru

h(x) = dxt,
k=1

kde [X]c = (x1,X2,...,X,)"; potom [f]c = diag(dy, do, ..., dn)

Diagonalizace 10-33



Bilinedrni a kvadratické formy

Hodnost bilinearni formy

je-li f bilinedrni forma na konecné generovaném prostoru U a
jsou-li B, C baze v U, pak plati

[flc = XT[fle X,
kde X = [id]§ je matice pfechodu od baze C k bazi B
protoze je X reguldrni matice, plati rank([f]c) = rank([f]g)

definice: hodnost bilinedrni formy f na konecné generovaném
prostoru U je hodnost matice formy f vzhledem k libovolné bazi
prostoru U; oznaceni: r(f) nebo rank(f)

je-li B f-ortogondlni baze U, tj. [f]g = diag(di, d1,...,dn), pak
r(f) se rovna poctu nenulovych prvkil na hlavni diagonale [f]g

pocet nenulovych prvki na hlavni diagondle [f]g tak nezdvisi na
volbé f-ortogonalni baze
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Metoda symetrickych Gprav 1

f-ortogonalni baze budeme hledat metodou symetrickych dprav

je-li B baze v prostoru U, pak bilinedrni forma f na U je
jednoznaéné popsana matici [f]g

chceme najit f-ortogondlni bazi C v U, tj. bazi, pro kterou plati
[flc = diag(di, da, ..., dn)

pro obé& matice plati vztah  [f]c = ([id]§) T [flg [id]§

pripomefime jest&, Ze ve sloupcich matice prechodu [id]§ najdeme
soufadnice prvkl hledané baze C vzhledem k bazi B
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Metoda symetrickych Gprav 2

matice ([/d]g) je regularni coby matice transponovana k matici
prechodu [id]§

matici ([id]g) T proto mizeme vyjadfFit jako soudin elementarnich
matic ([id]S)" = Ex--- By

prechodem k transponovanym maticim dostaneme
[id] = EJE] - ET

plati tedy [f]lc = Ex--- E2E1 [flg E] EJ -+ E[T

posledni rovnost dava navod, jak néjakou f-ortogondlni bazi C najit
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Metoda symetrickych Gprav 3

matici [f]g pfevedeme do diagondlniho tvaru diag(di, da, ..., d,)
pomoci posloupnosti Gprav, z nichz kazda je jedna z nasledujicich

e prohozeni j-tého a j-tého radku a nasledné prohozeni i-tého a
j-tého sloupce

e vynasobeni i-tého fddku nenulovym skaldrem t € T a nasledné
vynasobeni i-tého sloupce stejnym skaldrem t

e pri¢teni t-ndsobku i-tého fadku k j-tému fadku pro j # i a
nasledné pricteni t-nasobku i-tého sloupce k j-tému sloupci

odtud nazev metoda symetrickych elementarnich dprav
- . : , . T
pro soutin elementarnich matic plati  ExEx_1--- E1 = ([id]§)

to znamen3, Ze soufadnice vektor( f-ortogonalni baze C vzhledem
. : ui .. . T
k bazi B najdeme v Fadcich sou¢inu ExEx_1 -+ Ex = ([id]§)
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Metoda symetrickych Gprav 4
cely vypocet mizeme usporadat podobné jako jsme postupovali pfi
vypoctu inverzni matice

matici A = [f]g a jednotkovou matici /, zapiSeme jako bloky jedné
matice (Al|l,) typu n x (2n)

jeden krok Gprav je vynasobeni matice elementarni matici E zleva
a nnasledné vynasobeni levého bloku matici E” zprava

dostaneme tak posloupnost matic
(All,), (E1AE]|Ey), (B2E1AE E |E2Ey), ...
(Ex-- BELAETET - ET|Ey - BE1) = (diag(dh, db, .. ., )| ([id]§) )
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:

Priklad

budeme diagonalizovat bilinearni formu f na R3 danou matici
01 2
[flk=A=1|1 01
210

symetrické elementarni Gpravy délame na matici

01 2[100
(Ak)=[10 1(0 10 |~
2 1 0[/0 0 1
113[110 2 1 3[1 10
101/010]|~[101[010]|~
2 10[0 0 1 3 10[00 1
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Dokonceni prikladu

2 1 3 1 1 0\ /2 0 0 1 1 0
0 -1/2 —-1/2|-1/2 1/2 o] [0 —1/2 —1/2|-1/2 1/2 ©
0 —1/2 —9/2|-3/2 =3/2 1/ \0 —1/2 —9/2|-3/2 —3/2 1

2 0 0 1 1 0\ /2 0o o 1 1 0
0 —1/2 —-1/2|-1/2 1/2 0| [0 —-1/2 0 |-1/2 1/2 0
0 0 -4 -1 —21/\o 0 -4 -1 -—21

2 0 O 1 1 0 2 0 O 1 1 0
0 -1 0|-1 1 O 0 -2 0|-1 1 O
0 0 —4|-1 -2 1 0 0 —4|-1 -2 1

baze C = ((15 15 O)Ta (_15 15 0)T7 (_17 _27 1)T) .je tedy
f-ortogondlni a [f]c = diag(2, -2, —4)
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Vlastnosti vypoctu

je-li (Q|R) blokova matice typu n x (2n) se symetrickym
¢tvercovym blokem @, pak po jedné symetrivké elementdrni Gptavé
dostaneme matici EQET|ER a matice EQET je opét symetricka

pokud udéldme dvé elementdrni symetrické pravy, levy blok se
bude rovnat FEQETFT: diky asociativité nasobeni matic miizeme
vypolet porvést také v poradi (FEQ)ET FT; pouzili jsme tento
postup pfi nulovani prvniho sloupce pod prvkem na misté (1,1)

podobné muzeme pfi vypoctu E; - -- EoE1 QELE; - - - E; napred

spocitat soucin E;--- E;E; Q pomoci efi a poté dopoditat
Ei-- - EbE1QELE; - - - E; pomoci est
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Organizace vypoctu

cely proces diagonalizace symetrické matice A = (a;;) pomoci
symetrickych et mizeme usporadat do analogie Gaussovy eliminace
1. je-li A nulovd, je diagonalni a vypocet konci
2. je-li A nenulova a vSechny prvky na hlavni diagondle jsou 0,
pak najdeme prvek aj # 0, pficteme j-ty fadek k i-tému radku
a j-ty sloupec k i-tému sloupci, pak je prvek na misté (i, i)
rovny 2a;; # 0
3. poté prohodime i-ty a prvni radek a i-ty a prvni sloupec, prvek
na misté (1,1) — pivot — bude 2a;; # 0
4. poté vynulujeme vSechny prvky v prvnim sloupci pod pivotem

a pomoci odpovidajicich sloupcovych Gprav vsechny prvky
vpravo od pivotu prvnim radku

5. cely postup opakujeme s matici B, kterou dostaneme
vynechanim prvniho radku a prvniho sloupce
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Véta o diagonalizaci symetrickych bilinedrnich forem

véta: pro kazdou symetrickou bilinearni formu f na konecné
generovaném prostoru U existuje f-ortogonalni baze v U

dakaz: staci dokdzat, ze kazdou ¢tvercovou matici A miizeme
diagonalizovat pomoci symetrickych eu

je-li A nenulova a probéhlo uz i — 1 cykli predchoziho algoritmu,
dostaneme blokovou matici

D 0
r_
(0 5),
kde D je diagonalni matice fadu i — 1 a B je symetrickd matice
je-li B nulova, algoritmus kon¢&i a matice A’ je diagonalni

je-li B nenulovd, v pripadé potreby probéhnou kroky 2. a 3.
algoritmu, po kterych bude prvek na misté (i, /) nenulovy

Diagonalizace 10-43



Bilinedrni a kvadratické formy
Kdyz vychazeji pivoty nenulové
krok 4. algoritmu pak zajisti, ze po jeho skonceni budou vSechny

prvky mimo hlavni diagonalu v i-tém sloupci a i-tém Fadku nulové,
rad diagonalniho bloku se tak zvétsi o 1

zajimavy je pribéh diagonalizace pomoci symetrickych ed v
pripadé, kdy po skon&eni (i — 1)-niho cyklu vyjde bud blok B
nulovy a nebo dostaneme na misté (7, /) nenulovy prvek

specialné uz zacindme s matici A = (ajj) s prvkem aj; # 0
v tom pripadé nikdy nedélane kroky 2. a 3. algoritmu

v kroku 4. pak pouZivame pri radkovych Gpravach pouze pricitani
ndsobk( j-tého radku k radkim s indexem j > i

Diagonalizace 10-44



Bilinedrni a kvadratické formy

Kdyz vychazeji pivoty nenulové

v pribéhu celého algoritmu si tak vystacime s elementarnimi
maticemi E, které jsou dolni trojihelnikové a s Cisly 1 na hlavni
diagonale

po skonceni algoritmu pak dostaneme diagondlni matici
D=E EBEAEE] .. -E]

soucin Ej --- ExE; je také dolni trojihelnikova matice s jednotkami
na hlavni diagonale

vS§imnéme si jesté, ze soucin Ey - - - EoE1 A je vysledek Gaussovy
eliminace provedené na matici A, je tedy v fot a s pivoty na hlavni
diagonale

doplnéni soucinu Ej - - - ExE1 A o elementarni sloupcové Gpravy
(Ex--- E2ELA)E EJ --- E]T pivoty na hlavni diagonale nezméni
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Tvrzeni o symetrickém rozkladu

tvrzeni: Je-li A symetrickd matice takova, ze pfi Gaussové
eliminaci nemusime prohazovat radky, pak existuje dolni
trojuhelnikova matice L s jednotkami na hlavni diagonale a
diagonalni matice D = diag(d1, da, ..., d,) s pivoty na hlavni
diagonadle, pro které plati
A=LDLT

dakaz: z diskuse pred formulaci tvrzeni plyne, ze

A= (Ex- EE)'D(EE) ---El)™!
staci tedy polozit L = (Ey--- ExEy) ™t
matice L je dolni trojihelnikovd s jednotkami na hlavni diagondle,

nebot je inverzni k dolni trojihelnikové matici s jednotkami na
hlavni diagonale; a dale

(ElT o E;Z—)il _ ((Ek o El)T)fl — ((Ek . El)fl)T = LT
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Priklad
rozkladu symetrické matice A z predchozi véty se také rika
symetricky rozklad matice A

priklad: zkusime najit symetricky rozklad A= LDLT pro realnou
symetrickou matici

21

stejné jako pri diagonalizaci symetrické matice pomoci
symetrickych elementarnich Gprav budeme upravovat matici

11 2[100
(Ak)=[12 1/0 1 0
2 1 3/0 0 1

11 2
A=11 2 1
3

v pravém bloku budeme pocitat soucin elementdrnich matic
Ex - -- ExE; a matici L pak najdeme jako L = (Ej--- ExE1)~t
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Vypocet

pokud se v priibéhu vypoctu nikde neobjevi nulovy pivot, najdeme
symetricky rozklad

1 1 2]1 00 10 0]1 00
01 -1/-110)~]0 1 =1/-110]~
0 -1 -1|-2 0 1 0 -1 —-1|-2 0 1
10 0]1 00 10 0|1 00
01 -1|-110|~[01 0|=110
00 —2/-31 1 00 —2|-3 1 1
takze D = diag(1,1, -2
1 00\ * 1 0 0
L= -1 1 0 -1 1 o0
31 1 2 -1 1

atedy A= LDLT
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Doplnovani kvadratické formy na Ctverce
ukaZzeme si na predchozim prikladu metodu, jak diagonalizovat
kvadratickou formu pomoci ,,doplfovani na ¢tverce”
matice A definuje bilinedrni formu f na prostoru R3 a ta vytvari
kvadratickou formu

f(x) = x12 + 2x1x0 + 4x1x3 + 2x22 + 2x0x3 + 3x§,
kde x = (x1,x2,x3) " € R3
Lagrange (kolem roku 1750) pouzival pfi studiu vlastnosti
kvadratickych forem nasledujici postup
h(x) = x12 + 2x1x0 + 4x1x3 + 2X22 + 2x0x3 + 3x32
= (x1+x+ 2X3)2 — X22 — 4X§ — Axox3 + 2x22 + 2x0x3 + 3x32
= (x1+x+ 2X3)2 + x22 — 2XoX3 — x32
= (x4 x+2x3)* 4 (2 — x3)%> — 253
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Vztah dopliovani na ¢tverce a symetrickych ed

vSimnéme si, Ze posledni vypocet presné kopiruje diagonalizaci
matice A pomoci elementarnich symetrickych Gprav

koeficienty u jednotlivych ¢tverch se rovnaji diagonalnim prvkim
matice vysledné matice D

zavedeme-li pro vektor x nové souradnice predpisem

Xq X1+ xo + 2x3 11 2 X1
x5y | = Xo — X3 =10 2 -1 Xo
x4 X3 00 1 X0

jsou nové soutadnice (x1, x5, x5) soufadnicemi vektoru x vzhledem
k néjaké bazi C, pro kterou plati

11 2
Ke=|0 2 -1 |xlk = [id]l¢[x
0 0 1

Diagonalizace 10-50



Bilinearni a kvadratické formy
:

Dokonéeni
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Vztah dopliovani na ¢tverce a symetrickych et — dokonceni
v soufadnicich [x]c = (], %}, x3) T ma kvadratickd forma £
vyjadreni

f(x) = (x1)* + ()% — 204)?
a baze C je tedy f-ortogonalni
pfi zdivodnovani metody symetrickych eekvivalentnich Gprav jsem
spocitali, ze soucin elementarnich matic Ej - -- E;E; , které jsme
pouzili pfi diagonalizaci bilinedrni formy f zadané matici A = [f]k,

se rovna matici ([id]ﬁ)T

matice k ni inverzni (Ej - -- ExE1) ™! se tedy rovna

((a07) " = (09 ) " = 1))
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Rizné f-ortogonalni baze bilinedrnich forem

je-li f bilinearni forma na konecné generovaném prostoru U nad T
a C =(v1,v2,...,v,) f-ortogonalni baze U, pak

[f]C = diag(dl, dQ, ceey dn)

vynasobime-li kazdy z vektor( v; nenulovym skaldarem \;,

dostaneme bazi B = (A1v1, Aava, ..., Apv,) prostoru U, pro kterou
plati

F(Aivi, Ajvj) = Aij £ (vi, v;)
pro kazdé i, j

baze B je proto také f-ortogonalni a

[fls = diag(\id1, 5da, ..., A3dh)

Diagonalizace 10-53



Bilinedrni a kvadratické formy

Ortogonalni baze bilinedrnich forem nad C a R
je-li T = C, mazeme zvolit \; = (v/d;)~! pro kazdé nenulové d;
bilinedrni forma f ma potom vzhledem k bazi B diagonalni matici,

kterd ma na hlavni diagondle pouze ¢isla 1 a 0, pocet jednotek se
rovna hodnosti rank(f)

je-li T =R, volbou \; = \; = (1/|di|)~! pro nenulové d;
dostaneme f-ortogonalni bazi B takovou, ze diagonalni matice [f]g
ma na hlavni diagonale pouze prvky 1 nebo —1 nebo 0

usporadame-li vhodné prvky baze B, dostaneme
[f]g = diag(1,1,...,1,-1,—-1,...,—-1,0,0,...,0)

pocet nenulovych prvki na hlavni diagonale je hodnost rank(f)
bilinearni formy f a je tedy formou f uréeny jednoznacné, nezavisi
na volbé baze B
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Véta o setrvacnosti bilinedrnich forem

o néco prekvapivéjsi je, ze také pocCty prvki rovnych 1 a prvki
rovnych —1 nezdvisi na volbé bize B a jsou formou f urdené

jednoznacné

véta: je-li f symetricka bilinearni forma na redlném vektorovém
prostoru U dimenze n a C, C’ baze U takové, Ze

[flc = diag(1,1,...,1,—1,-1,...,-1,0,0,...,0)
——
kx Ix mx
[flc: = diag(1,1,...,1,—-1,—1,...,-1,0,0,...,0)
k! x 17;< m’ x

pak k=K, I=I' m=m
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Diikaz véty o setrvacnosti 1
vime uz, 2¢e m = m’ = rank(f)

oznadime si prvky bazi C a C’

C=(ug,...,ug,Vi,...,V/,W1,...,Wp)
! / !/ / / / /
C :(ul,...,uk/,Vl,...,V//,Wl,...7wm)

ditkaz rovnosti k = k' udéldame sporem,budeme pfedpokladat, Ze
naopak k > k' a oznaéime si podprostory
V = (ug,...,u), W= (vi,...,vj,wi,....,w)

m

potom dmV =k, dmW=/+m=n—-K,
dim(V +W) <dimU =n

podle véty o dimenzi souctu a priniku podprostort plati

dim(VNW) = dim V+dim W—dim(V+W) > k+n—k'—n = k—k' > 0
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Diikaz véty o setrvacnosti 2

existuje tedy nenulovy vektor x € V. N W; protoze x € V, pro jeho
souradnice

[X]C = (317327"‘7ak7b17b27'")b/7C17C27"‘7Cm)T

platiby =---=b=c =--- =cyn =0, a protoze x # o, aspon
jedno z Cisel a; je rizné od 0O; proto

H(x) = 1a2+--+1a2 + (—1)b2 +-- -+ (—1)bF + 02 +--- + 2,
24 +az>0

podobné z x € W plyne, Ze pro souradnice
/o ! /o / 1o I\T
[X]C/ = (31,32, ooy dpry D1y bz, ey b//, C1, Gy vy Cm)
plati aj = a5 = --- = a}, = 0; pak
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Dikaz véty o setrvacnosti — dokonceni

flx) = (“1)B + -+ (1B +0(ch)® + -+ ()’
= (B~ (B~ (b)) <0

coz je spor s pred chvilkou dokdzanym f(x) > 0
musi proto platit kK < k’ a ze symetrie plyne rovnéz k' < k
proto k = k', a protoze uz vime, ze m’ = m, plati také | = /'

definice: je-li f symetricka bilinedrni forma na redlném konecné
generovaném vektorovém prostoru U, pak Cislo k (resp. /) z
predchozi véty nazyvame pozitivni (resp. negativni) index
setrvacnosti formy f, znatime ny(f) (resp. n_(f)); &islo m z
predchozi véty nazyvame nulita formy f a oznacujeme je no(f);
signaturou formy f rozumime trojici (no(f), ny-(f), n—_(f))
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Priklad

najdeme signaturu bilinearni formy f na R3 s matici
2 11
A=[flk=| 1 0 1
110

Symetrickymi elementdrnimi Gpravami dostaneme

2 1 1 2 1 1 2 0 0
101 |~|0-1/2 1/2 |~[0 —1/2 12
110 0 1/2 -1/2 0 1/2 -—1/2
2 0 0 2 0 0
~|l0 -1/2 172 |~ 0 -1/2 0
0 0 0 0 0 0

signatura bilinearni formy f je tedy (1,1,1)

Diagonalizace 10-59



Bilinedrni a kvadratické formy

Jiny priklad

jinou moznosti je doplnit kvadratickou formu f, vytvorenou
bilinearni formou f na étverce

h(x) = 2x12 + 2x1x2 + 2x13 + 2x0X3
X: x3\2 x2 X2
T i
X: x3\2 1
- afas3 3] dn oy

opét dostavame signaturu (1,1,1)

jJiny priklad: spocitdme signaturu kvadratické formy

f((x1,x2)T) = 4x1x2 + x2 na prostoru R?
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Dokonceni jiného prikladu

(symetricka) bilinedrni forma f, ktera vytvari kvadratickou formu
f>, ma vzhledem ke kanonické bazi matici

=(27)

diagonalizujeme matici A pomoci seu
<O 2>N<2 3>N<5 3>N<5 3 >N<5 0 )
2 1 2 1 31 0 —4/5 0 —4/5
signatura formy f (nebo £) je tedy (0,1,1)
stejné tak jsme mohli diagonalizovat kvadratickou formu £,
f2((X1,X2)T) = 4xyx0 + x22 =(2x; + X2)2 - 4X12

a zjistit totéz
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Pozitivné definitni a semidefinitni bilinearni formy

definice: (symetrickd) bilinedrni forma f na realném prostoru U se
nazyva pozitivné definitni, plati-li

h(x) >0

pro kazdy nenulovy prvek x € U, a nazyva se pozitivné
semidefinitni, pokud f(x) > 0 pro kazdé x € U
tvrzeni: (symetrickd) bilinedrni forma f na redlném prostoru U
dimenze n je pozitivné definitni pravé kdyz ny(f) =n
dikaz: vezmeme f-ortogonalni bazi B prostoru U, pak

[f]B = diag(dl, dg, ceey d,,)
pro kvadratickou formu f; vytvofenou formou f pak plati

f(x) = dix + doxg + -+ + dnx}
-

pro kazdy vektor x € U se soufadnicemi [x]g = (x1, X2, ..., Xn)
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Bilinedrni a kvadratické formy
Dokonceni dikazu

= je-li f pozitivné definitni, pak zvolime x € U tak, aby platilo
[x]s = e, a dostaneme

0< fo(x) =d; prokazdé i=1,...,n

< je-li naopak d; > 0 pro vSechna i, pak f2(x) > 0 pro kazdy
nenulovy vektor x € U

poznamka 1: podobné Ize pomoci signatury charakterizovat
pozitivné semidefinitni formy; forma f na U je pozitivné
semidefinitni pravé kdyz

poznamka 2: podivame-li se na definici skalarniho soudinu, pak
vidime, ze skaldrni soucin na redlném vektorovém prostoru U je
totéz, co pozitivné definitni (symetrickd) bilinedrni forma na U
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Bilinedrni a kvadratické formy
Srovnani s pozitivné (semi)definitnimi operatory

na str. 9-237 jsme definovali pozitivné (semi)definitni operatory

tvrzeni: symetricky operator f : U — U na redlném prostoru U se
skalarnim soucinem je pozitivné (semi)definitni pravé kdyz je
bilinearni forma

g(x,y) = (x|f(y))
symetrickd a pozitivné (semi)definitni
dukaz: je-li f pozitivné (semi)definitni operator, snadno ovéfime,
Ze potom je g symetricka bilinearni forma; napriklad symetrie g
plyne z

g(x,y) = x[f(y)) = (f(x) ly) = (y[f(x)) = &(y,x),

pouzili jsme symetrii operatoru f ve druhé rovnosti a symetrii
skalarniho soucinu ve treti
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Bilinedrni a kvadratické formy
Srovnani s pozitivné (semi)definitnimi maticemi
dokonceni ditkazu: déle spocitame, ze
82(x) = g(x,x) = (x|f(x))
a odtud je uz ekvivalence v tvrzeni pfimo vidét
tvrzeni: symetrickd bilinedrni forma f na kone¢né generovaném

redlném prostoru U je pozitiné definitni pravé kdyz je pozitivné
definitni matice [f]g formy f vzhledem k lib. bazi B prostoru U

dikaz: pro kazdou bazi B prostoru U je f2(x) = ([x]g) " [f]s[X]5

pro nenulovy vektor x € U proto plati f(x) > 0 pravé kdyz
(Xls)" [flalxlz > 0

protoze soufadnice [x]g nabyvaji vSech moznych hodnot
y € RYImU je f poziting definitni forma pravé kdy? je [f]g
pozitivné definitni matice
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Bilinedrni a kvadratické formy

Nékteré charakterizace pozitivné definitnich matic

tvrzeni: symetricka redlnd matice A fadu n je pozitivné definitni
pravé kdy? bilinedrni forma f(x,y) = x" Ay je skalarni soucin
na R”

aplikujeme-li v&tu na str. 9-240 na operator f4 : R” — R" urleny
symetrickou redlnou matici A fadu n, dostaneme dalsi

charakterizace pozitivné definitnich matic

tvrzeni: symetricka redlnd matice A fadu n je pozitivné definitni
pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni Cisla kladna

pozitivné definitni matice se objevuji pri feSeni fady praktickych
loh, proto je pro né zndma fada dalSich ekvivalentnich definic
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Bilinedrni a kvadratické formy

Dalsi vlastnosti pozitivné definitnich matic

vime, Ze kazda redlnd symetrickd matice A radu n je ortogondlné
diagonalizovatelnd, str. 9-232

specidlné ma tedy n vlastnich Cisel véetné nasobnosti

tvrzeni: pokud se charakteristicky polynom matice A fadu n nad
télesem T rozklada nad télesem T na soudin linearnich cCinitell, pak

det A= Ao Ay,

kde A1, Ao, ..., A, jsou vSechna vlastni Cisla matice A véetné
nasobnosti

dakaz: vime, Ze det A se rovna absolutnimu ¢lenu pa, str. 9-42
absolutni ¢len polynomu pa(A) = (A1 = A) (A2 = A) - (An = A)
se také rovnd soudinu A1 o - -\,
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Bilinedrni a kvadratické formy

Dalsi ekvivalentni definice pozitivné definitnich matic

definice: hlavnim minorem &tvercové matice A rozumime matici A;
tvorenou prvnimi i fadky a prvnimi i sloupci matice A

tvrzeni: pro symetrickou redlnou matici A je ekvivalentni

1.
2.

5.

Diagonalizace

A je pozitivné definitni

determinanty vsech hlavni minori matice A jsou kladné
(Sylvesterovo kritérium)

Gaussova eliminace pouzitd na matici A mize probéhnout bez
prohazovani fadkl a vSechny pivoty vyjdou kladné

A= LDLT pro né&jakou dolni trojihelnikovou matici L s

jednotkami na hlavni diagondle a néjakou diagonalni matici D
s kladnymi ¢isly na hlavni diagonéle

A = RRT pro néjakou regularni dolni trojihelnikovou matici R
(Choleského rozklad)
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Bilinedrni a kvadratické formy

Zacatek dukazu

dakaz: 1. = 2. ukdzeme, ze kazdy hlavni minor A; matice A je
pozitivné definitni

zvolime libovolny nenulovy vektor y € R’ a doplnime jej nulami na
vektor x” = (y"|oT) € R"

matice A je pozitivné definitni, plati proto
0<x"Ax=(y"lo")A(y"lo")" =y Ay,

coz dokazuje, ze hlavni minor A; je také pozitivné definitni

protoze je pozitivné definitni, ma kladnda vlastni ¢isla (mohou byt

rGzna od vlastnich isel matice A) a tedy kladny determinant podle
tvrzeni na str. 10-67
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Bilinedrni a kvadratické formy

Pokracovani dikazu

2.= 3. predpokladame, ze vSechny hlavni minory A; matice
A = (ajj) maji kladné determinanty

specidlné to znamena, a;; = det A; > 0, prvni pivot je kladny

prvni cyklus Gaussovy eliminace mizeme proto provést bez
prohazovani radkl, prvek aj; zlistane nezménény

po skonceni prvniho cyklu bude minor A, prevedeny pomoci efii
do fot B>

protoZze ma A; kladny determinant, je det 0 < det B, = aj1b2> a
tedy by > 0, druhy pivot také vyjde kladny

druhy cyklus Gaussovy eliminace tedy miize opét probéhnout bez
prohazovani radki
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Bilinedrni a kvadratické formy

Druhé pokracovani diikazu

predpoklddejme, ze pro néjaké kladné i < n je po (i — 1)-nim cyklu
preveden do fot minor A; a vSechny pivoty na mistech
(1,1),...,(i, i) jsou kladné

béhem i-tého cyklu pfi¢itdme ndsobky i-tého radku k fadkim pod
nim, dosud nalezené pivoty se tim nezméni

po prvnim kroku i-tém cyklu je vynulovany rovnéz prvek na misté
(i +1,7) a minor A;;1 je prevedeny do fot, dalsi kroky v i-tém
cyklu GE na tom nic nezméni

det Ai 11 je kladny podle predpokladu a rovny soudinu dosud
nalezenych pivotd (véetné nové nalezeného pivotu na misté
(i+1,i+1))

protoze jsou vSechny dfive nalezené pivoty kladné, musi byt kladny
i pivot na misté (i +1,i + 1)
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Bilinedrni a kvadratické formy
Zbyvajici implikace

3.=4. plyne z tvrzeni o symetrickém rozkladu na str. 10-46,
protoze predpokladame navic, Ze vSechny pivoty jsou kladné

4.=5. protoze v symetrickém rozklad A= LD LT plati d; > 0 pro
kazdy doagonalni prvek matice D = diag(di, do, ..., d,), plati také
A= LD1/2D1/2LT _ (L D1/2)(L D1/2)T

kde D/? = diag(\/dy, /a2, . .., \/d,); nyni sta&i polozit

R = L D'/2 matice R je reguldrni coby soutin dvou regularnich
matic a dolni trojahelnikova coby soucin dvou dolnich
trojuhelnikovych matic

5.= 1. protoze je R regularni, plati RTx # o pro kazdy nenulovy
vektor x € R", potom

x"TAx=x"RTRx=||R"x| >0
coz dokazuje, ze A je pozitivné definitni
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Bilinedrni a kvadratické formy

Ortonormalni baze redlné bilineadrni formy

pfi studiu vlastnosti geometrického Gtvaru definovaného
symetrickou bilinedrni formou f (resp. ji vytvorenou kvadratickou
formou £;) na redlném vektorovém prostoru U se skalarnim
sou¢inem (|) je vyhodné najit f-ortogonalni bazi C, ktera je
soucasné ortonormalni bazi vzhledem ke skaldrnimu soucinu (|)

takova f-ortogonalni baze vzdy existuje, nemuizeme ale uz
pozadovat, aby prvky na hlavni diagonale [f]¢ byly pouze 0,1, —1

véta: je-li U redlnd vektorovy prostor kone¢né dimenze se
skalarnim soucinem (|) a f symetrickd bilinedrni forma na V, pak
existuje f-ortogonalni baze C prostoru U, kterd je soucasné
ortonormélni vzhledem ke skaldrnimu souéinu (|)
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Bilinedrni a kvadratické formy

Diikaz

dukaz: pro skaldrni soucin (|) existuje ortonormalni baze B
prostoru U podle disledku 1 na str. 7-47

oznacime A = [f]g, matice A je symetricka

podle spektralni véty pro symetrické operatory/matice
na str. 9-232 existuje ortonormalni baze (uj,us, ..., u,) prostoru
R” slozena z vlastnich vektor(i matice A

matice R = (uj|uz| - - |u,) je tedy ortogondlni a plati, ze
R*AR = RTAR = D je diagonalni matice

zvolime bazi C = (vi,va,...,v,) € U tak, aby platilo [vj|g = u;
protoze B je ON baze v U, plati
-
(vilvj) = ([vils) " [vjle = uf u; = 6;
baze C je proto také ortonormalni bize v U
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Bilinedrni a kvadratické formy

Dokonceni dikazu
plati, Ze matice pfechodu od bdze C k bazi B je [idu]g = R, proto

jsme bazi C zvolili tak, jak jsme ji zvolili

pro matici [f]¢c potom plati
C T C T
[flc = ([id]§) [l lid]§ = RTAR =D
ON baze C se skalarnim soucinem (|) je proto také f-ortogonalni

poznamka: protoze skalarni soucin na redlném prostoru U je totéz,
co pozitivné definitni symetricka bilinearni forma g na prostoru U,
plyne z pravé dokazané véty, ze

jsou-li f, g dvé symetrické bilinedrni formy na redlném prostoru U
kone¢né dimenze, z nichz jedna je pozitivné definitni, pak
existuje baze v U, kterd je soucasné f-ortogondlni a g-ortogonalni
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Bilinedrni a kvadratické formy
Prvni priklad — 1

priklad: jak vypadd mnozina bodi v R3 splfiujicich rovnici
X3 = —x? + x1% — 3x3 ?
jde o graf kvadratické formy
fg((xl,X2)T) = —x? 4 x1x0 — 3x3

vytvorené symetrickou bilinearni formou
T T 1 1
f((x1, %), (y1,52) ") = —xay1 + SXy2 + oxeys = 3x2y2

kterd ma vzhledem ke kanonické bazi K v R? matici
. -1 1)2
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Bilinedrni a kvadratické formy
Prvni priklad — 2
symetrickymi elementarnimi Gpravami ji prevedeme do diagonalni
matice diag(—1, —1), forma f ma signaturu (0,0, 2)
existuje baze B v R? takova, e [f]g = diag(—1, —1)

pro vektor x = (x1,x2) T ozna&ime soutadnice [x]g = (x|, x3),
potom

f((a,x2)T) = (Ks) " [fle (s = —(x1)* + ()

v bazi B graf funkce f, vypada jako rotacni paraboloid obraceny
smérem dold

baze B ale nemusi bat ortogondlni ani jeji vektory nemusi mit
normu 1, takZe vzhledem k néjaké ortonormalni bazi je paraboloid
»linedrné deformovany*

ve skutecnosti jde o elipticky paraboloid
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Bilinedrni a kvadratické formy

Prvni priklad — také jsme mohli

doplnit kvadratickou formu f, na ¢tverce

T 2 2 1\ 11,
x3="h((x,x) )=—x{+xx -3 =—|x1x—=x2| ——
vidime znovu, Ze signatura f je (0,0, 2)

zavedeme-li nové soufadnice pro vektor x = (x1,x0) "

st(ii):(é ><2>=[id]§[x];<

dostaneme opét vyjadreni f((x1,x2)") = —(x)? — (x])?

|
N
B

vektory baze B najdeme ve sloupcich matice

()

!
"’EM\H
shsh-
[0S i
N——

Diagonalizace
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Bilinedrni a kvadratické formy
Druhy piiklad — 1

priklad: chceme zjistit, jak vypada ((tvar) mnozina bodu
(x1,x2,x3) T € R3 spliiujicich rovnici

1Ox12 + 13x22 + 13X32 + dx1x0 + 4x1x3 + 8xo0x3 = 9

na levé strané mamé opét kvadratickou formu f> na R3 vytvorenou
symetrickou bilinearni formou f s matici

10 2 2
[flxk=A=| 2 13 4
2 4 13

vzhledem ke kanonjické bazi K v R3

pomoci symetrickych elementarnich Gprav opét zjistime signaturu
f, rovna se (0, 3,0)
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Bilinedrni a kvadratické formy
Druhy piiklad - 2

vzhledem k néjaké bazi B je tedy Gtvar tvoreny vSemi body
[X]g = (x],%},%4) ", které spliiuji rovnici

/1\2 1\2 /\2
()" + ()" + ()" =9
nyni najdeme ortonormalni bazi v R3, kterd bude soucasné
diagonalizovat formu f

budeme postupovat podle diikazu véty o ortonormalni diagonalizaci

jako ortonormalni bazi B v R3 zvolime kanonickou bazi K, pak

10 2 2
[flk=A=| 2 13 4
2 4 13

najdeme ON bazi C v R3 slozenou z vlastnich vektori matice A

jeji vlastni Cisla jsou Ay = X =9 a A3 =18
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Bilinedrni a kvadratické formy
Druhy priklad — 3

v prostoru My vlastnich vektor( prislusnych vlastnimu cislu 9
zvolime néjakou ON bazi (u1,uy) a pfiddme normalizovany vlastni
vektor uz prislusny vlastnimu &islu 18, napft.

1 2 1 2 1 1
(Ul,u2,u3) = g -2 ag 1 ag 2
1 —2 2

dostali jsme tak ON bazi C = (uy, u2,u3) pro kterou plati
[flc = diag(9,9, 18), takze vzhledem k bazi C ma nas$ Gtvar rovnici

9(x))2 +9(x4)* +18(x5)> =9

kde vektor x = (x1,x2,x3)T m4 soufadnice [x]c = (x]',x},x§)7;
takze

takte ()2 + (4)? + V20 =1

nas Gtvar je tedy elipsoid s poloosami ug, us a (v/2/2)uz
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Bilinedrni a kvadratické formy
Treti priklad — 1
priklad: budeme zkoumat mnozinu bodt x = (x1,x2)T € R?,
jejichz souradnice splnuji rovnici

3x2 + 2x1x0 +3x3 —10x; — 1dxo +7 =0

leva strana je sou¢tem kvadratické formy
H((x1,%)7) = 3x12 + 2x1X0 + 3x22, linedrni formy
h((x1,x)") = —10x; — 14x, a konstanty 7

kvadraticka forma f, je vytvorend bilinearni formou f s matici
(vzhledem ke kanonické bazi K v R?)

A:[f]K:(i) ;)

nejdfive najdeme ortonormalni bazi C v Ry, kterd je soucasné
f-ortogonalni
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Bilinedrni a kvadratické formy
Treti priklad — 2

vlastni ¢isla matice A jsou 2 a 4, bazi C vybereme z normovanych
vlastnich vektorii matice A, napf.

- (2(4)2(2))

rovnici definujici Gtvar vyjad¥ime v soufadnicich (x],x3)7 = [x]¢
protoze [f|c = diag(2,4), plati
f(x) = (Xlc) " [flc [ = 204)* + 4(x3)?
matice linedrni formy h vzhledem k bazi B (a K1 = (1)) je
MG = (AN — (-10.-14)%2 (4 7)
= V2(2,-12)
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Bilinearni a kvadratické formy
:

Treti priklad — 3

a tedy
h(x) = [AlGyIX]c = 2v2q —12v2x

studovany Gtvar je tedy mnoZina viech bodii x € R?, které maji
soutadnice [x]c = (x{,x5)T spliujici rovnici

2(x))? +4(x)? +2v2x] — 12V2x4 + 7 =0

doplnime na cCtverce
2 2
2 3v?2
2(x{+§) +4<x§—7‘/_> =12

a upravime

(e 8 (20,
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Bilinearni a kvadratické formy
:

Treti priklad — 4

vzhledem k bazi C jde tedy o elipsu se stiedem (—¥%2, 3¥2)7
a poloosami délek v6 a /3

vzheledem ke kanonické bazi K ma stred elipsy souradnice

2 3v?2
—§U1 + T\/_U2 = (1,2)T

hlavni poloosou délky v/6 ve sméru (u1) a vedlejsi poloosou délky
/3 ve sméru primky (u,)
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Afinni geometrie

Definice afinniho prostoru

definice: afinni prostor A nad télesem T je neprazdnd mnozina A
(jeji prvky nazyvdme body) spolu s vektorovym prostorem V nad T
a operaci + : A x V — A, kterd kazdému bodu a € A a vektoru

v € V prifadi bod a+ v € A a kterd spliuje axiomy

e pro kazdy bod a € A a kazda dva vektory v,w € V plati
at+(v+w)=(a+v)+w

e pro kazdy bod a€ Aplatia+o0=a

e pro kazdou usporadanou dvojic bodll a, b € A existuje
jednoznacné uréeny vektor v € V, pro ktery platia4+v = 1>

vektor v ze treti podminky oznacujeme b — a
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Afinni geometrie
Poznamky k definici afinniho prostoru

vektorovy prostor V v tomto kontextu nazyvame prostor vektor(
afinniho prostoru A

upozornéni: nedefinovali jsme soucet bodl afinniho prostoru A
z prvni podminky plyne, Ze nemusime psat zavorky v souctu

a—+vi+vy+v3

zvolime-li v afinnim prostoru A pevny bod a € A, pak zobrazeni
Vi—a+v

je bijekce mezi body vektory z prostoru vektord A a body tohoto
prostoru

Soustavy soufadnic
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Afinni geometrie

Jednoduché disledky definice afinniho prostoru

je-li A afinni prostor a V prislusny vektorovy prostor, pak pro kazdé
body a, b, c,d € A a kazdé vektory u,v € V plati

° a—b:—(b—a)

e (atu)—(b+v)=(a—b)+ (u—v)
e (a—b)+(c—d)=(a—d)+(c—b)
e (a—b)+(b—c)=(a—c)

Soustavy soufadnic
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Afinni geometrie

Dimenze afinniho prostoru
definice: dimenzi afinniho prostoru definujeme jako dimenzi jeho

prostoru vektordl

afinni prostor dimenze 0 je jednoprvkovd mnozina {a} s operaci
ato=a

afinni prostor dimenze 1 je obvykle nazyvan afinni pfimka

z vySe uvedené bijekce plyne, Ze afinni pfimka nad R je mnoZina
bodii {a+ v : v € V}, kde V je vektorovy prostor dimenze 1 nad R

afinni pfimkou je naptiklad nésledujici podmnozina R?

(e ) el eem)

tato afinni pfimka neni podprostorem vektorového prostoru R?
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Afinni geometrie

Afinni rovina

afinni prostor dimenze 2 nazyvame také afinni rovina

s vyuzitim téZe bijekce snadno ovérime, ze nasledujici
podmnozina R3

1 -1 2
2 | +s 1 +t| —3 s, teR
3 -1 1

je afinni rovina

opét k bodu (1,2,3)7 pfi¢itame vektory z prostoru
((-1,1,-1)7,(2,-3,1)7) dimenze 2 nad R
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Afinni geometrie

Aritmetické afinni prostory

obecné plati, ze je-li A afinni prostor nad télesem T a V pfislusny
vektorovy prostor, pak pro kazdy podprostor W <V a bod a€ A
je mnozina

{a+w:weW}CA

spolu s operacemi prevzatymi z A opét afinni prostor, takto
definovanym afinnim prostortim fikime podprostory prostoru A

nejjednodussim prikladem afinniho prostoru nad obecnym télesem
T jsou aritmetické afinni prostory, které budeme znacit také T"

jejich body tvofi mnozina A = T7", pfislusny vektorovy prostor je
aritmeticky prostor T" a scitani bodu s vektorem je prevzaté z
prostoru T"

uvedené priklady ukazuji, Ze afinni aritmeticky prostor T” ma jiné
podprostory nez aritmeticky vektorovy prostor T"
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Afinni geometrie

Afinni prostory s mérenim vzdalenosti

chceme-li v afinnim prostoru A méfit vzdalenosti a ahly,
potfebujeme mit v prostoru vektori V skaldrni soucin

definice: afinnim eukleidovskym prostorem (resp. afinnim
unitarnim prostorem) rozumime afinni prostor A nad télesem R
(resp. C) spolu se skalarnim sou¢inem (|) na prostoru vektorii V
afinniho prostoru A

definice: vzddlenost dvou bodil a, b € A v afinnim eukleidovském

prostoru A s prostorem vektord V rozumime Cislo ||b — al|, kde || - ||
je norma definovana skalarnim soucinem na V
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Afinni geometrie

Soustava souradnic v afinnim prostoru — 1

definice soustavy soufadnic v afinnim prostoru A odpovidd tomu,
co ji normalné rozumime

zvolime si néjaky bod a € A a nazveme jej poldtek souradnic a
jednotkové vektory ve sméru souradnych os, jinymi slovy bazi
B = (uj,uy,...,u,) ve vektorovém prostoru V prislusném k A

definice: soustavou souradnic v afinnim prostoru A dimenze n nad
télesem T s prostorem vektord V rozumime dvojici S = (a, B), kde
ac€AaB=(uj,uy,...,u,) je baze v prostoru V

soufadny systém S = (a, B) v afinnim prostoru A ndm dovoluje
urcit souradnice kazdého bodu a € A a vektoruv € V

pokud jde o vektor v € V, definujeme jeho soufadnice vzhledem k
S = (a, B) jako
[vs = [v]s
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Afinni geometrie

Soustava souradnic v afinnim prostoru — 2

v pfipadé bodu b € A definujeme jeho soufadnice vzhledem k
S =(a, B) jako

[bls = [b—a]s =[b—alg
budeme také psat [v](, ) a [b](a,m)
nase definice souradnic odpovida geometrické intuici

pro bod b € A vezmeme jednoznacéné urceny vektor v takovy, ze
a+v = b (tj. vektor v= b — a)

soufadnice bodu b jsou potom jednoznacné uréena n-tice
(t1, t2, ..., tn) prvki télesa T, pro kterou plati

b=a+v=a+tiu; + tup +--- + thu,
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Afinni geometrie

Priklad

jednoduché dusledky: protoze a = a + o, plati
[a]a.5 = (0,0,...,0)T pro jakoukoliv bazi B vektorového
prostoru V

déle [a + uj](, ) = € pro kazdé i = 1,2,...,n

priklad: v aritmetickém afinnim prostoru R3 zvolime soutadny
systém

s=@6). ke a=(3). 8=((1).(3))

najdeme souradnice vektoru v = (—1,3)" a bodu b= (—1,3)"
vzhledem k S
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Afinni geometrie
Priklad — reseni

pro nalezeni soutadnic (1, t2)" vektoru v musime fedit soustavu

a( P )re( 2)=(

"1 *\-1) "\ 3
pro nalezeni soutadnic (t1, t2) " bodu (1,3)7 musime najit
soufadnice vektoru b —a = (—1,3)7 — (3,2)7 = (—4,1)7, tj. resit

soustavu
ol P )een( 2)=(*
'\ 1 *L-1) 1
miZeme to udélat najednou pomoci (pravy matice
1 -2|-1 -4 1 -2|-1 —4
1 -1} 3 1 0 1|4 5
vyjde [v] =(7,4)T a [b] =(6,5)"
M| (a,B) ) (a,B) )
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Afinni geometrie

Kanonickd a kartézskd spoustava souradnic

definice: kanonickd soustava souradnic v afinnim aritmetickém
prostoru T” je soustava souradnic

K= ((O7Oa : .,0)”,(81,82,...,6,,))

pro kanonickou soustavu soufadnic K plati, ze [a]x = a pro kazdy
bod a€ T" a [v]x = v pro kazdy vektor v € T”"

definice: kartézska soustava souradnic v afinnim euklidovském
prostoru A s prostorem vektordl V je souradnd soustava

(a, (ug,uz,...,uy,)), kde (ug,uz,...,u,) je ortonormalni baze V
v kartézské soufadné spoustavé (a, (ug,up,...,u,)) ma kazdy
vektor u; normu 1 a vektory baze (uy,us,...,u,) jsou navzdjem
kolmé

Soustavy soufadnic 11-15



Afinni geometrie

Operace v afinnim prostoru pomoci souradnic

tvrzeni: je-li (a, B) soustava soufadnic v afinnim prostoru A s
prostorem vektor(i V nad télesem T, pak pro libovolné body
b,c € A a vektory v,w € V plati

o [v+w], g = [Vlas) + W5
o [tv](a,B) = t[V](a,B)

o [b+V]a8) = [bl(a,B) + [V](a,B)
o [b—clB) = [bl(s,8) — [c](a,B)

je-li navic A afinni euklidovsky prostor a (a, B) kartézska soufadna
soustava, pak

o (viw) =) Wes) = (Ves) Wes)
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Afinni geometrie
Zména soustavy souradnic

jsou-li S = (a,B) a S’ = (d, B’) dva systémy souradnic v afinnim
prostoru A s prostorem vektor V nad T, pak mlizeme souradnice
bodl a vektorti v A vzhledem k soufadnému systému S prepoditat
na soufadnice vzhledem k S’ pomoci matice prechodu [id]5,

tvrzeni: jsou-li S = (a,B) a S’ = (4, B’) dva systémy soufadnic v
afinnim prostoru A s prostorem vektortl V nad T, pak kazdy vektor
v € V a pro kazdy bod b € A plati

o [Vl(2,5) = lid]Z [V](a.8)
o [bl(z.81) = lal(z.p) + [id]5 [V](2.8)
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Afinni geometrie

Pro¢ neni definovan soucet bodi — 1

s¢itani bodd v afinnim prostoru neni definované
je to proto, ze jej rozumné definovat nejde

nékoho by mohlo napadnout definovat soucet bodli pomoci souctu
jejich souradnic
problém je v tom, Ze takova definice souctu zavisi na systému

souradnic

naptiklad v afinnim aritmetickém prostoru A = R? by pro body
a=1(0,0)" a b= (1,0)" p¥i pouziti kanonického systému
soufadnic K vyslo

[alk = (0,0)7, [b]k = (1,0)7, [a]x + [blk = (1,0)7
takze by se zdalo byt rozumnym definovat a + b jako bod
(1,007 € A

Soustavy soufadnic 11-18



Afinni geometrie
:

Pro¢ neni definovan soucet bodi — 2

vzhledem k systému soufadnic S = ((2,3)7,((1,0)7,(0,-1)")) by
vyslo

[a]S = (_273)T7 [b]S = (_173)7—7 [a]S + [b]S = (_376)T

a soufadnice (—3,6)7 vzhledem k soufadnému systému S ma bod

(=2,3)T +(=3)(1,0)" +6(0,-1)" =(-1,-3)7

podobné Ize odlivodnit, Ze sou¢tem dvou bodl nem(ze byt ani
zadny vektor
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Afinni geometrie
Nékdy to vyjde

pro nékteré linedrni kombinace bod( ale rozumna definice vysledku
v podobé bodu nebo vektoru existuje

napriklad pokud bychom v obou predchozich soufadnych

systémech podcitali
1 N 1 b
73 —
2 2

vydel by nam vzdy stejny bod (1/2,0)7, tj. stfed Gsecky s krajnimi
body aa b
podobné, kdybychom pocitali

2 1
‘at-b
3713

pomoci obou soufadnych systémii by ndm vysel bod (1/3,0)7
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Afinni geometrie

Lemma

lemma: je-li A afinni prostor nad télesem T, S = (a, B) systém
soufadnic v A, ai,az,...,ak € A, a A1,..., A\ skaldry takové, zZe
A1+ Ao+ -+ A =1, pak plati

Atai]s + -+ Mefak]s = [a1 + Aa(a2 — a1) + - -+ + Ae(ak — a1)]s
a tedy také

Mlai]s +- -+ Melak]s — [a1]s = [Ma(a2 —a1) + - - - + A(ak — a1)]s
dakaz: jde o jednoduché cviceni v pocitani se souradnicemi
protoze A\ =1 — o — -+ — A

Atlai]s + Aafao]s + - - 4 Ak[ax]s
= [als + X([az]s — [a1]s) — -+ = Ak([ak]s — [a1]s))
= [31 + )\2(32 — 31) +---+ )\k(ak — 31)]5
druhd ¢ast plyne okamzité z prvni
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Afinni geometrie
Afinni kombinace bodi

tvrzeni: je-li A afinni prostor nad télesem T dimenze aspon 1,
jsou-li ai,az,...,ax € Alibovolné body a A1, Ap, ..., A €T
libovolné skaldry, pak je ekvivalentni
1. bod b € A o souradnicich
[b]s = Aia1]s + A2laz]s + - - - + Ak[ak]s nezavisi na systému
soufadnic S v A
2. Mttt A =1
pokud tato varianta nastadva, pak plati
b—a; = )\2(82 — 31) + )\3(33 — 31) + -+ /\k(ak — al)
dikaz 2. = 1.: z predchoziho lemmatu plyne, Ze v kazdém
systému souradnic plati
[b]s = [31 + )\2(32 — 31) + -+ )\k(ak — al)]s

a1+ Xo(az —a1) + -+ A(ak — a1) je bod v A nezavisly na S
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Afinni geometrie

Definice afinnich kombinaci

definice: je-li A afinni prostor nad télesem T, jsou-li a1, as, ..., ax
libovolné body v A a A1, A, ..., Ak skalary takové, ze

A1+ A2+ -+ 4+ A = 1, pak afinni kombinaci bodil aj,as,...,ak s
koeficienty A1, A2,..., Ak rozumime bod b € A, pro ktery plati

[bls = A1fa1]s + A2fan]s + -+ - + Aklak]s

kde S je libovolna soustava soufadnic v A
oznaceni: b = \1a; + Xoax + - + Aeak

podle lemma na str.11-21 mdzeme fakt, ze b je afinni kombinace
bodl a1, as, ..., ax s koeficienty A1, Ao, ..., Ak zapsat také jako
b=ai+ (a2 —a1) + -+ Me(ak — a1)
nebo jako
b—ay = Xa(a2 —a1) + -+ Ae(ak — a1)
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Afinni geometrie

Alternativni vyjadreni afinni kombinace

afinni kombinaci bodi as, ap, ..., ax mizeme také vyjadrit
symetricky

tvrzeni: je-li A afinni prostor nad télesem T, jsou-li aj, as, ..., ak
libovolné body v A a A1, Ao, ..., Ak skaldry takové, ze

A1+ Ao+ -+ A = 1, pak afinni kombinace
A1a1 + Aoas + - - - + Akak se rovna jednoznacéné uréenému bodu
b € A, pro ktery plati

)\1(31—b)+)\2(az—b)+~--+)\k(ak—b):o

dakaz: v A zvolime néjakou soustavu soufadnic S

pak pro libovolny bod b € A plati

[)\1(31 — b) + )\2(32 - b) + 4+ )\k(ak — b)]s
= [)\131 4+ Xpar+ -+ )\kak]s — [)\1b+ Aob+ -+ )\kb]s
= [)\131 + Xoay + -+ )\kak]s — [b]5
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Afinni geometrie

Fyzikalni interpretace afinni kombinace

odtud plyne, ze A1(a1 — b) + Xo(a2 — b) +--- + A(ak — b) =0
pravé kdyz b = A1a1 + Aoas + - -+ + Akak

posledni tvrzeni fika, ze afinni kombinace
b= Aia1 + doax + - - - + Agax ma v pripadé télesa redlnych cisel R

a kladnych koeficientli A1, A2, ..., Mg pfirozeny fyzikdlni vyznam
bod b je tézisté soustavy k hmotnych bodil a;,as,...,ak s
hmotnostmi A1, Ao, ..., Ak
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Afinni geometrie

Afinni kombinace dvou bod( na afinni pfimce

vezmeme si dva r(zné body a, b na afinni pfimce A nad télesem T,
prislusny vektorovy prostor ma dimenzi 1

vektor b — a # o, takze pro kazdy bod c pfimky A existuje pravé
jedno A € T takové, ze (c —a) = A(b— a)

takze ¢ = a+ A(b — a) a z nesymetrického vyjadreni afinni
kombinace na str. 11-23 plyne

c=(1-=Xa+Ab
jednoznacnost vyjadreni ¢ jako afinni kombinace danych bod( a, b
plyne z jednoznacdnosti vyjadreni

c=a+ Ab-a)
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Afinni geometrie

Déleni Gsecky v afinnim euklidovském prostoru

pro afinni kombinaci ¢ = A1a + A\ob plati
A(a—c)+ X2(b—c) =0, neboli \1(c —a) = Xa2(b— a)

v euklidovském afinnim prostoru to znamenad, ze pomér
,orientovanych" vzdalenosti bodu ¢ od bodi a, b je Ay : A1

to ma také nazorny fyzikalni vyznam — jde o rovnovahu na pace
bod c lezi uvnitf Gsecky s koncovymi body a, b, pokud A1, Ao > 0,

a lezi vné této Usecky, pokud maji koeficienty A1, A» rlizna
znaménka
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Afinni geometrie

Priklad
body a = (1,2)7, b=(5,6)T a c =(2,3)" afinniho aritmetického
prostoru R? lezi na afinni p¥imce (0,1)7 + ¢(1,1)7

mlzeme proto vyjadfit bod c jako afinni kombinaci bod( a, b

body a, b, c mdme zadané pomoci souradnic vzhledem ke
kanonickému souradnému systému

hleddme Cisla A1, Ao, pro kterd plati Ay + Ao, =1 a
c=Aa+ b

porovnanim prvnich slozek dostaneme A1 + 5\ = 2 a tedy
A1 = 3/4, Ao = 1/4, tj.
3

1
= — -b
c 4a+4
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Afinni geometrie

Tvrzeni o afinnich kombinacich

tvrzeni: je-li A afinni prostor dimenze n > 1 nad T s prostorem

vektor(h V a a1, ap,...,ax € A, pak je ekvivalentni
1. kazdy bod b € A Ize jednoznacné vyjadrit jako afinni
kombinaci bodil ag, as, ..., ax
2. posloupnost (az — a1, a3 — a1, ...,ax — a1) tvori bazi

prostoru V (specidlné také k = n+ 1)
dakaz: v pozndmce po definici afinni kombinace na str. 11-23 jsme
uvedli, Ze néjaky bod b € A je afinni kombinaci bodil a1, az, .. ., a

s koeficienty A1, A2, ..., Ak pravé kdyz

b—a; = )\2(32 — a1) + )\3(83 — al) + -+ /\k(ak — a1)
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Afinni geometrie

Zacatek dukazu

1. = 2. kazdy vektor v € V urluje jednozna¢né bod b =a; + v
pro tento bod b € A pak plati b—a; =v
z posledni rovnosti na predchozi strané pak plyne
v=b—a; = M(ax—a1)+ A3(az —a1)+ -+ A\(ak — a1),
coz dokazuje, ze (ap — a1,a3 — a1,...,ak —a1) =V, je-li
0 = pp(az — a1) + pz(as — a1) + - - + pk(ak — a1)

pro né€jaké skaldry p1, po, ..., ux € T, polozime
pr=1—po — ... — pg
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Afinni geometrie

Dokonceni dikazu

pro bod b = a; pak dostdvame dvé vyjadreni jako afinni kombinace
bodl a1, ay, ..., ak:

b=ay = p1a1 + poaz + - + pkak
a dale a; = 1a; + 0ay + - - - + Qay

z predpokladu jednoznacnosti v bodé 1. plyne pp = --- = ux =0,

coz dokazuje, Ze posloupnost (ax — a1, a3 — a1,...,ak — a1) je LN

2.=1. kazdy bod b € A mizeme vyjadrit jednoznacné jako soulet
b = a; + v pro néjaky vektor v € V

protoze je (ay — a1,a3 — a1, ..., ax — a1) baze ve V, existuje
jednoznacné vyjadreni
b= a+v=a + )\2(32 — 31) + )\3(3*31) + -+ )\k(ak — al)

nyni staci polozit A\; =1 — \» — - -+ — A\¢ a pouzit zacatek dikazu,
coz dokazuje jednoznac¢nost b = A1a; + -+ + Akax
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Afinni geometrie

Barycentrické souradnice

definice: je-li A afinni prostor dimenze n nad T s prostorem
vektori V, pak barycentricka soustava souradnic v A je libovolna

usporadand (n + 1)-tice bodii (a1, a2, . . ., an+1) spliujicich
podminku, ze kazdy bod b € A lze jednoznacéné vyjadrit jako afinni
kombinaci

b= May + Aax + -+ App1ang1

(n + 1)-tici skaldrti (A1, A2,..., Anr1)" pak nazyvame
barycentrické souradnice bodu b vzhledem k (a1, az,...,an+1)
z definice a tvrzeni na str. 11-29 plyne, ze (a1, a2,...,an+1) j€

barycentricka soustava soufadnic v A pravé kdyz

5 = (al,(ag —a1,ad3 —ai,...,adn+1 — al))

je soustava souradnic v A
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Afinni geometrie
:

Prevod mezi riznymi souradnicemi

z dikazu implikace 2. = 1. tvrzeni na str. 11-29 také plyne, Ze
plati-li pro néjaky bod b € A

[b]S = ()\27 >\37 sy )‘n-‘rl)T)

pak jeho barycentrické soufadnice vzhledem k barycentrické
soustavé soufadnice (a1, a2, ..., ant+1) jsou

(1= —A3— = A1, A2y Az, Anga) |

Soustavy soufadnic 11-33



Afinni geometrie

Linedrni kombinace bod( odpovidajici vektoriim

jsou-li a, b body afinniho prostoru A, pak b — a je jednoznacné
uréeny vektor prostoru A, pro ktery plati

b=a+(b—a)
tvrzeni: je-li A afinni prostor nad T, a1,...,ax € Abody v A a
A1, ..., Ak € T skaldry, pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

1. vektor v o soufadnicich [v]s = Aiai]s + - - - + Ak[ak]s
nezavisi na volbé soustavy soufadnic S,

2. M4+ X =0
v takovém pripadé plati
Arlar]s + -+ Alak]s = [Ae(a2 — a1) + -+ Aw(ak — a1)]s

pro kazdou soustavu soufadnic S prostoru A
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Afinni geometrie
Definice a riizna vyjadreni

definice: jsou-li a1,...,ax € Abody v A a A1,..., Ay € T skalary
takové, ze A1 + Ao + A = 0, pak definujeme vektor v A

A1a1 + Apao + -+ Agak
predpisem
[Ara1 + A2az + - - - + Akak]s = Mifa1]s + Azaz]s + - + Ax[ak]s
pro kazdou soustavu soufadnic v A
kromé vyjadreni
Aar +Aoax + -+ Aak = Ao(a2 — a1) + - + Ak(ak — a1)
z predchozi strany plati také pro libovolny bod b € A

A1a1+Aoax+- -+ Akak = A1(a1 —b)+Aa(az—b)+- - -+ Ak(ak — b)
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Afinni geometrie
:

Podprostory afinnich prostor(i - obsah

B Podprostory afinnich prostort
Definice podprostorti
Jak zadat podprostor
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Afinni geometrie

Definice podprostor

definice: je-li A afinni prostor nad télesem T s prostorem

vektori V, pak afinni prostor B na stejnym télesem T s prostorem
vektord W se nazyva afinni podprostor prostoru A, pokud plati

B C A, W <V a s(itani bodi s vektory v B je prevzaté (zdzenim)
sCitani v A

je-li navic A afinni euklidovsky prostor, pak afinni euklidovsky
prostor B je afinni euklidovsky podprostor A, pokud je afinnim
podprostorem A a skalarni soucin ve W je z(zenim skalarniho
soucinu ve V

priklad: je-li A afinni prostor s prostorem vektori V, pak pro kazdy
bod a € A a podprostor W < V je mnozina bodi
a+W={a+w:weW}

spolu s operaci s¢itani bodu s vektorem prevzatou z A afinni
podprostor A s prostorem vektorti W
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Afinni geometrie

Od¢itani bodl v podprostoru
je-li afinni prostor B (s prostorem vektori W) podprostor afinniho
prostoru A (s prostorem vektor(i V), pak

e pro b € B aw € W nezilezi na tom, pocitame-li b+w v
podprostoru B nebo v celém prostoru A

jsou-li a, b € B dva body podprostoru B C A, miizeme vektor
w = b — a pocitat jak v B tak v A

v B je to jednoznacné urceny vektor w € W < V, pro ktery je
at+w=>b

B je podprostor A, proto plati a4+ w = b také v A

a protoze v A je takovy vektor w urceny jednoznacné, plati

e pro kazdé dva body a, b € B také vektor b — a nezdvisi na
tom, pocitame-li jej v B nebo ve vétsim prostoru A

Podprostory afinnich prostor
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Afinni geometrie

Afinni kombinace v podprostoru

jsou-li a1, ..., ax libovolné body v podprostoru B a
A1+ Ao+ -+ Ag = 1 pro néjaké skalary, je jejich afinni kombinace

Ara1 + Aoas + -+ -+ Akak

v podprostoru B rovna jednoznacné uréenému bodu b € B C A,
pro ktery plati

A(ar — b))+ Xa(aa —b)+ -+ M(ak — b) =0

a tato rovnost plati i ve velkém prostoru A, proto
e libovolna afinni kombinace A\1a; + A»as + - - - + Agax bodu
podprostoru B nezdvisi na tom, pocitdme-li ji v B nebo v A
e stejné jako rozdil dvou bod( nebo afinni kombinace se shoduji

jakékoliv jiné operace, které jsou odvozené z operaci v afinnim
prostoru
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Afinni geometrie

Jak dostat vSechny podprostory

tvrzeni: je-li A afinni prostor nad télesem T s prostorem vektorti V
a B podprostor A s prostorem vektorit W, pak pro kazdy bod
b € B plati

B=b+W={b+w:wecW}

navic plati W={c—b:ceB}={d—-c:c,deB}

dakaz: pro kazdy vektor w € W je b +w € B, proto b+ W C B
pro kazdy bod ¢ € B plati c — b € W, a tedy
c=b+(c—b)eb+W

podobné snadno se dokdazou obé rovnosti v dodatku

poznamka: z dodatku plyne, Ze podprostor B afinniho prostoru A
je jednoznacné urceny svymi body, kazdy vektor prislusny k B
dostaneme jako rozdil dvou bod( z B

pri zadani podprostoru staci zadat mnozinu bod{ podprostoru
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Afinni geometrie

Podprostory afinniho aritmetického prostoru R3

protoze prostor vektoril afinniho aritmetického prostoru R3 se rovna
aritmetickému vektorovému prostoru R3, dostavame Ctyfi typy
e body, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) = 0, ¢ili
W = {o} a B = {b}
e pfimky, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) = 1, ¢&ili
W = (v), kdev#o0,a B=b+ (v)
e roviny, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) = 2, ¢ili
W = (v,w), kde (v,w) je linedrné nezavisla posloupnost, a
B=b+ (v,w)
e cely prostor B = R3
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Afinni geometrie

Pripomenuti

mnozina vSech FeSeni soustavy linedrnich rovnic Ax =b s
koeficienty v T a matici A typu m X n je podprostor afinniho
aritmetického prostoru T", nebot ji mizeme vyjadfrit ve tvaru

u+ Ker A,

kde u je jedno partikularni feseni (bod v afinnim aritmetickém
prostoru T") a Ker A je podprostor vektorového aritmetického
prostou T”
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Afinni geometrie

Podprostory pomoci afinnich kombinaci

tvrzeni: je-li A afinni prostor (s prostorem vektord V), pak
neprazdna mnozina B C A je podprostor A pravé tehdy, kdyz
kazda afinni kombinace bodil z B opét lezi v B

dakaz: uz jsem si ukazali, ze je-li B podprostor A, pak kazda afinni
kombinace bodli z B vyjde stejné, pocitdme-li ji v B nebo v A

predpokladejme naopak, ze kazda afinni kombinace bodli z B patfi
do B

zvolime bod b € B a dokaZeme, Zze mnozina vektort
W = {c — b: c € B} je podprostor vektorového prostoru V

jsou-li u,v € W, platiu=c— b av=d— b pro néjaké body
c,d € B; potom

ut+v=(c—b)+(d—b)=(c+d—b)—b

a protoze ¢ + d — b je afinni kombinace bodi z B, patfi také do B
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Afinni geometrie

Dokonceni dikazu

vektor u + v je rozdilem dvou bodll z B a patii proto do W
podobné pro skalar t plati
tu=t(c—b)=(tc—(1—t)b)—b

a protoze je tc + (1 — t)b afinni kombinace bodi z B, je to opét
bod z B, coz dokazuje tu € W

mnozina W je tedy podprostor V a
B=a+W

je podprostor afinniho prostoru A
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Afinni geometrie

Afinni obal

definice: je-li X neprdzdna podmnozina afinniho prostoru A nad
télesem T, pak afinni obal mnoziny X je

{)\1314-'-'—1—)\/(3/(:a;EX,)\,'ET,kZ1,)\1—1—---4—)\/(:1}

oznaceni: (X)

tvrzeni: pro kazdou neprazdnou podmnozinu X afinniho
prostoru A nad télesem T je afinni obal (X) podprostorem A

diakaz spocivd v mechanickém ovéreni, ze ,,afinni kombinace
afinnich kombinaci bodi A je opét afinni kombinace bodi A"

definice: plati-li pro neprazdnou podmnozinu X afinniho
prostoru A, ze (X) = A, pak fikdme, ze A je afinni obal mnoziny X
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Afinni geometrie

Bodovy popis podprostoru
pro kazdou neprazdnou podmnozinu X afinniho prostoru A je

afinni obal (X) podprostorem A

je-li naopak B (s prostorem vektorti W) néjaky podprostor
dimenze k afinniho prostoru A, zvolime v B néjakou soustavu

soufadnic S = (a, C), kde C = (v1,v2,..., V) je baze vektorového
prostoru W

polozime ag=a,a=a+Vvi,...,a1 = a+ Vg

pak C = (vi,vo,...,vk) = (a2 —a1,a3 — a1, ..., ak+1 — a1) je

baze ve W a to je podle tvrzeni na str. 11-29 ekvivalentni s tim, Ze
kazdy bod b Ize napsat jednoznacné jako afinni kombinaci bodu
a1, az,...,ak+1; proto

B= <ala a, ..., ak+1>
neboli B je afinni obal mnoziny X = {a;1,a2,...,ak+1}
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Afinni geometrie
Parametricky popis podprostoru
jellibe Aavy,vy,...,vi €V, pak
B=»b+ <V1,V2,.. . ,Vk>
je podprostor afinniho prostoru A

je-li naopak B podprostor afinniho prostoru A s prostorem vektort
W dimenze k, zvolime b € B a bazi vi,vp,..., v, ve W

potom B=b+W =b+ (vi,va,..., V)
a kazdy bod prostoru A lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru

b+ tivy + tovo + - -+t
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Afinni geometrie

Od parametrického popisu k rovnicim

tvrzeni: je-li b + W podprostor dimenze k aritmetického prostoru
T", pak existuje matice R typu (n— k) x n a bod ¢ € T* takovy, e
podprostor b + W se rovnd mnoziné vSech reseni soustavy Rx = ¢

pripomenme, Ze v afinnim aritmetickém prostoru T” mnoZiny vSech
bodil a vektori splyvaji a rovnaji se kartézskému soucinu T"

dikaz: zvolime néjakou bazi (v1,va,...,vk) podprostoru W < T"
jeji prvky zapi$eme do ¥adkt matice C = (vi|va|---|vk)"

plati dim(Ker C) = n—dim(ImC) = n —dim(ImCT) = n— k
zvolime néjakou bazi (wi,wy,...,w,_x) v Ker C

vektory w; zapi$eme do Fadki matice R = (wy|wa|...|w,_x)" a
polozime c = R b
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Afinni geometrie
Dokoncéeni ditkazu
jddro Ker R matice R ma dimenzi n—dim(ImR) =n—(n—k) =k

pro kazdy vektor v; a kazdy vektor w; plati v,-ij = 0 a tedy také
T
wJ-Tv,- = (v,-ij) =0

takze W = Ker R

protoZze b je partikuldrnim feSenim soustavy R x = ¢, plati
b+W =b+ KerR

postup v dikazu posledniho tvrzeni také udava navod, jak pomoci

rovnic popsat podprostor afinniho prostoru, ktery mame zadany
parametricky
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Afinni geometrie

Rovnicovy popis podprostoru
soustava linedrnich Rx = ¢ nad T s matici typu m x n definuje
podprostor b + Ker R afinniho aritmetického prostoru T”

v obecném afinnim prostoru A dimenze n nad télesem T s
prostorem vektordl V zvolime soustavu soufadnic S = (a, C)

soustava Rx = c urcuje podprostor W prostoru vektori V
predpisem [W]s = [W]¢c = Ker R
dale existuje bod d € A pro jehoz soufadnice plati [d]s = b

d + W je pak podprostor A tvoreny body, jejichz souradnice
vzhledem k S tvofi mnozinu vSech feSeni soustavy Rx = ¢

naopak pro kazdy podprostor d + W afinniho prostoru A je
[W]s = [W]g podprostor vektorového prostoru T" a existuje tedy
matice R nad T takova, ze Ker R = [W]s

soufadnice bodd podprostoru d + W vzhledem k S = (a, C) pak
tvofi mnozinu véech FeSeni soustavy Rx = [d]s
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Afinni geometrie

Od rovnicového popisu k parametrickému

priklad: najdeme parametricky popis podprostoru B afinniho
aritmetického prostoru R® zadaného (vzhledem ke kanonické bazi)
rovnicemi

X1
12 -10 2 (1
2 4 0 1 -1 S\ 4
Xa

X5

soustavu vyreSime Gaussovo eliminaci
12 -1 0 2|1 12 -1 0 2|1
2 4 0 1 —-1|4 00 2 1 -5]2
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Afinni geometrie

A zpét
2 -2 -1 1
0 1 0 0
B=b+W=|1 +—< o |,| -1 1,5 >
0 0 2 0
0 0 0 2

ted budeme naopak hledat rovnicovy popis podprostoru B z tohoto
parametrického zadani

znamena to najit soustavu linedrnich rovnic Rx = ¢, jejiz mnozina
reseni se bude rovnat podprostoru B

generatory podprostoru W zapiSseme do radkl matice

-21 0 00 10 5 0 2

-1 0 -1 20)]~101 10 0 4

1 0 5 0 2 00 4 2 2
a najdeme jeji jadro
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Afinni geometrie

Dokonceni
5 1
10 5 0 2 10 2
Ker | O 1 10 0 4 :< -1 ,—1>
0 0 4 2 2 2 0
0 2

matici R tedy zvolime takto:
1 2 -1 0 2

R= < 5 10 -1 2 0 )
a spocteme pravou stranu ¢ = Rb = (1,9)7 tak, aby b bylo
partikularni feSeni soustavy Rx = ¢
rovnicovy zapis podprostoru B je tedy napriklad

1 2 -1 0 2 «— 1

5 10 -1 2 0 -\ 9
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Afinni geometrie
Afinni pfimky a roviny v R3

o afinni pfimku mizeme zadat
» jako afinni obal dvojice riznych bodi
> nebo parametricky ve tvaru b+ v, kde v # o

» nebo jako mnoZinu vSech feseni soustavy dvou linearné
nezavislych rovnic

a11x1 + aexe +a13x3 =
ax1X) + axnxy + ax3xz = &

o afinni rovinu mizeme zadat

» jako afinni obal trojice bodi nelezicich na jedné afinni pfimce

nebo paramatricky b = (v, vs), kde (v1,v;) je LN posloupnost
vektorii v R3

>

nebo jako mnoZinu vSech feSeni nenulové rovnice
auxy +apxp +aizxz = C
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Afinni geometrie

Afinni zobrazeni - obsah

B Afinni zobrazeni
Definice afinnich zobrazeni
Afinni a linedrni zobrazeni
Izometrie

:
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Afinni geometrie

Definice afinnich zobrazeni

pripomenme, ze linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory je
zobrazeni, které zachovava linedrni kombinace

analogicky definujeme afinni zobrazeni mezi afinnimi prostory jako
zobrazeni, které zachovava afinni kombinace

definice: jsou-li A a B afinni prostory nad stejnym télesem T, pak
zobrazeni F : A — B nazyvame afinni zobrazeni z A do B, pokud

zachovava afinni kombinace, tj. pro libovolné k € N,

al,...,ak €A A, ..., \c € T takovd, ze A\ +--- + A\ = 1 plati

F(Mar+ -4 Mak) = A F(a1) + - - 4+ M F(ax)
oznaceni: F:A— B

obraz afinni kombinace néjakych bodi je afinni kombinace obrazi
téchto bodl se stejnymi koeficienty
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Afinni geometrie
:

Obraz afinnich kombinaci dvou bodi
zvolime pevné dva rlzné body aj, a prostoru A

kazdy bod c pfimky (a1, a2) Ize jednoznaéné vyjadfit jako afinni
kombinaci ¢ = A\1a1 + Aoao

oznaéime by = F(a1) a by = F(a2)

pak musi platit F(c) = A\1F(a1) + A2F(a2) = A1b1 + Aabo
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Afinni geometrie

Jak zadat afinni zobrazeni
linedrni zobrazeni mezi dvéma vektorovymi prostory U a V je
jednoznacné urcené hodnotami na jakékoliv bazi prostoru U

tvrzeni: jsou-li A a B vektorové prostory nad télesem T,
dimA =n, a (a1,...,ant1) barycentrickd soustava soufadnic
prostoru A, pak pro kazdé body by, ..., by+1 € B existuje pravé
jedno afinni zobrazeni F : A — B spliujici f(a;) = b; pro kazdé
ie{1,2,...,n+1}
dikaz: kazdy bod ¢ € A vyjadfime jednoznacné jako afinni
kombinaci

c=Mai+ Xa+ -+ App1ant1

pak musime definovat

F(c) = Aib1 4+ Xaba + -+ Apt1bny1

odtud plyne jednoznacnost F, zbyva dokazat, Ze je skutecné afinni
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Afinni geometrie

Priklady afinnich zobrazeni

e konstantni zobrazeni F : A — B, které kazdému bodu v A
pfifazuje pevné zvoleny bod b € B

e posunuti o vektor v (ktery lezi v prostoru smért prostoru A) je
afinni zobrazeni F : A — A; posunutim o vektor v myslime
zobrazeni definované F(c) = c+v

e rotace o n€jaky Uhel kolem libovolného bodu, zrcadleni podle
primky, zkoseni, projekce na pfimku v néjakém sméru,
posunuti a kazdé slozeni téchto zobrazeni je afinnim
zobrazenim F : R? — R?

e zobrazeni pfifazujici bodu A jeho soufadnice vzhledem ke
zvolené soustavé soufadnic je afinni zobrazeni F: A — T”7
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Afinni geometrie

Afinni zobrazeni urcuje linearni zobrazeni

tvrzeni: je-li F : A — B afinni zobrazeni mezi afinnimi prostory A
(s prostorem vektori V) a B (s prostorem vektortit W), oba nad
stejnym té€lesem T, a a € A libovolny bod, pak zobrazeni

f:V — W definované

f(v)=F(a+v)— F(a)
je linedrni a nezavisi na volbé bodu a
dakaz: napred dokiaZzeme nezavislost f na volbé bodu a
je-li @ € A jiny bod prostoru A, plati pro kazdy vektor v € V
F(@+v)=F(ad+(a+v)—a)=F(a)+ F(a+v)— F(a)
odkud plyne
F(a' +v)— F(a) = F(a+v) — F(a)
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Afinni geometrie

Dikaz linearity f

napred dokdzeme, Ze f zachovava scitani vektort
zvolime u,v € V a oznalime b=a—+u, tj u=b—a

potom plati
flu+v)=F(a+u+v)—F(a)=F(b+v)— F(a)
= (F(b+v) — F(b)) + (F(b) — F(a))
= f(v) + (F(a+u) — F(a)) = f(v) + f(u)
podobné dokazeme pro kazdy skalar A € T
f(Au) =F(a+ Au) — F(a) = F(a+ \(b— a)) — F(a)
=F((1—=AX)a+ Ab)— F(a) =(1—N)F(a) + AF(b) — F(a)

F(a) + A(F(b) — F(a)) — F(a) = A(F(b) — F(a))
=\(F(a+u)— F(a)) = A\f(u)
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Afinni geometrie
Linearni zobrazeni urcuje afinni

tvrzeni: jsou-li A afinni prostor s prostorem vektort V, B afinni
prostor s prostorem vektori W, a € A a b € B, pak pro kazdé
linearni zobrazeni f : V — W je zobrazeni F : A — B definované

F(c)=b+f(c—a)
afinni zobrazeni, pro které plati F(a) = b

dakaz: vyjadfime-li bod ¢ € A jako ¢ = a + v, pak je formulka
definujici F ekvivalentni

F(a+v) = b+ f(v)
odtud ihned pyne F(a) = F(a+0)=0b
zbyva dokazat, ze takto definované F je afinni zobrazeni
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Afinni geometrie

Diikaz

pro libovolnou afinni kombinaci Adja; + -+ - + Akak
(tj. AMF+X+ -+ A= 1) plati

F(Mai+ -+ Mak) = b+ f(Aiar + - - - + Aeak — a)
= b (= a) o+ Aok — 3) + (~1)(a - 2)
=b+ A\if(ar—a)+ -+ M\f(ak — a)
=M(b+f(ar—a))+ -+ M(b+ f(ax — a))
= MF(a1) + -+ M\cF(ak)

poznamenejme jesté, Ze takto definované afinni zobrazeni F uréuje
zpétné linedrni zobrazeni f, nebot F(a+ v) = F(a) + f(v)
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Afinni geometrie

Jednoduché vlastnosti
pozorovani: je-li F : A — B je afinni zobrazenia f : V—- W
prislusné linedrni zobrazeni, pak plati
1. F je prosté pravé tehdy, kdyz f je prosté
2. F je zobrazeni na B pravé tehdy, kdyz f je zobrazeni na W

3. obrazem podprostoru b + U prostoru A pri zobrazeni F je
podprostor F(b) + f(U) prostoru B

4. je-li G : B — C afinni zobrazeni a g pfislusné linedrni
zobrazeni, pak slozené zobrazeni G o F je afinnim zobrazenim
A — C a jemu pfislusné linedrni zobrazeni je go f

pokud definujeme, Ze dva podprostory a; + Uz a ax + Us afinniho
prostoru jsou rovnobézné, pokud U; < Us nebo Uy < Uy

pak bod 3. fika, Ze , kazdé afinni zobrazeni zobrazuje rovnobézné
prostory na rovnobézné prostory"
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Afinni geometrie

Afinni zobrazeni pomoci matice

priklad: vyjadfime afinni, které zobrazi trojici bodii ay, a3, a3 € R?

(1) ()0 ()

na trojici bodii by, b, b3 € R3 (v daném poradi)

5 3 0
bi=| 3 |,b=| -11], bs3= 3
2 4 -1

protoze D = (ap — a1,a3 — a1) = ((—2,0)7,(1,-2)7) je baze
vektorového prostoru R?, tvofi trojice (a1, a2, a3) barycentrickou
soustavu soufadnic v afinnim prostoru R?

afinni zobrazeni F : R> — R3 je témito podminkami uréené
jednoznacné
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Afinni geometrie

Prislusné linedrni zobrazeni f

najdeme jeho hodnoty na prvcich baze D = ((—2,0)7,(1,-2)7)

3 5 -2
f(az—a]_) = F(ag)—F(al) == b2—b1 == -1 — 3 == —4
4 2 2
0 5 -5
f(a3—al) = F(a3)—F(al) == b3—b1 = 3 — 3 == 0
-1 2 -3

dostavame tak matici f vzhledem k bazim D v R? a K3 v R3

—2 -5
[Flg, = -4 o
2 -3
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Afinni geometrie

Vyjadreni afinniho zobrazeni F

matice f vzhledem ke kanonickym bazim je tedy

-2 -5 o 1 —1
(7l = (ARl = [ 4 0 ( ! )
0 2
2 =3
2 =5\, 13
== 0 |3(, L)= 21
2 -3 -1 1

vime, ze F(c+v) = F(c) + f(v) pro kazdy bod c a kazdy vektor v
zvolime ¢ = (0,0)" a v = (x1,x)"

afinni zobrazeni F posila bod (x1,x2)" do bodu

(OROHOROIE

Afinni zobrazeni

N =
= = W

()
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Afinni geometrie

Vyjadreni F pomoci matice a souradnic

dosadime a; za bod (x1, %) a spocteme

A= (D)2 1)(})

0 5 4 1
F( 0 > =13 ]-[3]=|020
2 0 2
nasli jsme tak vyjadreni
X 1 1 3 X 1+x + 3X2
F<1>: 0]+ 2 1 <1>: 2x1 + X2
2 2 ~1 1 2— x1 +x
muzeme udélat zkousku, ze skuteéné F(a;) = b; pro i =1,2,3
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Afinni geometrie
:

Obecny popis afinnich zobrazeni pomoci souradnic

postup z prikladu mlzeme zobecnit

je-li F: A — B afinni zobrazeni, S = (a, C) soustava soufadnic
v A a T = (b, D) soustava souradnic v B, pak pro kazdy bod
x € A plati

[FOCOIT =[F(a)]l7 + [f(x — a)l7 = [F(a)l7 + [f]5 [x — als
=[F(a)l7 + [f15 [X]s
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Afinni geometrie

Definice a ekvivalentni podminka

definice: jsou-li A, B afinni eukleidovské prostory, pak zobrazeni
F : A — B nazyvame izometrie, pokud zachovava vzdalenosti, tzn.
pro libovolné a, c € A plati

la—cll = l[F(a) = F(e)l

véta: jsou-li A a B afinni eukleidovské prostory kone¢né dimenze a
F : A — B je zobrazeni, pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni
1. F je izometrie

2. F je afinni zobrazeni A — B a prislusné linearni
zobrazeni f : V — W mezi prostory vektor( je ortogonalni

dikaz 2. = 1. je jednoduchy, pro kazdé body a, c € A plati

IF(a) = F(e)ll = lIf(a =)l = [la = cll
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Afinni geometrie

vvvvvv

dikaz 1.=-2. pouze naznacdime jednotlivé kroky

e vztah ,bod b je afinni kombinaci dvojice bod( a1, as s
koeficienty A1, A2" muzeme charakterizovat pomoci jejich
vzajemnych vzdalenosti
odtud odvodime, ze F(A1a1 + \2az) = A1 F(a1) + A2F(a2) pro
kazdé dva body a1, a» € A a koeficienty spliujici A1 + Ao =1

e z faktu, ze F zachovava afinni kombinace dvou bodu lze
odvodit, Ze zachovava libovolné afinni kombinace

e oznacime f prislusné linedrni zobrazeni a dokazeme, ze f
zachovava normu kazdého vektoru prostoru A

jeliae AaveV, pak
[F()I = If((a+v)—=a)ll = [[F(a+v)—F(a)l| = [[a+v—al = |lv]
e jedna z ekvivalentnich definic ortogonalniho zobrazeni Fika, Ze

f je ortogonalni pravé kdyz zachovava normu kazdého vektoru
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Afinni geometrie

|zometrie v afinnich euklidovskych prostorech R? a R3

v Casti o unitarnich operatorech v devaté kapitole jsme popsali, jak
vypadaji véechny ortogonalni operatory v prostorech R? a R3 se
standardnim skaldrnim soucinem

predchozi véta fika, ze kazda izometrie v afinnim euklidovském
prostoru je néjaky ortogonalni operator sloZzeny s posunutim

v roviné R? je kazda izometrie bud rotace sloZend s posunutim
nebo ortogonalni reflexe slozenad s posunutim

v prostoru R3 je kazdd izometrie
e bud rotace kolem néjaké osy slozend s posunutim

e nebo ortogonalni reflexe vzhledem k roviné slozena s
posunutim

e nebo rotace kolem osy slozena s ortogonalni reflexi vzhledem k
roviné a slozend jesté s posunutim
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