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Toto jsou prubezne vznikajici zdpisky z predndsky Linedrni algebra a geometrie
1. Pokud naleznete jakoukoliv chybu, dejte nam urcité veédét!

1. PREDPOKLADY

1.1. Komplexni ¢isla. Nékteré kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty nemaji
zédny realny koten. Nejjednodussi piiklad je rovnice
2 +1=0.

Geometricky divod neexistence realnych kofenidl pro tuto rovnici spociva v tom,
7e graf funkce f(x) = 22 + 1 neprotina realnou osu z, cely lezi nad ni. Tyto rov-
nice byly po dlouhéa staleti povazovany za nefeSitelné. A7z v Sestnactém stoleti se v
matematickych textech za¢ina objevovat viraz /—1 oznacujici kofen této rovnice.
Matematici Gerolamo Cardano a Rafael Bombelli vysli z toho, Ze se s timto ¢islem
pocita podobné jako s redlnymi Cisly, a odvodili pravidla, kterymi by se vypocty
mély tidit. Nasledovala dvé staleti diskusi, co by méla tato ¢isla znamenat. Vzil se
pro né vyraz imagindrni ¢isla naznacujici, ze nemaji zadnou redlnou existenci. René
Descartes tento nazev zacal pouzivat jako prvni v hanlivém smyslu opovrZenihodny.
Diskuse utichly az ke konci osmnactého stoleti, kdy se komplexni ¢isla stala béznou
soucasti matematiky.

Cardano a Bombelli si vSimli, Ze pokud s &islem /—1 poéitame podobné jako s
redlnymi ¢isly, pak mizeme vytesit kazdou kvadratickou rovnici s redlnymi koefici-
enty. Pro kladna redlna ¢isla a, b plati

Vab=/a Vb .

Pokud vyjdeme z toho, zZe podobné by mélo platit také

V—a=+v-1a
pro kladné realné ¢islo a, umime uz zapsat druhou odmocninu z kazdého realného
¢isla. Potom umime také vyjadrit kofeny libovolné kvradratické rovnice s redlnymi

koeficienty
ar’ +br+c=0 .

Pokud je b? — 4ac > 0, jsou jejimi kofeny realna ¢isla

—b+Vb% — dac
2a '
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V piipadé b? — 4ac = 0 oba kotfeny splyvaji v jediny dvojnasobny koten —b/2a. V
piipadé b? — 4ac < 0, mizeme s pomoci symbolu \/—1 kofeny zapsat jako

732‘: \/—(bza— 4(10)\/7—1 '

2a

K tomu potiebujeme védét jak pocitat s vyrazy Bv/—1, kde B je libovolné realné
¢islo, a dale s virazy A + By/—1, kde A, B jsou realna &isla.

Béhem osmnactého stoleti se pro vyraz v/—1 vZilo oznadeni 4, které zavedl §v§car-
sky matematik Leonhard Euler. Pouze elektroinzenyii pouzivaji oznaceni j, protoze
pro né i oznacuje proud.

Protoze ¢islo i = v/—1 oznaduje kofen rovnice 22 = —1, plati 12 = —1.

Definice 1.1. Komplexni cislo je vyraz
z=a+bi ,

kde a, b jsou redlna éisla. Cislo a se naz§vé redlnd ¢dst komplexniho é&isla z a oznadu-
jeme jej Re z. Cislo b je imagindrni ¢dst ¢isla z a ozna¢ujeme jej Im z. Dvé komplexni
Cisla a4 bi a ¢+ di se rovnaji pravé kdyz se rovnaji jejich realné ¢asti a imaginarni
casti. Tj. a + bi = c+ di pravé kdyz a =ca b =d.

Posledni ¢ast definice fika, Zze rovnost dvou komplexnich ¢isel ovéfime porovnd-
nim jejich redlnych a imaginarnich ¢asti. Nebo jinak feceno, komplexni ¢islo jed-
noznac¢né zadame tak, ze fekneme jeho redlnou a imaginarni ¢ast. Mnozinu vSech
komplexnich ¢isel budeme oznacovat C.

Komplexni ¢isla budeme séitat, od¢itat, nasobit a délit tak, aby tyto operace
mély pokud mozno stejné vlastnosti jako prislusné operace s redlnymi ¢isly. Hlavné
budeme usilovat o komutativitu a asociativitu scitdni a nasobeni a o distributi-
vitu nasobeni vzhledem ke s¢itani. Potom je pfirozené zavést soucet a rozdil dvou
komplexnich ¢isel jako

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+ (b+d)i
(a+bi)—(c+di) = (a—c)+(b—d)i .

Z obou formulek plyne, Ze soucet a rozdil dvou komplexnich ¢isel je zase komplexni
¢islo. Snadno si také odvodite, ze takto definované scitani komplexnich cisel je
komutativni a asociativni. Sta¢i pouze pouzit komutativitu a asociativitu s¢itani
realnych ¢isel.

Formulku pro nasobeni komplexnich &isel dostaneme za pouziti faktu, ze i2 = —1.
Chceme, aby nasobeni bylo komutativni, asociativni a distributivni vzhledem ke
sCitani. Z toho odvodime

a+bi)(c+di) = a(c+di)+(bi)(c+di) = ac+adi+bci+bdi* = (ac— +(ad+bc)i .
b d d b d di+b bdi? bd d+b

Opét si muzete snadno ovéfit, ze takto definované nasobeni komplexnich ¢isel je
komutativni a asociativni, je to jenom o néco vice pocitani nez v pripadé s¢itani.
Stejné snadno ovérime distributivitu nasobeni vzhledem ke s¢iténi.
nenulovymi komplexnimi ¢isly a je pfirozené povazovat komplexni ¢islo ¢ + di za
nenulové, pokud je aspoil jedno z realnych déisel c¢,d rizné od 0. Plati tedy, ze
¢+ di # 0 prévé kdyz ¢ 4+ d? # 0. Jesté si napfed spocitdme soudin

(c+di)(c —di) = (¢ +d*) +0i .
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Tento soucin je ruzny od 0 pravé kdyz ¢ + di # 0. Potom nam vyjde
a+bi a+bi c—di (ac+bd)+ (bc—ad)i <ac+bd> <bc—ad>

7.

c—i—di:c—i—di.c—di_ c2 4+ d? c2 4 d? c2 4 d?

Priklad 1.2. Spod¢itame vysledek v8ech operaci pro dvojici ¢isel z =2+ i aw =
3 — 4i. Plati

z+w = (24i)+(3—-4i)=2+3)+(1—4)i =5— 3i,

z—w = (24i)—3-4i)=2-3)+(1+4)i=—1+ 5i,
qw = (244)(3—4i) =6—4i* + (3—-8)i =6 —4(—1) — 5i = 10 — 54,
z 2+i::2+z.3+M::m—4yw8+$¢:gm%£i.
w 3—4i 3—4i 3+4i 32+ 42 25 25

Definice 1.3. Je-li w = ¢+ di komplexni ¢islo, pak ¢islo ¢ — di se nazyva komplexné
sdruzené k ¢islu w a oznacujeme jej .

P#imo z definice hned plyne, Ze Z = z pro kazdé komplexni &slo z. Thned také
vidime, ze w = w pravé kdyz d = 0 tj. pravé kdyz w je redlné ¢islo. Komplexni
sdruzovani dobfe souvisi s operacemi na komplexnich ¢islech.

Tvrzeni 1.4. Jsou-li z =a+ bi a w = c+ di komplexni ¢isla, pak plati
(1) z+w=z+mw,
(2) z—w=7z -,
(3) (zw) =z w,
(4) je-liw # 0, pak (z/w) =Z/W .

Diikaz. Dokézeme (3), ostatni ponechdme jako cvifeni. Plati zw = (ac — bd) +
(ad + be)i a tedy (zw) = (ac — bd) — (ad + be)i. Déle je Z =a —bi a W = ¢ — di. Tj.
ZW = (ac — bd) + (—ad — be)i = (ac — bd) — (ad + be)i. Redlné Easti Cisel (zw) a
Z w jsou tedy stejné. Také imaginarni ¢isti obou ¢isel se rovnaji, plati proto rovnost
2w) =Z W. O

—~

Vidéli jsme uz, ze pokud kvadratickd rovnice s redlnymi koeficienty nemé re-
alné kofeny, pak jeji komplexni kofeny jsou komplexné sdruzené. Nasledujici tvr-
zeni ukazuje, ze komplexni kofeny libovolného nekonstantniho polynomu s redlnymi
koeficienty se komplexné sdruzuji.

Tvrzeni 1.5. Komplexni ¢islo z je kovenem polynomu ant™ + Gp_12™ 1 4+ - +
a1x + ag s realnymi koeficienty pravé kdyz je ¢islo Z jeho kotenem.

Diikaz. Je-li z kofenem polynomu a,z™ + an_12" ' + -+ 4+ a1z + ao, plati
2™+ an_12" P+ +ajz+ag=0.

Podle predchoziho tvrzeni plati

0 = 0=anz"+ap_12" 1+~ +a12+ag
= @, 2"4a, 12" ' +---+a z+ao

_ —n—1 _
= a2 +ap_1z" 4+ -+ a1z+ag ,

v posledni rovnosti jsme pouzili to, Ze koeficienty polynomu jsou realné ¢isla. Cislo
Z komplexné sdruzené k z je tedy také kofenem polynomu.

Naopak, je-li Z kofenem polynomu, pak jsme pravé ukézali, ze Z = z je také jeho
kofenem. (]
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Imaginarni jednotku ¢ jsme zavedli jako v/—1, neboli jako kofen rovnice 2 = —1.
A co rovnice

2?2 =i 7
M4 néjaky kofen nebo jsme problém s fesitelnosti kvadratickych rovnic jenom odsu-

nuli o néco dale? Pokud by komplexni &islo z = a + bi bylo kofenem rovnice 22 = i,
muselo by platit

22 = (a +bi)(a+bi) = (a* — b*) + (2ab)i =0 + 17 .

7 definice rovnosti dvou komplexnich ¢isel plyne, Ze redlna cisla a, b musi splnovat
soustavu dvou rovnic

a’—b = 0,
2ab =

Z prvni rovnice dostaneme a = +b. V piipadé a = b pak z druhé plyne a = +1/v/2.
V piipadé a = —b dosazenim do druhé rovnice dostaneme 2b%> = —1 a zadné takové
realné ¢islo b neexistuje. Dostavame tak pouze dvé moznosti pro kofeny z rovnice

2 =i

z1 = —=(1414), nebo zy =

1 .
ﬁ(_l —1) .

= i se presvédc¢ime, Ze obé tato ¢isla jsou skutecné druhymi

Sl

Dosazenim do rovnice z:2

odmocninami z 4.

Podobné muzeme dodat smysl odmocniné y/w z libovolného komplexniho éisla
w = ¢+ di. Odtud vyplyva, ze kazda kvadraticka rovnice s komplexnimi koeficienty
ma néjaky komplexni koten.

Piiklad 1.6. Vyfesime rovnici
22— B+di)z+(2+4)=0.
Koeficienty rovnice jsou a =1, b = —3 — 4, ¢ = 2 + 4. Plati tedy
b —dac = (=3 —i)(—3—1)—4(2+i) =9+i*+6i—8—4i =9—1—-8+6i—4i = 2i .
Dosazenim do vzorce pro feSeni kvadratické rovnice dostaneme

C3+iEV2i 34i+V2Vi 340t (1+414)
B 2 B 2 B 2 '

Kofeny této rovnice jsou tedy 21 =241 a 25 = 1.

21,2

Ve skuteénosti plati mnohem obecnéjsi tvrzeni, které jako prvni dokéazal Carl
Friedrich Gauss.

Véta 1.7. Kazdy nekonstatntni polynom ant™ + ap_12" ' 4+ -+ a1+ ag s kom-
plexnimi koeficienty a; € C md aspori jeden komplexni koten.

Posledni véta, casto také nazyvand zakladni véta algebry, pouze garantuje
existenci komplexniho kofenu polynomu s komplexnimi koeficienty. Nijak nenazna-
Cuje, kde by se kofen mél nachazet nebo jak souvisi s koeficienty polynomu. Tim se
odlisuje od formule pro feseni kvadratické rovnice, ktera nejenom zajistuje existenci
kotene, ale také primo uvadi vzorec jak jej nalézt.
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1.2. Komplexni rovina. K vSeobecnému pftijeti komplexnich ¢isel ptispél také
objev jejich geometrického vyznamu v 18. stoleti. Komplexni ¢islo z = a + bi je
uspofddand dvojice redlnych ¢isel (a,b), své redlné a imaginarni slozky. Zvolime-li
v roviné pravouhly souradny systém, miizeme si ¢islo z = a+ bi predstavit jako bod
o soufadnicich (a,b). Realnd ¢isla pak lezi na vodorovné redlné ose. Na svislé ose
lezi ¢isla tvaru bi. Tém fikame cisté imagindrni a svislou osu nazyvame imagindrni
o0sa.

OBRAZEK spolu s polarnim tvarem

Bod v komplexni roviné odpovidajici komplexnimu ¢islu z = a+bi miizeme zadat
nejen pomoci kartézskych soutadnic (a,b). Dalsi moZnosti je vyjadfit jej pomoci
poldrnich soutadnic. Oznacime r vzdalenost bodu z od pocatku souradnic. Je-1i z £
0, pak oznacime ¢ thel, ktery svira kladny smeér realné osy s polopiimkou spojujici
pocatek s bodem z. Kartézské soufadnice bodu z jsou potom (r cosp,r siny).
Dvojici ¢isel (r, ¢) nazyvame poldrni souiadnice bodu (a,b). Dostavame tak dalsi
vyjadieni ¢isla z:

z=rcosp+irsing =r(cosp+isiny) .

Definice 1.8. Vyjadfeni ¢isla z ve tvaru z = r(cos ¢ + i sin ) nazyvame goniome-
tricky tvar komplezniho ¢isla z. Cislo r nazjvame modul nebo absolutni hodnota
¢isla z a oznacujeme jej |z|. Uhel ¢ je argument &isla z, oznaceni arg z. V piipadé
z = 0 neni argument definovan.

Modul |z| éisla z = a + bi se rovnd va? + b2. Argument arg z je v piipadé z # 0
urceny rovnostmi

. a
sin arg z ek cos arg z N
Argument arg z je uréeny jednozna¢né az na celoéiselny nasobek 27. Tak naptiklad
arg(1—1) se mize rovnat 37/4 nebo 117/4 nebo —n /4. Nésledujici tvrzeni ukazuje,
jak souvisi modul a argument ¢isla s operaci nasobeni komplexnich ¢isel.

Tvrzeni 1.9. Jsou-li z,w komplexni ¢isla, pak plati

(1) |2w] = |z[[w],
2) |z/w| = |z|/w| pokud w # 0,
3) 2z = |z]?,

arg(zw) = arg z + argw,
arg(z/w) = arg z — arg w,
argz = —argz .

(2)
(3)
(4) |z = |z,
()
(6)
)

Dikaz. Dokézeme pouze nékteré z uvedenych vlastnosti, zbylé ponechdme jako
cviceni. Obé ¢isla z, w vyjadiime v goniometrickém tvaru:
z=r(cosp+ising), w=s(costy+isiny).
Potom plati
zw = r(cosp +ising)s(cosy + isiny)
= rs((cospcos) — sinpsiny) + i(cos psiny + sin ¢ cos ))
= rs(cos(p + 1) +isin(p +9)) ,

pouzili jsme souctové vzorce pro sin a cos. Odtud plyne |[zw| = rs = |z||w]| a
arg(zw) = ¢ + 1 = argz + argw, coz dokazuje (1) a (5).
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Dokézeme jesté (3). Je-li z =a +bi,pak Z=a —biazz=a?>+b%=|z]2. O

Nékdy je vhodné omezit argumenty komplexnich ¢isel na ¢isla 0 < ¢ < 27. V
takovém piipadé pak rovnosti (5) a (6) plati ,az na celoéiselny nasobek 27¢.
Pro modul souétu z + w plati nasledujici trojiihelnikova nerovnost.

Tvrzeni 1.10. Pro komplexni ¢isla z,w plati
|2 +w| < [z] + |w] .

Dikaz. Tentokrat si ukdzeme dva diukazy. Geometricky vyplyva z porovnani vzda-
lenosti mezi tfemi body 0, z a z + w.

OBRAZEK

Vzdalenost mezi body 0, z se rovna |z|, vzdalenost mezi 0, z +w se rovna |z + w|
a vzdalenost mezi z,z + w je |w|. Délka tsecky spojujici 0 s z + w je mensi nebo
rovné souctu vzdalenosti mezi body 0 a z a vzdélenosti mezi body z a z+w. Odtud
plyne nerovnost

|z +w| < [z| + |w|

Algebraicky dikaz je zaloZzeny na zfejmé rovnosti z+z = 2 Re z a podobné zfejmé

nerovnosti Re z < |z|, které plati pro jakékoliv komplexni ¢éislo z. Potom plati

lz4+w]? = (z+w)(z+w)
= (z4+w)(z+w)
= 2zZ+zw+ zw +ww
= |2* + 2Re (2@) + |w|?

< 2 + 20z w] + [wf?
= (|2l + w])? |
odkud plyne odmocnénim dokazovand nerovnost. [

Komplexni &sla tvaru z = cos ¢+i sin ¢ maji modul rovng \/cos? ¢ + sin? ¢ = 1.
Lezi proto na jednotkové kruznici — kruznici se stfedem v poc¢atku a polomérem 1.
Podle Tvrzeni 1.9 (body 1. a 5.) plati

(cos +isinp)(cos 4+ isin) = cos(p + ¥) + isin(p + ¢)
odkud vyplyva nasledujici Moivreova véta.
Véta 1.11. Pro libovolné komplexni c¢islo cos  + isine a nezdporné cislo n plati
(cos +isinp)” = cos(np) + isin(np) .

Z Moivreovy véty plyne vzorec pro koreny rovnice ™ = 1 neboli pro n-té od-
mocniny z 1. Na obrazku vidime geometrické znédzornéni n-tjych odmocnin z 1 pro
n =4 an = 6. Jsou to vrcholy étverce (pro n = 4) a pravidelného Sestithelnika
(pro n = 6) se stfedem v pocéatku, které maji vzdy jeden z vrcholii v bodé z = 1.

OBRAZEK
Obecné muzeme n-té odmocniny z 1 zapsat ve tvaru

k2 k2
zk:cos—ﬁ+isin—ﬂ, kde k=0,1,...,n—1 .
n n

Vzhledem k riiznosti argumentti, které jsou vSechny z intervalu (0, 27), jsou disla
20 =1,21,...,2,_1 navzajem rizna. Z Moivreovy véty rovnéz plyne, 7e z;, = (z1)"
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pro vSechna k = 0,1,...,n — 1. VSechny n-té odmocniny z 1 jsou tedy mocninami
jednoho ¢isla z; = cos(27/n) + isin(27/n).

Zname-li vSechny n-té odmocniny z 1, miZzeme pomoci goniometrického tvaru
vyjadfit vSechny n-té odmocniny z libovolného komplexniho éisla w = r(cos¢ +
sin ). Ukadzeme si to na pfikladu druhych odmocnin.

Pi¥iklad 1.12. Ukézali jsme si, Ze v/i se rovna bud

V2 V2o e V2 V2,
2 2 2 2

Vyadiime-li i a v/i v goniometrickém tvaru, dostaneme i = cos(m/2) + isin(7/2) a

g +gi:cosg+ising, —g - gi:cos (%—&—W) —l—isin(z—l—ﬂ)
OBRAZEK odmocniny z 1
Jesté ndzornéjsi je goniometricky tvar druhych odmocnin z ¢isla —1 = cosm +
isin7. Jsou jimi
. 7T R . ™ .. i
z:cos§—|—zsm§ a —1=cos <§+7T> +zsm<§—|—7r>
Druhé odmocniny z obecného komplexniho éisla w = r(cos ¢ +sin ¢) jsou potom
¢isla

\/mzx/;(msf—i-isinf) a \/F(cos (f—kw) + 2sin (f—i-w))

2 2 2 2
OBRAZEK obecne ¢
Skutec¢nost, ze obé ¢isla jsou druhymi odmocninami z ¢isla z, snadno ovéfime
pomoci Moivreovy véty.

Priklad druhych odmocnin ukazuje, jak dostat vSechny n-té odmocniny z ¢isla
w = r(cos @ + isin ) pro obecné ¢islo n > 2. Plati totiz

Yw = /r{/cosp+ising) V1 .

Obecnou n-tou odmocninu z w tak dostaneme jako soucin n-té odmocniny z modulu
|lw| = r s jednou konkrétni n-tou odmocninou z cos¢ + isingp a obecnou n-tou
odmocninou z 1. Podle Moivreovy véty je jednou z n-tych odmocnin z cos ¢ +isin ¢
¢islo
cos 2 + 4 sin L
n n
Vsechny n-té odmocniny z 1 jsme jiz pomoci Moivreovy véty nasli. Jsou to
k2w k2m
cos — +isin——, prok=0,1,....,n—1 .
n n
Vechny n-té odmocniny z w = r(cos ¢ + i sin ) se tak rovnaji
+ k27 + k2
W(cosw—i—zsm(p) , prok=0,1,....,.n—1.
n n

Priklad 1.13. VSechny tfeti odmocniny z ¢éisla —8i = 8(—i) = 8(cos(37/2) +
isin(37/2)) jsou
™ k2w .. (7T k2w
2 cos <2+3) + ¢ sin (2—|—3> pro k=0,1,2 .
OBRAZEK
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Vsechny paté odmocniny z ¢isla —3 = 3(—1) = 3(cos 7 + isin7) se rovnaji

k2 k2
\5/§(cos(§+57r>+zsm<7r W)) pro k=0,1,2,3,4 .

OBRAZEK
Na zavér této tvodni Casti uvedeme jesté Eulerovu formuli
cosp +ising = e |
ktera vyjadiuje komplexni ¢isla s absolutni hodnotou 1 jako mocniny tzv. eulerova
¢isla e = 2,78... s Cisté imagindrnim exponentem. Pozdéji, az se dozvite pfesnou
definici ¢isla e, bude mozné tuto formulku dokazat. V této chvili ji budeme brat

pouze jako pohodlné oznaceni. S timto oznac¢enim mtzeme sou¢tové vzorce pro sinus
a cosinus vyjadrit jednoduse jako

P tY) — piv i

a Moivreovu vétu jako
(eup)n — eingy

)

v obou pfipadech jde o jednoduchd pravidla pro pocitdni s exponenciélni funkci. A
nakonec goniometricky tvar komplexniho ¢isla z mizeme pomoci Eulerovy formule
zapsat v podobé

z=re" .
1.3. Teorie ¢&isel. GCD, Bezout, inverzy modulo p, gcd a Bezout pro polynomy

1.4. Zobrazeni. Zobrazeni f : A — B mé vzdy defini¢ni obor A (ne jak v analyze,
nebo uvodnim kurzu).

Bijekce praveé kdyz ma inverz.

Zobrazeni je prosté pravé kdyz ma levy inverz, je na pravé kdyz ma pravy inverz.

Cviéeni

1. Pfedpokladejme, Ze f : A — B je bijekce a g : B — A je zobrazeni zprava inverzni k f.
Dokaizte, Ze g je bijekce (a tim padem g = f1).

2. RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

Cil. Naucime se tesit soustavy linedrnich rovnic Gaussovou eli-
minacni metodou.

2.1. Aplikace.
Na feseni soustavy linearnich rovnic vede celd fada praktickych i teoretickych
aloh. Pro ilustraci uvedeme pét prikladu.
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10
259@ 300
1Q
10V — @
50

OBRAZEK 1. Elektricky obvod z éasti 2.1.1

2.1.1. Elektricke obvody. U elektrického obvodu na obrazku chceme urcit proudy
protékajici jednotlivymi vétvemi.

Pouzijeme metodu smycek. Proudy protékajici jednotlivymi elementarnimi smy-
¢kami jsou oznaceny Iy, Is, I3 podle obrazku. Aplikaci druhého Kirchhoffova zakona
ziskame pro kazdou smycku jednu rovnici:

111 + 25(I; — I5) + 50(1; — I3) = 10

25(I — 1)+ 301, + 1(Is — I3) =0

50(Is — 1)+ 1(Is — I2) + 5515 =0
Zjednodusenim dostaneme soustavu tfech linedrnich rovnic o tfech neznamych,
kterd mé pravé jedno fesSeni (I, I, I3) = (0,245, 0,111, 0,117). Z toho dopocteme
proudy pro jednotlivé vétve.

10
J\/\/\/ 0,245A 0,1114

250
300
0,1344
oV = 0,006 A
509
§ 550
0,1284 01174

OBRAZEK 2. Proudy v elektrickém obvodu z ¢asti 2.1.1

2.1.2. Prokladant kruznice danymi body. Chceme najit kruznici v roviné prochaze-
jici body (1,0), (—1,2), (3,1). (Napiiklad vime, Ze se néjaky objekt pohybuje po
kruhové draze, mame zméfeny t¥i polohy a chceme ur¢it stfed obihéni. )

Rovnice kruznice v rovin€ ma tvar

2+ +ax+by+c=0.
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-1 1 2 3
OBRAZEK 3. Kruznice prochézejici danymi tfemi body

Dosazenim danych tfech boda ziskdme soustavu linearnich rovnic
1+a+c=0,
5—a+2b+c=0,
10+3a+b+c=0.

Soustava méa pravé jedno feseni (a,b,c) = (—=7/3,-13/3,4/3), takze hledand kruz-
nice mé rovnici

z? + szxfg Jré
Yy o3t m3Y Ty

Chceme-li znat stfed a polomér, rovnici mizeme upravit na tvar

AR N E AR
6 Y% ) T 1®

z kterého vidime, Ze hledané kruznice mé stied (7/6,13/6) a polomér /85/18.

=0.

2.1.3. Vycislovdni chemické rovnice. Uvazujme chemickou reakci toluenu a kyseliny
dusi¢né, pri které vzniknd TNT a voda:

C7Hg + HNO3 — C7H506N3 + H50.

Vy¢isleni chemické rovnice znamenda nalezeni pomért jednotlivych molekul, aby
pocet atomt kazdého prvku byl na obou stranéch stejny.

xCrHg + yHNO3 — zC7H506N3 + vH>0.

Chceme tedy najit hodnoty x,y, z, v, které spliuji soustavu rovnic To vede na rov-
nice

Tr ="z,
8x +y = 5z + 2v,
y = 3z,

3y =62z + w.
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Vzhledem k vybusné povaze tohoto prikladu nebudeme na tomto misté radéji uva-
dét feSeni.

2.1.4. Nezndmd zdvazi. Mame t¥i zavazi. Prvni vazi 2kg, ale hmotnost dalsich dvou
bohuzel nezndme. Podafilo se ndm vSak najit dvé rovnovazné polohy:

|2kg]

50 40 30 20 10 A 10 20 30 40

50
2kg

50 40 30 20 10 A 10 20 30 40 50

OBRAZEK 4. Nezndm4 zavazi

Z téchto informaci muZeme hmotnosti uréit. Provnanim momentd totiz dosta-
neme soustavu linedrnich rovnic

40h + 15¢ =502
25¢ =25 -2+ 50h,

kterou snadno vyfesime.

2.1.5. Pohyb hlavy disku. Objekt jednotkové hmotnosti se pohybuje bez tfeni po
pfimce, na pocatku je v poloze 0 a ma nulovou rychlost.

OBRAZEK

Po dobu 8 vtefin na néj ptsobi vnéjsi sily f(¢). Vnéjsi sila je konstantni vzdy
béhem jedné vtefiny, tj. f(t) = z; proj—1 <t < jaj=1,2,...,8 Chceme
dosdhnout toho, aby se po 8 vtefinach poloha objektu rovnala b; a jeho rychlost
byla by. Vektor nezndmych sil (z1,...,25)” musi spliiovat soustavu

15 13 11 7 5 3 1
?xl+?1324‘?$3+55E4+§$5+§$6+§$7+§$8=b1

T1+ 22+ 23+ T4+ 25+ 26+ 37+ T8 =0

2.2. Geometricka interpretace, Fadkovy pohled. Jedno feseni soustavy line-
arnich rovnic o n neznamych budeme zapisovat jako uspofddanou n-tici ¢isel. To
predpoklada néjaké pevné usporadani neznamych. Z kontextu bude toto uspora-
déani zfejmé, neznamé jsou vétsinou znaceny zi,...,xT,. Uspofadanou n-tici ¢isel
nazyvame n-slozkovy aritmeticky vektor:

Definice 2.1. Aritmetickym vektorem nad R s n slozkami rozumime uspoiddanou
n-tici redlnych cisel.

V této kapitole budeme ¢asto misto ,aritmeticky vektor nad R“ fikat pouze ,arit-
meticky vektor“, nebo jen ,vektor®, protoze jiné druhy vektoru zatim nebudeme
pouzivat.

Vektory budeme psat sloupcové, naptiklad

1
v = —-33
5
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Pro tsporu mista vektor ¢asto napiSeme fadkové a pridame exponent 7', naptiklad
v =(1,-33,5)T.

Znak T bude zaveden v kapitole 4 obecnéji pro transponovani matic.

Aritmetické vektory si pro n = 2 (resp. n = 3) miZzeme pfedstavovat jako Sipky
v roviné (resp. prostoru) s danou velikosti a smérem, pokud mame v roviné nebo
prostoru zvoleny soufadny systém.

OBRAZEK

KaZzdému bodu roviny o soufadnicich [a,b] pfitadime jeho polohovy vektor, coz
je vektor vedouci z po¢atku soutadnic do bodu [a, b]. Je to vektor (a,b)”. Naopak,
kazdy dvouslozkovy vektor (u,v)? je polohovym vektorem bodu o soufadnicich
[u, v]. Takto mizeme mnozinu vSech FeSeni soustavy linedrnich rovnic o dvou ne-
znédmych (tj. mnozinu dvouslozkovych vektort) popsat nebo geometricky znzornit
jako mnozinu bodid v roviné. A naopak mnoZinu bodi v roviné muzeme vyjadrit
jako mnozinu jejich polohovych vektori. Podobné mizeme znazornit t¥islozkovy
vektor (a,b,c)T jako polohovy vektor bodu o soutadnicich [a, b, c] v prostoru.

2.2.1. Jedna rovnice o dvou neznamych. Mnozinou feSeni rovnice a1x1 +asxs = by,
kde aq,as2,b1 € R jsou zvolena ¢isla a x1, T2 jsou neznamé, je primka v roviné,
kromé trividlniho p¥ipadu, ze a1 = as = 0, kdy je mnozinou feSenim bud celd
rovina (v pfipadé b; = 0) nebo prazdna mnozina (v pfipadé by # 0). Kolmosti a
skalarnim soucinem se budeme detailnéji zabyvat v kapitole 7, ted jen pfipomenme,
7e (a1,a2)T je normalovy vektor této pifmky, tj. vektor kolmy na jeji smér.

OBRAZEK

Kazda pfimka mutze byt také vyjadfena parametricky. K tomu piipomeneme
operace s¢itani vektord a nasobeni vektort redlnym cislem.

Definice 2.2. Jsou-li u = (uj,us...,u,)" av = (vi,vs,...,v,)7 dva n-slozkové
aritmetické vektory nad R, pak jejich souctem rozumime aritmeticky vektor

Uy +v1
Uz + V2
u+v=
Up + Up
Je-li u = (ug,...,u,) aritmeticky vektor nad R a ¢ € R redlné éislo, pak t-
nasobkem vektoru u rozumime vektor
tU1
tUQ
t-u=tu=
tu,

Pro dva n-slozkové vektory u, v definujeme

—u=(-1)ruau—-v=u+(-v) .

OBRAZEK
Piiklad 2.3.
1 5 2 -5 -3
2 3 | - 2 = 6 + -2 = 4
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Parametrické vyjadieni pfimky v roviné je zapis tvaru
{u+tv:teR}

kde u a v jsou 2-slozkové vektory. Vektor u je polohovym vektorem néjakého bodu
pfimky a vektor v urcuje jeji smér.

OBRAZEK

V prostoru ma parametrické vyjadfeni pfimky stejny tvar, jenom vektory u,v
maji t¥i slozky.

2.2.2. Vice rovnic o dvou mezndmych. Uvazujme libovolnou soustavu linearnich
rovnic o dvou neznamych x1, zo. Kazda (netrividlni) rovnice uréuje pfimku v roviné
a my se snazime najit dvojice (x1,x2)7, které vyhovuji véem rovnicim. Refenim je
tedy prinik piimek danych nasimi rovnicemi. Z toho je intuitivné jasné jak mtze
vypadat mnozina vSech feSeni:
e Cela rovina. To se stane v piipadé, Ze vSechny rovnice maji trividlni tvar
0x1 + 0x9 = 0.
e Piimka. To se stane v pfipadé, Ze vSechny (netrividlni) rovnice popisuji
tutéz primku, neboli vSechny rovnice jsou nasobkem jedné z rovnic.
e Bod. Nastane v pfipadé, ze soustavy popisuji alespon dvé rizné primky a
vSechny tyto pfimky prochézeji jednim bodem.
OBRAZEK
e Prizdnd mnozina. Nastane v pripadé, ze dvé rovnice urcuji rovnobézné
primky, nebo rovnice urcuji tfi pfimky neprochézejici jednim bodem, nebo
jedna z rovnic je trividlné nesplnitelné, naptiklad 0z + Oxo = 123.
OBRAZEK

2.2.3. Tri neznamé. Mnozina Teseni jedné linearni rovnice o tfech nezndmych tvaru
a121 + asxo + azxs = b geometricky odpovidé roviné v R3, kromé trividlniho pii-
padu a; = ay = az = 0. Vektor (aj,az,a3)? je normélovym vektorem roviny.
Parametricky lze rovinu zapsat ve tvaru

{u+sv+itw:s,teR},

kde u je polohovy vektor néjakého bodu roviny a v,w jsou vhodné (3-slozkové)
vektory urcujici smér roviny.
OBRAZEK
Resime-li tedy soustavu linedrnich rovnic o tfech nezndmych, hleddme prinik
rovin. Resenim mfize byt:
Cely prostor. To nastane v trividlnim piipadé.
Rovina.
Piimka. OBRAZEK
Bod. OBRAZEK
Prazdna mnozina. OBRAZEK

2.2.4. Vice neZ tri neznamé. Pro vice proménnych je vizudlni pfedstava obtizna,
ne-li nemozna. Stédle ale plati, Ze jedna netrividlni rovnice urcuje ,rovny utvar“
s dimenzi o jedna mensi nez je pocet neznamgych, tzv. nadrovinu. (Dimenzi sice
budeme definovat pozdéji, ale pro malé dimenze definice souhlasi s intuici.) ReSeni
soustavy pak lze chapat jako hledani priniku nadrovin. Vysledkem bude ,rovny
utvar“ néjaké dimenze (bod, pfimka, rovina, ...).
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2.3. P¥iklady. Resime-li ru¢né soustavu o nékolika mélo rovnicich a malo nezné-
mych postupujeme obvykle tak, Ze postupné eliminujeme neznamé.

2.3.1. Soustava s jednim Tesenim. Zacneme s pfimocarym piikladem soustavy t¥ech
rovnic o tfech nezndmych x1, x2, x3.

2%1 + 6582 + 5353 =0
3x1 + Hxo 4+ 18x3 = 33
2x1 + 4x5 + 10x3 = 16

Principem elimina¢n{ metody je prevést soustavu ekvivalentnimi dGpravami (tj.
upravami, které neméni{ mnoZinu feSen{) do tvaru, ze kterého se feSeni snadno do-
pocita. Ekvivalentnimi tipravami jsou naptiklad prohozeni dvou rovnic, vynasobeni
nékteré rovnic nenulovym c¢islem a pricteni nékolikandsobku jedné rovnice k jiné.
Tvar, o ktery se snazime, je tzv. odstupriovany tvar. Pfesné bude definovan pozdéji,
ale principem je, ze v kazdé dalsi rovnici je na zacatku vice nulovych koeficient.

Nejprve docilime toho, Ze ve vSech rovnicich kromé prvni bude nulovy koeficient
u x1. Tomuto procesu se také Fika eliminace neznamé x;. MuZeme to udélat tak,
ze z jedné rovnice vyjadfime nezndmou x; pomoci ostatnich neznamych, vysledek
dosadime do zbyvajicich rovnic a upravime je. Stejného efektu docilime také tak, ze
pfi¢teme vhodné ndsobky vhodné rovnice (rovnice s nenulovym koeficientem u ;) k
ostatnim tak, aby z ostatnich rovnic neznamé x; ,zmizela“, tj. méla v nich nulovy
koeficient. V nasem piipadé bychom mohli (—3/2)-ndsobek prvni rovnice pfi¢ist
k druhé a (—1)-ndsobek prvni rovnice pfi¢ist ke t¥eti. Aby nam vSak vychazely
hez¢i koeficienty, vynasobime tfeti rovnici jednou polovinou a prohodime ji s prvni
rovnici.

$1+2(£2+5£L'3 =8
3x1 + Hxo 4+ 18x3 = 33
2x1 4+ 622 + 53 =0
Jsme pripraveni k eliminaci proménné x;: pFicteme (—3)-nasobek prvni rovnice ke
druhé a (—2)-nésobek prvni rovnice ke t¥eti.
T, + 229 + 513 =38
—xo+3x3=9
+2Z2 — 5.’£3 = *16
Po eliminaci jedné neznamé jiz prvni rovnici nebudeme ménit a budeme se zabyvat
pouze zbylymi rovnicemi. V naSem piipadé€ jiz zbyvaji pouze dvé a k eliminaci
neznamé xo staci pri¢ist 2-nasobek druhé rovnice ke treti.
xr1 + 229 4+ 5x3 =8
—x2+3x3=9
T3 = 2
Nyni jiz mizeme dopocitat feSeni tzv. zpétnou substituct, kdy postupujeme od po-
sledni rovnice k prvni a postupné dosazovanim ziskdvame hodnoty neznamych. V

nasem piipadé dostavame x3 = 2, xo = —3, 1 = 4. Ptvodni soustava ma praveé
jedno feSeni, a to aritmeticky vektor (4, —3,2)7.
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Pti feSeni soustavy jsme mohli samoziejmé zacit eliminaci libovolné proménné,
také nebylo nutné tfeti rovnici prehazovat s prvni a nasobit ji napfed jednou polo-
vinou.

Pre feSeni velkych soustav tisicti rovnic o tisicich nezndmych potiebujeme jed-
notlivé kroky eliminace néjak uspotfadat tak, aby je bylo mozné pouzit kdykoliv a
bez ohledu na to, jaké jsou koeficienty soustavy. Tomuto postupu se fikd Gaussova
eliminacni metoda nebo zkracené Gaussova eliminace.

2.3.2. Maticovy zdpis. K formulaci Gaussovy eliminace a také pro zkraceni zapisu
budeme misto soustavy psat jeji rozsirenou matici. Nejprve zavedeme pojem matice:

Definice 2.4. Matici (nad R) typu m x n rozumime obdélnikové schéma redlnych
¢isel s m radky a n sloupci.

Zapis A = (aij)mxn Znamend, ze A je matice typu m x n, kterd mé na pozici
(4,7) (tedy v i-tém Fadku a j-tém sloupci) ¢islo a;;.

Pozor na poradi indext — prvni ¢islo oznacuje fadek, druhé sloupec.
Definice 2.5. Matici soustavy

1121 + a12%2 + - + A1p Ty = by

G211 + a22%2 + -+ - + G2, Ty = by

Am1T1 + Gm2X2 + -+ + AmpTn = bm

rozumime matici

ail ai12 .o Q1n
a21 a22 ce. Q2p
A= (aij)mxn -
Am1 Am2 ... Omn
Vektor pravych stran je vektor b = (by, by, ..., by)T a rozsivend matice soustavy je
matice
a1 a2 co.o Q1p b1
azi  aze ... a2, | ba
(A|b) =
Gml Gm2  --- Qmp | b

Rozsifena matice soustavy tedy vznikne tak, ze do i-tého fadku zapiseme koefi-
cienty v i-té rovnici u proménnych x1,...,x, a nakonec napiSeme pravou stranu.
Pro prehlednost se pravé strany oddéluji svislou ¢arou. Rozsifend matice se timto
rozdéli na dva bloky. V levém je matice soustavy a v pravém je sloupec pravych
stran.

Pro soustavu rovnic z predchoziho prikladu

2x1 4+ 622 + 523 =0

3r1 4+ dxo + 18x3 = 33
2x1 4+ 4xo 4+ 10x3 = 16



16 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

vy

jsou jeji matice, sloupec pravych stran a rozsifena matice

2 6 5 0 2 6 5]0
A=[3 5 18], b=|3 |, A4|b)=[3 5 18|33
2 4 10 16 2 4 10|16

Prohozeni dvou rovnic se v rozsitené matici projevi prohozenim dvou radkt, vy-
nasobeni i-té rovnice ¢islem ¢ odpovida vynasobeni i-tého fadku matice Cislem ¢ a
podobné pficteni t-nasobku i-té rovnice k j-té odpovida pri¢teni t-nasobku i-tého
fadku k j-tému. Pro vyznaceni, Ze rozsirena matice vznikla z pfedchozi ekvivalentni
apravou pouzivame symbol ~. Upravy provedené u nasi soustavy tedy zapiSeme
takto:

2 6 510 1 2 5|8

3 5 1833 |~ 3 5 18|33 |~

2 4 10|16 2 6 510

1 2 ) 8 1 2 5|8
~( 0 -1 3 9 ~1 0 -1 3|9

0 2 —=5]|-16 0 0 12

Zapis uprav se timto znacné zkrati a zprehledni.

Misto ,soustava rovnic s rozsifenou matici (A | b)“ budeme nékdy strucéné fikat
ssoustava (A | b)“.

Poznamenejme jesté, ze uzitim nasobeni matic z kapitoly 4 lze feSeni soustavy
rovnic s roz§ifenou matici (A | b) zapsat jako hledani vSech vektort x takovych, zZe
Ax = b. Maticovy popis se hodi nejen ke zkréceni a zptehlednéni, je vyhodnéjsi i
pro teoretické ivahy. Po zavedeni vSech pojmu jiz vlastné jiny zapis ani nebudeme
pouzivat.

2.3.3. Jeden parametr. Podivejme se na priklad soustavy rovnic o tfech neznamych,
kdy TeSenim je pfimka. Pouzivame rovnou maticovy zapis.

1 4 3|11 1 4 3 |11
1 4 5|15 |~ 0 0 2 4 ~
2 8 3|16 00 —3|—-6
1 4 3|11 14 311
~ 0 0 2] 4 ~ ( 00 2|4 )
00 0|0

V prvni dpravé jsme pficetli (—1)-ndsobek prvniho fddku k druhému a (—2)-
nasobek prvniho faddku k tfetimu. V druhé tdpravé jsme (3/2)-ndsobek druhého
rfadku pricetli k tfetimu. Nakonec jsme jen vynechali posledni fadek, ktery odpo-
vida rovnici Ox; + Oxo + Oxs = 0, kterda mnozinu feSeni neméni. Vznikla soustava
rovnic je v nematicovém zapisu

Ty + 4o + 3x3 = 11
25(}3 =4
7Z posledni rovnice umime spocitat x3 = 2 a z prvni rovnice 1, zndme-li ovSem xs.
Neznamou zs lze volit libovolné a budeme ji fikat parametr. Parametr oznacime
t = x5 a vyjde z; = 5 — 4t. Mnozina vSech Teseni je tedy
5 — 4t
t :teR
2
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V nasem konkrétnim ptipadé lze za parametr zvolit také neznamou z; = s, dopoci-
tat o = 5/4 — s/4 a ziskat mnozinu feseni ve tvaru {(s,5/4 — s/4,2)T : s € R}.
Nevyhodou této volby je, Ze by nefungovala, pokud by byl koeficient u x5 v prvni
rovnici roven nule. Volba parametri, ktera funguje vzdy bude diskutovana u néasle-
dujiciho prikladu a pak v plné obecnosti v ¢asti 2.4.

Vratme se ale k mnoziné feseni {(5 — 4t,¢,2)T : t € R}. Vektor (5 — 4t,t,2)7T lze
pomoci séitani a nasobeni skalarem vyjadrit také jako

5—4t 5 — 4t 5 —4t 5 —4
t = 0+t |={ 0|+ t |=[0]+t[ 1
2 240t 2 0t 2 0
TakZe mnozinu vSech feSeni lze napsat ve tvaru
5 —4
0 |+t 1 teR
2 0

Tento tvar je lepsi nez predchozi. Vidime z néj totiz, ze feSenim je piimka procha-
zejici bodem (5,0,2)7 se smérovym vektorem (—4,1,0)7.

Uvedeny postup na hled4ni feseni soustavy nebudeme pouzivat. Vektory (5,0, 2)7
a (—4,1,0)7 1ze totiz spocitat jednodussim zpiisobem, ktery ted popiseme. Budeme

potfebovat pojem homogenni soustava rovnic:

Definice 2.6. Soustava rovnic se nazyva homogenni, pokud vSechny pravé strany
jsou rovny nule.

Maéme-li soustavu rovnic s rozsifenou matici (A4 | b), pak pfislusnou homogenni
soustavou rozumime homogenni soustavu s matici (A4 | 0), kde o = (0,0,...,0)7 je
nulovy vektor.

Vratme se ke tvaru rovnic po tpravach, ¢ili

1 4 311 . r1 +4xy + 33 =11
(0 0 2 4) neboli 21y =4

Zagneme uréenim parametrii. Je jeden, totiz nezndmé x5 (vice k tomuto tématu
nize). Mnozinu feSeni budeme hledat ve tvaru {u + ¢v : t € R}. Vektor u urc¢ime
jako libovolné (tzv. partikuldrn?) fesSeni soustavy. VétSinou byvé nejjednodusi zvolit
za parametr(y) nulu a zpétnou substituci dopocitat zbylé proménné. Vektor v je
feSeni prislusné homogenni soustavy pii volbé parametru ¢t = 1, spocitame jej
opét zpétnou substituci. Prakticky mizeme postupovat tak, Ze napiSeme mnozinu
vsech Teseni s doplnénymi zvolenymi parametry

0 |+t 1 :teR

a na prazdnad mista doplnujeme odzadu zpétnou substituci dopoc¢tené hodnoty.
Pozor na nejéastéjsi chybu, totiz Ze pri pocitani druhého vektoru zapo-
meneme vynulovat pravou stranu!

V nasem pfipadé dostaneme mnozinu feSeni

5 —4
S = 0 ]+t 1 teR
2 0
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VysSel nam stejny tvar vysledku jako pfedchozim postupem (neni to ndhoda). Nova
metoda je daleko prehlednéjsi a rychlejsi, zejména mame-li vétsi soustavu.

Zbyva si ujasnit, ze nalezena mnozina S = {(5,0,2)7 +¢(—4,1,0)T : t € R} je
skuteéné rovnd mnoziné vSech feSeni soustavy (aniz bychom porovnavali vysledek
ze star§im postupem). Skutecnost, ze kazdy prvek mnoziny S je FeSenim puivodni
soustavy si snadno ovéfime tak, ze pro libovolnou hodnotu paramatru ¢ dosadime
piislusny vektor (5,0,2)7 4 t(—4,1,0)T € S do vsech rovnic ptivodni soustavy a
ovéiime, ze nam vzdy vyjde vektor pravych stran (11,4, —6)7. Jako kdybychom
délali zkousku.

Puvodni soustava mé stejnou mnozinu feseni jako soustava

X1 + 41’2 + 31‘3 = 11
2%3 =4 s

protoze jsme od jedné k druhé presli pouze pomoci ekvivalentnich uprav, které
neméni mnozinu vsech FesSeni soustavy. Z posledni soustavy je vidét, ze libovolna
volba paramatru ¢ jako hodnoty x5 jednoznac¢né urcuje hodnoty zbyvajicich dvou
nezndmych z3 (ta dokonce na volbé t nezavisi) a x;. Existuje tedy pravé jedno
FeSeni puvodni soustavy, pro které plati zo = ¢.

Také v mnoziné S eistuje pravé jeden vektor, jehoz druha slozka se rovna ¢, a to
vektor

) —4 5 —4t
0 |+t 1 = t
2 0 2

O zadné feseni puvodni soustavy jsme vyjadienim mnoziny vSech FeSeni jako mnoziny
S tedy neprisli.

2.3.4. Vice parametru. Podivame se na soustavu s vice parametry, ze které jiz snad

bude vidét obecny postup. Soustava bude mit pét neznamych x1,...,zs, takze
vizudlni predstava je stézi mozné.

00 1 0 2|-3 1 2 -1 3 0] 2

2 4 -1 6 2|1 ~1 2 4 -1 6 2|1 ~

1 2 -1 3 0] 2 00 1 0 2|-3

1 2 -1 3 0] 2 1 2 -1 3 0] 2

00 1 02|-3|]~100 1 0 2|-3

00 1 0 2|-3 00 0 000

V prvni tpravé jsme prohodili fadky, aby byl na prvnim misté v prvnim fadku nenu-
lovy prvek. V druhé tpravé jsme (—2)-nasobek prvniho fadku piicetli ke druhému.
Ve tfeti Gpravé jsme (—1)-ndsobek druhého fadku pticetli ke t¥etimu.

Soustava je ted v odstupniovaném tvaru. K volbé parametri nejprve uréime pi-
voty, to jsou prvni nenulové prvky v kazdém fadku. Proménné odpovidajici sloup-
cum s pivotem se nazyvajl bdzové promeénné. V nasem pripadé jsou jimi x; a x3.
Zbylé proménné jsou tzv. volné promenné, v nasem piipadé€ xa, x4, x5. Volnym pro-
ménnym také fikdme parametry. Protoze mame tfi volné proménné, mnozina vsech
feseni bude tvaru

{u +love +t4vy +15v5 o, ly, 15 € ]R} .

Vektor u (partikuldrni feseni) najdeme jako libovolné feseni soustavy, nejjednodu-
$81 bude zvolit za volné proménné nuly. Vektory vs, vy, vs budou feseni pfislusné
homogenni soustavy. Vektor vy ziskdme volbou volnych proménnych (xo, x4, x5) =
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(1,0,0), vektor v4 volbou (x2,x4,x5) = (0,1,0) a vektor vs volbou (zo, x4, z5) =
(0,0, 1). Mnozinu vsSech feSeni tedy hleddme ve tvaru
0 1 0 0
S = . + to . +t4 . +t5 . Zt27t4,t5€R
0 0 1 0
0 0 0 1

Kazdy ze ¢tytech vektort dopocitame zpétnou substituci. Vyjde

—1 -2 -3 -2
0 1 0 0
S = -3 + to 0 +t4 0 + t5 -2 tto,tg,t5s ER
0 0 1 0
0 0 0 1

Ovéfeni, ze nalezend mnozina je mnozinou vsSech feseni dané soustavy, by bylo
obdobné jako u predchoziho pfikladu. V prvnim kroku bychom zkouskou ovérili,
ze kazdy vektor z mnoziny S je skutecné fesenim ptvodni soustavy. V druhé ¢asti
bychom ukézali, Ze pro libovolnou volbu hodnot volnych proménnych xo = ws, x4 =
wy a T5 = w;s eistuje pravé jedno feseni w = (wy,ws, . .., ws)? pivodni soustavy a
soucasné ze existuje v S vektor, jenz se s w shoduje na druhé, ¢tvrté a paté slozce,
totiz vektor u+ wovy + wyvy + wsvs. Proto byly hodnoty volnych proménnych pii
vypoctu vektord va, vy a vs voleny uvedenym zpisobem.

P1i vypoctu na papire je vhodné nalezené vektory zkontrolovat dosazenim do
puvodnich rovnic.

2.4. ReSeni obecné soustavy rovnic Gaussovou eliminaci. Nyni pfedstavime
metodu feSeni soustav linedrnich rovnic ukézanou na predchozich ptikladech v obec-
ném pripadé.

2.4.1. Odstupriovany tvar.

Definice 2.7. FEkvivalentni upravou soustavy linearnich rovnic rozumime tpravu,
kterd neméni mnozinu vSech feSeni.

Pri feSeni soustav linearnich rovnic vysta¢ime s jednoduchymi apravami t¥i typu.
Upravy ve skute¢nosti provadime s fadky rozsifené matice soustavy, proto jim ¥i-
kédme elementarni radkové upravy.

Definice 2.8. Elementdrnimi fadkovgmi dpravamsi soustavy linedrnich rovnic (resp.
jejl rozsifené matice) rozumime nésledujici tii typy aprav.
(i) prohozeni dvou rovnic (resp. Fadkad matice),
(ii) vyndsobeni jedné z rovnic (resp. jednoho z Fadkii) nenulovym ¢islem,
(iii) pri¢teni nékolikandsobku jedné rovnice (resp. jednoho fadku) k jiné rovnici
(resp. k jinému fadku).

Tyto tpravy skuteéné neméni mnozinu Feseni:

Tvrzeni 2.9. Kazdad elementdrni radkovd dprava soustavy linedrnich rovnic je ekvi-
valentni upravou.
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Dikaz. Oznacme S resp. T mnozinu vsech feSeni ptivodni resp. nové soustavy. Je
ziejmé, Ze kazdé FeSeni ptvodni soustavy je fesenim nové soustavy, neboli plati
S C T. K dukazu opacné inkluze si staCi uvédomit, ze lze efekt elementarnich
tadkovych tprav vratit, tj. z nové soustavy jde dostat ptivodni rovnéz vhodnymi
elementarnimi fddkovymi tpravami. V pfipadé (i) prohodime stejné fadky, v pti-
padé (ii) vynasobime stejnou rovnici inverznim ¢éislem, a pfFicteni t-ndsobku i-tého
fadku k j-tému lze vrétit pfictenim (—t)-ndsobku i-tého fadku k j-tému. O

Upravu (i), tedy prohozeni dvou rovnic, lze docilit posloupnosti zbylych dvou
Uprav, viz cviceni.

Gaussova elimina¢ni metoda na Feseni soustav linearnich rovnic je zalozend na

prevodu soustavy na Ffadkové odstupiiovany tvar.

Definice 2.10. Matice C' = (¢;j)mxn je v Tddkové odstupriovaném tvaru, pokud

existuje celé ¢islo r € {0,1,...,m} takové, ze fadky r+1,...,m jsou nulové, fadky
1,...,r jsou nenulové, a plati ky < ko < --- < k., kde k; znadi sloupec, ve kterém
je prvni nenulové éislo v i-tém fadku (tedy plati ¢;1 = ¢io = -+ = ¢ip,-1 = 0 a
i k; 7 0; jesté jinak, k; = min{l : ¢;; # 0}).

Prvkim c; ,, 1 =1,2,...,r fikdme pivoty.

Soustava linearnich rovnic je v rddkové odstupriovaném tvaru, pokud jeji rozsifena
matice je v fadkové odstupniovaném tvaru.

Jinak feceno, nenulové fadky jsou v horni ¢dsti matice (jejich pocet je v definici
oznacen r) a v kazdém nenulovém fadku (kromé prvniho) je na zaéatku vice nul
nez v predchozim.

OBRAZEK

Priklad 2.11. Matice

01034 0 0
17 2 00200 -1 0
(888),031,0000423
00 7 00000 0 10
00000 0 0

jsou v odstupnovaném tvaru. Matice
1 7 2 2 3 1
( 8 8 (1) ) , 00 1], 0 3 1
0 0 7 0 2 0
v odstupnovaném tvaru nejsou.

Gaussova eliminace prevede kazdou soustavu linedrnich rovnic do odstupriova-
ného tvaru posloupnosti elementarnich fadkovych tprav. Algoritmus budeme radéji
predvadét na rozsifené matici soustavy. Necht C' = (A | b) je rozsifena matice sou-
stavy m rovnic o n neznamych, C' = (¢;;).

Eliminace jednoho sloupce (jedné proménné) probéhne nasledovné.

1. Najdeme prvni sloupec k, ktery neni cely nulovy. Pokud takovy neexistuje,
jsme hotovi.

2. Pokud je c1x = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym fadkem i, pro ktery
je cir, # 0.

3. Pro kazdé ¢ = 2,3,...,m pficteme (—c;;/c1x)-ndsobek prvniho fadku k
i-tému Fadku.
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(Vsimnéte si, Ze po provedeni kroku 2 mame ¢y # 0 a po provedeni kroku 3 méme
Cop = C3 =+ -+ = Cmi = 0.) Déle postupujeme tak, jako bychom eliminovali matici
bez prvniho fadku. V dalsim kroku tedy najdeme prvni sloupec [, pro ktery je
alespon jedno z Cisel cgy, . . . , ¢y nenulové, feknéme ¢;; # 0,7 > 2. Prohodime druhy
a i-ty fadek a pak pro kazdé i = 3,4,...,m pfi¢teme (—c;;/car)-ndsobek prvniho
fadku k i-tému fadku. Gaussova eliminace kon¢i bud v bodé 1, nebo ve chvili, kdy
dojdou radky. To je i pfipad, kdy mé matice C' pouze jeden nenulovy radek.

Nas popis Gaussovy eliminace neni algoritmus, protoZze neptfedepisuje, ktery ra-
dek prohodime s prvnim fadkem v kroku 2. Razné implementace Gaussovy eli-
minace to fesi riznym zplusobem, proto zadny konkrétni zptisob nepredepisujeme.
Vice o tom v ¢asti 2.5 o numerické stabilité.

Véta 2.12. Gaussova eliminace prevede kaZdou soustavu linedrnich rovnic do od-
stuprovaného tvaru.

Diikaz. Dukaz provedeme indukci podle poc¢tu rovnic, tj. podle m. Predpokladejme
tedy, ze véta plati, pokud mé soustava méné nez m rovnic, a vezméme soustavu s
m rovnicemi. Pokud tvofi rozsifenou matici soustavy samé nuly, pak se eliminace
zastavi v bodé 1. a véta plati, protoze nulovd matice je v odstupniovaném tvaru.
Predpokladejme tedy, ze tomu tak neni.

Necht £ je index prvniho nenulového sloupce v rozsifené matici soustavy. Ozna-
¢me B rozsifenou matici soustavy po provedeni eliminace jednoho sloupce, tj. po
eliminaci proménné xy.

OBRAZEK PO PRVNIM CYKLU GE

Z matice B vynechdme prvni fadek a na matici se zbylymi m — 1 fadky pro-
vedeme Gaussovu eliminaci. Podle indukéniho predpokladu dostaneme matici C'
v odstupniovaném tvaru. Prvni nenulovy sloupec v matici C ma index [ > k, ne-
bot prvni nenulovy sloupec v celé rozsifené matici soustavy mél index k a vSechny
prvky v k-tém sloupci matice B pod nenulovym prvkem v prvnim fadku jsou nu-
lové. Vratime-li do matice C' nahoru prvni fddek matice B dostaneme tak opét
matici v odstupnovaném tvaru.

OBRAZEK PO GE CELE MATICE.

Tato matice je vysledkem Gaussovy eliminace na rozsifenou matici ptivodni sou-

stavy. ([l
2.4.2. Dopocitani reseni. Méjme nyni soustavu m linearnich rovnic o n neznamych
X1,...,2Tn s rozsifenou matici C = (A | b) v odstupiiovaném tvaru. Necht r,
ki,...,k,. jsou cisla z definice 2.10, tj. ¢islo r udava pocet nenulovych radka a
¢isla kq,...,k, pozice pivotu.

Pokud k. = n+ 1, jinymi slovy, pokud posledni nenulovy fadek rozsirené matice
soustavy je tvaru (00 ...0|b.), kde b, # 0, pak soustava (A | b) nem4 zadné FeSeni:
tato rovnice tika 0z1 4+ Oxo + ...,0x, = b, # 0, coz zfejmé nejde.

Predpoklddejme nyni, Ze k. < n + 1. Ukdzeme, Ze soustava (A | b) m4 alesponl
jedno Feseni, a ukazeme, jak vSechna FeSeni popsat.

Oznac¢me P mnozinu indexi téch sloupct od 1 do n, které neobsahuji pivot, tj.

P=1{12....03\ {ki,... .k} .

Mnozina P miuze byt i prazdna, pokud kazdy sloupec obsahuje pivot. Proménnym
zp, p € P, fikdme volné proménné (nebo téz parametry). Ostatni proménné, tj.
promeénné Ty, , Tk,, - - ., Lk, jsou bazové.
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Nyni nahlédneme, ze kazda volba hodnot volnych proménnych dava pravé jedno
feSeni soustavy (A | b). Soustava je po provedeni Gaussovy eliminace ve tvaru

01,1, Thy + Q1 ke +1 Tk 41 T -+ Q1 n %y, = by

2,1y Thy + A2 kot 1Tho41 + -+ + Q2.0 Ty = b2

Qr k. Lk, + Ar k. +1Lk,.+1 + -+ Ar ndn = br 5

coz je ekvivalentni soustavé rovnic

—1

Ty, = ay g, (b1 — Q1 41Tk 41 — - .. — A1, Tn)
—1

Ty = Ay g, (b2 — Q2,5 41Thy 11 — - .- — A2, Tn)
—1

Ty = Qp g, (br = Qr 1Tk 41 = -+ — QrnTy)

Posledni rovnice jednoznacné urcuje xy,., pfedposledni rovnice jednoznac¢né urcuje
2k, ,, atd. Tomuto dopocitavani hodnot fikdme zpétnd substituce. Stejnou Gvahu
lze provést pro libovolny vektor pravych stran c. Dokéazali jsme nasledujici pozoro-
vani.

Pozorovani 2.13. Pro libovolny vektor praviych stran c a libovolnd redlnd ¢isla
zp € R, p € P, existuji jednoznacné urcend redind cisla xy,,Zp,,..., 2. € R
takovd, Ze aritmeticky vektor (x1,xa,...,x,) je feSenim soustavy (A | c).

Jsme pripraveni najit mnozinu vSech reseni. Pouzijeme k tomu zpétnou substituci
a vhodné volby volnych proménnych Nejdfive najdeme feSeni u soustavy (A | b)
tak, ze polozime hodnoty vsech volnych proménnych rovné 0. Poté pro kazdé p € P
najdeme opét zpétnou substituci FeSeni v, prislusné homogenni soustavy (tj. sou-
stavy (A | 0)), pro které zvolime hodnotu volné proménné x, = 1 a vSechny ostatni
hodnoty volnych proménnyjch polozime rovné 0. Podobné jako v ¢astech 2.3.3 a 2.3.4
ovéfime, ze mnozinu vSech feseni soustavy (A | b) miizeme vyjadfit ve tvaru

S = u—l—thvp:(VpeP) t, eR
peP

Plati tedy véta

Véta 2.14. Mnozina vSech teseni soustavy (A | b) je rovnd mnoziné

S = u—|—thvp:(Vp€P) t, €R
pEP

V kapitole 5 si ukadZeme elegantnéjsi diikaz poledni véty.

2.4.3. Shrnuti. Obecnou soustavu linearnich rovnic o n neznamych lze vyfesit na-
sledujicim postupem.
1. Gaussovou eliminaci pfevedeme soustavu na ekvivalentni soustavu v od-
stupniovaném tvaru.
2. Rozhodneme, zda soustava mé feseni. Pokud ne, tj. pokud existuje rovnice
typu Oz1 +0z2+ - - -+ 0x,, = b # 0, skoncime s ti, Ze soustava je nefesitelna.
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3. Uréime volné proménné (parametry) — proménné odpovidajici sloupctm,
kde nejsou pivoty. Mnozinu indext téchto sloupci oznacime P.
4. Mnozina vSech FeSeni je

u—l—thvp:(VpeP)tpeR ,
peP

kde u je libovolné feseni soustavy a v, je feSeni piislusné homogenni sou-

stavy, kde za parametr odpovidajici sloupci p volime 1 a za zbylé parametry

volime 0. Kazdy z vektorti spocitdme zpétnou substituci.
Vsimnéte si, Ze pocet volnych proménnych je roven ¢islu n —r, kde r je pocet nenu-
lovych rfadkd v odstupniovaném tvaru. Zatim neumime dokazat, Ze toto ¢islo neza-
visi na tom, jaké ekvivalentni tipravy pouzivame k pfevodu na odstupniovany tvar.
Nicméné je tomu tak, toto éislo je rovné tzv. hodnosti (rozsifené) matice soustavy.
Intuitivné to lze zdtvodnit tak, Ze v popisu mnoziny feSeni méme n — r parame-
trt, takze mnozina FeSeni je (n — r)-dimenziondlni objekt, pFi¢emz tato dimenze
samoziejmeé zavisi jen na pivodni soustave, nikoliv na konkrétnim odstupnovaném
tvaru.

Na popsany postup na Feseni rovnic se da také divat takto: na zacatku mame
rovnicovy popis ,rovného ttvaru“ v n-rozmérném prostoru, v bodé 1. nalezneme
kompaktnéjsi rovnicovy popis stejného utvaru a v bodé 4. nalezneme jeho parame-
tricky popis.

2.5. Praktické problémy pri numerickém fFesSeni velkych soustav rovnic.

2.5.1. Numerickd stabilita. PTi pocitani soustav linearnich rovnic na pocitaci ¢asto
reprezentujeme realna ¢isla s néjakou predem urcenou presnosti. Problémem je, Ze
Gaussova eliminace je obecné numericky nestabilni. To znamena, ze malé zaokrouh-
lovaci chyby mohou vést k vysledku, ktery se velmi lisi od spravného. Uvazujme

napiiklad soustavu
—-107* 112
1 113 )’

1 2,0003\"
1,0001" 1,0001
Pokud pouzijeme aritmetiku s tfemi platnymi ciframi, Gaussova eliminace ndm da
—-107* 112 -107% 1 2
1 113 0 10* | 2-10%
a zpétnou substituci dostaneme feseni (0,2)7, které se od spravného ligi vyznamné v
prvni slozce. Problémem je, Ze jsme pii Gipravé pricitali 10*-nasobek prvniho fadku
k druhému a ¢islo 10* je tak velké, Ze smaze pro danou soustavu podstatny rozdil
mezi koeficientem 1 u proménné x5 a pravou stranou 3 ve druhé rovnici. Tomuto
problému lze nékdy predejit tak, ze vzdy pred eliminaci jedné proménné prohodime

fadky tak, aby pivot byl co nejvétsi (v absolutni hodnoté). Tato tzv. ddsteénd
pivotace ale nezamezi vSem problémtim s numerickou stabilitou. Prikladem miize

byt soustava
2-10°
3 )

jejimz presnym TfeSenim je

—-10 10°
1 1
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ktera vznikne z pfedchozi vynasobenim prvni rovnice éislem 10°. ReSeni pii pouziti
aritmetiky se tfemi platnymi ciframi vyjde opét (0,2)7 a ¢asteénd pivotace tomuto
problému nezamezi (fadky jsou jiz od zac¢dtku ve spravném pofadi). U tohoto pii-
kladu je problém ve zna¢ném rozdilu ve velikosti prvniho fadku a druhého fadku.
Teémto i dalsim typtm problému lze zamezit uplnou pivotact, pfi niz prohodime
pred kazdym cyklem eliminace zbylé fadky a sloupce tak, aby pivot byl co nejvétsi.
Uplna pivotace je numericky stabilni v kazdém p¥ipadé. P¥i prohozeni sloupcii ne-
smime zapomenout na to, ze vlastné prohazujeme proménné. Misto prvni soustavy
bychom tak fesili soustavu
1 —107%]2
< 1 1 3 ) '

Gaussova eliminace se zaokrouhlovanim na tfi platnd mista by probéhla nasledovné:

1 —107%4]2 1 —107%]2
1 1 3 0 1 1

a zpétnou substituci bychom dostali 1 = 1 (prohazovali jsme sloupce, tak musime
také prohodit proménné) a x5 = 2, coz je tak blizko pfesnému FeSeni pivodni
soustavy jak je to jenom pii zaokrouhlovani na tfi platnd mista mozné.

Prohledévani matice v kazdém cyklu tak, aby byl pivot co nejvétsi, je casové
hodné naro¢né, proto se mu algoritmy pro numerické feseni velkych soustav linear-
nich rovnic snazi vyhnout, pokud to jenom trochu lze.

2.5.2. Spatné podminéné soustavy. Jing typ problémil ukaZeme na soustavé

0,835 0,667 | 0,168
0,333 0,266 | 0,067 | °

jejiz fesenim je (1, —1). Pokud é&fslo 0,067 jen nepatrné zménime na hodnotu 0,066,
feSeni se zméni na (—666, 834)”. Ditvodem tohoto drastického rozdilu je, ze pFimky
urc¢ené rovnicemi jsou témér rovnobézné, takze mald zména jedné z nich muize
posunout prinik daleko od ptivodniho.

OBRAZEK

Soustavam, jejichz FeSeni je velmi citlivé na malou zménu koeficientt, fikame
Spatné podminéné. U Spatné podminénych soustav ndm nepomiize ani numericky
velmi stabilni algoritmus, protoze koeficienty jsou v praxi vétSinou ziskdny mére-
nim, takze jsou zatizeny chybou. Je proto zapotfebi zménit model, navrhnout jiny
experiment, apod., abychom se vyhnuli Spatné podminénym soustavam.

.....

hled na soustavy linearnich rovnic. Tento pohled bude v dalsim textu nabyvat na
vétSim vyznamu nez puvodni pohled pres rovnice pfimek, rovin, atd. Vezméme si
jednoduchou soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

-1+ 312 =1

21 — x9 = 3.

Rozsifena matice této soustavy je

-1 3 |1
2 =13 /)"
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Pri feseni soustavy hledame hodnoty proménnych x,, x5 tak, aby platila rovnost
dvouslozkovych vektort

—x1 + 32 . 1

2.131 — T2 - 3 ’

Vsimnéme si, ze v prvnim sloupci matice soustavy jsou koeficienty u promeénné
1 a ve druhém sloupci jsou koeficienty u proménné z,. Témto vektorum fikdme
sloupcové vektory matice soustavy. Levou stranu posledni rovnosti mizeme pomoci
sloupcovych vektortu prepsat ve tvaru

—x1 +3x2 \ _ -1 3
(Bt )== (% )+=(4)
a celou soustavu jako
-1 3
n(F ) ()= (

(5 ) (4

nazyvame linedrni kombinace vektort (—1,2)7 a (3, —1)”. ReSen{ soustavy spo¢ivéa
v nalezeni vhodné lineadrni kombinace sloupcovych vektorid tak, aby se rovnala vek-
toru pravych stran. Linearni kombinace dvou vektort jsme pouzivali uz pfi parama-
trickém vyjadieni roviny v prostoru nebo pfi popisu mnoziny vSech Feseni soustav
v piikladech v ¢astech 2.3.3 a 2.3.4 nebo ve znéni Véty 2.14, pfipadné v bodu 4.
shrnuti jak postupujeme pii feSeni obecnych soustav lineadrnich rovnic.

Do predpisu
-1 3
(2 )= (2)

miizeme za proménné x1, o dosazovat libovolna realna ¢isla, neboli libovolny dvou-

Vyraz

slozkovy vektor (x1,22)7, po dosazeni dostaneme opét dvouslozkovy vektor. Dosadime-

li napitklad (z1,22)7 = (1,0)7, vyjde ndm vektor (—1,2)” koeficienti u nezndmé
71, tj. prvni sloupcovy vektor matice soustavy. Dosadime-li (z1,22)7 = (0,1)%,
vyjde nam druhy sloupcovy vektor (3, —1)7 koeficienttt u nezndmé z,. Tyto vek-
tory si mfizeme nakreslit do roviny spolu s vektorem pravych stran (1,3)7. Ten
pak vyjadiime jako linedrni kombinaci sloupcovych vektori. V tomto pfipadé nam
vyjdou jako jedind moZnost koeficienty x1 = 2 a 22 = 1, coZ je také jediné feSeni
nasi soustavy.

OBRAZEK

Podobny geometricky vyznam mé Feseni obecné soustavy m linearnich rovnic o
n neznamych. Nejdiive si obecné definujeme linedrni kombinaci vektori.

Definice 2.15. Jsou-li uj,uy,...,u, m-slozkové vektory a aj,as,...,a, reilna

¢isla, pak definujeme linedrni kombinaci vektori uy, us, . . ., u, s koeficienty a1, as, . . .

jako m-slozkovy vektor

aiuay + asuz + - -+ + axuy,.

y On
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Soustavu
a1121 + a12%2 + - + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty, = by

Am1T1 + Gm2T2 + -+ + QmpTn = bm

pak mizeme prepsat do tvaru

a1 a2 a1n b1

a2y a22 a2n bo
Z1 . + z2 . + -4z, =

Am1 Am2 Amn bm

Reseni soustavy tak spocivd v nalezeni vSech moznych vyjadieni vektoru pravych
stran jako linedrni kombinace sloupcovych vektori matice soustavy. Vektory koefi-
cientd kazdé takové linedrni kombinace pak tvofi jednotliva FeSeni soustavy.

2.6.1. Soustava linedrnich rovnic jako zobrazeni. Levou stranu soustavy

(5 )ee(5)=(5)

lze také chéapat jako definici zobrazeni f : R? — R?, které kazdému vektoru
(71, 72) € R? piitadi vektor

()= (5 ) =)

Hodnota zobrazeni f v libovolném vektoru (z1,22)7 je uréend matici soustavy

-1 3
Resit soustavu (A|b) s libovolnou pravou stranou b znamend najit x takové, 7e
f(x) = b.
V kapitole o maticich budeme definovat soucin matice s vektorem, a potom

budeme moci zapsat hodnotu zobrazeni f(x) jako sou¢in Ax. V této chvili budeme
brat vyraz Ax jako pohodlny zapis hodnoty f(x).

2.6.2. Matice jako zobrazeni. Kazda matice A = (aij)an urCuje zobrazeni fa :
R™ — R™, které kazdému n-slozkovému aritmetickému vektoru (z1,...,r,)T € R"
pritadi m-slozkovy aritmeticky vektor

T a11 a2 A1n

€2 a21 a22 a2n
fa . =1 } + x9 ) +ta,

T Am1 Am?2 Amn

Hodnotu f4(x) mizeme zapsat jako linedrni kombinaci sloupcovych vektort matice

A
fA(X) =141 + x2a9 + -+ A,
s koeficienty 1, ..., x,. Nejpouzivanéjsi zapis hodnoty fa(x) je Ax.
Pripomenme si, ze
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e matice A ma m radkt a n sloupct,
e vektor x ma n slozek,
e vektor f4(x) = Ax ma m slozek

2.7. Matice jako tilozisté dat. Velmi casté pouziti matic je k ukladani dat.
Mnoha data jsou prirozenym zptsobem ,dvourozmérna®. Tak napriklad zavérecné
ceny akcii v jednotlivych dnech tvori matici, fadky odpovidajim akciim, sloupce
jejich zavéreénym cenam v jednotlivych dnech. Noviny pfinaseji kazdy den novy
sloupec matice.

Jinym piikladem pouziti matice jako tlozisté dat jsou nutri¢ni hodnoty potravin
na jejich obalech.

Informace o vyrobé produktt ve velké korporaci muzeme také usporadat do
matice. Oznacime pq,po, ..., p, vstupy do vyroby, jako napf. material, soucastky,
energie, pracovni sily, atd. Jednotlivé produkty pak oznacime ¢y, ..., g¢,. Do matice
A = (@ij)mxn zapiSeme na misto (¢,j) pocet a;; jednotek vstupu p; nutnych k
vyrobé produktu g;.

Prestoze takto vyuzivame matici A jako tlozisté dat, zobrazeni f4 definované
matici A ma velmi uziteény vyznam.

Je-li x = (x1,-- - ,2,) vektor cen vstupil p1,pa,...,pn, kde z; je cena jednotky
vstupu p;, pak hodnota zobrazeni

fax) =y = (W1, Ym)

udava vyrobni ceny jednotlivych produktd, y; je vyrobni cena produktu g;. To je
ihned vidét z rovnosti

Yi = @11 + Qi T2 + -+ -+ QinThp -

2.7.1. Matice incidence orientovaného grafu. Jiny typ dat, kterd jsou Casto ukla-
dana ve formé matic, jsou grafy. Riznym tucelam slouzi ruzné typy grafi a z toho
plynouci riuzné zptsoby ulozeni grafu v podobé matice.

Ukazeme si priklad ulozeni informace o struktufe orientovaného grafu. Orien-

tovany graf ma néjakou mnozinu vrcholi V = {vy,vs,...,v,} a néjakou mnozinu
hran E = {ey,...,e;mn}t CV x V. Kazd4 hrana e je tedy uspofadanou dvojici (v, w)

vrcholi grafu. Vrchol v nazyvame pocdtecni vrchol hrany e a vrchol w je koncovy
vrchol hrany e.

Vrcholy grafu mazou napriklad odpovidat méstim a hrany dopravnim spojim,
nebo mohou vrcholy byt uzly elektrického obvodu a hrany vétve/spoje mezi uzly v
obvodu, apod.

Piiklad grafu, ktery mé vrcholy 1,2,3,4 a hrany e; = (1,2),e2 = (1,3),e3 =
(2,3),e4 = (2,4),e5 = (3,4).

OBRAZEK
Tento graf zapiseme pomoci nasledujici matice
-1 1 0 0
-1 0 1 0
A= 0 -1 1 0
0o -1 0 1
0o 0 -1 1

Sloupce matice odpovidaji vrcholim 1,2, 3,4, fadky hrandm eq,es, €3, €4, 5. Je-li
e; = (J, k), pak v matici napiSeme do i-tého fadku ¢éislo —1 do j-tého sloupce, ktery
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odpovida pocatecnimu vrcholu hrany e;, a ¢islo 1 do k-tého sloupce, ktery odpovida
koncovému vrcholu hrany e;. VSechny ostatni prvky v i-tém fadku jsou rovné 0.

Vsimnéme si, Ze v j-tém sloupci matice A je informace o tom, které hrany vy-
chézeji z vrcholu j a které vchézeji do vrcholu j.

Cviceni
1. Dokazte, ze prohozeni dvou rovnic lze docilit zbylymi dvémi elementarnimi fadkovymi

Gpravami.
2. SLOZITOST
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3. TELESA

Cil. Studiem vlastnosti redlnych cisel, které pouZivame pTi Tesent
soustav linedrnich rovnic, dojdeme k pojmu telesa. UkdZeme st
nékolik diulezitych prikladi téles.

3.1. Motivace.

V minulé kapitole jsme Fesili soustavy linedrnich rovnic nad redlnymi ¢isly. Zcela
stejny postup lze vyuzit pro feSeni soustav linearnich rovnic nad jinymi obory, na-
priklad komplexnimi ¢isly. Obecné lze stejny postup pouzit nad libovolnym télesem.
Téleso je tedy struktura, ve které jsou definované operace séitani a nasobeni ma-
jici podobné vlastnosti jako redlné cisla, konkrétnéji mame na mysli ty vlastnosti
redlnych ¢isel, které vyuzivame pti feSeni soustav linedrnich rovnic.

Zamysleme se nejprve jaké vlastnosti redlnych ¢isel vyuzivame pfi feSeni rovnice
x + a = b, konkrétné tfeba

r+11=18 .

Snazime se odhlédnout od toho, Ze feSeni okamzité vidime a Ze nékteré vlastnosti
realnych ¢isel jiz pouzivame zcela automaticky.

Vétsina z nas by na tomto misté navrhla odeéist od obou stran ¢islo 11. My
se budeme snazit vystacit se dvémi zakladnimi operacemi, s¢itanim a nasobenim.
Ostatni operace, jako od¢itani a déleni, budeme povazovat za odvozené. Proto k
obéma stranam radéji pricteme ¢islo —11. Protoze jsme zapomnéli na komutativitu
sCitani, musime se domluvit, z které strany pri¢itame. V nasem piipadé potiebujeme
pricist zprava. Dostavame

(x+11)+(-11) =7,

pfi¢emZ na pravé strané jsme rovnou spocitali, ze 18 + (—11) = 7. Dalsim krokem
je prezavorkovani levé strany:

x4+ (114 (-11)) =7 .
Ted muZeme zévorku vypodcitat:
z4+0=7.
Nakonec vyuzijeme skutecnosti, ze x + 0 = x a dostavame
r="T.

(Ted bychom jesté bud ovérili, Ze 7 je opravdu FeSenim, piipadné nahlédli, Ze Gpravy
jsou vratné.)

P1i feseni rovnic typu z+a = b tedy vyuzivame asociativitu s¢itani, existenci ne-
utralniho prvku a existenci opa¢nych prvki. Presnéji feceno, vyuzivame nasledujici
vlastnosti:

(S1) (,asociativita s¢itani“) Pro libovolna ¢isla a,b,c € R plati (a + b) + ¢ =

a+ (b+c).

(S2) (,existence nulového prvku“) Existuje ¢islo 0 € R takové, Ze pro libovolné

ac€Rplati0+a=a+0=a.

(S3) (,existence opa¢ného prvku“) Pro kazdé a € R existuje b € R takové, ze

a+b=>b+a=0. (Takové b znacime —a.)
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Pointa je v tom, Ze kdykoliv mame na néjaké mnoziné€ operaci + s témito vlast-
nostmi, pak mtizeme na FeSeni rovnic typu = + a = b (nebo a + x = b) pouzit zcela
stejny postup. (Bindrni) operaci na mnoziné 7' se rozumi jakékoliv zobrazeni, které
kazdé dvojici prvki z T jednoznacéné pritadi prvek T'. Formalné:

Definice 3.1. Bindrni operaci na mnoziné T rozumime zobrazeni z T x T do T.

Je-li @ binarni operace na T', pak jeji hodnotu na dvojici (a, b) zapisujeme vétsi-
nou a @ b, misto ®(a, b), nebo formalné jesté spravnéjsiho ®((a,d)).

Vsimnéte si, ze a & b musi byt definované pro kazdou dvojici a,b € T a ze
vysledek operace je opét prvek T. Pokud mé @ vlastnost (S1), pak ve vyrazech typu
a1 ®as @ - ®a, nemusime psat zavorky, protoze kazdé smysluplné uzavorkovani
d4 stejny vysledek (ditkaz je technicky docela néro¢ny, nebudeme jej provadét).
Obecné vSak nemiizeme beztrestné prohazovat poradi.

Priklady mnozZin a operaci spliiujici (S1), (S2), (S3) jsou

T =7 a + je bézné scitani.

e Podobné T'=Q (nebo T'=R, nebo T'= C) a + je bézné s¢itani.

e Vétsim prikladem je mnozina vsech realnych funkci redlné proménné s ope-
raci séitani funkci.

e Naopak velmi malym piikladem je T = {0,1} s operaci & definovanou
060=191=0a01l=160=1.

e Zcela odlisnym pfikladem pak je mnozina vSech permutaci na néjaké pevné
mnoziné s operaci o skladani permutaci. Tento priklad vybocuje tim, ze
operace neni komutativni (tj. nespliiuje a o b = bo a).

Vratme se nyni k problému, které vlastnosti redlnych ¢éisel vyuzivame pii Feseni
soustav linearnich rovnic. Uvazujme rovnici typu « - a = b, napiiklad = - 3 = 12.
Postup feseni je néasledujici.

r-3=12
(x-3)-371=4
z-(3-371) =4
r-1=4
r=4

Vsimnéte si, ze postup je velmi podobny postupu na feseni rovnice x+a = b. Rozdil
je v tom, Ze misto operace + pracujeme s operaci -, misto 0 pouzivame prvek 1 a
misto —x pouzivame x~!. Vlastnosti -, které vyuzivame, jsou proto velmi podobné
vlastnostem (S1), (S2), (S3) s jednim dulezitym rozdilem — obdoba vlastnosti (S3),
coz je existence inverzniho prvku, plati pouze pro nenulové ¢isla. Pouzité vlastnosti
jsou nasledujici.
(N1) (,asociativita nasobeni*) Pro libovolna ¢isla a,b,c € R plati (a-b) - ¢ =
a-(b-c).
(N2) (,existence jednotkového prvku®) Existuje ¢islo 1 € R takové, Ze pro libo-
volné a e Rplatil-a=a-1==x.
(N3) (,existence inverzniho prvku“) Pro kazdé a € R takové, ze a # 0, existuje
b € R takové, Ze a-b=b-a = 1. (Takové b znac¢ime a~!.)
Pfi elementarnich tpravach pouzivame jesté dvé dalsi vlastnosti. Ty lze vidét
napfiklad z aprav, které mlcky probihaji pfi pficitani 2-nasobku rovnice z+3y = 10
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k rovnici (—2)x + 4y = 15. V tpravach jiz vyuzivame (S1) a (N1), takZe nepiSeme
zévorky.
2@ +3y) + (-2)z+4y =35
2 +2-3y+ (—2)x + 4y = 35
2z + 6y + (—2)x + 4y = 35
2+ (—2)x 4+ 6y +4y =35
24+ (-2)x+ (6+4)y =35

(_
(_

0z + 10y = 35
0+ 10y = 35
10y = 35

Kromé jiz formulovanych vlastnosti jsme vyuzili tyto:

(D) (,oboustrannd distributivita®) Pro libovoln4 ¢isla a, b, ¢ € R plati a-(b+c) =

a-b+a-ca(b+c)-a=b-a+c-a.

(S4) (,komutativita s¢itani“) Pro libovolna ¢isla a,b € R plati a + b =b + a.
Jesté jsme vyuzili, ze 0 - x = 0. Pozdé&ji vsak ukazeme, Ze tento vztah plyne ze
zbylych vlastnosti.

Shrneme-li vSechny doposud zformulované vlastnosti, dostaneme pojem neko-
mutativniho télesa. Nikde jsme totiz nevyuzili komutativitu nésobeni a soustavy
linearnich rovnic Ize Gaussovou eliminaci FeSit i nad nekomutativnimi télesy, jen
bychom se museli dohodnout, zda koeficienty v rovnicich budeme psat zleva nebo
zprava. Rovnice ax = b totiz mize mit jiné feSeni nez rovnice xa = b. Dilezitym
prikladem nekomutativniho téleso je téleso kvaternionti, viz nize.

My ale budeme pracovat s télesy, kde nasobeni je komutativni, proto do definice
télesa tuto vlastnost pridame. Tim padem stacéi vyzadovat jen jeden z distributiv-
nich zdkont a mizeme také zjednodusit vlastnosti (S2), (S3), (N2) a (N3). Jesté
pridame tzv. axiom netriviality, tj. pozadavek Ze téleso méa alespon 2 prvky. Jedno-
prvkovou mnozinu totiz za téleso nechceme povazovat.

3.2. Definice télesa.

Definice 3.2. Télesemn T rozumime mnozinu 7 spolu s dvémi binarnimi operacemi
+,- na T, které splnuji nasledujici axiomy.
(S1) (asociativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati (a +b) + ¢ =
a+ (b+c).
(S2) (,existence nulového prvku*) Existuje prvek 0 € T takovy, Ze pro libovolné
a € T plati a + 0 = a.
(S3) (,existence opa¢ného prvku“) Pro kazdé a € T existuje —a € T takové, Ze
a+ (—a)=0.
(S4) (,komutativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b € T plati a + b =b + a.
(N1) (,asociativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati (a - b) - ¢ =
a-(b-c).
(N2) (,existence jednotkového prvku®) Existuje prvek 1 € T takovy, Ze pro libo-
volné a € T plati a-1 = a.
(N3) (,existence inverzniho prvku“) Pro kazdé 0 # a € T existuje a=! € T
takové, ze a - a1 = 1.
(N4) (,komutativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b € T plati a-b=1b- a.



32 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

(D) (,distributivita®) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati a-(b+¢) = a-b+a-c.
(= T) (,netrivialita®) |T'| > 1.

Prvek 0 z axiomu (S2) téz nazyvame neutrding prvek vzhledem k operaci + a prvek
1 z axiomu (N2) je neutrdlni prvek vzhledem k -. V nésledujicim tvrzeni ukdZzeme, ze
jsou urceny jednoznacné. Tyto jednoznacné uréené prvky pak vystupuji v axiomech
(S3) a (N3).

Formulace (S3) muZe byt trochu matouci. Pfesnéji bychom méli fict, Ze pro kazdé
a € T existuje b € T takové, ze a + b = 0, a poté libovolné takové b oznacit —a.
V nésledujicim tvrzeni dokadzeme, ze b = —a je pro dané a urceno jednoznacné.
Podobné pro inverzni prvky.

Stejné jak je bézné u redlnych ¢isel, prvek a - b casto znacime jen ab. Definujeme

a—b=a+(-b) a %:ab_l.

Téleso je zadané mnozinou 7T’ a uré¢enim dvou binarnich operaci + a - na mnoziné
T'. Samotna mnozina téleso neurcuje. Rovnéz poznamenejme, ze vzhledem k definici
binarni operace (definice 3.1) musi byt a+b a ab definované pro kazdou dvojici prvki
a,b €T a vysledek musi lezet v mnoziné T'.

Piikladem télesa je mnozina raciondlnich (nebo redlnych, nebo komplexnich)
¢isel spolu s béznymi operacemi. Mnozina celych ¢isel spolu s béznymi operacemi
téleso netvori kvili axiomu (N3). D¥ive nez se podivame na dalsi ptiklady, dokdZeme
nékolik jednoduchych vlastnosti, které maji vSechna télesa.

Tvrzeni 3.3. V kazdém telese T plati

(1) nulovy prvek je urdeny jednoznacné,
(2) rovnice a + x = b md vidy prdvé jedno TeSend, specidlné, opacny prvek —a
je prvkem a € T urceny jednoznacné,
(3) jednotkovy prvek je uréeny jednoznacné,
(4) rovnice ax = b, a # 0, md vidy prdvé jedno vesend, specidlné, prvek a=*
inverzni k proku 0 # a € T, je prvkem a uréeny jednoznacneé,
) Oa =0 pro libovolny prvek a € T,
) je-li ab =0, pak bud a =0 nebo b =0,
) (=1)a = —a pro kaZdy prvek a € T,
8) z rovnostia+b=a+ c plyne b = ¢,
) z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0, vyplgvd b = ¢,
)

0#1

Diikaz. (1) Piedpoklddejme, ze 0 a 0’ jsou prvky, pro které a + 0 =a =a + 0/
pro libovolné a € T. Pak plati

0=04+0=04+0=0"

V prvni rovnosti jsme vyuzili, Ze « = a + 0 pro libovolné a (vyuzili jsme
to pro a = 0'), ve druhé rovnosti vyuzivime komutativitu s¢itani (axiom
(S3)) a ve tfeti rovnosti vyuzivame, ze a + 0’ = a (pro a = 0).
Tedy 0 = 0’, coZ jsme chtéli.
(2) Vezmeme libovolné a,b € T a pfedpokladédme, ze x € T i 2’ € T spliiuji
a+x=baa+x =0 Pfi¢teme k obéma strandm rovnosti a +x = a + 2’
libovolny pevné zvoleny opac¢ny prvek —a k a, pouzijeme asociativitu s¢itani
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a axiomy (S3),(S4) a (S2). Dostéavame
at+x=a+1a
(—a) + (a+2) = (—a) + (a+2')
((-a) +a) + 2 = ((—a) +a) + 2’
O+z=0+2a

Tvrzeni o jednoznacnosti opac¢ného prvku dostaneme volbou b = 0.

(3) Obdobné jako (1)
(4) Obdobné jako (2)
(5) Pro libovolné a mame uzitim (D)

0a + 0a = (0 + 0)a = Oa.

Rovnice O0a + z = 0a méa tedy feseni x = Oa, ale také z = 0 podle axiomu
(S2). Z bodu (2) nyni vyplyva 0a = 0.

(6) Pfedpokladejme, ze ab = 0 a a # 0 a dokéZzeme, ze b = 0. Rovnice axz = 0
ma feSeni x = b a také x = 0 podle predeslého bodu. Takze 0 = b podle
bodu (2).

(7) Je tfeba ukazat, ze (—1)a je opacny prvek k a. Pak tvrzeni plyne z jedno-
znacnosti opacného prvku (bod (2)). Skuteéné

a+ (-)a=1la+ (-1)a=(1+(-1))a = 0a =0,

kde jsme vyuzili (N2), (D), (S3) a pfedchozi bod.

(8) Rovnice a + x = (a + ¢) ma TeSeni x = ¢ (zfejmé) a x = b (podle pfedpo-
kladu). Z bodu (2) plyne b = c.

(9) Podobné jako pfedesly bod.

(10) Pokud 0 = 1, pak vynasobenim obou stran libovolnym ¢islem a a uzitim (5)
a (N2) dostaneme 0 = Oa = la = a. Tedy kazdy prvek je roven nulovému,
takze |T'| = 1.

(I

Dalsi spole¢né vlastnosti téles jsou ve cvicenich.

3.3. Télesa Z,.

Dtilezitymi ptiklady téles jsou télesa Z,, kde p je prvocislo. Tato a jind konecnd
télesa maji aplikace napiiklad v informatice pfi studiu kédi nebo k ndvrhu rychlych
algoritmi pro pocitani s celo¢iselnymi polynomy.

Téleso Z, méa prvky 0,1,2,...,p — 1 (mé tedy p prvkid) a operace @, jsou
definovany

a®b=(a+b) modp, a©®b=(a-b)modp.
Na levych stranach jsou operace v Z,, které definujeme, a na pravych stranach jsou
bézné operace v Z. Pfipomenme, Ze ¢ mod p znaci zbytek po déleni ¢isla c ¢islem p.
Tento zbytek je vzdy v mnozin€ 0, 1,...,p— 1, takze operace jsou dobfe definovany.

Ve skuteCnosti pro zapis operaci @, ® pouzivame symboly +,-. Z kontextu je
tfeba rozhodnout, ve kterém télese pocitame. Naptiklad v Zs mame

0+0=0, 1+4=0,3+4=22.2=4,2-3=1,3-3=4,... .

Véta 3.4. Pro libovolné prvocislo p tvori mnoZina Z, spolu s vyse definovanymi
operacemsi téleso.
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Diikaz. Obé definované operace © a © jsou bindrni operace na mnoziné 7Z, =
{0,1,...,p—1} nebot a®b,a®b € {0,1,...,p—1} pro libovolné a,b € {0,1,...,p—
1}. Zbyvé oveéfit platnost vSech axiomu télesa pro operace @ a ©.

Pro libovolna dvé celé ¢isla a, b a obvyklé s¢itani celych ¢isel plati komutativita
a + b = b+ a. Specialné také plati pro a,b € Z,. Proto také

(a+b) mod p = (b+ a) mod p

a tedy rovnéZz a ® b = b ® a. Tim jsme dokazali (S4). Zcela analogicky lze dokézat
axiom (N4).

Dale dokazeme platnost (N2). Pro kazdé a € Z,, plati a-1 = a (bé&né nasobeni).
Proto také

(a-1) mod p = a mod p.

Protoze a € {0,1,...,p — 1}, plati a mod p = a. Proto také a ® 1 = a. Tim je
dokézéno, Ze prvek 1 spliiuje axiom (N2). Podobné dokazeme, Ze ¢islo 0 naplituje
axiom (S2).

K dikazu (S3) zvolme libovolné a € Z,, a # 0. Potom rovnéz p — a € Z,.
Vzhledem k tomu, Ze a + (p — a) = p, plati také

[a+ (p — a)] mod p = p mod p.
Protoze p mod p = 0, plati a ® (p — a) = 0. Protoze 0+ 0 = 0, plati také 0 0 = 0.
Tim je (S3) dokazano.

Platnost (N3) jsme dokédzali v ¢4sti o kongruencich celych ¢&isel v prvni kapitole.
Tam jsme ukazali, Ze pro kazdy nenulovy prvek a € Z, existuje b € Z, takové, Ze
a-b=1(modp) a tedy a ©b = 1.

Protoze p > 2, mé Z, aspon dva prvky. Zbyva tedy dokézat obé asociativity
(S1) a (N1) a distributivitu (D).

Dokézeme asociativitu ndsobeni. Zvolime libovolnd tfi ¢isla a,b, ¢ € Z,. Protoze
a®b=(a-b) mod p, plati

a®b=a-b(modp) .
Déle z definice nésobeni v Z,, plyne rovnéz (a ©®b) ® ¢ = [(a ® b) - ¢] mod p a tedy
rovnéz
(a®b) ®c=(a®b)-c(modp) .

Z reflexivity kongruenci plyne ¢ = ¢(modp). Spolu s jiZz dokdzanou kongruenci

a®b=a-b(modp) odtud dostédvame

(a®b)-c=(a-b)-c(modp) .
7Z tranzitivity kongruenci pak plyne

(a@b)®c=(a-b)-c(modp) .

Analogicky dokézeme, ze také

a-(b-¢c)=a® (boc)(modp) .
Bé&zné ndsobeni celjch isel je asociativni, proto a- (b-¢) = (a-b) - ¢, a z reflexivity
kongruenci pak plyne

a-(b-c)=(a-b)-c(modp) .

Dokéza-li jsme tak posloupnost kongruenci

(a@b)®c=(a-b)-c=a-(b-¢c)=a® (b c)(modp)
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a z tranzitivity kongruenci tak plyne
(a®b)®c=a® (b®c)(modp) .
Protoze plati (a ©®b) ©®c,a® (b&¢) € {0,1,...,p — 1}, plyne odtud kyzené
(a@b)Oc=a0(boc) .

Zcela stejné se dokdze asociativita s¢itani (S1), v préavé predvedeném diikazu
nahradime v§ude nasobeni s¢itanim.
Ditikaz distributivity ponechame do cviceni.
O

Priklad 3.5. V télese Zs mame
171=1,2"1=3 3t=2 41=4.
V télese Z7 je
17t =1,2"1=4,31=541t=2 51=36"1=6.

Inverzni prvky jsme nagli zkusmo, napiiklad 2! = 3, protoze 2-3 = 1. Uvedeme
nékolik snadnych pozorovani, které usnadni praci. Kazdé z nich ovéite na uvedenych
prikladech.

V kazdém télese plati 17! = 1 a také (—1)"' = —1. Tedy v Z, je (p —1)"! =
(p — 1), protoze —1 = p — 1 (éti ,opaény prvek k 1 je p — 1¢). Podle cviéeni 3.5.6
je (—a)™! = —(a™!), takze zndme-li inverzni prvek k a, mfizeme téz urcit inverzni
prvek k —a = p — a. Podle stejného cviceni je inverzni prvek k inverznimu prvku
puvodni prvek, tj. vime-li, ze b = ™', pak a = b~ .

Piiklad 3.6. V télese Z; plati

-3 4 4

3 _5_4 577=4-3=5.
Vyuzili jsme 57! = 3, coz jsme nahlédli v pfedchozim piikladu. Alternativné se
lze rovnou zeptat kolika je tfeba vynasobit pétku, abychom dostali 4. Jesté jinak
miizeme pocitat

S -2=5
5 -2 T
Poznamenejme, Ze zatimco v télese redlnych (nebo racionalnich) ¢isel je % ¢islo,

v télese Z7 jde o vyraz ,,4 déleno 5¢. Takové vyrazy by se ve vysledcich ptikladt
nemély objevovat, protoze jdou jesté dopocitat.

Piiklad 3.7. V télese Zq;, vyFeSime soustavu linearnich rovnic s matici

2 41 2 103
4 1 3 8 617
75 0 2 6|8

Soustavu pfevedeme do odstuptiovaného tvaru.

2 41 2 10|3 2 41 2 103
4 1 3 8 6 7 ~1 0 41 4 8|1 |~
7 5 0 2 02 2 6 4|3
2 41 2 10(3 1 2 6 1 5|7
041 4 8|1 013 1 2|3
0 0 7 4 08 0 0 1 10 09
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V prvni tpravé jsme 9-nasobek prvniho fadku pricetli ke druhému a 2-nasobek
prvniho fadku jsme pricetli ke tfetimu.

Jak jsme pfisli napfiklad na éislo 9 pfi nulovani pozice (2,1)? Jednou moznosti
je spocitat —% = —2 = 9. Pro mala télesa, zejména Z,, Z3, Zs, Z7, je asi nejrychlejsi
urcit potfebné ¢islo zkusmo. Tim myslime v nasem pripadé tvahou ,kolika je tieba
vynasobit 2, aby po pfic¢teni 4 vznikla 0“. Mozna o néco pocetné prijemnéjsi nez
pricitat 9-ndsobek je pri¢itat (—2)-ndsobek.

Na koeficient 2 pfi nulovani pozice (3,1) mtzeme obdobné pfijit bud vypocétem
nebo zkusmo. Vypocet provedeme pfimocate

7
=727 =7.6=-9=2
2 )
nebo Sikovnéji napiiklad takto:
R O
2 2 2

V dalsi tpravé jsme 5-nasobek druhého fadku pficetli k tietimu. V posledni
apravé jsme vynasobili fadky ¢isly tak, aby pivoty byly rovny 1. To ndm usnadni
¢islem 27! = 6, druhy fadek &islem 4~ = 3 a tfeti fadek &islem 77! = 8.

Béazové proménné jsou 1, T3 a x3 a volné proménné jsou x4 a x5. Reseni tedy
bude tvaru

+ s . +1t . IS,tEle

0 1 0
0 0 1
Zpétnou substituci dopocitdme neznamé pozice a ziskame feseni
1 1 10
9 7 9
9 + s 1 +1t 0 18t € 711
0 1 0
0 0 1

3.4. Charakteristika. Dulezitym ¢iselnym parametrem téles je jejich charakteris-
tika:

Definice 3.8. Existuje-li kladné celé ¢islo n takové, ze v télese T plati

l+1+---41=0,
~—_——

pak nejmensi takové kladné ¢islo nazyvame charakteristika télesa T.
Pokud zadné takové kladné celé ¢islo n neexistuje, tak fikdme, Ze téleso T ma
charakteristiku 0.

Charakteristika tedy urcuje, kolikrat je nejméné tieba secist jednicku, abychom
dostali 0. Neékdy se zapisem n rozumi soucet n jednicek. Charakteristika je pii této
tmluvé nejmensi kladné celé ¢islo n takové, ze n = 0. Pokud takové n neexistuje,
charakteristika je 0.

Véta 3.9. Charakteristika kaZdého télesa je bud 0, nebo prvocisio.
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Driikaz. Jestlize charakteristika télesa T neni rovna 0, pak existuje néjaké kladné
celé ¢islo n > 2, pro které plati

1+14---+1=0.
—_——
n
Jestlize je n slozené ¢islo, plati n = kl pro néjaka kladna cela cisla k,1 < n. V
dutsledku axiomu distributivity (D) plati

A+1+-4+DA+1+4+1D)=1+1+---4+1=0.
k l n

Podle tvrzeni 3.3.(6) mize byt soucin dvou prvkl v télese rovny 0 pouze pokud je
aspoii jeden z ¢initelit rovny 0. Proto je bud

1+14---+1=0
—_——
k

nebo
I1+1+---+1=0.
l
V kazdém pripadé nemuze byt slozené ¢islo n > 2 nejmensim kladnym celym ¢islem,
pro které plati
I+1+---+1=0.
n

Protoze je 1 # 0 podle tvrzeni 3.3.(10), musi byt nejmensi takové ¢islo prvocislo. O

Charakteristika téles Q,R,C je 0. Pro libovolné prvocislo p je charakteristika
télesa Zj, rovna p.

Télesa charakteristiky 2 maji tu pfijemnou vlastnost, Ze s¢itani a od¢itani sply-
vaji, viz cviceni. V nékterych situacich tato télesa tvori vyjimecné piipady, které je
tFeba zvlast rozebirat. Jednim z dtivodt je fakt, Ze v nich nelze poditat aritmeticky

a+b

priimér dvou ¢isel — vyraz 3> totiz nedava smysl, protoze délime nulou.

3.5. Dalsi priklady téles.

3.5.1. Ctyrprvkové téleso. Pokud n neni prvoéislo, pak Z,, definované podobné
jako Z,, neni téleso. Tedy napfiklad Z, neni téleso. Selze axiom (N3), 2 nema
inverzni prvek. Muzeme také pouzit vétu 3.9, protoze charakteristika by byla 4, coz
je nemozné.
Ctyfprvkové téleso ale existuje. Nejlépe je pocitat s polynomy
GF(4)={0,1,a,a + 1}
jedné proménné « s koeficienty v Zs. S¢itani je definované jako prirozené séitani
polynomt (napf. o + (¢ +1) = (1 + 1)a + 1 = 1), pfi nésobeni pak polynomy
vynasobime pfirozenym zptsobem a pak vezme zbytek po déleni polynomem
a?+a+1 ,
napiiklad
(a+D(a+1)=((a+1) pggme (@ + 1)) mod (@ + a+1) =
=(@*+1)mod (> +a+1)=a .
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3.5.2. Dalsi konecnd télesa. Téleso s n prvky existuje pravé tehdy, kdyz n je moc-
nina prvocisla. Dikaz uvidite pozdéji v kurzu algebry. Naopak, pro kazdé cislo
n = p*, kde p je prvodcislo, téleso s n prvky existuje a je dokonce jednoznaéné
urcené az na preznaceni prvkid. Jde zkonstruovat podobné jako ¢tyiprvkové téleso.
Prvky budou polynomy stupné nejvyse k — 1 s koeficienty v Z,, a pocitat budeme
modulo pevné zvoleny nerozlozitelny polynom stupné k, tj. polynom, ktery se neda
napsat jako (béZny) souin polynomu nizsiho stupné.

Podobné jako u téles Z,, by se existence inverznich prvki dokézala pomoci Bezou-
tovych koeficientil, analogie Bezoutovy véty totiz plati i pro polynomy s koeficienty
v Z,. Dtlezité je, ze poc¢itdme modulo nerozlozitelny polynom. Tento fakt hraje v
dikazu stejnou roli jako fakt, Ze p je prvocislo v dikazu véty 3.4 — nejvétsi spolecny
délitel zvoleného nerozlozitelného polynomu a libovolného nenulového polynomu
nizsiho stupné bude diky tomu 1.

3.5.3. Podteélesa komplexnich cisel. Existuje celd fada téles ,mezi“ racionalnimi a
komplexnimi ¢isly. Napriklad mnozina komplexnich ¢isel

{a+bi:a,beQ}

tvofi s béznymi operacemi téleso. K dikazu musime ovéfit, ze tato mnozina je
uzaviena na sc¢itdni a nasobeni. Vétsina zbylych axiomt je pak ocividna, kromé
existence inverzniho prvku. Uplny diikaz pfenechdme do cviceni.

Dalsim prikladem je mnozina

{a+bvV2:a,beQ}

opét s béznymi operacemi.

Tato a podobna télesa hraji velkou roli naptiklad pfi dikazu slavné véty, ze
neexistuje vzorecek (vyuzivajici operace +, -, —,:, o/ ) pro kofeny polynomu vétsiho
nez patého stupné, nebo pfi dikazu nemoznosti kvadratury kruhu, trisekce tthlu a
zdvojeni krychle.

3.5.4. Téleso raciondlnich funkci. Prikladem ,vétsiho“ télesa je téleso racionalnich
funkci, tedy funkci tvaru %, kde p(z) a q(x) # 0 jsou redlné polynomy s béznymi
operacemi s¢itani a ndsobeni funkci. Je potfeba ztotoznit racionalni funkce, které se
lis1 pouze definiénim oborem, napi. 1 je potfeba povazovat za tu samou racionalni

funkci jako (z +1)/(z 4+ 1), viz cvideni.

3.5.5. Charakteristika a konecnost. Kazdé téleso charakteristiky 0 ma nekoneéné
mnoho prvkt, protoze ¢isla 0,1,1 + 1,1 + 1 4+ 1 jsou vSechna navzajem rtizné.
Jde ukazat, ze takové téleso v jistém smyslu obsahuje téleso raciondlnich ¢isel (viz
cviceni).

Na druhou stranu, neni pravda, ze téleso nenulové charakteristiky méa nutné
konecny pocet prvki. Piikladem je téleso racionalnich funkci nad Z,, které ma
charakteristiku p a neni kone¢né. P¥i zavadéni tohoto télesa je potieba postupovat
opatrnéji nez v pripadé télesa racionalnich funkci nad R, musime pracovat s for-
maélnimi podily (nikoliv funkcemi tvaru podilu) a vhodné podily ztotoznit. Detaily
probirat nebudeme.

Kazdé téleso charakteristiky p ,obsahuje“ téleso Z, (opét viz cviceni).
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3.5.6. Kwvaterniony. Dulezitym pfikladem nekomutativniho té€lesa jsou kvaterniony.
Kvaterniony definujeme jako vyrazy tvaru

a+bi+cj+ dk,
kde a,b,c,d € R a i,j,k,l jsou ,imaginarni jednotky“. S¢itani je definovano pfiro-
zené, tedy
(a+bi+cj+dk)+(d +Vi+dj+dk)=(a+a)+O+b)i+ (c+)j+ (d+d)k.
Pri nasobeni roznasobime zavorky a vyuzijeme vztahd ai = ia,aj = ja,ak = ka
pro libovolné a € R a
=2 =k=—1, ij=kjk=iki=j, ji=—kkj=—iik=—j,

které se dobfe pamatuji pomoci cyklu i — j — k — i:
i
ke—1J

Pokud nasobime po sméru cyklu, dostaneme tfeti proménnou s kladnym zna-
ménkem, a nasobeni proti sméru znaménko obraci. Tedy

(a+bi+cj+dk)-(a+bi+dj+dk)=
=ad +ab'i+ ac'j + ad'k + ba'i + bb'i® + bc'ij + bd'ik+
+ca'j +cb'ji + cc' j* + ed' jk + da'k + db'ki + dc'kj + dd'k* =
=aa +abi+acj+adk+ba'i —bb + bk — bd j+
+cd'j—cb'k—cd +cdi+ddk+dbj—ddi—dd =
= (aa’ —bb' — cc’ —dd') + +(ab' + ba’ + cd' — dc')i+
+ (ac’ — bd' + ca’ + db')j + (ad’ + b’ — b’ + da' )k .

Linearni algebru lze mimo jiné pouzit také ke zkoumani geometrickych zobrazeni.
Rotace o tthel a kolem néjaké osy patii mezi dilezitd geometrickd zobrazeni. V
letnim semestru si ukadzeme, Ze slozeni dvou rotaci kolem rdznych os je opét rotace
kolem néjaké osy. Najit osu a thel slozené rotace neni viibec jednoduché. Hledani
toho, jak osa a t1ihel slozené rotace zavisi na osach a tthlech rotaci, které skldadame,
vedlo k objevu kvaternion.

Délkou kvaternionu a + bi 4+ ¢j + dk rozumime reélné ¢islo Va2 + b2 + ¢2 + d2.
Kvaternion délky 1 nazyvame jednotkovy kvaternion. Lze spoéitat (viz cviceni), ze
soucin dvou jednotkovych kvaternionu je zase jednotkovy kvaternion.

Rotaci kolem osy prochéazejici poéatkem soufadnic a bodem (a,b,c) # (0,0,0)
o thel a v kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych ruéi¢ek divame-li se na
rovinu, ve které se body pohybuji, z kladného sméru osy rotace) zapiSeme pomoci
kvaternionu

cos(a/2) + sin(a/2)(ai + bj + ck) .
Tak napiiklad otoéeni o uhel 7/2 kolem prvni soufadné osy zapiSeme jako kvater-
nion g + @z Otoceni kolem osy z o uhel 7/2 v kladném sméru zapiSeme pomoci
kvaternionu % + ?k
Pro kazdé kladné realné ¢islo r popisuje kvaternion cos(a/2) + sin(a/2)(rai +
rbj + rck) stejnou rotaci jako kvaternion cos(a/2) + sin(a/2)(ai + bj + ck). Oba
vektory (a,b,¢)T a (ra,rb,re)T totiz uréuji stejnou piimku prochazejici poc¢atkem.
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Ze vSech moznych kvaterniont popisujicich stejnou rotaci si vybereme jednotkovy
kvaternion. Oba pfiklady z predchoziho odstavce jsou jednotkové kvaterniony.

Slozime-li dvé rotace, dostaneme osu a thel sloZené rotace tak, ze vynasobime
prislusné kvaterniony v daném potadi.

Priklad 3.10. Slozime rotaci kolem osy « o tthel 7/2 a rotaci kolem osy z o tihel
/2. Osu a thel slozené rotace najdeme jako soucin kvaternionii
2 2 2 2 1 31, .
£+£k £—|—£Z :7+£7(Z+j+k),
2 2 2 2 2 2 V3

pouzili jsme rovnost ki = j.

Plati tedy, ze slozena rotace je kolem osy prvniho oktantu o tthel 27 /3 v kladném
Smeru.

Cviéeni

1. Dokazte, ze v libovolném télese T plati pro kazdé dva prvky a,b € T vztahy (—a)(—b) =
ab, (—a)b = —(ab) a & = 3* = — 7.
2. Dokazte, ze v libovolném télese T funguje pfevod na spoleény jmenovatel, tzn. dokazte,

ze pro libovolné a, b,c,d € T, b,d # 0, plati

a  c _ad+bc
b dT
3. Dokaite, Ze v libovolném télese plati —0 =0, 17 =1, (—a) ™' = —a™', (a™) ™' =@

pro libovolné 0 # a € T.

4. Dokoncete dlkaz, ze Z, je t€leso pro libovolné prvocislo p.

5. Dokazte, ze Z,, je téleso pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.

6. Dokazte, ze v libovolném télese T charakteristiky 2 plati a = —a pro libovolny prvek
acT.

7. Vytvoite tabulku pocitani ve ¢tyiprvkovém télese a ovéfte, ze se skuteéné jednd o
téleso.

8. Rozhodnéte (a odpovéd dokazte), které z nasledujicich podmnozin C tvoii s béznymi
operacemi téleso.

{a+bi:a,beQ}

{a+bV2:a,bcQ}

{a+by/n:a,b e Q}, kde n je pevné zvolené prirozené ¢islo

{a+b¥2:a,bcQ}

{a +b¥24cV/4:a,b,ccQ}

{a +bv/2+cV3:a,b,c € Q}

{a +bvV2+cV3+dV6:a,b,c,dcQ}

9. Proc je pfi definici télesa raciondlnich funkci tfeba ztotoziovat racionalni funkce, které
se lisi pouze defini¢nim oborem?

10. Dokazte, ze v télese charakteristiky 0 jsou vSechna ¢isla 0,1,14+1,1+1+1, ... navzajem
ruzna.
11. Necht T s operacemi @, ® je téleso charakteristiky 0. Opac¢né prvky a déleni v tomto
télese budeme znacit &, ®. Pro libovolné piirozené ¢islo n oznacme
n=1¢l®---&1 a —-n=6mn
S ———

nx
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Dokazte, ze pro libovolné pi,p2 € Z a q1,q92 € N plati, ze p1 © g1 = P2 @ g2 pravé tehdy,
kdyz se raciondlni ¢isla pi/q1 a p2/qe rovnaji a plati

Proqm) o Po@) =PPRoGagR, Pr1oq) e [P:20®)=pe+paoag -
Prvky T typu p @ q, p € Z, q € N se tedy scitaji a nasobi jako racionélni ¢isla. V tomto
smyslu obsahuje kazdé téleso charakteristiky 0 téleso racionalnich ¢isel.

12. Po vzoru pfedchoziho tvrzeni pfesné zformulujte a dokazte tvrzeni, ze kazdé téleso
charakteristiky p obsahuje téleso Z,.

13. V télese kvaternionti najdéte prvek inverzni k prvku a + bi 4 ¢j + dk.

14. Dokazte, ze soucin dvou jednotkovych kvaternionu je opét jednotkovy kvaternion.
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4. MATICE

Cil. Dozvime se, Ze matice uréuji zobrazeni. Naucime se provd-
dét zdkladni operace s maticemi. Zajimavou operaci je ndsobent,
kterée odpovidd skladdni zobrazeni, a invertovdni, které odpovidd
invertovdni zobrazent.

Matice pro nas zatim byly pouze pomiickou k pfehlednému zapisu soustav li-
nearnich rovnic. V této kapitole se budeme divat na matice jako na samostatné
objekty. Definujeme zédkladni operace, zminime nékteré aplikace a zakladni vlast-
nosti. K pochopeni nasobeni matic nahlédneme, Ze matice pfirozenym zpiisobem
urcuji zobrazeni. Takto jdou popsat napfiklad rotace nebo osové soumérnosti v
roviné. Nasobeni matic pak odpovida sklddani zobrazeni.

4.1. Matice a jednoduché operace.

Zactneme definici matice a specialnich typt matic. Nova definice rozsifuje sté-
vajici definice 2.1 a 2.4 tim, Ze prvky mohou byt z libovolného pevné zvoleného
télesa.

Definice 4.1. Necht T je téleso. Matici nad télesem T typu m X n rozumime
obdélnikové schéma prvka T s m fadky a n sloupci. Matice typu m X m se nazyva
Ctvercovd matice Tddu m. Matice typu m X 1 se nazyva (sloupcovy) aritmeticky
vektor a matice typu 1 x m se nazyva radkovy aritmeticky vektor.

Pfipomenime, Ze zépisem A = (@i;)mxn rozumime matici A typu m x n, ktera
ma na pozici (7, j) prvek a;; € T. Index m X n vynechavame, pokud nechceme typ
specifikovat nebo je zifejmy z kontextu.

Definice 4.2. Ctvercovou matici A = (a;;) nazyvime
e diagondlni, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ # j,
e horni trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ > 7,
o dolni trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv 7 < j.
U libovolné matice fikdme, ze prvky a;; tvofi hlavni diagondlu.

Matice A = (a;;) a B = (b;;) povazujeme za stejné, pokud maji stejny typ mxn a
malji stejné prvky na odpovidajicich pozicich (formalnéji, pro kazdé i € {1,2,...,m}
a kazdé j € {1,2,...,n} plati a;; = b;;).

Zavedeme nékolik jednoduchych operaci s maticemi, které zobectiuji ptislusné
operace pro vektory.

Definice 4.3. Jsou-li A = (a;;) a B = (b;;) matice nad stejnym télesem T, stejného
typum x n at €T, pak definujeme
o soucet matic A a B jako matici A+ B = (a;; + bij)mxn,
t-ndsobek matice A jako matici t- A =tA = (taij)mxn,
matice opacnou k A jako matici —A = (—a;j)mxn,
nulovou matici typu m X n jako matici Opxn = (0)mxn-

Soucet matic riznych typd nebo nad rdznymi télesy neni definovan. Rovnéz
nedefinujeme vyraz At, t-nasobek matice A piSeme vzdy tA.

Priklad 4.4. Nad télesem Zs méame

213+42272+41+23+27130
4 0 1 1 13) 441 0+1 1+3 ) 0 1 4
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3 2 1 3 . 3-2 3-1 3-3 . 1 3 4
4 0 1 - 3-4 3-0 3-1 - 2 0 3
B 2 1 3 . -2 -1 -3 . 3 4 2 0 . 0 0 O
4 01) \ =4 -0 -1) " \1o04) ™" L000

Pravé definované operace viibec neberou v tvahu tabulkovou strukturu matice
— kdybychom napsali sloupce matice pod sebe, dostali bychom aritmeticky vektor s
mn slozkami a operace +,t-, — by se shodovaly se stejnymi operacemi pro vektory.
Jednoduchou operaci, kterd neni tohoto typu, je transpozice. Zavedené znaceni je
v souladu s dfive pouzivanym znacenim (a1, ..., a,)” pro sloupcovy vektor.

Definice 4.5. Transponovand matice k matici A = (a;j)mxn je matice AT =
(bji)nxm, kde bj; = a;; pro libovolné indexy ¢ € {1,2,...,m} aje{1,2,...,n}.

Sloupce transponované matice jsou tedy radky puvodni matice a naopak. Napii-
klad
2 4
Az(i (1) ‘I’) A= 1 0
3 1

4.2. Nasobeni matic.

4.2.1. Geometrickda motivace. Na rozdil od s¢iténi, ndsobeni matic neni definovano
po pozicich. Abychom pochopili na prvni pohled zahadnou definici, podivame se
trochu jinak na feSeni soustav linedrnich rovnic. Uvazujme naptiklad soustavu 2
rovnic o 2 neznamych nad realnymi ¢isly a jeji matici:

2x1 4+ 322 =10 A— 2 3
5x1 4+ 225 =20" o 5 2

Leva strana soustavy, neboli matice soustavy, definuje zobrazeni f4 z mnoziny R?
v8ech 2-slozkovych vektortt nad R do téZe mnoziny R2:

f €1 . 2x1 + 322
A X9 B 5T + 229

Reseni soustavy jsou ty vektory (z1,22)T, které zobrazeni f4 zobrazi na vektor
(10,20)T. (Jinymi slovy, fesenim je vzor vektoru (10,20)7 pii zobrazeni f4.) Obec-
néji, matice typu m x n definuje zobrazeni z mnoziny R"™ do mnoziny R™. Studiu
téchto typd zobrazeni je vénovana kapitola ??, my se zatim podivame na tii pfi-
klady.

e Otoceni 0 30° v R2. Obraz vektoru (z1,z2)7 uréime vahou podle obrazku
(pfesnéji bychom méli fikat obraz bodu, jehoZ polohovy vektor je (z1,22)7,
ale délat to nebudeme).

OBRAZEK
Obrazem vektoru (1,0)7 je

(e )= (k")

z ¢ehoz vidime, Ze obrazem vektoru (xq,0)7 je

(8- ()
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Podobné zjistime, ze obrazem vektoru (0, x2)” je vektor (—xo/2, x2v/3/2).
Obraz souétu vektorti (z1,0)7 a (0,22)T (coz je vektor (z1,z2)T) uréime
jako soucet jejich obrazti. Obrazem vektoru (xq,72)7 je tedy vektor

( ?:ﬁ )Jr( — 372 > _ B -t
5%1 §$2 %Il + @Iz
Vidime, Ze rotace o 30° je zobrazeni f4, kde
( H )
— 2
A= i .
2
Obecnéji, rotace o thel «a je zobrazeni f4, kde
A= ( cos o —sina )
sina  cosa
e Osovd soumérnost podle osy x v R?. Obrazem vektoru (x1,72)7 je vektor
(21, —x2)T, takZe soumérnost podle osy z je zobrazeni f4, kde

=0 4)

e Zobrazeni f4 z R? do R? dané matici

oo
Wi

1 2
1 0
1 3

je znazornéné na obrazku.

OBRAZEK

Uvazujme ted dvé zobrazeni f4 a fg z R? do R? dan maticemi

A— < a1l a2 >’ B_ ( bir b2 >
ag1 Q92 b21 b22

Podivame se na sloZeni zobrazeni fp a fa, tedy zobrazeni g definované vztahem

9(x) = fa(fB(x)).

r1 o\ T1 _ biiz1 + broxa \
g((EZ )_fA (fB<$2 )>_fA<b21$1+b21{L‘2 )_
_ ( a11(b11x1 + biawe) + ar2(bor1z1 + basxs) )

a21(b11x1 + bi2x2) + aga(barz1 + baoxa)

_ ( (a1uibiy + arzbar)z1 + (a11b12 + a12ba2)ws
(@21b11 + a22bo1)z1 + (az1b12 + az2boe)xo

Vidime, ze g = fc pro matici
- a11b11 + a12b21  a11b12 + a12b22
a21b11 + ag22b21  a21b12 + ag2ba

Obecnéji bychom mohli slozit zobrazeni fg z RP do R™ dané matici typu n xp a
zobrazeni f4 z R™ do R™ dané matici typu m X n. Podobnym vypoctem jako vyse
bychom zjistili, ze vysledné zobrazeni z R? do R™ je dano matici C' typu m X p,
kterd ma na pozici (i, k) prvek

a;1bik + as2bog + - - + Ainbnk
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4.2.2. Definice ndsobeni. Dostali jsme se k definici souc¢inu matic.

Definice 4.6. Je-li A = (a;;) matice typu m xn a B = (b)) matice typu n X p nad
stejnym télesem T, pak definujeme soucin matic A- B = AB = (¢;) jako matici
nad T typu m X p, kde

Cik = Zaijbjk = a;1b1; + aiobor + -+ - + ainbpi
j=1
prokazdé i € {1,2,....m} ake{1,2,...,p}

Souc¢in AB je tedy definovan, pokud pocet sloupctt matice A je rovny poctu
Ffadkd matice B. Jinak definovan neni. To souhlasi s motivaci sou¢inu matic jako
skladani zobrazeni.

Prvek na misté (i,k) dostaneme jako standardni skaldrni souéin i-tého fadku
matice A a k-tého sloupce matice B. Pro fadky a sloupce matice zavedeme specialni
znadeni.

Definice 4.7. Je-li A matice typumxnai € {1,2,...,m}, pak (a;1, a2, - -, ain)T
nazyvame i-tg tddkovy vektor matice A a znalime jej a;. Podobné pro j € {1, 2,
, n} definujeme j-ty sloupcovy vektor jako a; = (ay;,azj, ..., amj)".
Matici A muZeme zapsat ,po sloupcich“ jako A = (aj|ag|---|a,) nebo ,po
radcich® jako

Prvek na misté (i, k) souéinu AB je v tomto znaceni roven

b1k

o bak
Cik = a; by, = (a1, Giz, - . ., Qin

bnk
OBRAZEK

Priklad 4.8. Nad télesem R mame
3 3 3-1
wn () =raeramn (3 )= (3]

Priklad 4.9. Pocitame opét nad R.

Lo 1 35 2 4
L1 o 11 -3 2 |=
02 -2 1

1-34+1-14+0-0 1-5+1-14+0-4

1-240-(— ) ( 1)-(-2) 1-4+0~2+(1)-1)_
12+1( 0-(-2) 1-441-240-1 )~

(i)

(1-3+0-1+(—1)-0 1-540-14(=1)-2
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Zobrazeni f4 uréené matici A nad télesem T typu m x n jde napsat pomoci
maticového sou¢inu. Obrazem n-slozkového vektoru x = (71,22, ...,2,)T (nad T)
je m-slozkovy vektor Ax:

fA :T" — Tm, fA(X) = Ax .

cosa —sina cosf —sinf \
sina  cosa sinf8  cosf o
[ cosacosf —sinasinB —cosasinf —sinacos 8
~ \ sinacosB+cosasinfS —sinasin S + cos a cos 8

Priklad 4.10.

(el )

Pouzili jsme souc¢tové vzorce pro goniometrické funkce. Vysledek neni prekvapujici.
Odvodili jsme, Ze ndsobené matice urcuji poradé otoceni o v a otoceni o 5. Vysledna
matice tedy odpovida slozeni otoceni o § a otocCeni o «, coz je otoeni o o + [ a
to odpovida vysledné matici. Pokud bychom umeéli rychle urcit matici odpovidajici
otoceni o n&jaky tihel (to se nauc¢ime v kapitole ??), pak lze uvedeny vypocet pouzit
k rychlému odvozeni souctovych vzorcu pro cos a sin.

Piiklad 4.11. Matice v piedchozim piikladu maji tu vzacnou vlastnost, ze ko-
mutuji, tzn. nezalezi na poradi, ve kterém je nasobime. To odpovida geometricky
tomu, Ze nezalezi, zda nejprve rotujeme o thel « a pak o thel 3, nebo naopak. Na-
sobeni matic ale obecné komutativni neni. Sou¢in v opa¢ném poradi nemusi
byt dokonce vibec definovan, napiiklad pro matici A typu 2 x 3 a matici B typu
3 x 5 (nad stejnym télesem) je souc¢in AB matice typu 2 x 5, ale souéin BA neni
definovan.

Soucin neni obecné komutativni ani pro ¢tvercové matice stejného radu. Napii-
klad slozime-li osovou soumérnost v R? podle osy = a otoceni o 7/2 dostaneme
zobrazeni odpovidajici matici

(00 (s )=(0 )

Pokud naopak nejprve rovinu otoé¢ime o 7/2 a pak preklopime kolem osy x, dosta-
neme zobrazeni odpovidajici matici

1 0 0 -1\ 0 -1
0 -1 1 0 “LU-1 0
Geometricky popis vzniklych zobrazeni pfenechdme do cviceni.

Piiklad 4.12. Podividme se jesté jednou na piiklad 3.10, kde jsme v R® pomoci
kvaternionti sklddali rotaci kolem osy x o tihel 7/2 s rotaci kolem osy z o thel =.
OBRAZEK kladne orientace os
Obrazem vektoru (1, 22, xg)T piirotaci kolem osy z o tthel 7/2 je (21, x3, —22
tedy tato rotace je rovna fp pro

)T

)
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Obrazem vektoru (z1, 2, 23)7 pii rotaci kolem osy z o tihel 7/2 je (1,23, —22)7,

tedy tato rotace je rovna f4 pro

0 -1 0
A=11 0 0
0 0 1
SloZenim je zobrazeni fo, kde C = AB.
0 -1 0 1 0 0 0 0 1
c=[1 0 O 00 -1 ]=1100
0 0 1 01 0 010

Z matice C uréime snadno obraz vektoru (z1, z2,73)?:

1 T T3
fel m | =C| 22 | = =
€3 x3 Z2

Neni ale vidét, Ze je to rotace kolem osy prvniho oktantu o thel 27/3 v kladném
sméru, jak jsme zjistili z kvaternionového p¥istupu.

4.2.3. Ndsobeni jako provddént linedrnich kombinaci. Nékdy je vyhodny trochu jiny
pohled na nésobeni matic. Nasobime-li matici A = (a;;) matici B, pak i-ty fadek
vysledku ziskdme sectenim a;1-nésobku 1. fadku matice B, a;s-nasobku 2. radku
matice B, atd. Je to dobfe vidét na piikladu 4.9. Toto pozorovani a podobné pozo-
rovani pro sloupce ¢asto usnadni numerické pocitani a je také dilezité z teoretického
hlediska. Snadnéji jde vyjadiit pomoci pojmu linedrni kombinace matic.

Definice 4.13. Jsou-li Ay, As, ..., A; matice stejného typu nad stejnym télesem
T atqy,to,...,t, prvky télesa T, pak soucet

1AL +toAs + -+t Ag

se nazyva linedrni kombinace matic Ay, As, ..., Ag. Prvky t1,...,tx € T nazyvame
koeficienty linedrni kombinace.

Specidlnim pfipadem této definice je definice linedrni kombinace vektort.

Pozorovani lze nyni preformulovat tak, ze i-ty fadek soucinu AB je linearni
kombinaci radkd matice B s koeficienty v i-tém fadku matice A. Podobné, k-ty
sloupec souc¢inu AB je linedrni kombinaci sloupctt matice A, kde koeficienty jsou v
k-tém sloupci matice B:

Tvrzeni 4.14. Je-li A = (a;;) matice typu m x n a B = (b;,) matice nad stejngm
telesem typu n X p, pak

(1) pro kazdé i = 1,...,m plati, Ze i-ty 7adek soucinu AB se rovnd linedrni
kombinaci ailbrf + aigsz 4+ aime;L = élTB.
(2) pro kazdé k = 1,...,p plati, Ze k-ty sloupec soucinu AB se rovnd linedrni

kombinaci bipay + bagas + - - - + byra, = Aby.

Diikaz. (1). Ozna¢ime C' = AB = (¢;,) a vezmeme libovolné ¢ € {1,2,...,m}. Pro
libovolné k € {1,2,...,p} je k-ta slozka fadkového vektoru na levé strané rovna c;j
a k-t4 slozka vektoru (J,illt)¥1 + CL,L'QBg 44 asz)z; je a,;lblk + anggk 44 aimbmk,
coz je totéz podle definice sou¢inu matic. Tento vyraz je roven k-té sloZce Fadkového
vektoru al B, rovnéz podle definice soucinu.

Cést (2) se dokéaze podobné. O
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Priklad 4.15. Podivejme se jesté jednou na soudin v ptikladu 4.9.

35 2 4
AB:(}?_Ol) 11 -3 2
02 -2 1

Podle prvni ¢asti tvrzeni je prvni fadek vysledku soucet 1-nasobku radkového
vektoru bY = (3,5,2,4), O-ndsobku bl = (1,1,-3,2) a (—1)-ndsobku b} =
(0,2,-2,1), to je (3,3,4,3). Druhy fadek vysledku je soué¢tem prvnich dvou fadku
matice B, tedy (4,6,—1,6). Timto zpisobem ziskdme vysledek

3 3 4 3
4 6 -1 6

daleko rychleji. Pouzivat druhou ¢ast tvrzeni se v tomto pripadé prili§ nevyplati.
Obé ¢asti si rozmyslete na prikladu 4.11.

4.2.4. Jednotkovd matice. Neutralni prvky vzhledem k nasobeni tvori tzv. jednot-
kové matice:

Definice 4.16. Jednotkovd matice 7ddu n nad télesem T je ¢tvercova matice I,, =
(@ij)nxn, kde a;; = 1 pro kazdé i € {1,2,...,n} a a;; = 0 kdykoliv i # j, i,j €
{1,2,...,n}, tj.

10 --- 0
01 --- 0
I, =
00 --- 1

Prvky jednotkové matice také oznacujeme pomoci symbolu d;;, tzn. Kronecke-
rovo delta. Ten se rovna 1, pokud ¢ = j, a 0 jinak. Téleso, ve kterém pracujeme
musi byt ziejmé z kontextu.

Z tvrzeni 4.14 nahlédneme, 7e I, A = A, kdykoliv je soucin definovan, tj. pokud
A mé n fadka. Skutecné, i-ty fadek vysledku je rovny lineadrni kombinaci fadki
matice A s koeficienty 0,0,...,0,1,0,0,...,0, kde 1 je na pozici i. Tato kombinace
je rovna i-tému radku vysledku. Podobné z druhé ¢asti stejného tvrzeni dostaneme,
ze Al, = A, kdykoliv A méa n sloupct.

Geometricky, jednotkova matice I,, odpovida identickému zobrazeni z T™ do T™.

4.3. Maticovy zapis soustavy linearnich rovnic. Uvazujme soustavu m line-
arnich rovnic o n nezndmych 1, s, ..., z, s rozsifenou matici (A | b) nad télesem

T.
1121 + 1222 + -+ + A1 Ty = by

21T + Q22T + -+ - + A2p Ty = bo

Am1T1 + Gm2X2 + -+ + AmpTn = bm
Oznacime-li x vektor neznamych, tj. x = (21,29, ...,,)", pak mame

1171 + a12T2 + - - + Q1 Tn

a21T1 + A22T2 + « -+ + G2, Ty
Ax =

Am1%1 + AmaT2 + -+ + AmnTn
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Vektor Ax je tedy sloupcovy vektor vznikly dosazenim x do levé strany soustavy.
Vidime, ze soustavu rovnic lze psat ve tvaru
Ax=Db .
I elementarni ipravy matic lze interpretovat maticove.

Tvrzeni 4.17. Necht C' je matice typu m x n nad télesem T, i,5 € {1,2,...,m},
i#ja0#teT.

(1) Necht E je matice, kterd vznikne z I, prohozenim i-tého a j-tého Tddku.
Pak EC vznikne z C' prohozenim i-tého a j-tého radku.

7 J
10 -+ 0 -+ 0 --- 0
01 -0 -+ 0 -+ 0
i 0 0 0 1 0
E= .
J 00 1 0 0
00 -0 -+ 0 --- 1

(2) Necht E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim prvku 1 na misté (i,1)
prvkem t. Pak EC vznikne z C vyndsobenim i-tého tddku prvkem t.

i
10 - 0 --- 0
o1 --- 0 --- 0
E=1310 o t 0
o0 --- 0 --- 1

(3) Necht E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim proku 0 na misté (i,7)
prvkem t. Pak EC vznikne z C' prFictenim t-ndsobku j-tého rddku k i-tému

radku.
i J
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
t 0 0 1 t 0
E = .
0 0 0 1 0
00 --- 0 -~ 0 - 1
Diikaz. Pozorovani plyne z prvni ¢asti tvrzeni 4.14. O

Definice 4.18. Maticim F z pfedchoziho tvrzeni fikdme elementdrni matice.
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4.4. Vlastnosti maticovych operaci. V této ¢asti zformulujeme nékolik zéklad-
nich algebraickych vlastnosti maticovych operaci. Témér vSechny z nich, snad az
na asociativitu nasobeni, jsou o¢ividné. Nicméné pouzivani maticové algebry muize
napiiklad znacné zpiehlednit a zkratit technické vypocty.

Sc¢itani matic méa podobné vlastnosti jako s¢itani v télese. Musime dat ale pozor,
abychom scitali matice stejnych typi.

Tvrzeni 4.19. Jsou-li A, B,C matice stejného typu m X n nad stejngm télesem
T, pak plati

(1) (A+B)+C=A+(B+ (),

(2) A+ Opmxn = A4,
(3) A+ (—A) = Omxn,
(4) A+ B=B+ A.

Diikaz. Matice maji stejny typ, takze vyrazy (A+ B)+ C a A+ (B + C) jsou
definovdny a vysledkem jsou matice typu m x n. Prvek na misté (i,j) v matici
(A+ B)+ C se rovna (a;; + b;;) + ¢;j, na misté (¢, j) v matici A+ (B + C) se rovna
ai; + (bij + cij). Protoze s¢itani prvka télesa je asociativni (axiom (S1) v definici
télesa), prvky na stejném misté v maticich (A + B) + C a A+ (B + C) se rovnaji.
Proto plati (A+ B)+C = A+ (B+C).

Ostatni vlastnosti s¢itani se dokazi podobné. ([

Nésobeni matic a nasobeni v télese maji nékteré spolecné vlastnosti. Nasobeni je
asociativni (pokud ndsobime matice spravnych typt) a jednotkové matice jsou neut-
ralnim prvkem. Navic plati oboustranny distributivni zakon. Rozdil oproti nasobeni
v télese je ve dvou podstatnych vlastnostech. Nasobeni matic neni komutativni (ani
pro ¢tvercové matice stejného fadu), jak jsme si jiz vSimli. Dale neni pravda, Ze ke
kazdé nenulové matici existuje matice inverzni.

Tvrzeni 4.20. Jsou-li A, B matice typu m x n, C matice typu n Xp a D, E matice
typu p X q, kde vsechny matice jsou nad stejnym télesem T, pak

(1) (BC)D = B(CD),
(2) InA= Al = A,
(3) (A+ B)C = AC + BC, C(D + E) = CD + CE.

Dikaz. DokéaZeme asociativitu nasobeni. Nejprve si v§imneme, ze vyrazy (BC)D a
B(CD) na obou stranich jsou definované a vyjdou matice typu mxq. Na levé strané
je BC matice typu m X p, takZe souc¢in matic BC a D je definovan a vysledkem je
matice typu m X q. Podobné se ukaze, ze na pravé strané vyjde matice typu m X q.

Vezmeme nyni libovolné ¢ € {1,2,...,m} al € {1,2,...,q} a spo¢itdme prvek
na misté (4,1) v matici (BC)D. Oznaéime-li BC = (e;;), pak hledany prvek je

p P n p n n P
D ewdi = D bicip | dr =3 bijcindir =Y Y bijcirdi -
k=1

k=1 \j=1 k=1j=1 j=1k=1

Ve druhé apravé jsme pouzili distributivitu platnou v télese T a v posledni tpravé
jsme prohodili sumy, coz mizeme diky asociativité séitani v T. (Zde si miizeme
vSimnout, ze prohazovani sum jde interpretovat jako séitani vsSech prvkia matice
dvojim zptsobem — po fadcich a po sloupcich.)
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Ozna¢ime-li (CD) = (f;;), pak prvek na misté (i

n n D P
> bsi = 3 (e ) = 3N
Jj=1 Jj=1 k=1 k=1

1) v matici B(CD) je

3

j=1k=
Prvky na stejnych mistech v maticich (BC)D a B(CD) se rovnaji, takze (BC)D =
B(CD).

Zbylé dvé vlastnosti pfenechame do cviceni. (|

Asociativitu lze (zatim pouze neformalné) odtivodnit geometricky: vime, Ze né-
sobeni matic odpovida skladani zobrazeni a skladani zobrazeni je asociativni.

Diky asociativité mizeme pro prirozené ¢islo n definovat n-tou mocninu ¢tver-
cové matice vztahem

A" =AA... A .
—
nx

Vysledek totiz nezavisi na uzavorkovani.

Dalsi tvrzeni hovoii o vztahu nasobeni matice prvkem télesa s operacemi séitani
a nasobeni. Diikazy jsou snadné a prenechdme je jako cviceni.

Tvrzeni 4.21. Jsou-li A, B matice nad télesem T typu m x n, C matice nad T
typun Xp aa,beT, pak

(1) (a+b)A=aA+DbA,

(2) a(A+ B) =aA + aB,

(3) a(bA) = (ad)A4,

(4) 1A= A,

(5) a(BC) = (aB)C = B(aC).

K poslednimu bodu poznamenejme, ze vyraz (Ba)C neni definovén, protoZe neni
definovan vyraz Ba.
Nakonec zformulujeme vztah transpozice a zbylych operaci.

Tvrzeni 4.22. Jsou-li A, B matice nad télesem T typu m x n, C' je matice typu
nxpnadT aa €T, pak

(1) (A+B)T = AT + BT,

(2) (ad)” = aAT,

(3) (AT)T = A.

(4) (BO)T =CTBT.
Priklad 4.23. Ctvercova matice A = (a;;) fadu n se nazyva symetrickd, pokud
a;j = aj; pro libovolné 7,5 € {1,2,...,n}. Ekvivalentné, A je symetricka, pokud
AT = A. Pomoci vlastnosti z tvrzeni 4.22 ukaZeme, Ze pro libovolnou &tvercovou
matici A je matice B = 2AAT + AT A symetricka:

BT = (24AT + AT AT = (24AT)T - (AT A)T = 2(AAT)T + (ATA)T =
=2(ATYTAT 1 AT(AT)T = 24AT + ATA=B .

Ukézali jsme, e B = BT, matice B je tedy symetrickd. Mlcky jsme pouzivali i
vlastnosti z tvrzeni 4.21, kdy jsme napiiklad nepsali zavorky ve vyrazu 24A7.
Priklad 4.24. Mnohé vlastnosti mnoziny vSech feSeni soustavy linearnich rovnic se
dokazuji pohodlné pomoci vlastnosti maticovych operaci. Podivejme se na vlastnost

e jsou-li vektory w,z feSenim soustavy (A | o), pak je vektor w + z FeSenim
soustavy (A | o).
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'

OBRAZEK 5. Leteckd spojeni mezi mésty X7, Xo, X3 a X4 z ¢asti 4.5.2

Skutecné, pokud w, z fesi soustavu (A | 0), ¢ili Aw =0 a Az = o, pak A(w+1z) =
Aw + Az = o, neboli w + z FeSi stejnou soustavu. Pouzili jsme distributivitu.

4.5. Dalsi aplikace.

Vidéli jsme, Ze maticové operace se hodi na praci s nékterymi zobrazenimi (jako
tieba rotace) a na kompaktni popis soustav linedrnich rovnic. Uvedeme nékteré
dalsi priklady vyuziti.

4.5.1. Rekurentni rovnice. Asi jste se uz setkali s Fibonacciho posloupnosti defino-
vanou predpisem
a1 =ay=1, ajyos=a;41 +a; prokazdéi=1,2,...

Chtéli bychom najit explicitni vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu.
Z definice posloupnosti nahlédneme, zZe dvojice sousednich ¢lent spliiuje vztah

a,H_Q _ 1 1 a,;+1
541 o 1 0 a;

(Pro ovéfeni tohoto vztahu pouzijeme tvrzeni 4.14.) Oznaéime-li C' matici 2 x 2
vystupujici v tomto vztahu, vidime, ze

(m)=c(a)(a)=e(e)=cle(n)) =)

a indukci dostaneme
Aj42 —C a2 - 1
Qi1 ay 1

Podstatnym zptisobem zde vyuzivame asociativitu nasobeni matic. K vypoctu n-
tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti tedy stac¢i umét mocnit matice. To se nauc¢ime
v kapitole o vlastnich ¢islech a vektorech. Vyjde mozna prekvapivy vzorec

oyt (=)
V5 V5o

kde ¢ = (1 ++/5)/2 je hodnota zlatého fezu.

an

4.5.2. Pocet cest. Na obrazku ?? jsou vyznacena leteckd spojeni mezi mésty X,
X5, X3, X4. Vypocitame pocet spojeni s nejvyse ¢tyfmi prestupy mezi kazdou
dvojici mést.
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Spojeni mezi mésty usporddame do matice A = (a;;)axsa nad R tak, Ze a;;
definujeme rovné 1, pokud z X; vede cesta do X, a a;; = 0 jinak.

01 10
10 0 0
A= 01 01
0010

Nyni se zamyslime, jaky je vyznam prvku na misté (4, j) v matici A?. Tento prvek
je rovny a;1a1; + ajpaz; + a;3a3; + a4a4;. VSimnéte si, Ze k-ty ¢len souctu je rovny
jedné pravé tehdy, kdyz z X; vede spojeni do X; a z X; vede spojeni do Xy, a je
rovny nule jinak. Prvek na misté (4, ) v matici A2 je proto rovny poctu cest z X;
do X s pravé jednim pfestupem.

Podobné nahlédneme, Ze prvek na misté (i, k) v matici A™ je rovny poctu cest z
X; do X}, s pravé (n — 1) pfestupy. Hledany pocet cest s nejvySe ¢tyfmi pfestupy z
X; do X}, je tedy prvek na misté (i, k) v matici

0110 110 1
o 3. 4. 5. | 1000 0110
A28+ = 00 o1l 01 0|t

0010 010 1
1 312 32 31
N Llrr2o | fr3r 2
2 1 1 1 1 33 1|
0211 2 1 1 1

W by M O =
g Yoo N
NN NIIEES
Wk Wk O EFEO

4.6. Blokové matice.

Nékdy je vyhodné nahliZzet na matici jako rozdélenou do blokt a operace, zejména
nasobeni, provadét blokove.

Vezméme dvé matice nad télesem T: matici A typu m X n a matici B typu n X p.
Dale necht myq,...,m,, n1,...,ns a p1,...,p; jsou prirozend ¢isla, pro ktera
m=mi+mg+---+my, n=ng+tnet+---+ns a p=pr+---+p .

Matici A rozdélime podélné na prvnich m, Fadku, dalSich mo Fadka, atd. az po-
slednich m, fadkd, a a vertikdlné na prvnich nq sloupct, dalsich ns sloupci, atd.

az poslednich ng sloupct. Matice A se nyni skldada z rs bloka Ayq, Ao, ..., Ais,
Aoy ooy Aps. ny no Ny
my Agp | Agg | i | Ay
mo Agl A22 . AQS
A= . . .
my Arl AT2 R Ars
Kazdy blok A;; je matice typu m; X n;.
Podobné, matici B rozdélime podélné na oddily velikosti n1,na, ..., ng a verti-

kalné na oddily velikosti py, pa, . .., p:. Matici B tim rozdélime na st bloku By, ..
Bsti

)
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P1 b2 Dt

i Bi1 | Big | ::: | By

n9 Bgl BQQ . Bgt

B= . . }

Ng le BSQ e Bst
Soucin C' = AB lze potom rozdélit do blokt nasledovné.
b1 b2 Dt
my Ci1 | Cra | it | Oy
mo 021 022 . Cgt

my Cs 1 CSZ .- Cst

kde pro kazdé i € {1,2,...,r} ak € {1,2,...,t} plati

Cit =Y _ AijBji .
j=1

Dukaz, ktery pouze vyzaduje spravné si napsat jednotlivé prvky ve vSech maticich
a jejich blocich, pfenechame do cviceni.

Piiklad 4.25. Matice A, B z pfikladu 4.12 o rotacich v prostoru maji pfirozenou
blokovou strukturu.

0 1]0 1[0 0
-1 0]0 ], [0]0 1
0 01 0] -1 0

Piiklad 4.26. Najdeme A2 pro matici A nad Z-.

1 0 2 3 4
01 5 06
A=]10 0 1 0 O
0 0010
0 0 0 01

Oznacime-li

2 3 4
B<5 0 6>’
mame

p2_( I |B I | B\ _(II+B0|IB+BI\ _
~\ Osx2 | I3 Osx2 | Is ) \ OI+I0|0B+1II )

1 0 4 6 1
01 3 0 5
:<é2]B>: 001 00
00 010
0 0 0 01

Pro ptrehlednost jsme od druhé tpravy vynechavali indexy u jednotkovych a nulo-
vych matic.

4.7. Regularni matice. V posledni ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat otéaz-
kou, kdy lze ¢tvercovou matici (nebo pfislusné zobrazeni) invertovat.
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4.7.1. Geometricky a algebraicky pohled. Zatneme geometrickym pohledem. Jak
vime, étvercovd matice A nad télesem T Fadu n uréuje zobrazeni

fa:T" —=>T", fa(x)=Ax .

K tomuto zobrazeni existuje inverzni zobrazeni T — T" pravé tehdy, kdyz fa je
bijekce. To se da Tict tak, ze pro kazdy aritmeticky vektor b € T™ existuje praveé
jeden vzor pfi zobrazeni fa, tj. pravé jeden aritmeticky vektor x € T takovy, zZe
Ax = b. V takovém ptipadé fikame, ze A je reguldrni.

Definice 4.27. Ctvercovad matice A nad télesem T fadu n se nazjva reguldrni,
pokud je ptislusné zobrazeni f4 bijekce (tj. vzédjemné jednoznacéné), ekvivalentné,
pokud mé soustava rovnic Ax = b pravé jedno feSeni pro kazdou pravou stranu
beTm.

Ctvercova matice, ktera neni reguldrni, se nazjva singuldrni.

Piiklad 4.28. Z geometrického nahledu vidime, Ze matice odpovidajici rotaci ko-
lem pocatku a zrcadleni podle pfimky prochazejici po¢atkem jsou regularni, protoze
tato zobrazeni jsou bijektivni. Matice odpovidajici projekci na osu z v R? je sin-
gulérni, protoze toto zobrazeni neni bijekci (neni dokonce ani prosté ani na cely
prostor R?).

Je-li A regularni, tedy f4 je bijekce, pak musi existovat inverzni zobrazeni g :
T™ — T", tj. zobrazeni, které splituje fa og = go fa = idpn. Za okamzik ukazeme,
Ze g je opét tvaru fx pro jistou ¢tvercovou matici X. Protoze skladani zobrazeni
odpovidéa soucinu matic a identické zobrazeni odpovida jednotkové matici, vztahy
faofx = fx o fa =idp» se ekvivalentné prepisi na fax = fxa = f1,, a protoze
rizné matice urCuji riznd zobrazeni (viz cvifeni), dostdvame ekvivalentné AX =
XA = 1,,. Z tohoto divodu fikdme matici X matice inverzni k A.

Definice 4.29. Ctvercova matice A nad télesem T fadu n se nazyva invertovatelnd,
pokud existuje ¢tvercova matice X nad T fadu n takova, ze AX = XA = I,,. Matici
X nazyvame inverzni matice k A a oznacujeme ji A71.

Neékolik poznamek, nez ovéfime, ze zavedené pojmy regularni a invertibilni ma-
tice splyvaji.
e Zdtraznéme, ze zavedené pojmy se tykaji pouze ¢tvercovych matic.
e 7 geometrického i algebraického pohledu vidime, Ze pro matice obecné ne-
plati obdoba vlastnosti (N3) z definice télesa o existenci inverznich prvki.
Napiiklad projekce na osu  chapané jako zobrazeni z R? do R? je zobrazeni

fa pro matici
10
(1),

Toto zobrazeni neni bijekce (neni dokonce ani prosté, ani na), takze A neni
regularni.

Z algebraického pohledu: neexistuje matice X takova, ze AX = I (pro-
toze druhy fadek matice AX je vzdy nulovy), ani matice Y takova, Ze
Y A = I, (protoze druhy sloupec matice YA je vzdy nulovy). Rikdme, ze
matice A nemé matici zpravae inverzni ani matici zleva inverzni.

e Inverzni matice k invertovatelné matici je ur¢end jednoznacné. Pokud jsou
totiz X,Y dvé inverzni matice k A, pak

X =XI, = X(AY) = (XA)Y =1,Y =Y.
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Je-li matice invertovatelnd, pak je regularni. Pokud totiz AX = XA = I, pak
fafx = fxfa = f1, =1ids,, tedy k fa existuje oboustrané inverzni zobrazeni f;l =
fx, tedy fa je bijekce. Opacnou implikaci dokdzeme tim, Ze popiSeme postup jak
inverzni matici nalézt. Pfipomenme, Ze vlastné dokazujeme, Ze inverzni zobrazeni
k fa je opét tvaru fx pro jistou matici X.

4.7.2. Hleddni pravého inverzu. Pokusme se nyni k dané regularni ¢tvercové matici
A fadu n najit matici X takovou, ze AX = I,,. (Matici X nazjvame matici zprava
inverzni k A. ) Budeme provadét obecnou diskuzi a zaroveti ji ilustrovat na pfikladu

realné matice
1 3
a=(55)

Pro i = 1,2,...,n srovname i-té sloupce ve vztahu AX = I, a vyuZijeme
AX = (Ax1|Axg|---|Ax,) (viz tvrzeni 4.14). Dostédvame, Ze rovnice AX = I,
je ekvivalentni s

1 0 0

0 1 0
Ax; = . , Axg = . s e, Ax, =

0 0 1

Resime tedy n soustav linedrnich rovnic se stejnou matici A s riznymi pravymi
stranami. Protoze A je reguldrni, soustavy maji pravé jedno feseni. V nasem pripadé
fesime soustavy

Coa)()=Co) (o) ()= (V)

Soustavy vyfeSime.
1 3|1 -~ 1 3 1 11 o 3
2 9|0 0 3|-2)" 2 )\ -2
1 3]0 1 3]0 za1 \ [ -1
2 9|1 0 3|1 )" z22 )\ %

Matice inverzni zprava je tedy

3 -1
X_(_2 1>
3 3

Provedeme nyni dvé modifikace tohoto postupu.

ProtoZe je matice vSech n-soustav stejna, totiz A, je mozné vSechny fesit stejnymi
dpravami. Proto je mizeme fesit najednou tak, Ze pravé strany napiSeme vedle
matice soustavy vSechny vedle sebe a upravime celou matici do odstupniovaného
tvaru. Dopo¢teni zpétnou substituci pak probéhne jako predtim, zvlast pro kazdou
pravou stranu. V nasem pripadé

1 3|1 0 1 3|1 0
2 910 1 0 3|-2 1

Pfed druhou modifikaci si uvédomme, jak vypada odstupniovany tvar matice A
po Gaussové eliminaci. Protoze pfedpokladame, Ze rovnice Ax = b méa pravé jedno
feSeni pro kazdé b, nemiizou pii feSeni soustav Ax; = (1,0,...,0)7, ... existovat
volné proménné (pokud by existovaly, pak Ax = b bud nemé %adné FeSeni, nebo
kazdé volbé volné proménné odpovida feseni, takze by soustava méla vice nez
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jedno FeSeni). Tim paddem musi pro odstupriovany tvar matice A platit r = n a
ki = 1,ky = 2,...,k, = n. Jinymi slovy, odstupfiovany tvar je horni trojihel-
nikova matice s nenulovymi vSemi prvky na diagonale. (Pro ¢tvercové matice je
tato podminka zrejmé ekvivalentni tomu, Ze odstuptiovany tvar neobsahuje nulovy
fadek.)

Ke slibené modifikaci. Po pfevedeni soustav na odstupnovany tvar budeme dale
pokracovat v fadkovych upravach tak, aby na levé strané vznikla jednotkova matice.
To lze provést diky tomu, ze odstupnovany tvar je horni trojihelnikovd matice
s nenulovymi prvky na diagonale. Postup je takovy, Ze nejprve ,doeliminujeme®
druhy sloupec — pfi¢tenim vhodného nasobku druhého Ffadku k prvnimu docilime,
Ze hodnota na pozici (1,2) je nula. Pak vynulujeme pfi¢tenim vhodnych nésobkt
pozice (1,3) a (2,3), atd. Timto vznikne diagonédlni matice s nenulovymi prvky na
diagonale, ze které umime udélat jednotkovou vynasobenim radkt vhodnymi prvky.

V nasem pfipadé mame

1 3[1 0 1 3/ 1 0

2 9]0 1 0 3|-2 1
103 -1 1 o] 3 -1
0 3|-2 1 0 1|-2 42

Soustavu s jednotkovou matici je velmi snadné vyresit — fesenim je zfejmé pfimo
pravéa strana. Postup lze nyni shrnout takto: fadkovymi ipravami prevedeme matici
(A | I,) do tvaru (I,, | X) a vpravo si pfecteme vyslednou matici zprava inverzni k
A.

4.7.3. Jiny pohled. Ukazali jsme, Ze k regularni matici existuje matice inverzni
zprava. V Feéi zobrazeni, nalezli jsme X takovou, ze f4 o fx = idpn. Protoze f4 je
bijekce, lze z tohoto vztahu usoudit (viz cviceni ?? v kapitole 1), Ze fx o f4 = idpn,
coz v Fe€i matic znamend, ze XA = I,,.

My ukéazeme, ze plati XA = I, jinym zpusobem, ktery se nam jednak bude
hodit k dukazu hlavni véty 4.30 a ktery rovnéz poskytuje alternativni pohled na
odvozeny postup

Podivejme se na tento postup maticové. V tvrzeni 4.17 jsme nahlédli, Ze elementarni
fadkova tprava odpovida nasobeni jistou matici zleva. Upravy lze tedy psat

(A | In) NEl(A | In) ~ E2(E1(A | In)) Ny

kde E1, Fs, ... jsou elementarni matice prislusnych tprav. Vezmeme v tivahu aso-
ciativitu nasobeni a pravidlo o nasobeni po blocich, mizeme postup psat

(A | I,) ~ (E1A | E1L,) = (E1A | Ey) ~ (EQE1A | EsEy) ~ -~

~(Ey...BsE\A | Ey.. . FoEy) = (I, | X) .

Srovnanim pravych bloku dostaneme X = FEj...FEsF;, takze srovnanim levych
blokt dostaneme X A = I,,. Mame XA = AX = I,,, tedy X je inverzni matice k A.
Rovnéz vidime, ze X je soulinem elementarnich matic.
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4.7.4. Matice inverzni zprava a zleva. Pro zobrazeni f : X — X obecné neplati, ze
f je bijekce, pokud f je prosté, ani neplati, ze f je bijekce, pokud f je na, viz 77.
To je rozdil oproti situaci, kdy mnozina X je konec¢na. Ve vété 4.30 si vSimneme,
7e zobrazeni tvaru f4 (pro ¢tvercovou matici A) jsou ,spofadand® v tom smyslu,
ze kdykoliv f4 je prosté nebo na, pak f4 je bijekce.

Z kapitoly 1 vime, ze f je prosté prave tehdy, kdyz k f existuje zobrazeni inverzni
zleva, a f je na pravé tehdy, kdyz k f existuje zobrazeni inverzni zprava'. Maticové
tedy lze zminénou sporadanost preformulovat tak, Ze kdykoliv mé ¢tvercova matice
A matici X inverzni zprava nebo zleva, pak jiz je A invertovatelns a plati X = A~!.

4.7.5. Charakterizace. Nasledujici véta shrnuje rizné ekvivalentni charakterizace
regularity — geometrické charakterizace, charakterizace pomoci odstupniovaného
tvaru a algebraické charakterizace pomoci invertovatelnosti a elementarnich ma-
tic.

Véta 4.30. Necht A je ctvercovd matice nad télesem T vddu n. Ndsledugici tvrzent
jsou ekvivalentni.
(1) A je reguldrni.
(2) Zobrazeni f4 je na.
(3) Zobrazeni fa je prosté.
(4) Soustava Ax = o md jediné feseni (x = 0).
()

5) Gaussova eliminace prevede matici A do horniho trojihelnikového tvaru

s nenulovymi prvky na diagondle (ekvivalentné odstupriovaného tvaru bez

nulovych Tadki,).

(6) Matici A lze prevést elementarnimi fadkovymi (ekvivalentné sloupcovymsi)
upravami do jednotkové matice I, .

(7) A je invertovatelnd.

(8) Existuje ctvercovd matice X Fadu n takovd, Ze AX = I,,.
(9) Ewxistuje ctvercovd matice X Fadu n takovd, Ze XA = I,,.
10) A je soucinem elementdrnich matic.

Diikaz. Implikace (1) = (3) = (4) a (1) = (2) jsou trividlni.

Argumenty pro (2) nebo (4) = (5) = (6) = (7) = (1) byly jiz pfedvedeny vyse,
takZe je jen stru¢né shrneme. U (6) budeme pracovat s fadkovou verzi.

(4) = (5). Resime-li soustavu rovnic Ax = o Gaussovou eliminaci a ziskidme
odstupniovany tvar s alespon jednou volnou proménnou, pak ma soustava vice feseni
(u homogenni soustavy se ani nemtiZe stat, Ze feSeni neexistuje). Podobné ukézeme
(2) = (5). Pokud odstupiiovany tvar matice A mé nulovy fidek, pak soustava
Ax = b nema pro néjakou pravou stranu feseni, takze f4 neni na. Toto si rozmyslete
podrobné jako cviceni.

(5) = (6). Matici A pfevedeme do horni trojihelnikové matice s nenulovymi
prvky na diagonale a pak doeliminujeme postupné druhy sloupec, tfeti sloupec,
atd. Ziskdme diagondlni matici a stac¢i vynasobit fadky vhodnymi prvky télesa.

(6) = (7). Pouzijeme postup (A | I,,) ~ -+ ~ (I, | X). Divame-li se na tento
postup jako na feSeni n-soustav linedrnich rovnic, mdme AX = [,,. Divame-li se na
néj jako na nasobeni elementarnimi maticemi zleva, ziskdme X A = I,,.

Lo je axiom vybéru
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(7) = (1). Pfedvedeme algebraicky argument, jiz jsme vidéli geometricky. Plati-
i Ax = b, pak A~'Ax = A~ b, takZe rovnice mé nejvyse jedno Feseni, a to x =
A~'b. Na druhou stranu, tento vektor je skute¢né feSenim, protoze A(A~1b) = b.

Nyni jsme dokazali, ze tvrzeni (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) jsou ekvivalentni.
Ekvivalenci regularity s podminkou (10) ukdZzeme v tvrzeni 4.39.

Trividlné plati (7) = (8), (9), takZe staci dokdzat tieba (8) = (2) a (9) = (3).

(8) = (2). Je-i AX = I,, pak fafx = f1, = idp», takze k zobrazeni f4
existuje zobrazeni inverzni zprava, tedy fa je na. Implikace (9) = (2) se dokdze
obdobné. (]

Piiklad 4.31. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Zs, pokud existuje.

0 2 4
A=1 3 1 4
4 2 1
Radkovymi tipravami upravujeme (A | I3):
0 2 4/1 0 0 31 4]0 1 0 31 4]0 1 0
31 4101 0 )~ 02 4/1 00 |~(024]1 00 |~
4 2 10 0 1 4 2 1]0 0 1 0 4 4(0 2 1
3 1 4/0 1 0 3 0 212 10 3 0 01 2 3
~( 0 2 471 0 0 |]~102 4|1 0 O0]~]02 0|4 21
00 113 2 1 0 0 1|13 2 1 0 0 1(3 2 1
1 0 02 4 1
~1 0 1 02 1 3
00 113 2 1

Takze A je regularni a plati

2 4 1
A= 2 1 3
3 2 1

Piiklad 4.32. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Zs, pokud existuje.

1 0 1

A= 0 1 1

1 1 0

Opét fadkovymi Gpravami upravujeme (A | I,):
1 0 1|1 0 O 1 0 1|1 0 O 1 0 1|1 0 O
01 1/]010]~]101T1|0 10 01 1/]0 1 0
1 1 0{0 0 1 01 11 0 1 00 01 1 1

Odstupnovany tvar matice A neni horni trojihelnikova matice s nenulovymi prvky
na diagondle, takZze A je singuldrni podle (1)< (5) z véty 4.30 a inverzni matice
neexistuje (podle bodu (7) stejné véty).

Chéapeme-li A jako matici nad télesem Z3 nebo R, pak je regularni.

A— cosa —sina
sina  cosa

Priklad 4.33. Matice
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nad R je pro libovolné o € R regularni a inverzni matice je
41— cos(—a) —sin(—a) | _ [ cosa sina
sin(—a)  cos(—a) —sina  cosa
To 1ze nahlédnout z Gvahy, Ze f4 je rotace o «, coZ je bijekce a inverznim zobrazeni
je rotace o —a.

Piiklad 4.34. Dalsim pfikladem, kdy je vyhodnéjsi se trochu zamyslet, nez ihned
zacit pocitat podle odvozeného algoritmu, je vypocet inverzni matice k redlné matici

111
A= 3 0 0
10 3

Hleddme matici X takovou, ze AX = I3. Znovu si uvédomime, Ze pii nasobeni
matice X zleva matici A délame linearni kombinace fadkt matice X, kde koeficienty
jsou v Fadcich matice A (tvrzeni 4.14.(1)). Druhy fadek matice A nadm ¥ikd, Ze druhy
fadek vysledku (to je fadek (0,1, 0)) je 1/2-nésobek prvniho fddku matice X. Z toho
okamzité vidime, ze prvni fadek matice X je (0,2,0).

0 2 0
X=7 77
77

Z posledniho fadku matice A vidime, Ze t¥eti fadek vysledku (to je (0,0, 1)) je roven
1-ndsobku prvnimu fadku matice X (to uz vime, Ze je (0,2,0)) plus 1/3-ndsobek
tfetiho fadku matice X. Z toho snadno dopocteme, Ze tfeti fadek X je (0,—6,3).

0 2 0
X=17 7 7
0 -6 3

Z prvniho fadku matice A pak podobné dopocitame druhy rfadek matice X a zis-
kéme

0 2 0
X=|1 4 =3
0 -6 3

Snadno ovérime, ze X je skutecné matice inverzni.
Jako cvic¢eni provedte podobnou tivahu sloupcové pro rovnici X A = I3 a fadkové
pro rovnici X A = I5.

Priklad 4.35. Pokud A je reguldrni matice, pak kazda soustava rovnic Ax = b
mé podle definice pravé jedno feSeni. Vynasobenim obou stran matici A~! zleva
ziskame explicitni vzorec:

x=A"1b .
Napriklad fesenim soustavy rovnic nad Zs
0 2 4 1 1
3 1 4 ZTo = 2
4 2 1 x3 3
je vektor
x1 2 4 1 1 3
z2 | =A"b=A=[ 2 1 3 2 =131,
x3 3 21 3 0
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kde A~ jsme spoéitali v piikladu 4.31.

Na praktické feseni se tento vzorec nehodi, protoze Gaussova eliminace a zpétna
substituce je rychlejsi. Vzorec se hodi pro teoretické tvahy, nebo pokud resime
mnoho soustav s jednou pravou stranou, i kdyz i v tomto piipadé spiSe pouzivame
jiné techniky, jako LU-rozklad.

Priklad 4.36. V odstavci 4.5.1 jsme odvodili, Ze pro ¢leny Fibonacciho posloup-
nosti ay, as, ... plati

aiv2 \ _ a1 1 1
()= (1) e (30)

Matici C' lze zapsat ve tvaru
Cc=xDXx"', kdeD=(%? Y ), x=( ' 1
0 1—-9 p—1 —p
Tento vztah mizeme samoziejmé ovérit. Jak jej lze ziskat se dozvime v kapitole o
vlastnich ¢islech a vlastnich vektorech.
Kdyz uz jej zname, mizeme vypocitat n-tou mocninu matice C":
C"=(XDX H)XDXx ... (XDXH=XxD"x!

nx

Mocninu diagonélni matice vypocitdme snadno a dosazenim pak ziskdme vzorec
pro n-ty clen.

Dulezité ptiklady regularnich matic tvoii elementarni matice. To je v souladu se
skutecCnosti, ze elementarni Upravy jsou vratné.

Tvrzeni 4.37. KazZdd elementdrni matice je reguldrni, navic inverzni matice k
reguldrni matici je opét elementdrni.

Dikaz. K dikazu mizZeme pfimo najit matice inverzni, jsou jimi matice tprav,
které vraci prislusnou elementarni tupravu. Pak pouze vyuzijeme ekvivalenci inver-
tovatelnosti a regularnosti z charakterizacni véty 4.30. (]

4.7.6. Regularita a maticové operace. Nakonec se podivame na vztah invertovani a
maticovych operaci.

Tvrzeni 4.38. Jsou-li A, B reguldrni matice nad stejnymi télesem T stejného Tadu
at € T nenulovy prvek, pak plati

(1) AL je reguldrni a plati (A=1)~! =

(2) AT je reguldrni a plati (AT)~1 ( )
) _

1

(3) (tA)T je requldrni a plati (t =ttATL,

(4) AB je reguldrni a plati (AB)™! = B~1A~ 1
Diikaz. Diikaz miizeme provést tak, ze ukazeme, Ze popsané matice jsou skutecéné
matice inverzni (stac¢i z jedné strany). Napiiklad (AB)~' = B71A~!, protoze
(B'A"1)(AB) = B"Y(A"'A)B=B'B = I. O

Body (1), (3), (4) v tvrzeni maji geometrickou interpretaci, kterou si rozmyslete
jako cviceni. Transponovani budeme umét geometricky interpretovat az pozdéji.

Pro s¢itani podobné tvrzeni neplati, staci se podivat na soudet A + (—A), kde
matice A (a tim paddem i —A) je reguldrni, napiiklad A = I,,.

Pomoci bodu (4) dokon¢ime dtikaz charakteriza¢ni véty 4.30.
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Tvrzeni 4.39. Ctvercovd matice A je requldrni prdvé tehdy, kdyZ jde napsat jako
soucin elementdrnich matic.

Diikaz. Kazda elementarni matice je reguladrni podle tvrzeni 4.37, takze podle bodu
(4) v predchozim tvrzeni je libovolny soucin elementdrnich matic reguldrni. To
dokazuje implikaci zprava doleva.

Naopak, je-li A regularni, pak ji Ize elementarnimi fadkovymi Gpravami prevést
na jednotkovou matici (podle bodu (5) charakteriza¢ni véty 4.30). Elementarni
radkové upravy se daji napsat jako nasobeni zleva elementarni matici, takze existuji
elementarni matice E1, Fo, ..., E} takové, ze

Ep...BoFyA=1, ,

kde n je fad A. ProtoZe elementdrni matice jsou reguldrni (podle tvrzeni 4.37), tedy
i invertibilni, mizeme vztah upravit na

A=E'EyN BT

Ted jsme hotovi, protoZe inverzni matice k elementarnim maticim jsou elementarni
(opét podle tvrzeni 4.37). O

Piiklad 4.40. Z dukazu také vidime postup, jak rozklad na elementarni matice
nalézt. Najdeme rozklad matice

Matici prevedeme elementarnimi fadkovymi tpravami na jednotkovou a zazname-

name si upravy.
2 3 1 00 100
00|~ 023]|~]102 3]~
0 3 3 0 3 0 0 3
0 0 1 0
0 |~ 0]~ 0 0
3 3 0 1

0

1

3

1 0
~ | 0 2

0 0

Matice tiprav jsou

S O =
o = O
O = O

010 100 100
Ey=(100]|, Eb=[010], Ez=[01 ,
00 1 2 0 1 00 1
100 100
Es=[0 3 0], Es=[0 10
00 1 0 2
Takze mame
010 100 100
A=FE'E;'E'E'ES =1 0 0 010 01 1
00 1 301 0 1
100 100
020 010
00 1 00 3
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4.8. Maticovy zapis Gaussovy eliminace, LU-rozklad. Disledkem tvah v
této kapitole je maticovy popis situace, kdy jedna matice vznikne z jiné posloup-
nosti elementarnich tprav. Uvazujme dvé matice A, B stejného typu (nad stejnym
télesem). Pokud B vznikla z A posloupnosti elementarnich tiprav, pak pro pfislusné
elementarni matice E1, ..., Ej, které popisuji provedené tpravy, plati

B=F...E2E A .

Podle tvrzeni 4.39 je matice R = Ej, ... F; regularni.

Naopak, pokud B = RA pro néjakou reguldrni matici R, pak podle stejného
tvrzeni plati R = Ey ... EsFE; pro né€jaké elementarni matice Ey,..., Ex. Z toho
vyplyva, Ze B lze z A ziskat posloupnosti elementarnich uprav. Dokéazali jsme na-
sledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.41. Necht A, B jsou matice typu m X n nad télesem T. Pak B lze z A
ziskat posloupnosti elementdrnich uprav prdavée tehdy, kdyz existuje requldrni matice
R 7ddu m nad T takovd, Ze B = RA.

Uvazujme nyni reguldrni matici A. Tu lze elementarnimi tpravami pfevést na
horni trojuhelnikovou matici U s nenulovymi prvky na hlavni diagondle (viz bod
(5) ve vété 4.30) a plati U = RA pro jistou reguldrni matici R. (Specidlné je U
regularni podle tvrzeni 4.38.)

Predpokladejme nyni navic, Ze pfi tpravé matice A do horniho trojihelnikového
tvaru nemusime prohazovat radky. Pak si vystacime pouze s jednim typem aprav —
pri¢tenim né€kolikanasobku i-tého fadku k j-tému, kde j > i. Piislusné elementarni
matice E1,..., E}; jsou pak dolni trojuhelnikové, s jednotkami na hlavni diagonale.
Matice R = F ... Ej, a rovnéi R™!, je pak také dolni trojihelnikova:

Tvrzeni 4.42. Necht C, D jsou horni (resp. dolni) trojuhelnikové matice fddu n
nad télesem T. Pak plati:

e Matice CD je horni (resp. dolni) trojuhelnikovd.
e Pokud je C reguldrni, pak C~1 je horni (resp. dolni) trojihelnikovd.

Diikaz. Predpoklddejme, ze C' = (c¢;;j), D = (d;;) jsou horni trojihelnikové. Prvek
na pozici (7, §) v souc¢inu C'D je roven

cidij+ -+ ciim1dimrj + ¢idig + o+ Cindny

Prvky c¢;1,...,¢i4—1 jsou nulové a pro i > j jsou nulové rovnéz prvky d; j,...,dp;.
Pro i > j je tedy prvek na pozici (¢,7) v matici CD nulovy, takze CD je horni
trojuhelnikova.

Pro dolni trojuhelnikové matice se prvni bod dokaze podobné.

Druhy bod dokazeme v ,dolni verzi“. Predpokladejme tedy, ze C' je regularni
dolni trojuhelnikova matice. P¥i pfevodu do odstupnovaného tvaru vystacime s
pri¢itanim nasobki néjakého fadku k fadktim pod nim. Ziskdme regularni diago-
nalni matici, kterou mizeme nasobenim Fadkt upravit na jednotkovou (na diagonéle
nemtzou byt nuly kvili regularitg). Plati tedy I,, = Ef ... E1 A, kde vSechny matice
E; elementérnich tprav jsou dolni trojihelnikové. Matice A~! = Ej, ... E; je proto
podle prvniho bodu také dolni trojuhelnikova. (I

Vratme se k diskuzi pfed tvrzenim. Mame U = RA, kde R je dolni trojuhelnikova
s jednotkami na hlavni diagondle. Ozna¢me L = R~!. Matice L je opét dolni
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trojihelnikova a lze nahlédnout (cviceni), Ze m4 také jednotky na diagonéale. Ziskali
jsme rozklad

A=1LU,

kde L je dolni trojihelnikové matice s jednotkami na hlavni diagondle a U je re-
gularni horni trojuhelnikova matice. Takovému rozkladu fikdme L U-rozklad. Tento
rozklad je dokonce jednoznacny.

Véta 4.43 (O LU-rozkladu). Necht A je requldrni matice ¥ddu n, u které pii Gaus-
soveé eliminaci na odstupnovany tvar nemusime prohazovat radky. Pak existuji re-
guldrni matice L, U tddu n, pro které plati

e A=1LU,

e L je dolni trojuhelnikovd s jednotkami na hlavni diagondle,

o U je hornt trojuhelnikovd.

Matice L,U jsou témito podminkamsi urceny jednoznacne.

Dikaz. Existenci jsme jiz dokazali, zbyva dokézat jednoznac¢nost. Predpokladejme
tedy, ze A = L1U; = LoU; jsou rozklady spliiujici podminky. Chceme dokazat, ze
L1:L2aU1:U2.

Vynésobenim rovnosti L1U; = LoUs; zleva matici Ly La poté zprava matici U !
ziskdme

Ly'Ly =UU .

Matice Ly 'L, je dolni trojihelnikova s jednotkami na hlavni diagonéle. Je rovna
horni trojahelnikové matici UU; 1. Z toho plyne, Ze obé strany jsou diagonélni
matice s jednotkami na hlavni diagondle, tj. jednotkové matice. Proto L5 'no=1,
a UsUyt = I,,, z éeho? po tpravé dostavame Ly = Lo a Uy = Us. O

Priklad 4.44. Provedeme LU-rozklad redlné matice

2 1 1
A= 4 -6 0
-2 7 2

Matici upravime do odstupnovaného tvaru

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1
4 -6 0 | ~ 0 -8 =2 |~ -8 -2 |~1 0 =8 =2
-2 7 2 -2 7 2 8 3 0 O 1

o o

V prvni Gpravé jsme (—2)-ndsobek prvniho fadku pficetli k druhému. Matice po
Upravé je proto rovna Fq A, kde
1 00
Ei=| -2 1 0
0 0 1

Potom jsme 1-nasobek prvniho fadku pficetli ke tietimu a nakonec 1-nasobek dru-
hého Fadku pficetli k tfetimu. Po druhé tpravé jsme tedy dostali matici EoE1 A a
po tieti E3FsFEq1 A, kde

100 100
E=|0101], B3=010
10 1 01 1

=U
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Méme U = E3EyE A, &ili A = By 'Ey*E;'U. Spoéitame jesté L = By 'Ey 'E; .

1 oo\ '/1o0o0\ " '/100\"
L=| -2 10 0 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1 0 1 1
1 00 1 0 0 1 0 0
=2 10 0 1 0 0 1 0
0 0 1 -1 0 1 0 -1 1
1 0 0
= 2 1 0
-1 -1 1
Ziskali jsme LU-rozklad
2 1 1 1 0 0 2 1 1
4 -6 0 | = 2 1 0 0 -8 -2
-2 7 2 -1 -1 1 0 0 1

Pocitani matice L timto zptusobem je zdlouhavé. Musime nasobit matice inverzni
ke vSem provedenym upravam. Jako cviceni si rozmyslete, ze provadime-li eliminaci
po sloupcich (jako na pfikladu), pak v matici L je na pozici (i,7) (i > j) opacna
hodnota ke koeficientu, kterym nasobime j-ty Ffadek pii pfi¢itani k i-tému radku.
Matice L je tedy ,zdznamem® o provedené Gaussové eliminaci a U je vysledn
matice po eliminaci.

4.8.1. Vyuziti LU-rozkladu. LU-rozklad regularni matice A = LU lze vyuzit pii
feSeni soustavy Ax = b. Stadi totiz nejprve piimou substituci najit (jednoznacné)
feseni y soustavy Ly = b a posléze zpStnou substituci vytesit soustavu Ux = y.
Nalezeny vektor x splituje Ax = LUx = Ly = b, takZe fesi ptivodni soustavu.

4.9. Jednostranné inverzy. Dokézali jsme, Ze pro ¢tvercovou matici A, prislusné
zobrazeni fa je prosté pravé tehdy, kdyZ je na, a to nastane pravé tehdy, kdyz A
ma inverzni matici (zleva nebo zprava). Nésledujici dvé tvrzeni podévaji podobné
charakterizace pro obecné, ne nutné ¢tvercové, matice.

Tvrzeni 4.45 (o matici inverzni zprava). Pro matici A typu m X n nad T je
ekvivalentni:

(i) Emistuje matice X typu n x m nad T takovd, Ze AX = I,.
(ii) Zobrazeni f4 : T™ — T™ je na T™.

Diikaz. Pokud AX = I,,,, pak pro prislusna zobrazeni fs a fx plati fax = f1
tedy fa o fx = idpm. Zobrazeni f4 ma tedy pravy inverz, takze je na podle 77.

Naopak, predpoklddejme, ze f4 je na. Pro j-ty sloupec e; jednotkové matice
najdeme néjaké feseni soustavy rovnic Ax; = e; (feSeni existuje, protoze fa je na).
Vektory x; srovndme do sloupcti matice X = (xi|X2|...|x,). Pak plati AX =
(Ax1|...|Axp) = Ipy,. O

m)

Tvrzeni 4.46 (o matici inverzni zleva). Pro matici A typu m X n nad T je ekvi-
valentni:

(i) Existuje matice X typu n x m nad T takovd, Ze XA = I,.
(il) Zobrazeni fa : T™ — T™ je prosté.
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Dikaz. Prvni ¢ast se dokaze obdobné jako u predchoziho tvrzeni.

Je-li zobrazeni f, prosté, ma soustava Ax = o jediné feSeni x = o. VSechny
proménné jsou bazové. Gaussova eliminace prevede A do odstupniovaného tvaru C,
kde prvnich n fadktu v C je nenulovych a ostatni jsou nulové. Stejné jako v algoritmu
pro hledéni inverzni matice zménime pomoci elementarnich tprav vSechny pivoty
na 1 a vynulujeme prvky nad nimi. Dostavame

I
Ey...FhA= "
g ! <O(m—n)><n )

pro vhodné elementarni matice E1,..., E;. Matici X definujeme jako prvnich n
radkd matice Ey ... Ey. O
Cviéeni

1. Co musi spliiovat matice A, B, aby byly definovany oba sou¢iny AB i BA.
2. Geometricky interpretujte nasobeni matice prvkem télesa a s¢itdni matic.

3. Geometricky popiste zobrazeni, které vznikne slozenim osové soumérnosti v R? podle
osy z a otocenim o /2. Srovnejte s algebraickym vypoctem v pfikladu na ndsobeni matic.
Stejnou ulohu feste pro slozeni v opa¢ném poradi.

4. Najdéte matici, ktera odpovida osové soumérnosti podle pfimky y = az, kde a € R.

5. Dokazte, ze souin dvou hornich trojuhelnikovych matic stejného fadu je opét horni
trojuhelnikova matice. Podobné pro dolni trojihelnikové matice i diagonalni matice.

6. Najdéte nenulovou realnou matici A typu 2 x 2, ke které neexistuje matice inverzni (tj.
neexistuje matice B takovd, ze AB = BA = I,). Interpretujte geometricky.

7. Pro matice neplati obdoba tvrzeni 3.3.(6): Najdéte redlnou ¢tvercovou matici A # Ozx2,
pro kterou A? = 0ax2. Interpretujte geometricky.

8. Dokazte vlastnosti (pl), (p3) a (p4) z dukazu véty 2.14.

9. Vypocitejte n-tou mocninu matice
1 1 0
A=1 0 1 1
0 0 1

10. Ukazte, ze nasobeni elementarni matici zprava odpovida elementarni sloupcové tprave.

11. Ukazte, Ze pro ¢tvercové matice stejného fadu nad stejnym télesem obecné neplati
vztah (A + B)? = A% + 2AB + B2, Naleznéte podobny, ale platny vztah.

12. Dokoncete dukaz tvrzeni 4.20.
13. Dokazte tvrzeni 4.21.
14. Dokazte tvrzeni 4.22.

15. Matice se nazjvé antisymetrick, pokud A = —AT. Je pravda, Ze antisymetricks ma-
tice ma vzdy na hlavni diagonéle nuly? (Pozor na vlastnosti télesa, ve kterém pracujeme!)

16. Dokazte vzorec pro blokové nasobeni matic.
17. Najdéte A™ pro matici z pfikladu 4.26.

18. Necht A # B jsou matice stejného typu nad stejnym télesem. Dokazte, Ze pFislusna
zobrazeni f4 a fp jsou ruzné.

19. Navrhnéte alternativni postup na prevod reguldrni matice na jednotkovou fadkovymi
GUpravami tak, aby po eliminaci sloupce byly rovnou vsechny c¢leny, kromé diagonalniho,
nulové.

20. Spocitejte znovu priklad 4.34 alternativnimi postupy navrzené v tomto pfikladu.

21. Ke kazdé elementarni matici najdéte pfislusnou matici inverzni, viz tvrzeni 4.37.
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22. Predpokladejme, ze odstupiiovany tvar matice A obsahuje nulovy fadek. Dokazte, zZe
potom existuje prava strana b takovd, Ze soustava Ax = b nemd ani jedno feseni (tj. fa
neni na).

23. Dokazte implikaci (2) = (5) z véty 4.30.

24. Dokazte pfimo implikaci (9) = (3) z véty 4.30.

25. Dokazte tvrzeni 4.38 a vysvétlete geometricky vyznam.

26. Dokazte, Zze n-t4 mocnina diagondlni matice je diagonalni a na diagonéle jsou n-té
mocniny puvodnich prvki. Dokoncete vypocet n-tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti v
prikladu 4.36.
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5. VEKTOROVE PROSTORY

Cil. Zobecnénim aritmetickych vektoriu definujeme zdkladni po-
jem linedarni algebry, vektorovy prostor. Budeme zkoumat duleZité
pojmy jako podprostor, linedrni obal, mnozina generdtord, line-
arni zavislost a nezdvislost, baze a dimenze. Motivact je porozumét
geometrickym vztahim mezi vektory a podprostory (rovné utvary
prochdzejici pocatkem) napiiklad v roviné a v prostoru. To ndm
také umozni lépe porozumét reseni soustav linedrnich rovnic.

5.1. Definice, priklady a zakladni vlastnosti. V kapitole o télesech jsme si
v§imli, jaké vlastnosti ¢isel vyuzivame pfi feSeni linedrnich rovnic, a redlna cisla
jsme zobecnili na télesa. Odmeénou za vétsi abstraktnost je vétsi pouzitelnost. Stejné
véty, napriklad o soustavach rovnic nebo invertovani matic, mizeme pouzit jak pro
redlnd cisla, tak pro komplexni ¢isla, télesa Zj,, nebo také naptiklad pro raciondlni
funkce.

V této kapitole zobecnime R", tedy mnozinu n-tic redlnych ¢isel, na vektorovy
prostor. Vektorovy prostor nad R tvofi mnozina (jejiz prvky nazgvdme vektory),
operace s¢itani vektori a operace nasobeni vektoru redlnym c¢islem. Tyto ingredi-
ence musi spliovat sadu axiomt, které jsou ve shodé s pfredstavou vektoru jako
,Sipky* a operaci provadénych podle obrazku ?7.

OBRAZEK

Obecnéji definujeme vektorovy prostor nad télesem T, kde misto nasobeni vek-
toru redlnym cislem mame operace nasobeni vektoru prvkem 7.

Definice 5.1. Necht T je téleso. Vektorovym prostorem V nad télesem T rozumime
mnozinu V spolu s bindrni operaci + na V (tj. 4+ je zobrazeni z V x V do V) a
operaci - nasobeni vektorii prvky télesa (tj. - je zobrazeni z T x V do V), které
splnuji nasledujici axiomy.

(vS1) Pro libovolné u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).

(vS2) Existuje o € V takovy, Ze pro libovolné v € V plati v+ o = v.
(vS3) Pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v + (—v) = o.
(vS4) Pro libovolné u,v € V plati u +v=v + u.

(vN1) Pro libovolné veV aa,beT platia-(b-v)=(a-b)-v.
(vN2) Pro libovolné v € V plati 1 - v = v.

(vD1) Pro libovolné ve V aa,be T plati (a+b)-v=a-v+b-v.
(vD2) Pro libovolné u,veVaacTplatia-(u+v)=a-u+a-v.

Prvkim V tikdme vektory a prvky T nazyvame skaldry.

,Operace“ - neni binarni operaci ve smyslu definice 3.1, protoze nasobime prvky
dvou ruznych mnozin. Misto a - v, kde a € T a v € V, piSeme casto av. Nikdy
neprohazujeme poradi, tj. vyrazy v -a a va nejsou definované. Jak je bézné u téles,
amluva je, ze - mé prednost pfed 4+, proto nemusime ve vyrazech na pravé strané
v axiomech (vD1) a (vD2) psat zévorky.

V definici je implicitné obsazZeno, Ze soucet u+ v je definovan pro kazdou dvojici
vektori u,v € V a nasobeni vektoru skaldrem av je definovano pro kazdé a €
T,v € V. Z definice rovnéz vyplyva, ze mnozina V je neprazdna, protoze musi
obsahovat podle (vS2) alesponi nulovy vektor.



LINEARNI ALGEBRA 69

Axiomy (vS1), (vS2), (vS3), (vS4) jsou stejné jako axiomy pro s¢iténi v télese.
Stejné jako v télese plati, ze nulovy prvek a opacné prvky jsou urcené jednoznacné.
Méme ted dvé rizné nuly, 0 v télese T a o ve vektorovém prostoru V. Axiom (vN1)
pfipomind asociativitu ndsobeni a (vN2) existenci jednotkového prvku, i kdyz zde
je podstatny rozdil v tom, Ze nasobime prvky rtznych mnozin. Axiomy (vD1) a
(vD2) pripominaji distributivitu.

5.1.1. Aritmetické vektorove prostory a dalsi priklady. Zakladnim piikladem vek-
torového prostoru je mnozina n-tic prvkl télesa.

Definice 5.2. Nechf T je téleso a n je prirozené ¢islo. Aritmetickym vektorovgm
prostorem nad T dimenze n rozumime mnozinu vSech n-slozkovych aritmetickych
(sloupcovych) vektortt T™ spolu s pFirozenymi operacemi + a - (definovanymi jako
v definici 2.2). Znaéime T™.

To, ze aritmeticky vektorovy prostor je skuteéné vektorovym prostorem jsme
formulovali a dokéazali obecné pro matice v tvrzeni 4.19 a tvrzeni 4.21.

Aritmetické vektorové prostory (a jejich nekoneéné dimenzionédlni varianty, viz
cviceni) jsou velmi konkrétni, zéroveii ale v jistém smyslu ,jediné“ piiklady vek-
torovych prostorti. Uvidime, Zze v kazdém vektorovém prostoru lze zvolit soustavu
soufadnic (tzv. bazi), a misto vektort mizeme pocitat s jejich soufadnicemi stejné
jako v aritmetickém vektorovém prostoru. Omezit se ale na studium aritmetickych
vektorovych prostort neni vyhodné z mnoha davodi.

Jednim z nich je, Ze vektorovy prostor (hlavné nad R) si pfedstavujeme jako
mnozinu Sipek na nekoneéném papiru, v prostoru, apod. Z tohoto prostoru se stava
aritmeticky vektorovy prostor az po volbé néjaké soustavy soutadnic, kdezto ope-
race s vektory na této volbé& nezavisi. Zadn4 volba soufadnic nemusi byt pfirozena,
nebo ruzné volby mohou byt vyhodné v riznych situacich. Naptiklad mnozina vSech
feseni rovnice 221 + 3z5 + 423 = 0 je rovina, tedy ,,v podstaté totéz co R2“, ale
asi by bylo tézké argumentovat, ze néjaka konkrétni volba soutfadnic je ta nejlepsi.
Pfesny vznam vyrazi typu ,,v podstaté totéz co R%“ uvidime pozdéiji.

Dalsim duvodem je, ze u né€kterych vektorovych prostori neni ihned patrné, ze se
v podstaté jedna jen o n-tice prvka télesa. Navic i kdyz to nékdy vidét je, neni vzdy
vyhodné se na prostory takto divat, naptiklad proto, ze na dané mnoziné mame i
jiné operace, které jsou pii takovém pohledu nepfehledné, apod. Uvedeme nékolik
prikladt vektorovych prostort.

e MnoZina vSech polynomu stupné nejvyse 173 s redlnymi koeficienty (nebo
jiného daného maximéalniho stupné, s koeficienty v jiném télese) s béznymi
operacemi s¢itani polynomt a nasobeni polynomu redlnym cislem. Tento

X

vektorovy prostor je ,,v podstaté“ R'™, protoZe na polynom ag+aiz+- - -+
a1732™ se mtzeme divat jako na 174-ici koeficientti (ag, a1, ...,a174)7 a
operace jsou pii tomto pohledu stejné jako v R4,

e Mnozina vSech matic typu 7 x 15 nad télesem Zs s béznymi operacemi +
a - (nebo jiného daného typu nad jinym télesem). Vzhledem k operacim +
a - se tato mnozina chové stejné jako mnozina 7 - 15 = 105-tic, takze tento
vektorovy prostor je ,v podstaté“ Zi%. (To, Ze mnoZina matic daného typu
nad danym télesem je vektorovy prostor jsem formulovali v tvrzeni 4.19
a tvrzeni 4.21.) Kdyz matice daného typu s¢itdme a nasobime skaldrem,

mizeme se na né divat jako na n-tice prvku télesa, ale tento pohled neni
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vyhodny naptiklad kdyz matice interpretujeme jako zobrazeni, nasobime je
nebo invertujeme.

Pro prostory matic zavedeme znaceni.

Definice 5.3. Vektorovy prostor matic nad T typu m X n s béZnymi operacemi
séitani a nasobeni prvkem 7' znac¢ime T™*",

Aritmeticky vektorovy prostor T” lze chapat jako T™*!.
Nasleduji dalsi priklady vektorovych prostori.

e MnoZina vSech podmnozin mnoziny {1,2,...,11} (nebo jiné dané mnoziny
X) spolu s operaci symetrické diference, tj. A+ B = (A\ B)U (B \ 4),
je vektorovy prostor nad Zs. Nasobeni skaldrem je 0- A4 = 0,1-A = A
pro libovolné A C X. Jako cvideni dokaZte, Ze toto je skuteéné vektorovy
prostor, a vysvétlete, pro¢ je tento prostor ,v podstaté® Zil.

e MnozZina komplexnich ¢isel je vektorovym prostorem nad R (s béZnymi
operacemi). Vzhledem ke s¢itdni a ndsobeni redlnym ¢islem se komplexni
¢islo a + bi chovéa stejné jako dvojice (a,b)?, takze z tohoto pohledu je C v
podstaté R2. Pokud chipeme komplexni ¢isla jako vektorovy prostor nad
R, zapominame vlastné na nasobeni v C, pamatujeme si pouze s¢itani a
nasobeni realnym c¢islem.

e Obecnéji, kazdé téleso T je vektorovy prostor nad libovolnym svym pod-
télesem S. (Podtéleso t&lesa T je podmnozina, kterd tvoii spolu se stejnymi
operacemi téleso. ) Napiiklad R je vektorovy prostor nad @, ale neni vidét,
ze realna cisla jdou vnimat jako n-tice racionalnich. Dimenze n je zde ne-
spocetna a potrebovali bychom zobecnéni definice aritmetického prostoru
(viz cvifeni). U tohoto pfikladu soufadnd soustava dokonce nejde v jistém
smyslu zkonstruovat.

U jinych pifklad je situace prehledn&jsi, napitklad Q(v/2) = {a +bv/2
a,b € Q} s bé&znymi operacemi je vektorovy prostor nad Q. Skutecné, ¢islo
a + b\v/2 lze chapat jako dvojici (a,b)” € Q2. Neni ale na prvni pohled
patrné, Ze kazda dvojice odpovida pravé jednomu ¢islu, dikaz je prenechan
jako cviceni.

Vlastnosti téchto vektorovych prostorti, jako napfiklad dimenze, jsou
dilezité naptiklad v jiz zminénych problémech kvadratury kruhu, trisekce
thlu, zdvojeni krychle a ,neresitelnosti“ rovnic patého stupné.

e Mnozina vSech funkci z R do R tvori spolu s pfirozenymi operacemi vek-
torovy prostor nad R. Podobnymi priklady jsou mnozina vSech spojitych
funkci na R, mnozina diferencovatelnych funkci, mnozina polynomialnich
funkei, nebo tfeba mnozina spojitych funkei na intervalu [0, 1].

Toto jsou dulezité priklady vektorovych prostorii, kterymi se budete déle
zabyvat hlavné v jingch pfedmétech (napiiklad funkciondlni analyze). My
se budeme soustredit hlavné na tzv. prostory konecné dimenze.

5.1.2. Jednoduché vlastnosti. Formulujeme nékteré vlastnosti vSech vektorovych
prostorti. Dokazuji se podobné jako pfislusné vlastnosti pro télesa v tvrzeni 3.3,
proto diikkaz prenechame jako cviceni.

Tvrzeni 5.4. V kazdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati

(1) nulovy vektor o je urcen jednoznacné,
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(2) rovnice u+ x = v md pro pevnd u,v € V pravé jedno tesent, specidlné,
opacny vektor v je vektorem v urcen jednoznacné,

(3) Ov = o pro libovolny vektor v € V,

(4) ao = o pro libovolny skalir a € T,

(5) je-li av = o, pak bud a =0 nebo v = o,.

(6) —v = (=1)v pro libovolny vektor v € V, specidlné —(—v) = v,

Axiomy vektorového prostoru i uvedené jednoduché disledky budeme pouzivat
zcela automaticky. Je dobré si pfi prvnim c¢teni dikaz v této kapitole podrobné
rozmyslet vSechny kroky a pouzité axiomy.

5.2. Podprostory.
Prvnim pojmem, ktery budeme pro vektorové prostory studovat, je podprostor.

Definice 5.5. Necht V je vektorovy prostor nad T. Vektorovy prostor U nad T
je podprostorem V, pokud U C V a operace + a - v U se shoduji s prislusnymi
operacemi ve V. Skutecnost, ze U je podprostorem V zapisujeme U < V.

Protoze operace v podprostoru U jsou uréené ptvodnimi operacemi ve V nemu-
sime je uvadét a staci fikat, ze mnozina U tvofi podprostor prostoru V. K tomu
aby U byl podprostor V, musi byt U neprazdnd mnozina uzaviend na operace s¢i-
tani a nasobeni skalarem. Naopak, pokud U spliuje tyto podminky, pak U spolu s
prislusnymi operacemi tvoii podprostor.

Tvrzeni 5.6. Necht V je vektorovy prostor mad T. Neprdzdnd podmmnozina U
mnoziny V je podprostorem V prdvé tehdy, kdyz
o (,uzavienost na séitdni) pro libovolné u,v € U plati u+v € U a
o (,uzavienost na ndsobeni skaldrem®) pro libovolné v € U a a € T plati
aveU.

Diikaz. Pokud U < V, pak U musi byt ziejmé uzaviend na s¢itdni a nasobeni
skalarem.

Predpokladejme, ze U je neprazdna mmnozina uzaviend na sc¢itani a nasobeni
skalarem. Pak opa¢ny vektor k u € U je v U, protoze —u lze napsat jako (—1) - u.
Rovnéz nulovy vektor vektorového prostoru V je prvkem U, protoze U je neprazdna
a plati 0 - u = o. Vsechny axiomy nyni vyplyvaji z toho, Ze jsou splnény ve V. [

Mnozina tvofena pouze prvkem o je vidy podprostorem, rovnéz cely prostor
V je podprostorem V. Témto podprostorim fikdme trividlni, ostatni podprostory
nazyvame netrividlni nebo vlastni. Zdiraznéme pozorovani z diikazu predchoziho
tvrzeni — nulovy vektor je obsaZen v kazdém podprostoru.

5.2.1. Podprostory R"™. Uvazujme podprostor U < R?. Pokud U obsahuje nenulovy
vektor x = (x1,22)7, pak musi obsahovat vechny jeho nésobky: {tx :t € R} C U.
Geometricky tvori tyto nasobky piimku prochazejici bodem x a poc¢atkem. Pokud U
obsahuje jesté jiny nenulovy vektor y, ktery nelezi na pfimce {tx : t € R}, pak opét
obsahuje vSechny jeho nasobky, a z toho jiz geometricky nahlédneme, 7e U = R?,
protoze kazdy vektor z R? je souétem néjakého vektoru na pifmce {tx : t € R} a
néjakého vektoru na pfimce {ty : ¢t € R}.

OBRAZEK

Formalni diikaz tohoto tvrzeni pfenechame jako cviceni, pozdéji budeme podobné
véci umét dokazovat snadno a rychle pomoci pojmu baze.
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Ukézali jsme, Ze kromé trividlnich podprostort {(0,0)7} a R? jsou jedinymi
kandid4ty na podprostory R? mnoziny tvaru {tx : t € R}. Snadno ovéiime, Ze pro
libovolny vektor o # x € R? je tato mnozina uzaviena na s¢itdni a nisobeni ska-
larem. Podprostory R? jsou tedy {o}, pfimky prochazejici po¢étkem a cely prostor
R2.

Podobnou tivahou nalezneme vsechny podprostory R3. Pokud o # x € U, pak
U obsahuje celou pfimku {tx : t € R}. Pokud U obsahuje jesté jiny vektor y, pak
{ty : t € R} C U a pak obsahuje celou rovinu uréenou x,y a pocatkem, coz je
rovina

{sx+ty:s,t R} .
Obsahuje-li U jesté néjaky jiny vektor, pak U = R3. Podprostory R? jsou tedy tri-
vidlni podprostory, pfimky prochazejici po¢atkem a roviny prochazejici poc¢atkem.

I kdyz vizualni predstava prostoru R™ pro m > 3 chybi, intuice stéle je, Ze
podprostory jsou rovné utvary prochazejici pocatkem.

5.2.2. Podprostory T™. Nad jinymi télesy jiz neméme tak dobrou vizudlni pred-
stavu aritmetického prostoru, ale stile mizeme podobné uvahy jako vyse provadét
algebraicky. Tak naptiklad stale plati (viz cvi¢eni), Ze podprostory T2 jsou trivialni
podprostory a ,,piimky“ prochazejici po¢atkem, tj. mnoziny tvaru {tx : t € T'}, kde
o#xeT?

OBRAZEK primky v Z2

S podprostory R™ jsme se jiz setkali pfi feSeni homogennich soustav rovnic.
Vlastnosti (pl), (p2) z véty 2.14 vlastné pfesné Fikaji, Ze mnozina vSech FeSeni
homogenni soustavy rovnic nad R s matici A typu m x n je podprostorem R™.
Tento podprostor zobecnime na pripad libovolného télesa.

Definice 5.7. Necht A je matice nad télesem T typu m X n. Pak mnoZinu vSech
feSeni homogenni soustavy rovnic s matici A nazyvame jddro matice A a znac¢ime
Ker A, tzn.

Ker A={x: Ax =o} .

Tvrzeni 5.8. Pro libovolnou matici A nad T typu m x n plati Ker A < T".

Dikaz. Podle tvrzeni 5.6 staci ovérit, ze mnozina Ker A je neprazdna a uzaviena
na s¢itani a nasobeni skalarem.

Ker A obsahuje nulovy vektor, takZe je neprazdna.

Pokud u, v € Ker A, pak podle definice Ker A je Au = o = Av. Z distributivity
nasobeni matic nyni dostaneme A(u+v) = Au+ Av=0+o0=o0, takieu+v €
Ker A.

Pokud u € Ker A a a € T, pak A(au) = a(Au) = a0 = o, tedy au € Ker A. O

Geometricky je Ker A vzorem nulového vektoru pii zobrazeni f4. Vzor jiného
vektoru (neboli mnozina feSeni soustavy Ax = b, kde b # o) podprostor netvofi,
viz cviceni. Tato mnozina je sice rovny utvar, ale neprochazi poc¢atkem. Takovym
mnozinam budeme pozdéji fikat afinni podprostory T".

5.2.3. Dalsi priklady podprostori. Mnozina spojitych funkci z R do R je podprosto-
rem vektorového prostoru vSech funkci z R do R, protoze mnozina spojitych funkci
je uzaviena na operace s¢itani a nasobeni realnym c¢islem. Podobné, prostor diferen-
covatelnych funkci z R do R je podprostorem prostoru spojitych funkci. MnoZina
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realnych ¢isel je podprostorem prostoru komplexnich ¢isel, kde obé télesa chapeme
jako vektorové prostory nad Q.

5.2.4. Linearni kombinace, podprostor generovany mmnozinou, mnozina generatoru.
Uz nékolikrat jsme potkali mnoziny vektort typu tu+ sv + ..., kde u, v, ...jsou
néjaké vektory. Naposledy pfi popisu podprostortt R?. Takovym v§razim se fika
linearni kombinace vektort u, v, .... Jiz jsme tento pojem definovali pro matice
(tedy napt. i pro aritmetické vektory) v definici 4.13.

Definice 5.9. Jsou-li vq,vse,..., vy vektory z vektorového prostoru V nad T a
t1,ta,...,tx prvky T, pak soucet

t1vy +tava + - v

se nazyva linedrni kombinace vektori vi, va, ..., vi. Skalary tq,ts, ..., tx nazy-
vame koeficienty linedrni kombinace.
Linearni kombinaci prazdného systému vektord definujeme jako nulovy vektor.

Zdtraznéme, ze v linedrni kombinaci mame vzdy konecny pocet vektort.

Priklad 5.10. Linearni kombinaci vektort u, v s koeficienty 2,3, tj. vektor 2u+3v,
je vlastné ,vektor o soufadnicich (2, 3) vzhledem k soustavé soufadnic u, v¥. Pfesny
vyznam dame této vété pozdéji, ale smysl je snad zfejmy z obrazku.

OBRAZEK - linearni kombinace 2u+3v

Linedrni kombinace se vyskytuji v popisu podprostorti, napiiklad mnozZina {tx+
sy : s,t € T} je mnozinou vSech linedrnich kombinaci vektort x,y. Obecné definu-
jeme linearnt obal mnozZiny X jako mnozinu vSech linedrnich kombinaci prvka X.
Tato mnozina tvoii vzdy podprostor.

Definice 5.11. Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pak linedrnim
obalem mnoZiny X rozumime mnozinu (X) vSech linedrnich kombinaci prvka X,
tj. mnozinu

<X>:{t1V1+t2V2+-"+thk:kGNo, Vi,..., Vi € X, tl,...,thT}

Geometricky, linearni obal je ,rovny utvar prochézejici pocatkem* obsahujici
dané vektory.

Piiklad 5.12. () = {o} — line4rni obal prazdné mnoZiny je trividlni prostor
tvoreny nulovym vektorem.

Piiklad 5.13. V prostoru R? mame

1 4 9 1 4
< 2 1,1 5 ], 12 >:< 2 1,1 o >=
3 6 15 3 6

1 4
=<s| 2 |+t 5 :s5,teR
3 6

Inkluze C v prvni rovnosti plyne z toho, ze kazdou linedrni kombinaci vektori
(1,2,3)7, (4,5,6)T, (9,12,15)7 lze psat jako linedrni kombinace vektort (1,2,3)7,
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(4,5,6)7, protoze vektor (9,12,15)7 lze napsat jako linearni kombinaci prvnich
dvou vektoru:

1 4 9
ti| 2 |+t 5 | +tz]| 12 | =
3 6 15
1 4 1 4
=1 2 + o 5 + i3 2 +2 5 =
3 6 3 6
1 4
=(t1+ts)| 2 | +({t2+2t3)| 5
3 6

Geometricky, linedrni obal danych t¥i vektoru je rovina prochéazejici poc¢atkem, treti
vektor lezi v roviné urcené prvnimi dvéma vektory.

V zépisech linearni kombinace mnoziny vektorti dané vyctem jako vySe vynecha-
vame pro prehlednost zédvorky {, } oznacujici mnozinu. Nékdy fikdme ,linearni obal
vektort ... %, misto formalné presného ,linedrni obal mnoziny vektort {...}*.

Tvrzeni 5.14. Pro libovolny vektorovy prostor V nad T a libovolnou X C V je
(X)) podprostorem V.

Diikaz. Je tfeba ovérit, ze (X)) je neprazdnd mnozina uzaviend na séitani a nasobeni
libovolnym r € T

Pfedné (X) je neprézdnd, protoze obsahuje linedrni kombinaci prézdné mnoziny,
tj. vektor o.

Soucet linedrni kombinace vektort vi,vs,...,viy € X s koeficienty sq, so, ...,
sk € T a linearni kombinace vektortt wi,wo, ..., w; € X s koeficienty t1, to, ...,
je linearni kombinace vektord vi,..., v, wi,...,w; € X s koeficienty s1, ..., sg,
t, ooyt

Konecéné, r-nasobkem linearni kombinace vektord vi,vs,...,vir € X s koefici-
enty si, So, ..., Sk je linearni kombinace stejnych vektori s koeficienty sy, rso, ...,
TSk O

Obsahuje-li podprostor U < V mnozinu X, pak, diky uzavfenosti na s¢itani a
nasobeni skalarem, obsahuje i vSechny lineadrni kombinace prvkia X. To znamena,
Ze (X) je ,nejmensi“ podprostor, ktery obsahuje X. (Slovo nejmensi je zde tieba
chapat vzhledem k inkluzi, tj. tak, ze jakykoliv podprostor obsahujici X obsahuje
(X). ) Proto se rovnéz hovoii o podprostoru generovaném X.

Definice 5.15. Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pokud (X) =V,
pak rikdme, ze X je mnoZina generdtoru prostoru V, nebo fikame, ze X generuje
V.

Jinymi slovy, mnozina X C V generuje V, pokud kazdy vektor ve V lze zapsat
jako linedrni kombinaci vektort z X.

Priklad 5.16. Prazdnd mnozina generuje trividlni prostor {o}.
Mnozina {(1,0)7,(0,1)T} generuje pro libovolné T prostor T2, protoze kazdy
vektor (z1,72)T v T? lze napsat jako linearni kombinaci vektort (1,0)7 a (0,1)7

takto:
T o 1 0
(2)==(o)+=(1)
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Tedy také libovolnd mnozina obsahujici vektory (1,0)7 a (0,1)7 je mnozinou gene-
ratora T.

Mnozina {(1,2,3)”} generuje podprostor V. = ((1,2,3)T) vektorového pro-
storu R?. Jiné mnoziny generatorti stejného prostoru V jsou napifklad {(2,4,6)7},
{(2,4,6)T,(3,6,9)T}, V. Mnozina {(1,2,3)T, (4,5,6)T} neni mnozinou generatort
V, protoze neni ani jeho podmnozinou.

Mnozina {1,z,7?} je mnoZinu generator prostoru vsech realnych polynomt
stupné nejvyse 2.

Priiklad 5.17. V ¢asti 5.2.1 jsme si geometricky zdtuvodnili, Ze pro kazdy netrividlni
podprostor R3 existuje mnozina generatort, kterd mé jeden, nebo dva prvky.

Piiklad 5.18. Definujeme R¥ jako prostor vSech posloupnosti redlnych ¢isel s ope-
racemi provadénymi po slozkach, podobné jako s aritmetickymi vektory. Mnozina

X ={(1,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),...}

negeneruje prostor R“. Jako cviceni zjistéte linearni obal této mnoziny.

Zajimavym podprostorem R* je napiiklad mnoZina Y vSech posloupnosti (a1, as,
... ) splijicich a,, = a,—1 + an—2 pro kazdé n > 3. Mezi prvky tohoto podprostoru
patti Fibonacciho posloupnost.

Nasledujici tvrzeni budeme mlcky pouzivat pfi praci s linedrnim obalem konecné
mnoziny nebo posloupnosti prvkia.

Tvrzeni 5.19. Je-li (vq,...,v;) posloupnosti prvki vektorového prostoru 'V nad
telesem T, pak

(viyeo, vy ={tavi+- -+ tyvi i tq,..., 1 €T} .

Dikaz. Inkluze ,O% plyne trividlné z definice linedrniho obalu.

Naopak, je-li u € (vq,...,v;), pak u = sjuy + - -+ + spug, kde kazdy z vektori
w; lezi v mnoziné {vy,...,v;}. V souétu sju; + -+ + sxuy seskupime séitance
podle vektort vi,...,v; a uzitim (vD1) nahradime jedingm séitancem tvaru ¢;v;.
Nakonec pro chybéjici v; prfidame s¢itanec Ov;. Tim ziskdme vyjadieni u = t;v; +
R AR ([l

5.2.5. Sloupcovy a Tadkovy prostor matice. Ke kazdé matici mame prirozené prira-
zeny dvé skupiny aritmetickych vektort, fadkové a sloupcové. Prostortim, které
generuji, fikame radkovy a sloupcovy prostor.

Definice 5.20. Necht A je matice nad T typu m x n. Sloupcovym prostorem matice
A rozumime podprostor T™ generovany sloupci matice a znacime jej Im A.

ImA = (aj,as,...,a,) <T"
Rddkovym prostorem matice A rozumime sloupcovy prostor matice A7, tj.
Im AT = (a;,4a,,...,4,,) <T"

Priklad 5.21. Pro reilnou matici

13 4
A<2 7 —1)
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ma=((3)-(2)-(4))
me=((3) (7))

Jak pozname, ze vektor b € T™ lezi v Im A? Stadi si pfipomenout, ze Ax je
linearni kombinace sloupct matice A, kde koeficienty jsou slozky vektoru x. Takze
b € Im A pravé kdyz rovnice Ax = b ma feSeni, pricemz koeficienty linearni kom-
binace jsou slozky libovolného feseni. Také vidime, Ze Im A je obraz (obor hodnot)
zobrazeni f4, coz ospravedliiuje zavedené znaceni Im A:

ImA={Ax:xeT"} ={fa(x):x€T"} = fa(T") .

P¥iklad 5.22. Pro matici A z predchoziho pifkladu zjistime, zda (0,1)7 € ITm A
a (1,0)” € Im A. Protoze mame dvé soustavy rovnic se stejnou matici, mizeme je

fesit najednou.
13 4]1 0 1 3 4 1 0
2 7 —-1]0 1 01 -9|-21

Pro pravou stranu (1,0)7 dostaneme volbou 0 za volnou proménnou fefeni x =
(7,-2,0)T, coz davé vyjadieni

(0)=7(2)2(7)(4)

Koeficienty nejsou urceny jednoznac¢né, napiiklad volbou 2 za volnou proménnou
dostaneme x = (—55,16,2)7, coz odpovida vyjadieni

(0)=-o (s )ro(2) ()

Pro vektor (0,1)7 dostaneme napiiklad vyjadieni

0 1 3 4
(1)==(2)=2(7)=(4)
Tim jsme ukézali, Ze oba vektory (1,0),(0,1)7 patii do Im A, tim padem Im A =

R2, protoZe z p¥ikladu 5.16 vime, Ze <(1, 0)7, (0, 1)T> = R2.
Lezi vektor (2,1,1)T v prostoru Im AT?

je

1 2|2 1 2 2 1 2| 2
3 7]/1|J~10 1 |-5 |~ 0 1] =5
4 —-1]1 0 -9 -7 0 0| —-52

Soustava nemé4 Feseni, takze vektor (2,1,1)7 v Im AT nele#i.

5.2.6. Prostory pridruZené k matici a elementdrni upravy. Dulezitym pozorovanim
je, ze fadkové elementarni Gipravy neméni linedrni obal fadki (tj. prostor Im AT).
Obecnéji, ndsobeni zleva regularni matici neméni Im A7 a nésobeni zprava neméni
Im A. Nésobeni zleva obecné méni Im A tak, ze sloupcovy prostor vzniklé matice je
linearni obal R-nasobku puvodnich sloupcii.

Dal$im prostorem pfidruZenym k matici A je Ker A. Ten se fadkovymi tipravami
(nebo nasobenim zleva reguldrni matici) rovnéz neméni. To jiz vlastné vime: Ker A
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je mnozina FeSeni soustavy Ax = o, ta se neméni provedenim elementérni tpravy.
Maticové, Ker (EA) = Ker A pro kazdou elementarni matici E. Protoze vSak kazda
regularni matice R je souéinem elementarnich matic, mame Ker (RA) = Ker A. V
dtikazu nasledujiciho tvrzeni zvolime rychlejsi postup.

Tvrzeni 5.23. Necht A = (a1]...|a,) je matice nad T typumxn a R je requldrni
matice radu m. Pak

Ker A = Ker (RA), Tm A" =Im (RA)" , Im(RA) = (Rai, Ra,...,Ra,).

Diikaz. Tteti ¢ast je disledkem tvrzeni o nasobeni matic vnimaném jako tvoreni
linedrnich kombinaci (tvrzeni 4.14).

Je-li x € Ker A, pak Ax = 0. Vynésobenim R zleva ziskdime RAx = Ro = o, ¢ili
x € Ker (RA). Naopak, je-li x € Ker (RA), pak RAx = o. Protoze R je regularni,
méme Ax = o (pouzijeme napiiklad bod (4) charakterizace reguldrnich matic z
véty 4.30), ekvivalentné x € Ker A.

K dilkazu druhé rovnosti si opét uvédomime, Ze ndsobeni matice A zleva matici
R odpovida provadéni linedrnich kombinaci na fadky matice A. Proto kazdy fadek
matice RA je lineArni kombinaci fadkt matice A, takze Im (RA)”T C Im AT. Stejnou
tivahou, kde misto A uvazujeme matici RA a misto R uvazujeme R~! ziskdme
Im (R~!RA)T C Im (RA)T, coz je po tipravé druhd inkluze. O

Pro sloupcové tpravy méame obdobné napiiklad Im A = Im (AR), pokud R je
regularni matice faddu n. Dtkaz miZeme provést bud uzitim sloupcovych dprav
misto fadkovych, nebo prechodem k transponované matici: Pouzitim predchozi véty
pro AT misto A a RT misto R dostaneme Im (AT)? = Im (RT AT)T | co% je po tiprave
dokazovany vztah.

Dutisledek 5.24. Elementdrni vddkové ipravy neméni Ker A a Im AT. Elementdrni
sloupcové tpravy neméni Ker AT a Im A.

5.3. Linearni zavislost a nezavislost.

5.3.1. Definice. Mnozina aritmetickych vektort (1,2,3)7, (4,5,6)7, (9,12,15)7 ge-
neruje ten samy podprostor V. < R? jako mnozina (1,2,3)T, (4,5,6)T, jak jsme
vidéli v pfikladu 5.13. Duvod je ten, ze tfeti vektor lze napsat jako linedrni kom-
binaci prvnich dvou vektord. Mnozindm vektort, ve které zadné takové linearni
zévislosti nelze najit fikdme linedrné nezdvislé. Z technickych diuvodi definujeme
linedrni (ne)zévislost pro posloupnosti vektort, nikoliv mnoziny.

Definice 5.25. Necht V je vektorovy prostor. Posloupnost vektorii (v, va, ..., vg)
ve V se nazyva linedrné zdvisld, pokud néktery z vektord v; je linedrni kombinaci
ostatnich vektort vi, vo, ..., Vi_1, Vit1, ..., Vi.

V opa¢ném piipadé fikdme, Ze posloupnost (v1,va, ..., Vi) je linedrné nezdvisld.

(Linearni (ne)zdvislost definujeme i pro nekoneéné skupiny vektori, to ale ne-
chdme do samostatného oddilu.)
Uzitim pojmu linearniho obalu miZeme definici preformulovat tak, Ze posloup-
nost (vq,va,...,Vvg) je linedrné zavisla, pokud existuje i € {1,2,...,k} tak, Zze
Vi € (V1, V2, ., Vie1, Vitl, -+, Vi)

ekvivalentné

<V1,V2, ce ,Vk> = <V17V27 sy Vi1, Vigd, . ,Vk>
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Geometricky to znamenad, ze v; lezi v ,rovném utvaru“ ur¢eném zbylymi vektory.
Naopak, posloupnost je linearné nezavisla, kdyz zadné takové i neexistuje, jinymi
slovy, kdyz kazdy vektor v; ,néco pridd“ k linedrnimu obalu zbylych vektori.
Neékdy se pouziva nepresnd formulace typu ,,vektory ... jsou linearné nezavislé”,
apod. Uvédomte si, Ze linedrni (ne)zavislost neni vlastnost vektort ale jejich po-
sloupnosti. Takze takovou formulaci je potfeba vzdy pfelozit jako ,posloupnost
vektoru ... je linedrné nezavisla®.

P¥iklad 5.26. Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)T,(4,5,6)T) ve vektorovém pro-
storu R? je linedrné zavisla, protoze druhy vektor lze napsat jako linedrni kombinaci
zbylych dvou:

9 1 4
12 | =1 2 | +2] 5
15 3 6

Geometricky to znamena, ze vektor (9,12, 15)7 lezi v roviné uréené zbylymi dvéma
vektory.

Posloupnost vektori (1,0,0,0)7, (0,1,0,0)7, (0,0,1,0)7, (0,0,0,1) v prostoru
Z3 je linearné nezavisla, protoze, Zadny z vektord nenf linedrni kombinaci ostatnich:
linearni obal druhého az étvrtého vektoru je mnozina {(0,a,b,c)? : a,b,c € Z3i}, do
niz vektor (1,0,0,0)7 nepatii. Podobné pro ostatni vektory.

Posloupnost vektortt (u,v,u + v) v libovolném vektorovém prostoru je vzdy
linearné zavisla.

Posloupnost vektorti (cosxsinx + 5,1,sin(2x) + 3) v prostoru redlnych funkei
redlné proménné (nad R) je linedrné zavisld, protoZe sin(2z) + 3 lze napsat jako
2 (coszsinx +5) + (=7) - 1.

Nékolik snadnych obecnych pozorovani:

e Kdykoliv posloupnost obsahuje nulovy vektor, je linearné zavisla, protoze
nulovy vektor je linedrni kombinaci prazdné skupiny vektori.

e Jednoclennd posloupnost (v) je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz v # o.

e Kdykoliv posloupnost obsahuje dva stejné vektory, je linedrné zavisla. Obec-
néji, pokud je néktery z vektori nasobkem jiného, je posloupnost linearné
zévisld. Neplati to ale naopak. V posloupnosti ((1,2,3)7, (9,12,15)7,
(4,5,6)T) z predchoziho piikladu neni Zadny z vektorit nasobkem jiného,
presto je posloupnost linearné zavisla.

e Linearni zavislost nebo nezévislost posloupnosti nezévisi na potradi prvki.

e Podposloupnost linedrné nezavislé posloupnosti je linedrné nezavisla. Ji-
nak feseno, pokud je podposloupnost linedrné zavisla, je linedrné zavisla i
puvodni posloupnost.

Pokud bychom ovéfovali, Ze né&jakd posloupnost (vi,va,...,vy) je linedrné ne-
zévisla, z definice, museli bychom pro kazdy z vektoru vy, ..., v ukdzat, Ze nelze
vyjadiit jako linearni kombinace ostatnich. Snazsi je pouzit bod (2) nebo (3) z né-

vevs

sledujictho pozorovani, které dava elegantnéjsi charakterizaci linearni nezavislosti.

Tvrzeni 5.27. Necht (vy,...,vy) je posloupnost vektori ve vektorovém prostoru
V nad telesem T. Nasledujici tvrzent jsou ekvivalentni.
(1) Posloupnost (vi,...,vy) je linedrné nezdvisld.
(2) Zddny z vektori v; (1 < i < k) nelze vyjddrit jako linedrni kombinaci
mnoziny {vi,...,v,_1} predchozich vektori.
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(3) Vektor o lze vyjddrit jako linedrni kombinaci vektori vi,va, ..., Vi pouze
trividlnim zpusobem o = Ovy + Ovg + - - - + Ovy.
Jingmi slovy, pro libovolné ay,as, ... ar € T plati, Ze kdyz

a1viy +agve + -+ agvp =0 ,

pak a; =ag =---=a =0.
(4) Kazdy vektor b € V lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektori vq, va,
..., Vi nejuyse jednim zpusobem.

Diikaz. (1) = (2) je zfejmé.
(2) = (3). Pokud plati

ai1vi +asve + -+ apvg =0
a jedno z ¢isel ay, as, ..., ax je nenulové, zvolime nejvétsi takové ¢, aby a; # 0. Pak
milzeme upravit

a; Vi = —a1Vy — ... — Q;j—1V;—1

-1 -1
V= —a, aijvi —...—a; a;—1V; ,

z ¢ehoz vidime, ze podminka (2) neni splnéna.
(3) = (4). Pokud mame dvé vyjadieni vektoru u

u=ayvi+ava+---+agvg =bivi +bava+ - +bpvy
pak tupravou ziskdme rovnost
o= ((11 — bl)V1 + (az — b2)v2 + -+ (ak - bk)Vk,

takze z (2) dostavame, Ze a; — b; = 0 pro kazdé i, neboli a; = b; a tedy vyjadieni
vektoru u jsou stejna.

(4) = (3) je trivialni.

(3) = (1). Pokud je posloupnost (vy,...,vy) linedrné zdvisla, pak pro n&jaké i
je vektor v; linedrni kombinaci ostatnich, tedy

vi=0bivi+bavo+ -+ b1 Vi + b vigr - vy .
Pak mtzeme psat
0="0b1vi+bava+ - +bi1vi1 + (=1)vi +bip1vipr + o+ bpvy

takze dostavame netrividlni kombinaci, kterd dava nulovy vektor s koeficienty a; =
—laa; =b; proj #1. O

Bod (3) lze formulovat tak, Ze posloupnost je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz
existuje jeji netrividlni linearni kombinace, ktera da nulovy vektor. Netrivialni zna-
mend, ze alespon jeden koeficient je nenulovy. Jesté jedna ekvivalentni formulace
je ve cvicenich: Posloupnost vektort (vi,...,vy) linedrné nezdvisla pravé tehdy,
kdyz zadny z vektor neni v linedrnim obalu pfedchozich (tj. pro kazdé i plati
A4 ¢ <V1,V27 ce ,Vi,1>).

Pfipomenme, Ze vektory vy, ..., vy generuji V, pokud se kazdy vektor da napsat
jako linedrni kombinace téchto vektort alespoii jednim zptisobem. Bod (4) ukazuje,
ze linearni nezavislost je jakymsi opakem.
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Piiklad 5.28. Zjistime, zda je posloupnost vektoru
(L,1,1,1)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)7)

v prostoru Zi linedrné nezavisld. Pokusime se vyjadfit nulovy vektor jako linearni
kombinaci vektord z dané posloupnosti

1 1 0 0
1 2 1 0
Tl | TE o T g [T o
1 1 1 0
To je vlastné homogenni soustava rovnic!
1 10 0
121 Y o
110 2= o
111 s 0

Soustavu prevedeme do odstupriovaného tvaru. Pravé strany psat nebudeme, pro-
toze je soustava homogenni.

110 110 110
1 21 01 1 01 1
11 0|7 fooo]7]loo01
11 1 00 1 0 0 0

Nemame zadnou volnou proménnou, takze soustava mé pouze trividlni feSeni x =
(0,0,0)7. Jedina linedrni kombinace danych vektorii, kterd dava nulovy vektor je
trividlni, takze posloupnost je podle pfedchoziho tvrzeni linedrné nezavisla.

Tento priklad ndm dava navod, jak zjistit, zda dana posloupnost aritmetickych
vektort je linedrné (ne)zavisld. Formulujeme u¢inéné pozorovani jako tvrzeni.

Tvrzeni 5.29. Sloupce matice A typu m x n nad T tvori linedrné nezdvislou
posloupnost v T™ prdvé tehdy, kdyZ Ker A = {o}, tj. rovnice Ax = o md jen
trividlni reseni x = o.

Driikaz. Podle stale pouzivaného tvrzeni o vnimani nasobeni matic jako linedrniho
kombinovini mdme Ax = xja; + xeas + -+ + zya,, kde A = (ay]...|a,) a x =
(z1,22,...,Zm). Tvrzeni nyni okamzité plyne z charakterizace v tvrzeni 5.27. O

Priklad 5.30. Posloupnost (3i +5,2,3),(5,2+1,1),(4,2,12), (7,e™,4) v prostoru
C3 je linedrné zavisla.

Miuizeme argumentovat uzitim predchoziho tvrzeni. Dané aritmetické vektory si
napiseme do sloupcii matice A typu 3 x 4. Pii feSeni soustavy Ax = o méame diky
typu alespoii jednu volnou proménnou (protoZe proménné jsou 4 a pivotti muze byt
nejvice tolik, kolik Ffaddkt, tedy 3). Z toho plyne, Ze soustava ma netrividlni feseni
(stadi za volnou proménnou dosadit naptiklad 1 a dopodéitat zpé&tnou substituci).

Pozdéji budeme moci argumentovat obecnéjsim tvrzenim.

Na tomto misté si znovu uvédomme, ze aritmetické prostory tvofi jen jeden z
mnoha piikladit vektorovych prostord. (I kdyZz jsme v tvodu tvrdili, Ze jsou ,v
podstaté jediné“. Uvozovky jsou zde podstatné, na pfesny vyznam si musime jesté
chvili pockat.) Casté chybna odpovéd studentt na otazku, jak uréit, zda jsou dané
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vektory linearné zavislé, je typu ,,NapiSeme si je do sloupcti, vyeliminujeme a zjis-
time, zda existuji volné proménné“. Odpovéd je spravné jen v aritmetickych vek-
torovych prostorech, obecné nedava zadny smysl: Jak napsat do sloupcit vektory
cos(2x),sinx + €%, ... z vektorového prostoru spojitych funkei?

P¥iklad 5.31. Posloupnost (1,1/2) je linearnd nezavisla v R jako vektorovém pro-
storu nad Q, protoze v/2 je iracionalni. Stejna posloupnost je linedrné zavisla v R
jako vektorovém prostoru nad R, protoze napi. v/2 je v/2-nasobkem vektoru 1.

5.3.2. Odstupriovany tvar a elementdrni upravy. Jinou moznosti jak zjistit, zda jsou
dané aritmetické vektory linedrné (ne)zavislé je napsat je do fadkd matice a ele-
mentarnimi fadkovymi tpravami prevadét matici do odstupnovaného tvaru. Tyto
Upravy totiz neméni linedrni (ne)zdvislost fadkl a z odstupiiovaného tvaru matice
pozndme (ne)zdvislost fadkl snadno. Vyhodou také je, ze fadkové tipravy neméni
ani linearni obal fadkd, coz se nam bude pozdéji hodit pti hledani baze.

Rovnou si také vSimneme, Ze Ffadkové Gpravy neméni ani linedrni (ne)zévislost
sloupcii. Tvrzeni nejprve formulujeme pro sloupce. Radkovou verzi dostaneme trans-
ponovanim.

Tvrzeni 5.32. Necht A je matice nad T typu m X n, R je requldrni matice vddu
m a Q je requldrni matice Tadu n. Pak plati:
(1) Sloupce matice A jsou linedrné nezavislé prdavé tehdy, kdyZ jsou linedrné
nezdvislé sloupce matice AQ
(2) Sloupce matice A jsou linedrné nezavislé prdavé tehdy, kdyz jsou linedrné
nezdvislé sloupce matice RA.

Dikaz. PouZijeme pozorovani formulované jako tvrzeni 5.29, totiz, Ze sloupce ma-
tice B jsou linedrné nezévislé, pravé tehdy, kdyz Bx = o ma pouze trividlni feseni.

Predpokladejme, ze sloupce matice A jsou linearné nezavislé a ze x je fesenim
AQ@x = o. Pak Qx = o, protoze sloupce A jsou linedrné nezavislé. Z toho plyne, Ze
x = o (pouZijeme napiiklad bod (4) charakterizace reguldrnich matic z véty 4.30,
nebo bod (7) a vynasobime rovnost zleva Q~1). Uk4zali jsme, 7e soustava AQx = o
mé pouze trividlni feSeni, takze AQ ma linearné nezavislé sloupce.

Opacna implikace se d4 dokazat uzitim prvni implikace na matici AQ) misto A
a Q™! misto Q.

Druhou ekvivalenci jsme jiz vlastné dokazali v tvrzeni 5.23, protoze Ker (RA) =
Ker A, takze A ma netrividlni feseni pravé tehdy, kdyz ma RA netrividlni feSeni. [

Ekvivalence v bodu (2) jde zesilit. Matice A mé stejné linedrni zavislosti mezi
sloupci jako matice RA. Napiiklad pokud 2a; +3as —4a3 = o, pak pro matici RA =
(b1|bs|bs) plati 2by 4+ 3by — 4bs = 0, a naopak. Slovy, soucet 2-ndsobku prvniho
sloupce, 3-nasobku druhého sloupce a (—4)-nasobku tfetiho sloupce je nulovy vektor
v matici A pravé tehdy, kdyz stejny vztah plati pro sloupce matice RA.

Dausledek 5.33. Sloupcové dpravy neméni linearni (ne)zdvislost sloupci ani fadki
matice. Radkové dpravy nemeéni linedrni (ne)zdvislost sloupci ani rddki matice.

Diikaz. 7 predchoziho tvrzeni pouzitého na elementarni matice plyne, ze fadkové
ani sloupcové Gpravy neméni lineadrni obal sloupct. K dikazu fadkovych verzi pou-
Zijeme stejné tvrzeni pro transponovanou matici. [

Zbyva nahlédnout, kdy ma rfadkoveé odstupniovany tvar linearné nezavislé radky.
(Z predchoziho tvrzeni a tvrzeni 5.29 vidime, kdy ma matice v odstupfiovaném
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tvaru linearné nezavislé sloupce: pravé tehdy, kdyz prislusnd homogenni soustava
nemd zadné volné proménné, viz cviceni.) Je zfejmé, Ze je-li v matici nulovy fadek,
pak jsou fadky linedrné zavislé. V opacném ptipadé jsou jiz linedrné nezavislé.
Tvrzeni 5.34. Rddky matice v odstupriovaném tvaru jsou linedrné nezdvislé prdvé
tehdy, kdyzZ matice neobsahuje nulovy rddek.

Driikaz. Implikace zleva doprava je ziejma.

Ptedpokladejme, Ze matice A typu m xn bez nulového fadku je v odstupniovaném
tvaru a vezmeme 7, k1,...,k, z definice odstupniovaného tvaru. Protoze A nem4
nulovy fadek je r = n. Chceme ukazat, ze rovnice ATx = o méa pouze trivialni
feSeni (viz opét tvrzeni 5.29). To je vSak snadné, protoze jiz rovnice s pofadovymi

Cisly ki, ko, ..., k, urcuji dolni trojuhelnikovou matici s nenulovymi prvky na
diagonale a ta ma pouze trividlni feseni.
OBRAZEK |

Myslenku dtkazu mtzeme zobecnit na uziteéné pozorovani. Mame-li posloup-
nost vektorti v ' T" takovou, ze jiz vybranych m souradnic tvori linedrné nezavislou
mnozinu v T™, pak je ptivodni posloupnost linedrné nezavisla.

Priklad 5.35. Posloupnost
((1,37,3,45, 1), (0, —e, 1,7%,4)", (0, —12,0, 33,2)")
v prostoru R je linedrné nezévisla, protoze prvni, tfeti a paté slozky vektort tvoii
posloupnost
((1,3,)7,(0,1,4)",(0,0,2)"),

v R3, ktera je linearné nezavisla podle piedchoziho tvrzeni.
Priklad 5.36. Podivame se znovu na piiklad 5.28, tam jsme zjistovali, zda je
posloupnost

(1,1,1,0)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)T)
v prostoru Z3 linedrné nezévisla. Tentokrat si vektory napiSeme do fadkii a pieve-
deme Fadkovymi tpravami do odstupnovaného tvaru.

11 11 1111 1 111
1 211)]~{010O0]|~]012020]|=8B
01 01 01 01 00 01

Puvodni posloupnost je podle disledku 5.33 linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz

jsou fadky vzniklé matice B linearné nezavislé. Matice B je v odstupnovaném tvaru

bez nulového fadku, takze podle predchoziho tvrzeni jsou fadky B linearné neza-

vislé. Ptivodni posloupnost je tedy linedrné nezavisla.

Piiklad 5.37. Zjistime, zda je posloupnost vektoru
((1,1,1,0)",(0,1,0,1)",(1,0,1,1)")

v prostoru Zj linedrné nezavisld. NapiSeme si vektory do fddki a upravujeme rad-

kovymi tpravami.

1 110
~( 01 0 1
01 01

V tGpravach uz nemusime pokracovat, protoze vidime, ze fadky vzniklé matice, tedy
i ptivodni matice, jsou linedrné zavislé.
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Shrneme poznatky o invariantech fadkovych tiprav. Radkové tipravy neméni line-
arni zavislost fadkt ani sloupct, linearni obal fadki (to je Im AT) a Ker A. Obecné
méni linedrni obal sloupcii a Ker AT

5.4. Baze.

5.4.1. Definice. Dostali jsme se ke stézejnimu pojmu bdze vektorového prostoru.
Jako u linearni nezavislosti zadefinujeme konec¢nou verzi a obecnou definici odlozime
na pozdéji.

Definice 5.38. Posloupnost (vq,va,...,v,) ve vektorovém prostoru V nad T se
nazyva bdze, pokud je linedrné nezavisla a generuje V.

(Tim, ze posloupnost (v1,...,v,) generuje V pfirozené myslime to, Ze mnozina
{v1,...,vp} generuje V.)

Intuice je takova, ze baze je ,,dost malad“, ve smyslu, ze mezi vektory nejsou zadné
linearni zavislosti, a zaroven dost velka, ve smyslu, ze vektory generuji cely prostor.

Dana posloupnost vektord (v, va,...,v,) generuje prostor V pravé tehdy, kdyz
lze kazdy vektor zapsat jako jejich linedrni kombinace alespon jednim zptisobem.
Podle tvrzeni 5.27 je posloupnost linearné nezévisla pravé tehdy, kdyz lze kazdy
vektor vyjadrit jako linearni kombinace vy, vo, ..., v, nejvyse jednim zpusobem.
Dohromady dostavame nasledujici dilezité pozorovani.

Pozorovani 5.39. Posloupnost vektori (vy,va,...,V,) tvori bdzi vektorového pro-
storu 'V prdveé tehdy, kdyz lze kazZdy vektor b € V wvyjddrit prdvé jednim zpusobem
jako linedrni kombinace vektoru vi, va, ..., Vy.

Priklad 5.40. Sloupce jednotkové matice I, nad télesem T, tj. n-tice vektort
((1,0,0,...,007,(0,1,0,...,0)T,...,(0,0,...,0,1)T) je béazi aritmetického vekto-
rového prostoru T™.

Tato posloupnost je totiz linedrné nezavisla, naptiklad podle tvrzeni 5.34, a ge-

neruje T", protoze kazdy vektor (z1,...,2,)T jde vyjadfit jako linedrni kombinaci
. 1 0 0
xl 0 1 0
2
= 0 + 22 0 +--t o,
. : : 0
" 0 0 1

Obé podminky (linedrni nezavislost i generovani) jde najednou nahlédnout z
toho, ze kazdy vektor 1ze jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinaci uvedenou
vyse.

Béze z prikladu jsou vyznacné baze aritmetickych prostori, proto maji svoje
pojmenovani a znaceni.

Definice 5.41. Kanonickd baze (téz standardni bdze) v aritmetickém prostoru T"
je posloupnost

1 0 0
0 1 0
(e1,€2,...,€,) = 0 , 0 e
: 0

el
—



84 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

P¥iklad 5.42. Posloupnost ((1,1)7,(3,2)) je béazi prostoru R2. Mtizeme argu-
mentovat tak, Ze matice
1 3
=(13)

je regularni, takze podle charakteriza¢ni véty regularnich matic ma rovnice Ax = b
pravé jedno feseni pro kazdé b. To znamend, Ze kazdy vektor b € R? lze vyjadiit
jako linedrni kombinaci sloupcti matice A pravé jednim zpisobem, coZ nastane
podle pozorovani pravé tehdy, kdyz tvori sloupce bazi.

Obecnéji lze z charakterizac¢ni véty pro regularni matice nahlédnout, ze sloupce
(nebo fadky) Etvercové matice Fadu n tvofi bazi T™ pravé tehdy, kdyz A je regu-
larni (viz cvi¢eni). Tedy napiiklad sloupce (fddky) horni trojihelnikové matice s
nenulovymi prvky na diagonéle tvori bazi.

P¥iklad 5.43. Jednoclenné posloupnost ((3,3,3)7) je baze prostoru <(1, 1, 1)T> <
R3.

Posloupnost (1,2, 22) je baze prostoru redlnych polynomt stupné nejvyse 2, pro-
toze kazdy polynom lze napsat pravé jednim zptsobem ve tvaru a-1+b-x +c- z2.

Prazdna posloupnost je bazi trividlniho prostoru {o}.

Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)7, (4,5,6)T) neni béazi prostoru

VvV =((1,2,3)",(9,12,15)", (4,5,6)") < R® |

protoze je linedrné zavisla podle piikladu 5.26. Posloupnost ((1,2,3)7) je sice li-
nearné nezavisla, ale neni bazi V, protoze dany prostor negeneruje (napiiklad vi-
dime, Ze (4,5,6) neni v lineArnim obalu vektoru (1,2, 3)T). Posloupnost ((1,2, 3)7,
(2,1,1)T) neni bazi V, protoze vektor (2,1,1)7 nenf ani prvkem V, jak jsme se
piesvédéili v pitkladu 5.22. Posloupnost ((1,2,3)7, (4,5,6)T) je bazi V, protoze
generuje V (viz opét 5.26) a je linedrné nezavisld, jak se snadno pfesvédcime.

Priklad 5.44. Najdeme néjakou bézi prostoru

2 1 6 1\ (3
e 4 3 4 || s s
V‘< sl s |16 ]2 >§Z7'
0 0 1 6 )\ 3

Vyuzijeme toho, Zze fadkové tpravy matice neméni linedrni obal fadki (viz dusle-
dek 5.24). Vektory tedy napiSeme do fadku a prevedeme Ffadkovymi Gpravami na
odstupniovany tvar. Nenulové fadky generuji stejny prostor a navic jsou podle tvr-
zeni 5.34 linedrné nezavislé, tedy tvoii bazi.

2 1 3 0 2 1 3 0 21 3 0 2 1 3 0
1 4 5 0 00 0 O 00 0 O 0 0 6 1
6 3 1 1 ~ 0 0 6 1 ~ 0 0 6 1 ~ 00 0 4
1 4 6 6 0 0 1 6 00 0 O 00 0 O
3 5 2 3 0 0 1 3 0 0 0 4 00 0 O
Bézi V je tedy naptiklad posloupnost ((2,1,3,0)7,(0,0,6,1)T,(0,0,0,4)T).

Priklad 5.45. Uvazujme prostor V nekoneénych posloupnosti (a1, ag, ...) spliu-
jicich a,, = an—1 + ap—o pro kazdé n > 3, s béznymi operacemi s¢itani a nasobeni
skalarem. Prostor V je podprostorem R* mezi jehoz prvky patifi Fibonacciho po-
sloupnost, viz pfiklad 5.18.



LINEARNI ALGEBRA 85

Prikladem béze je dvouclenna posloupnost

(p1,p2) = ((90179027"')7 (1 - 90)17(1 - 90)27"')) )

kde ¢ = (1++/5)/2 je hodnota zlatého fezu. Tato posloupnost je linedrné nezavisla,
protoze jiz prvni dvé soufadnice tvoii linedrné nezévislou posloupnost v R2. Rovnéz
generuje V, protoze prvni dvé soufadnice generuji R? a prvky V jsou uréeny prvnimi
dvéma soufadnicemi. Jako cviceni si rozmyslete detaily, tedy naptiklad pro¢ oba
vektory p1, p2 patii do V.

Nyni miiZzeme nalézt vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, protoze
vime, Ze Fibonacciho posloupnost 1ze vyjadrit jako linedrni kombinace posloupnosti
p1 a pa, takze staci zjistit koeficienty. Dostaneme vzorec z Casti 4.5.1.

5.4.2. Steinitzova véta o vymeéné a dusledky, dimenze. Z vizuédlni pfedstavy pro-
stortt R? je patrné, ze viechny béaze maji dva prvky. Méné vektort prostor nemiize
generovat a mnozina tfech a vice vektor nemiize byt linedrné nezévisla. Podobné,
v R? maji viechny baze pravé tii prvky. Obecné plati, ze kazdy vektorovy prostor
ma bazi a vSechny baze maji stejny pocet prvki. Tomuto poc¢tu fikdme dimenze.
Tyto zasadni skutecnosti v této ¢asti dokdzeme pro konecné generované prostory.

Definice 5.46. Vektorovy prostor se nazyva konecné generovany, pokud mé néja-
kou konecnou mnozinu generatori.

Jedna moznost, jak se mizeme pokusit hledat bazi vektorového prostoru je vzit
néjakou posloupnost generatort a vynechavat vektory z posloupnosti, dokud vzniklé
posloupnosti stale generuji dany prostor. Pokud jiz nemtizeme pokracovat, mame
minimalni posloupnost generatorti. Minimalni zde znamena, Ze vynechanim libo-
volného vektoru vznikne posloupnost, ktera prostor negeneruje. Nasledujici tvrzeni
tika, ze v tomto pripadé jiz mame bazi.

Tvrzeni 5.47. Minimdlni posloupnost generdtori (vi,va, ..., v,) vektorového pro-
storu 'V je bdaze V.

Diikaz. Podle poznamek za definici 5.25 je posloupnost linearné zavisla praveé tehdy,
kdyz

(Vi,Va, ..., Vo) = (V1,Va, .o, Vie1, Vig1, ..o, Vi)
pro néjaké i € {1,2,...,n}. To se ale nestane, protoze predpokladdme, Ze mame
miniméalni posloupnost generatori. Posloupnost je tedy linearné nezavisla, takze je
to baze. (]

Dusledek 5.48. 7 kaZdé konecné mmnozZiny generdtori vektorového prostoru lze
vybrat bdzi.

Diikaz. Postupné vynechédvame vektory dokud nevznikne minimélni mnozina gene-
ratort. Mnozinu sefadime do posloupnosti a ta je podle tvrzeni bazi. ([

Obecné z kazdé (ne nutné koneéné) mnoziny generatorti koneéné generovaného
prostoru jde vybrat bazi. Myslenka je, Ze nejprve vybereme kone¢nou mnozinu
generatoru a pak pouzijeme predchozi vysledek. Detaily si rozmyslete jako cviceni.

Specialné dostavame dilezity dusledek:

Dusledek 5.49. KaZdy konecné generovany vektorovy prostor md bazi.
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P¥iklad 5.50. Podivame znovu na piiklad prostoru V = (X) < R3, kde X =
{(1,2,3)7,(9,12,15)T, (4,5,6)T}. Mnozina generatort X neni minimalni, protoze
napf. vektor (9,12,15)7 lze vynechat (viz piiklad 5.26). Mnozina Y = {(1,2,3)7,
(4,5,6)T} je minimalni mnoZina generdtort, protoze, jak je vidét, vynechanim kte-
réhokoliv ze dvou vektor vznikne podprostor, ktery neobsahuje druhy z vektoru.
Takze posloupnost ((1,2,3)7,(4,5,6)7) musi byt baze podle tvrzeni 5.47, coz sku-
tecné je.

K dtkazu dalsich zasadnich skuteénosti se nAm bude hodit tzv. Steinitzova véta
o vyméné. Ta fika, Ze pro libovolnou linedrné nezavislou posloupnost N délky k lze
v libovolné posloupnosti generujici V vyménit nékterych k ¢lenu za cleny N tak,
ze vznikla posloupnost stale generuje V.

Véta 5.51 (Steinitzova véta o vyméné). Necht N = (v, Va,..., Vi) je linedrné ne-
zdwisld posloupnost ve vektorovém prostoru V nad T a necht G = (w1, Wa, ..., W;)
generuje V. Pak k <l a pFi vhodném uspoidddni G' = (w},w),..., w]) posloup-
nosti G plati, Ze (Vi,Va,..., Vi, Wi 1, Wi g,..., W) generuje V.

Diikaz. Dokazeme indukci podle k. Pro k = 0 je tvrzeni ziejmé, takze pfedpokla-
déme, ze k > 0 a Ze tvrzeni plati pro |N| < k.

Podle indukéniho predpokladu plati £ — 1 < [ a miizeme najit preusporadani
G’ = (w{,wi,...,w]) takové, ze

" 1 1
P=(vi,vo, .., Vi1, W, Wi 1, , W)

. a ’ 7’ . 7 v v I o 1 /!
generuje V. Zbyva do P umistit vektor vi vymeénou za néktery z vektort wy;, wi',

Protoze P generuje V, vektor v jde napsat jako linedrni kombinace vektord z
P:

" " "
Vi =a1viy +agva + -+ ag_1Vg—1 + ag Wy + ag 1 Wi + - Fawy

Posloupnost N je linedarné nezavisla, proto vi neni linedrni kombinaci vektort

Vi,...,Vk—1. To znamena, ze plati k£ < [ a navic alesponl jeden z prvkl ay, apt1,

..., a; t€lesa T je nenulovy. Pfedpokladejme, Ze ay # 0, jinak mtzeme posloupnost

G" preuspoiadat do posloupnosti G’ (a patfi¢né zménit P), aby toto platilo.
Ukazeme, ze

12 " "

Z = (V1,Va, o, Vi, Wy 1, W9y, W))
generuje V. Vektor w} jde napsat jako linedrni kombinace vektora vy, ..., v,
Wi, ---» W', coz lze nahlédnout z rovnosti vySe (z rovnosti vyjadiime apw; a

vynésobime aj '). Takze linearni obal Z obsahuje vektor w/ a tim padem
<Z> 2 <V1,V2,. .. 7vk717wgaw;g/+1a s 7W2/> = <P> =V.
O
vektori. To umoznuje dat presny vyznam slovu dimenze.
Dusledek 5.52. Kazdé dvé baze konecné generovaného vektorového prostoru maji
stejny pocet prvki.

Diikaz. Predpokladejme, ze B = (vi,...,vg) a C = (wy,...,w;) jsou dvé béze
vektorového prostoru V. Protoze posloupnost B je linedrné nezavisla a posloupnost
C generuje V, plati podle Steinitzovy véty k < [. Z téze véty plyne také [ < k,
protoze C je linedrné nezavisld a B generuje V. Dohromady dostavame k =1. O
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Definice 5.53. Dimenzi kone¢né generovaného vektorového prostoru V nad T
rozumime pocet prvki jeho libovolné béze. Dimenzi prostoru V znac¢ime dim(V).

Priklad 5.54. V souladu s intuici je dimenze aritmetického vektorového prostoru
T™ rovna n, protoze kanonickd baze ma n prvki.

S W N
-
= W O

o

W N Ot W

0

—_

Trivilni prostor {0} mé dimenzi 0 protoze prazdna posloupnost je jeho baze.
Prostor ((1,1,1)) < R3 mé dimenzi 1, protoze ((1,1,1)) je jeho bazi. To odpovida
geometrické predstave, ze dany prostor je pfimkou.

Dimenze prostoru

V= < > <Zz
je 3, protoze v prikladu 5.44 jsme nalezli tfiprvkovou bazi.

Zdtvodnéni nasledujicich tvrzeni pfenechame do cviceni. Dimenze prostoru vsech
matic nad T typu m xn je mn. Dimenze prostoru realnych polynomt stupné nejvyse
n je n 4+ 1. Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.

V disledku 5.48 jsme vidéli, ze z kazdé koneéné mnoziny generatoru lze vybrat
bazi. Pii hledani baze mtizeme postupovat i opacné — k linedrné nezavislé mnoziné
doplnit vektory, aby vznikla baze. Nasledujici disledek tika, Ze to jde, navic mizeme

dopliovat pouze vektory z libovolné zvolené mnoziny generatori. Dusledek formu-
lujeme pro kone¢né mnoziny, obecnéji nechame dikaz do cviceni.

Dusledek 5.55. Necht G je konecnd mnoZina generdtori vektorového prostoru V.
Kazdd linedrné nezavislda posloupnost N ve V jde doplnit prvky G na bdzi V.

Dikaz. Oznaéme N = (v1,va,..., V) Nejprve pomoci disledku 5.48 vybereme z
G bézi B = (wy,...,w;). Ze Steinitzovy véty dostaneme, Ze pii vhodném pfeu-
spofadani baze B, posloupnost Z = (vy,va,..., Vg, Wrt1,.-.,W;) generuje V. Ze
Z jde podle dusledku 5.48 vybrat bazi. My ale vime, Ze dimenze V je | (protoze B
je béaze), takze jiz Z musi byt béze. O

Formulujeme dva trividlni disledky.

Dusledek 5.56. Mazimdlni linedrné nezdvisld posloupnost v koneéné generovaném
prostoru je bdzi.

Obecnéji, mazximdlni linedrné nezavisla podposloupnost konecné mnoZiny gene-
ratoru je bdzi.

Piiklad 5.57. V pfikladu 5.44 jsme hledali néjakou béazi prostoru

2 1 6 1 3
1 4 3 4 5
V:<V17V2,V3,V47V5>: < 3 ) 5 ) 1 ) 6 2 > SZL% .
0 0 1 6 3
Ted z vektord vi, va, ..., vs bdzi V vybereme. Z dusledku 5.48 plyne, Ze to jde.
Predchozi dutsledek 5.55 nam dava navod, jak to jde udélat. Staci totiz vzit li-
bovolnou maximélni linedrné nezévislou podmnozinu {vy,...,vs}, ta jiz musi byt

bazi. Mtzeme postupovat napriklad tak, Ze zacneme s linearné nezavislou posloup-
nosti (vq). Pokusime se pfidat vy — otestujeme fadkovymi tpravami, zda (vq, va)
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21 3 0 21 3 0
1 4 5 0 0 0 0O
Dvojice (v1, v2) je linearné zavisla, vektor v, tedy pfidavat nebudeme. Zkusime vs.
2 1 30 213 0
6 3 1 1 0 0 6 1

Méme linedrné nezévislou posloupnost (vi,vs). Pokusime se k ni pfidat v4. P
testovani linearni zavislosti mtzeme vyuzit jiz provedenych tprav.

je linearné nezavisla.

213 0 213 0 213 0
006 1 |~100®©6T1]~|00°61
1 4 6 6 0 016 0 0 0O

Vektor v, pridavat nebudeme. Nakonec zkusime vs.

21 3 0 21 3 0 21 3 0
0061 |~100©61]|]~10061
3 5 2 3 0 01 3 0 0 0 4
Protoze (v1,vs, vs) je linedrné nezavisla posloupnost a navic je maximaln{ linedrné
nezavisla posloupnost tvofend vektory v mnoziné {vy, va,...,vs} (nebot pfidanim

vy nebo vy jiz vznikne linedrné zavisld mnozina), tvoii tato posloupnost bézi V.

Dokéazana tvrzeni umoznuji dokazovat a zobecnovat i dalsi fakta, kterd jsou ge-
ometricky zfejméa pro R? nebo R3:

Pozorovani 5.58. V kaZdém prostoru V dimenze n plati:

(1) Kazdd mnozina generdtori V obsahuje alespori n vektori.

(2) Kazdd n-prvkovd posloupnost generdtori je bdzi V.

(3) Kazdd linedrné nezdavisld posloupnost ve V obsahuje nejvyse n vektori.
(4) Kazdd n-prvkovd linedrné nezdvisld posloupnost ve V je bdzi V.

Dikaz. 7 kazdé mnoziny generatord lze vybrat béazi a vSechny baze obsahuji n
vektorti. Z toho plynou prvni dva body.

Kazdou linedrné nezavislou mnozinu lze doplnit na n-prvkovou béazi. Z toho
plynou zbylé dva body. O

P¥iklad 5.59. V piikladu 5.30 jsme zdfivodnili, Ze posloupnost (3i+5,2,3)7, (5,2+
i, )T, (4,2,12)T, (m,e™,4)T v prostoru C? je linearné zavisla. Ted méame kratsi
zdtivodnéni — podle tfetiho bodu v pozorovani nemiize zadné linedrné nezavisla
posloupnost v C? obsahovat vice nez 3 vektory.

Podobné mizeme bez jakéhokoliv po¢itdni rozhodnout, Ze mnozina {(1,3,7 +
e™, —10)T, (4,2i,3 + 2i, —311)T, (2, 7,7, —4)T} negeneruje C* podle prvniho bodu.

Nakonec ukazeme, ze podprostor ma nejvyse takovou dimenzi jako pavodni pro-
stor.

Tvrzeni 5.60. Je-li W podprostor koneéné generovaného prostoru V, pak W je
koneéné generovany a plati dim(W) < dim(V), pricemZ rovnost nastane prdvé

tehdy, kdyz W =V.
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Dikaz. Nejprve dokdZeme, ze W je konecné generovany. (Pozor, zde se ¢asto déla
chyba. Toto ,intuitivné zfejmé“ tvrzeni je tfeba dokézat.) Pfedpokladejme pro
spor, ze W nema kone¢nou mnozinu generatori. Vezmeme libovolny nenulovy vek-
tor wi; € W. Protoze {w;} negeneruje Wy, existuje vektor wo € W takovy, ze
wo & (wq), atd.: Indukci najdeme pro libovolné i vektor w; € W, ktery nelezi v li-

nearnim obalu predchozich vektort wy, ..., w;_1. Podle poznamky za tvrzenim 5.27
(cviceni ?7?) je pro kazdé i posloupnost (wy,wa, ..., w;) linedrné nezavisla (ve W,

tedy i ve V), coZ je spor s bodem (3) pfedchoziho pozorovani.

Jiz vime, ze W je konecné generovany, takze mé bazi B podle disledku 5.49. Baze
B prostoru W je linedrné nezavisld mnozina ve V| takze dim(W) = |B| < dim(V),
opét podle bodu (3). Pokud se dimenze rovnaji, pak B je bazi W podle (4), z ¢ehoz
vyplyva, ze V.= W. (Naopak z V = W trividlné plyne dim(V) = dim(W).) O

P¥iklad 5.61. Podle tvrzeni maji podprostory R3 dimenzi 0 (trivialni podprostor
{0}), 1 (podprostory tvaru (u), kde u je nenulovy vektor, tedy pfimky prochéazejici
pocéatkem), 2 (podprostory tvaru (u, v), kde (u, v) je linedrné nezévisla, tedy roviny
prochézejici poc¢atkem) nebo 3 (trividlni podprostor R?). Nyni tedy mdme precizni
diikaz, ze diskuze o podprostorech R? v &4sti 5.2.1 byla spravna.

Obecnéji z tvrzeni vyplyva, ze kazdy netrividlni podprostor T" lze zapsat jako
linedrni obal 1 az n — 1 (linedrné nezavislych) vektort.

5.4.3. Baze jako soutadnicovy systém. Vratme se ted k pozorovéani 5.39, které ¥ik4,
7e mame-li bdzi B = (vy,Va,...,v,) prostoru V, pak kazdy vektor v ve V lze
jednozna¢nym zpusobem vyjadrit jako linearni kombinaci vektort vq,...,v,. Ko-
eficienttim této linedrni kombinace fikame soufadnice v vzhledem k B.

Definice 5.62. Necht B = (v1,va,...,v,) je bdze vektorového prostoru V nad
télesem T a w € V. Soutadnicemi (téz vyjadrenim) vektoru w vzhledem k B ro-
zumime (jednoznaéné uréeny) aritmeticky vektor (ai,as,...,a,)T € T" takovy,
Ze

W =a1V] +agVy + -+ apVy .
Soufadnice w vzhledem k B znaéime [w]p, tj.

ZNOVU OBRAZEK

Soutadnice zavisi na pofadi vektori v bazi. Z tohoto diivodu jsme bazi definovali
jako posloupnost vektort, nikoliv mnozinu.

Zvolime-li v prostoru V nad télesem T dimenze n bazi B, pak predchozi definice
jednoznacéné pfifazuje kazdému vektoru v € V' aritmeticky vektor [v]p € T™. Nao-
pak, kazdy aritmeticky vektor v T je roven [v]p pro né&jaky (jednozna¢né uréeny)
vektor v € V. Zobrazeni pfifazujici [v]p vektoru v je tedy bijekci mezi V' a T".

Priklad 5.63. V ptikladu 5.40 jsme si v§imli, Ze pro kanonickou bézi K = (eq, ea,
..., e,) prostoru T™ a libovolny vektor v € T™ plati
[Vlk =V .
Jednou z bézi prostoru V = <(1,2,3)T,(4,5,6)T> < R3 je posloupnost B =
((1,2,3)T,(4,5,6)T) (viz priklad 5.43. Vektor (9,12,15)T lez{ v prostoru V, protoze
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(9,12,15)7 = (1,2,3)T + 2 (4,5,6))T. Jeho vyjadieni v bazi B je podle tohoto
vztahu
[(9» 12, 15)]3 = (17 2)T :
Posloupnost B = (z,2%,1) je bazi prostoru realnych polynomt stupné nejvyse
dva. Soutadnice vektoru a + bx + cx? vzhledem k této bazi je
[a+ bz + cz?]p = (b,c,a)T .

Piiklad 5.64. Uvazujme posloupnost

1 1 2
B= (Vl,Vg,V?,) = 2 ) 3 ’ 1
3 4 1

v prostoru Z3. Ovéiime, Ze B je bazi a najdeme soufadnice vektoru w = (4,0,1)7
vzhledem k B.

Oboji udélame najednou, pokusime se w vyjadrit jako linearni kombinaci vektort
v B. Z mnohokrat pouzitého pohledu na nasobeni jako na linedrni kombinovani
nahlédneme, Ze soufadnice [w]p jsou FeSenim soustavy rovnic Ax = w, kde A =
(v1|va|vs) (tj. vektory z baze napiSeme do sloupci). Soustavu vyfesime.

11 24 1 1 2|4 11 2|4
23 1|0 ~1012|2]~101 2|2
3 4 1|1 01 04 0 0 3|2

Vidime, ze A je regularni (odstupiiovany tvar je horni trojihelnikovd matice s ne-
nulovymi prvky na diagondle), takze B je baze podle poznadmky za ptikladem 5.42.
Resenim soustavy je
2
x=[wlg=1 4
4
Pro kontrolu miizeme ovérit, ze skuteéné plati w = 2vy + 4vy + 4vs.

Korespondence mezi vektory a soufadnicemi ve zvolené bazi je jesté tésnéjsi, za-
chovava totiz operace vektorového prostoru. Konkrétné, souradnice sou¢tu vektort
ve V (vzhledem k B) jsou rovny souc¢tu jejich soutadnic (vzhledem k B) v prostoru
T™. Podobné pro nasobeni skalarem.

Tvrzeni 5.65. Necht B = (v1,Va,...,V,) je baze vektorového prostoru V nad
télesem T, nechf u,w € V at € T. Pak plati
(1) [ut+wlp =[ulp +[w]z a
(2) [tu]p =t[u]p
Na levych stranich vystupuji operace v prostoru V, na pravych stranach jsou
operace v T".

T

Diikaz. Je-li [u]g = (a1,as9,...,a,)T a [w]g = (b1,ba,...,b,)T, pak podle definice

soutfadnic plati
u=a1vy+asvo+---+a,vp, W=0bvi+byvyo+---+0b,v, .
Sectenim a upravou ziskame
u+w= (a1 +b1)vi+ (a2 +ba)va+ -+ (an + by) vy

coz podle definice znamena [u+w|p = (a1 +by,as+ba,...,a,+b,)" = [u]lp+[v]5.
Druha ¢ast tvrzeni je rovnéz snadné cviceni.
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Priklad 5.66. V prostoru V = ((1,2,3),(4,5,6)) < R3 uvazujme bazi B =
((1,2,3)T,(4,5,6)T) a vektory u, w se soutadnicemi (1,2)7, (3, —1)7 vzhledem k

B:
1

as (2 o= (3) we( 1 )ome=(Y)

Souétem u a w je vektor (8,13,18)7, jeho soufadnice vzhledem k B jsou (1,2)7
(3,—1)T = (4,1)T. Skutec¢ns, 4-(1,2,3)T +1-(4,5,6)T = (8,13,18)7.

Ted jiz vidime pfesny vyznam hesla ,,vSechny koneéné generované vektorové pro-
story jsou v podstaté T™“. Zvolime-li v prostoru bazi B, mizeme misto ptivodnich
vektorti pocitat s jejich soutadnicemi vzhledem k B a tim se vSe pfevadi do T".
Otéazku, jak se souradnice méni pii pfechodu od baze B k jiné bazi, vyfeSime za
okamzik.

Do T™ mtzeme prevadét celé podmnoziny, tj. pro X C V definujeme

X]p={vl]g:ve X} CT" .

Tento pfechod také zachovava dtilezité vlastnosti, jako linedrni nezavislost, genero-
vani, baze, apod. Dukaz tohoto pozorovani prenechame jako cviceni.

Pozorovani 5.67. Necht B je bdze vektorového prostoru V nad télesem T dimenze
n. Pak plati
(1) posloupnost (vi,va,..., Vi) je linedrné nezavisld ve V pravé tehdy, kdyz je
posloupnost ([vi]p, [Va]B, - .-, [Vk]B) linedrné nezdvisld v T™;
(2) mnoZina X generuje V prdvé tehdy, kdyz [X]p generuje T™;
(3) posloupnost (vi,va,...,vi) je bdze V pravé tehdy, kdyz je posloupnost
([VﬂB, [VQ]B, ey [Vk]B) baze T™.

5.4.4. Prechod mezi bdzemi. Casto je potfeba umét rychle prechazet mezi bazemi,
tj. pocitat vyjadieni vektoru vzhledem k jedné bazi, zname-li vyjadieni vzhledem
k jiné bazi.

Tento prechod je mozné popsat matici. Rozmyslime si nejprve jednoduchy pripad
aritmetického vektorového prostoru T3 s bazi B = (vi, va,v3). Najdeme vzorecek
jak mnajit vektor x = (w1, 2,23)7, zndme-li jeho vyjadieni x|z = (y1,%2,93)7
vzhledem k bazi B. Podle definice je

X =¥y1V1 +Y2V2 + y3V3 ,
coZ muzeme maticové zapsat
x = (vi[ve|vs)[x]s
Vektor x je roven svému vyjadieni vzhledem ke kanonické bazi K = (eq, eq, e3).
Matice (v1|va|vs) se nazyva matice prechodu od B ke K a znadi se [id]Z. Umoziiuje
nam “prechazet” od baze B k bazi K pomoci vzorce
: 1B
x|k = [idlx[x]p -
Podobnou formulku miZzeme nalézt pro prechod mezi libovolnymi dvéma bazemi
libovolného kone¢né generovaného vektorového prostoru.

Definice 5.68. Necht B = (vy,...,v,) a C jsou baze vektorového prostoru V nad
télesem T. Matici prechodu od bdze B k bdzi C rozumime matici

[id]é = (Vilellvalel. .- |vale) -
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Slovy, matice pfechodu od B k C méa ve sloupcich vyjadieni vektora baze B
vzhledem k bazi C.

Tvrzeni 5.69. Nechi V je vektorovy prostor V nad télesem T dimenze n a B,C
jsou bdaze V. Pak pro libovolny vektor x € V plati

Xle = [d]E[x]s -
Nawic je matice [id)8 timto vztahem uréena jednoznacné.

Diikaz. Ozna¢me B = (vy,...,V,).
Vezmeme libovolny vektor x € V a ozna¢me [x]p = (aq,...,a,), tj. podle defi-
nice X = a1vy + -+ - + a,Vv,. Podle tvrzeni 5.65 plati

Xlc =[a1vi+ -+ anvile = [avi]e + -+ + [anVi]o
=a[vile + -+ an[ve] = ([vi]el - - |[vn]e)(aq, . .. ,an)T
= [id]g[X]B .

K dtkazu jednoznac¢nosti uvazujme matici A, ktera spliiuje pro libovolny vektor
x € V vztah

x]c = Alx]p .
Dosazenim x = v; dostaneme
Vile = A[vi]p = Ae;

takze i-ty sloupec matice A je roven [v;]c a tim padem A = [id]Z. O

P¥iklad 5.70. Matice piechodu od baze B = ((1,2)7,(5,6)7) ke kanonické bazi
K prostoru R2 je

. 1 5

iz =(5 o)

Pro libovolny vektor x € R? plati

x=b=( 5 o ) s

Pokud chceme naopak vyjadfovat vzhledem k bazi B, zndme-li vyjadieni vzhledem
ke kanonické bazi, upravime tento vztah na

(10 16 5
Xlp=1| 5 ¢ x=7 9 1 )%
(Vyuzili jsme toho, ze [id]Z je reguldrni matice. Obecné, kazd4 matice prechodu je

regulérni a plati [id]§ = ([id]Z)~!. Dokazte!)

Piiklad 5.71. Najdeme matici pfechodu od baze B k bazi C prostoru V < R3,
kde

1 0 2 1 1 1
V—< 0], 1 »B— 4], -1 , O = o], 1
0 1 4 ~1 0 1

(Ovéite, ze B a C jsou skuteéné baze prostoru V!) Potfebujeme najit vyjadeni
vektori baze B vzhledem k bazi C. To vede na dvé soustavy rovnic se stejnou
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matici, které vyfresime soucasné.

1 112 1 1 112 1
0114 -1 |~10 1|4 -1
0 114 -1 0 0j]0 O

Vychazi [(2,4,4)T])c = (—2,4)T a [(1,-1,-1)T]¢ = (2,—-1)T, takZe matice pie-
chodu od B k C je

. -2 2

iag=( 7 %)

5.5. Dimenze podprostora uréenych matici, soustavy rovnic podruhé.

K matici A nad télesem T typu m X n mame piifazeny radkovy a sloupcovy
prostor Im AT < T™ a Im A < T™. Uk4Zeme, Ze maji stejnou dimenzi. Dale dame
do souvislosti dimenzi prostoru Ker A < T" a Im A, a podiviame se jesté jednou
na feSeni soustav linedrnich rovnic v terminologii zavedené v této kapitole. V této
¢asti budou vystupovat pouze aritmetické vektorové prostory a jejich podprostory.

5.5.1. Bdzové sloupce matice. Po pfevodu soustavy linearnich rovnic elementarnimi
rfadkovymi tipravami do odstupnovaného tvaru jsme rozdélili proménné na bazové
a volné (parametry). Nyni ukdZeme, Ze toto rozdéleni nezéavisi na konkrétnich pro-
vedenych tdpravach, ale pouze na pivodni soustavé (viz tvrzeni 5.76). Vysledek
samoziejmé formulujeme v jazyku matic.

Definice 5.72. Necht A = (aj]ag|...) je matice nad T. Rikdme, 7e i-ty sloupec
matice A je bdzovy, pokud neni linearni kombinaci predchozich sloupct, tj. pokud
plati

a; ¢ <al7327~~-aai—1>

Pojmenovéani ospravedlnuje skutecnost, ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového
prostoru matice. To si rozmyslete jako cviceni.

Pozorovani 5.73. Pro libovolnou matici A tvori bdzové sloupce bdazi sloupcového
prostoru. Specidlné, dimenze Im A je rovna poctu bdzovijch sloupcii.

Priklad 5.74. V matici

0 1 2 3 4
0 3 6 3 6
0 -2 -4 4 2

je bazovy druhy a ¢tvrty sloupec. Prvni, tfeti ani paty sloupec neni bazovy. Je to
vidét u prvniho a tfetiho sloupce, paty je souctem druhého a ¢tvrtého, takze také
neni bazovy.

Za okamzik ukazeme, Ze fadkové upravy neovliviiuji skutecnost, zda je sloupec
bazovy nebo ne. Nejdrive ale ukdzeme, ze bazové sloupce matice v odstupnovaném
tvaru jsou pravé sloupce obsahujici pivoty.

Tvrzeni 5.75. Bazové sloupce matice A nad T typu m X n v odstupriovaném tvaru
jsou prdave sloupce ki, ko, ..., k., kde r,k1, ..., k. jsou parametry z definice 2.10
odstupnovaného tvaru.
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Diikaz. OBRAZEK
Oznaéme A = (a1]...|a,). Pro j =1,2,...,n ozna¢me W linedrni obal prvnich
j sloupcii, tj. W; = (aj,as,...,a;) . Déle nechf V; je nasledujici podprostor T™:

V; ={(z1,22,...,24,0,0,...,0) : z1,22,...,2; € T} .

Pro libovolné i je Wy,_; podprostorem prostoru V,;_;. Sloupec ai, do tohoto
prostoru nepatti, takze je bazovy.

Zbyvé ukézat, ze ostatni sloupce bazové nejsou. Za tim tcelem si vSimneme, Ze
Wy, = V; pro libovolné i. Je to proto, Ze za prvé (ag,, ak,,...,ax,) je linedrné neza-
visla posloupnost (zadny z vektort v posloupnosti neni linedrni kombinaci pfedcho-
zich, takze posloupnost je linedrné nezavisla podle tvrzeni 5.27), ¢ili dim(Wy,) > 1,
a za druhé dim(V;) = i. Prostor W, dimenze alespori ¢ je podprostorem V,; dimenze
1, takze skutecné plati Wy, = V; podle tvrzeni 5.60.

Nyni jiz dikaz dokonc¢ime snadno. Sloupce ay, ..., ak,—1 jsou celé nulové, takze
nejsou bazové. Sloupce ak, 41, ak,+2,- - -,ak,—1 Nejsou bazové, protoze patii do Vs,
tedy i do Wy, , atd. O

Tvrzeni 5.76. Necht A je matice nad télesem T typu m X n a R je requldrni
matice fadu m. Pak pro libovolné i € {1,2,...,n} plati, Ze i-ty sloupec matice A je
bazovy pravé tehdy, kdyz je bazovy i-ty sloupec matice RA.

Dikaz. Tvrzeni je dusledkem definice a pozorovani, Ze matice A mé stejné line-
arni zavislosti mezi sloupci jako matice RA (toho jsme si v8imli v pozndmce za
tvrzenim 5.60). Obsirnéji, i-ty sloupec matice A je bazovy pravé tehdy, kdyz neni
linedrni kombinaci predchozich sloupci, tj. pravé tehdy, kdyz A(ay, ..., a;—1, 1, 0,
0, ...,0)7 = o pro n&jaké prvky ai,...,a;_; € T. To nastane pravé tehdy, kdyz
RA(ay, ..., a;_1,1,0,0,...,0)T = o. (Pfipomenime, Ze implikaci zprava doleva v
této ekvivalenci lze dokazat napiiklad vyndsobenim zleva matici R~!.) ]

Priklad 5.77. Jako ilustraci provedeme v pfedchozim piikladu Gaussovu eliminaci
a presvédcime se, Ze bazové sloupce jsou pravé sloupce obsahujici pivoty.

0 1 2 3 4 01 2 3 4 01 2 3 4
0 3 6 3 6 |~ 0O0O0 -6 -6 |~100011
0 -2 -4 4 2 0 0 0 10 10 0 0 00O

5.5.2. Hodnost. Z dokézaného tvrzeni je jiz jen krok k dikazu, ze sloupcovy a
radkovy prostor matice maji stejnou dimenzi. Této dimenzi fikdme hodnost matice.

Véta 5.78. Pro libovolnou matici A plati dim(Im A) = dim(Im AT).

Dikaz. Myslenka je takova, Ze pro matice v odstupnovaném tvaru tvrzeni plati a
ani jedna dimenze se fadkovymi ipravami neméni, takze tvrzeni plati pro jakoukoliv
matici.

Detailngji. Kazdou matici A 1ze elementarnimi fadkovymi tpravami prevést do
odstupriovaného tvaru. Jinymi slovy, existuje regularni matice R takova, Ze RA je
v odstupniovaném tvaru. Dimenze sloupcového prostoru matice A i RA je pocet
bazovych sloupcti (viz pozorovani 5.73), tyto dimenze jsou stejné (viz tvrzeni 5.76)
a rovnaji se po¢tu nenulovych fadkt matice RA (viz tvrzeni 5.75).

Dimenze fadkového prostoru matice RA je také rovna poctu nenulovych radk,
protoze nenulové fadky tvofi linedrné nezévislou posloupnost (viz tvrzeni 5.34),
kterd ziejmé generuje fadkovy prostor. Ale ndsobeni regularni matici zleva neméni
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linedrni obal fadku (viz tvrzeni 5.23), specidlné, dimenze fadkového prostoru matice
RA je stejna jako dimenze fadkového prostoru matice A. O

Definice 5.79. Hodnosti matice A rozumime dimenzi fddkového (sloupcového)
prostoru matice A. Znacime rank(A).

Shrneme nékteré dulezité trividlni disledky do pozorovani.

Pozorovani 5.80. Pro libovolnou matici A typu mxn plati rank(A) = rank(A”T) <
m,n. Hodnost se neméni elementdrnimi radkovymi ani sloupcovymi dpravami. Hod-
nost matice v radkové odstupriovaném tvaru je rovna poctu nenulovych rdadki.

Posledni véta pozorovani také vysvétluje volbu pismena r pro pocet nenulovych
rfadkt v odstupnovaném tvaru.

Piiklad 5.81. V zéavislosti na a,b € Zs ur¢ime dimenzi prostoru

a 1 1
Va,b_< 1 ) b 5 2 >SZ§7

2 2 1

pricemz nas nebude zajimat konkrétni béze.
Vektory si napiseme do tadkd nebo sloupcii a uréime hodnost matice. Pritom
muzeme vyuzivat jak fadkové, tak sloupcové tpravy. Zvolime napriklad radky.

a 1 2 1 21 1 2 1
16 2 |~la 1l 2 |~|21a]|~
1 21 1 b 2 2 b1
1 2 1 1 2 1
~ (0 0 a+1l |~ 0 b+2 2
0 b+2 2 0 0 a+1

V prvni apravé jsme preusporadali fadky a v druhé jsem prohodili sloupce. Byva
totiz vyhodnéjsi mit parametry co nejvice vpravo dole, aby se do uprav dostaly
co nejpozdéji. Nasledné jsme vyeliminovali prvni sloupec a nakonec jesté prohodili
radky.

Pokud b # 1 a a # 2, pak je matice v odstupiiovaném tvaru se tfemi nenulovymi
fadky a dim(V, ) = 3. Pokud b # 1 a a = 2, pak je matice rovnéz v odstupiiovaném
tvaru tentokrat s dvéma nenulovymi fadky a dim(V,,;) = 2. Pokud b = 1, pak
miZeme jeSté upravit (pozor, v tomto pfipadé je matice v odstupiiovaném tvaru
pouze kdyz a = 2!)

1 2 1 1 21
0 0 2 ~1 0 0 2
0 0 a+1 0 0 O

a dimenze je 2.
Shrnuti: Pokud b # 1 a a # 2 je dim(V,) = 3, ve v8ech ostatnich pfipadech je
dim(VaJ,) =2

Hodnost matice A je rovna dimenzi obrazu pfislusného zobrazeni f4. Mame-li
jeSté matici B, aby byl definovan soucin AB, pak hodnost AB je rovna dimenzi
obrazu zobrazeni fap. Ale obraz zobrazeni fap = fa o fp je podprostorem obrazu
zobrazeni f4, takze hodnost AB je mens$i nebo rovna hodnosti A. Tuto nerovnost
a obdobnou nerovnost pro nasobeni zleva dokdzeme algebraicky.
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Tvrzeni 5.82. Necht A je matice nad T typu m xn a B matice nad T typu n X p.
Pak plati

rank(AB) <rank(A), rank(AB) <rank(B) .

Dikaz. Opét pouZijeme tvrzeni 4.14 o pohledu na nasobeni jako pocitani linearnich
kombinaci. Dostavdme Im (AB) < Im (A4), takze rank(AB) < rank(A) (podle tvr-
zeni 5.60 o dimenzi podprostoru). Podobné Im (AB)T < Im BT, takze rank(AB)T <
rank(B7T), z toho plyne rank(AB) < rank(B). O

Dusledek 5.83. Necht A je matice nad T typu m X n a R je reguldrni matice
nad T Fadu m. Pak rank(RA) = rank(A). Podobné pro ndsobeni reguldrni matici
zprava.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni plati rank(RA) < rank(A), ale také rank(A) =
rank(R™!}(RA)) < rank(RA). O

Pomoci hodnosti mizeme také doplnit charakterizaci regularnich matic dokaza-
nou ve vété 4.30. Uvazujme ¢tvercovou matici A nad T fadu n. Bod (2) ve vété
tiké, ze fa je zobrazeni na, neboli Ax = b m4 feSeni pro kazdou pravou stranu, ne-
boli Im A = T™ (sloupce generuji T™), coz nastane podle tvrzeni 5.60 pravé tehdy,
kdyZ dim(Im A) = rank(A) = n. Bod (4) fiké, Zze Ax = o mé jediné FeSeni, neboli
sloupce A jsou linearné nezévislé. Protoze rank(A) = rank(AT) mfizeme podobné
charakterizace formulovat i pro fadky. Dostavame nasledujici pozorovani.

Pozorovani 5.84. Necht A je ¢tvercovd matice nad T 7ddu n. Ndsledujici tvrzent
jsou ekvivalentni.

(1) A je reguldrni.

(2) rank(A4) =n.

(3) Sloupce (tadky) matice A jsou linedrné nezavislé.

(4) Sloupce (tddky) matice A generugi T™.

(5) Sloupce (tadky) matice A tvoi bazi T™.

Vsimnéte si, Zze ekvivalence sloupcovych (a fadkovych) verzi také plyne z pozo-

rovani 5.58.

Piiklad 5.85. UkéZeme FeSeni jedné kombinatorické tlohy pomoci hodnosti ma-
tice. Piiklad byl pievzat ze sbirky Sestndct miniatur Jitiho Matougka, kde jsou
popsany nékteré zajimavé aplikace linearni algebry v jinych oborech. Lze ji najit
na domovské strance autora.

Ve mésté zije n obcand, ktefi jsou sdruzeni v m klubech. Podle vyhlasky méstské
rady ma kazdy klub lichy pocet ¢lenti, zatimco pro kazdé dva rtzné kluby musi byt
pocet spoleénych ¢lent sudy. Dokézeme, Ze v této situaci je m < n, tedy klubi neni
vice nez obcant.

Obcany oznacime ¢isly 1,2,...,n a kluby ¢isly 1,2,...,m. Utvofime matici A =
(ai;) typu m x n nad télesem Z, tak, ze a;; = 1, pokud obéan j je v klubu 4, a
a;; = 0, jinak. Kazdy raddek tedy popisuje ¢leny jednoho klubu, méa na j-té pozici
jednicku praveé tehdy, kdyz obcan j je jeho ¢lenem. Naptiklad

111 00
A= 0 1 1 1 0
0 00 01
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popisuje situaci, kdy ve mésté je 5 obcanti a 3 kluby. Cleny klubu 1 jsou obcané
1,2,3, ¢leny klubu 2 jsou obcéané 2,3,4 a jedinym c¢lenem klubu 3 je obcan 5.
Vsimnéte si, ze tato situace je v souladu s vyhlaskou méstské rady.

Spo¢itdme souéin matic AAT = (by;). Prvek na misté kl je souctem n séitanci
ax1ai1 + agoapz + -+ + arpar,. SCitanec agm,apy, je roven jedné pravé tehdy, kdyz
obcan m je v obou klubech k, [, jinak je roven nule. Pocitame v Z,, takze cely soucet
je roven jedné, pokud je pocet spoleénych ¢leni klubd k a [ lichy, jinak je roven
nule. Vyhlasku nyni miZeme pieformulovat tak, Ze agr = 1 a ag; = 0 pro libovolna
k # 1. Jingmi slovy AAT = I,,,.

Hodnost matice A je nejvys n, protoZe hodnost nemuze byt vySsi nez pocet
sloupcii. Z tvrzeni 5.82 o hodnosti sou¢inu dostaneme

rank(A) > rank(AAT) = rank(I,,) = m .
Celkové n > rank(A) > m a jsme hotovi.

5.5.3. Skeletni rozklad, Gaussova-Jordanova eliminace. Uvazujme matici A typu
m X n hodnosti r nad télesem T. NapiSeme nékakou bazi Im A do sloupct matice
B. Kazdy sloupec a; matice A je linearni kombinaci sloupcti matice B, takze plati
a; = Bc; pro néjaky vektor ¢; € T". Oznacéime-li tedy C' = (cq]...|c,), méme
rozklad A = BC, kde B je typu m xr a C je typu r X n. Takovému rozkladu tikdme
skeletni rozklad.

Rozklad se hodi pro uklddani matic nizkych hodnosti a pocitani s nimi. Je-li
napiiklad A ¢tvercovd matice fadu 1000 hodnosti 100, pak na uloZeni matice A
potfebujeme 106 skalarfi, kdezto na uloZeni matic B, C pouze 2 - 10° skalart. Na
vypocet soudinu Ax pro né&jaky vektor x € T'0°0 pfimodarym zpiisobem potiebu-
jeme 10 nasobeni, na vypocéet postupem B(C(x)) opét pouze 2 - 10° nasobeni.

Za sloupce matice B muzeme vzit bazové sloupce matice A. Ve tvrzeni 5.87

ukazeme, Ze v tomto pripadé je matice C' tzv. redukovany odstupnovany tvar matice
A.

Definice 5.86. Matice je v redukovaném (fadkové) odstupriovaném tvaru, pokud
je v fadkové odstupniovaném tvaru a kazdy bazovy sloupec mé jedinou nenulovou
slozku rovnou 1.

KaZdou matici A lze pfevést do redukovaného odstupniovaného tvaru takto:

(1) Matici Gaussovo eliminaci pfevedeme do odstupiiovaného tvaru.
(2) Vynésobime nenulové fadky tak, aby byl kazdy pivot roven 1.
(3) Postupné vynulujeme zbylé prvky v kazdém bazovém sloupci.

Tomuto procesu se fika Gaussova-Jordanova eliminace. Vzniklé matici fikdme redu-
kovany odstupriovany tvar matice A. (Jako cviceni dokazte, Ze tento tvar je dokonce
matici uréen jednoznacné, tj. pro kazdou matici A existuje pravé jedna matice J
v redukovaném odstupniovaném tvaru takova, ze J lze ziskat z A elementarnimi
fadkovymi upravami.)

Prejdeme ke slibenému tvrzeni o skeletnim rozkladu.

Tvrzeni 5.87. Libovolnd matice A typu mxn nad T s hodnosti r je rovnd soucinu
A = BC, kde B je matice typu m X r tvofend bdzovymi sloupci matice A (v poradi
v jakém se vyskytuji v A) a C je matice typu r X n tvotend nenulovymi fddky v
redukovaném odstupriovaném tvaru D matice A.
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Dikaz. Oznacme ky, ..., k, indexy bazovych sloupcii matice A = (ay|...|a,). Ma-
tice D = (dy|...|d,) vznikla z A posloupnosti Ffadkovych elementarnich tprav,
takze D = RA pro néjakou regularni matici R fadu m. Matice C je v odstupio-
vaném tvaru, ¢isla kq,...,k, se shoduji s definici 2.10, B = (ay,|...|ak,.) a navic
plati di, = e; pro kazdé 1 < i < r, tedy také ci, = e; (v tomto vyrazu ma e; jiny
pocet slozek nez v prechozim).

DokaZzeme, ze matice A a BC maji stejné sloupce s poradovym ¢islem j. Trividlné
to je splnéné pro j < k1 (na obou strandch jsou nulové sloupce). Jinak oznaéme i
nejvétsi takové Cislo, ze j > k;. Sloupec j matice A je linedrni kombinaci bazovych
sloupct ay,, ..., ak,, tedy pro né€jaké prvky ¢1,...,¢; € T plati

a; = tiag, +taag, + -+ t;ay, .

Vynasobenim matici R zleva a upravou uZitim D = RA ziskdme

dj = Raj = thak1+~ . ~+tiRaki = tldk1+' . '+tz‘dki =tie1+---+t;e; = (th .o t,0,.0

tim padem také
C; = (tl,...,ti,O,...,O)T ,
kde vektor méa tentokrat r slozek. Sloupec j matice BC' je proto
BCj = B(tl,...,ti,07...,0) =tag, + -+ tag, =a; .
(]

5.5.4. Jeste jednou soustavy rovnic, dimenze jadra a obrazu. Nyni si zopakujeme
rizné pohledy na Feseni soustav linearnich rovnic a utfidime jiz znamé skutecnosti
o existenci a tvaru Feseni. Vétsina tvrzeni jiz byla dokdzana (hlavné ve vété 2.14),
presto nékteré dukazy stru¢né zopakujeme, aby vynikla elegance a uzite¢nost pojmu
zavedenych v této kapitole. (Navic véta 2.14 byla formulovina jen nad realnymi
¢isly, formalné jsme ji nedokazovali pro p¥ipad libovolného télesa.)

Budeme predpokladat, ze A je matice nad télesem T typu m xn a b € T™. Na
FeSeni soustavy Ax = b se mizeme divat nékolika zpiisoby:

(1) Hledéani praniku m ,nadrovin® v prostoru T" (kazd4 rovnice, neboli fadek
matice A, uréuje jednu ,nadrovinu“).

(2) Hledéni koeficientd linedrnich kombinaci sloupci matice A, jejimz vysled-
kem je b.

(3) Uréovani vzoru vektoru b pii zobrazeni f4.

Pomoci pojmu hodnost muzeme formulovat kritérium resitelnosti.

Véta 5.88 (Frobeniova véta). Soustava Ax = b md Feseni prdavé tehdy, kdyZ
rank(A) = rank(A | b).

Dikaz. Rovnost Ax = b je pro néjaké x € T"™ splnéna pravé tehdy, kdyz b je
linedrni kombinaci sloupct matice A, coz plati pravé tehdy, kdyz Im A = Im (4 | b).
Uvéazime-li, ze Im A < Im (A | b), vidime, Ze podprostory jsou rovny pravé tehdy,
kdyz se rovnaji jejich dimenze (viz tvrzeni 5.60). O

Prakticky, hodnosti vidime z odstupniovaného matice soustavy, protoze hodnost
je rovna poctu nenulovych fadki v odstupnovaném tvaru, takze kritérium ve Fro-
beniové vété se shoduje s predchozim kritériem na Fesitelnost (neexistence Fadku
tvaru (0,0,...,0,a), a # 0 v odstuptiovaném tvaru).

Tvar fefeni je urceny fesenim piislusné homogenni soustavy. Resenim je vzdy
posunuti podprostoru o néjaky vektor, tedy obecny rovny atvar.
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Tvrzeni 5.89. Pokud je soustava Ax = b fesitelna, pak mnoZina vsech jejich
resent je rovnd mnoziné
u+KerA={u+w:weKerAd} ,

kde u je libovolné (partikuldrni) feseni soustavy.

Diikaz. Libovolny vektor tvaru u + w, w € Ker A je fesenim soustavy, protoze
A(u+w) = Au+ Aw = b + 0 = b (dokézali jsme vlastné (p3) z véty 2.14).
Naopak, pokud v fesi soustavu Av = b, pak v € u+Ker A, protoze v =u+(v—
u) a vektor v—ulezi v Ker A, jak ukazuje vypocet A(v—u) = Av—Au=b—-b =0
(zde znovu dokazujeme (p4) z véty 2.14). O

Prostor Ker A miZzeme urcit nalezenim jeho baze. Oznatme j; < jo < -+ <
Jn—r nebdzové sloupce matice A (piislusnym proménné nazyvame volné). Kazdy
prvek x = (z1,...,z,) € Ker A (neboli kazdé feSeni homogenni soustavy Ax = o)
je jednozna¢éné urcen vektorem (x;,,z,,...,2;,_ ) € T”" (a naopak, libovolny
vektor v T™~" urcuje jedno feseni). Toto jsme nahlédli v pozorovani 2.13 pouzitim
odstuptiovaného tvaru, muZzeme to ale dokézat pfimo z definice bazovych sloupci
(viz cviceni).

Béazi Ker A mizeme ziskat volbou néjaké baze T" " (ve vété 2.14 jsme pouzili
kanonickou bazi) a dopo¢itanim zbylych slozek (prakticky provedeme z odstupiiova-
ného tvaru; ve vété 2.14 jsme vysledné vektory znacili v, ). Dimenze n — r prostoru
Ker A je rovnd poétu nebéazovych sloupci, ta je rovnad pocet vSech sloupct (to je
n) minus pocet bazovych (to je hodnost r matice A). Po tpravé dostavdme vétu o
dimenzi jadra a obrazu.

Véta 5.90 (Véta o dimenzi jadra a obrazu). Pro libovolnou matici A nad T typu
m X n plati

dim(Ker A) + dim(Im A) =n (= dim(Ker A) 4+ rank(A4) ) .

Priklad 5.91. Vratime se k soustavé z ¢asti 2.3.4.
00 1 0 2|-3
2 4 -1 6 2| 1
1 2 -1 3 0| 2

Prevodem do odstupnovaného tvaru jsme ziskali

1 2 -1 3 0] 2
00 1 0 2|-3
00 0 000

Vidime, ze dim(Im A) = rank(A) = rank(A | b) = 2, takZe soustava je FeSitelna.
Dimenze Ker A je 6 — 2 = 4. Partikularni feseni ziskdme dopoc¢itanim z libovolné
volby volnych proménnych. V 2.3.4 jsme zvolili nulovy vektor a dostali jsme vektor
(—1,0,-3,0,0)T. Bazi Ker A ziskdme dopo¢itdnim z néjaké baze T3. V 2.3.4 jsme
volili kanonickou bézi T a ziskali jsme nasledujici bazi Ker A: ((—2,1,0,0,0)7,
(-3,0,0,1,0)7, (=2,0,-2,0,1)T). Celkové miizeme feseni psat ve tvaru

~1 -2 -3 -2

0 1 0 0

-3 |+ < o .| o |.,] -2 >
0 0 1 0

0 0 0 1
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Podivejme se jesté na geometrickou interpretaci véty o dimenzi jaddra a obrazu.
Matice A urcuje zobrazeni f4 : T™ — T™. Dimenze jadra urcuje dimenzi prostoru
vektort, které se zobrazi na nulovy vektor. To si miizeme predstavovat jako pocet
dimenzi, které zobrazeni fa ,zkolabuje“ do bodu. Vétu lze nyni interpretovat tak,
7e dimenze obrazu je rovna dimenzi prostoru, ktery zobrazujeme (n) minus pocet
zkolabovanych dimenzi. Napiiklad pokud f4 : R® — R3 je projekce na néjakou
rovinu, pak dim(Ker A) = 1 a rank(A4) = dim(Im A) = 2. Pro zobrazeni f4 :
R? — R? (viz obrazek ?7?), které ,vérné“ zobrazuje rovinu do né&jaké roviny v R?
je dim(Ker A) = 0 a rank(A) = 2.

5.6. Prunik a soucet podprostoru.
Prunik dvou i vice podprostor néjakého vektorového prostoru je vzdy podpro-
stor.

Tvrzeni 5.92. Jsou-li V;,i € I podprostory vektorového prostoru V, pak (,c; Vi
je podprostorem V.

Diikaz. Stac¢i oveérfit, ze prunik je neprazdny a je uzavieny na s¢itani a nasobeni
skalarem (viz tvrzeni 5.6). Prinik je neprazdny, protoze obsahuje nulovy vektor.
Jsou-li u, w dva vektory z priniku, pak pro kazdé ¢ € I plati u,w € V,. Protoze V;
jsou podprostory, plati u+w € V; pro kazdé i € I. To ale znamena, ze u+w lezi v
pruniku podprostortu V;. Uzavienost na nasobeni skalarem se dokaze podobné. [

Sjednoceni dvou podprostoru je zfidkakdy podprostorem. Napiiklad sjednoceni
dvou rtznych piimek v R? zfejmé neni podprostorem, protoze neni uzaviené na
s¢itani. Nejmensi podprostor obsahujici dané podprostory nazyvame jejich soucten.

Definice 5.93. Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru V. Souc-
tem (téz spojenim) podprostort V;,i € I rozumime linedrni obal jejich sjednoceni,

znacime jej > o, Vi, t.
Svi-(Un)

icl iel
Soucet podprostoru Vi, Va,. ..,V také znacime V; + Vo + -+ + V.
Jako cviceni dokazte, Ze soucet je asociativni.

Pfi tvorbé linearniho obalu staéi sjednoceni V3 U Vo U - - - UV, uzaviit na soucty
vektori z raznych podprostort, tj. plati

Vi+Vot -+ Vi={vi+ve+- - Fv v €Vi,o0€ Vs, ... v € Vi) .

Dtikaz prenechdme jako cviceni. Rovnéz si vSimnéme, Ze sjednocenim mnoziny gene-
ratord prostoru U a mnoziny generatort prostoru V je mnozina generatord prostoru
U+V.

Pro dimenze dvou podprostort a jejich souctu a praniku plati podobny vztah
jako pro pocty prvkia ve dvou mnozinach a jejich sjednoceni a pruniku.

Véta 5.94 (Véta o dimenzi sou¢tu a priniku). Pro libovolné dva konecné genero-
van€ podprostory U,V wvektorového prostoru W' plati

dim(U) + dim(V) = dim(UNV) +dim(U + V) .
Diikaz. Prostor UNV je podprostorem konecné generovaného prostoru U, proto je

kone¢né generovany (viz tvrzeni 5.60). Vezmeme libovolnou bazi B = (wy, wa, ...,
wy,) praniku UNV (béze existuje v libovolném koneéné generovaném prostoru podle
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dtsledku 5.49). Mnozina B je linedrné nezavisld v prostoru U, takZe ji muZeme

doplnit na bazi C = (w1, wa, ..., Wk, Uy, Ug, ..., w;) prostoru U (viz disledek 5.55).
Podobné doplnime B na bazi D = (w1, Wa, ..., Wy, V1, Va, ..., Vy,) prostoru V.
Ukézeme, ze E = (wy,Wa,..., Wk, U1,...,;,V],Va,..., V) je bize U + V.

Posloupnost E generuje U + V podle poznamky nad vétou (cviceni ??). Zbyva
ukazat, ze F je linearné nezavisla. Predpokladejme, ze

k l m
E a; W; + E biui + E CiV; =0 .
i=1 i=1 =1

Chceme dokéazat, Zze vSechny koeficienty jsou nutné nulové. Vztah drobné upravime.

l m k
E biui = — E CiV; — E a; W;
i=1 =1 i=1

Vektor u = 22:1 b;u; lezi v prostoru U a také lezi, podle odvozeného vztahu,
v linedrnim obalu vektord vi,...,v,,, Wi,..., Wy, Cili v prostoru V. Vektor u
tedy lezi v priniku U N'V a proto jej 1ze vyjadiit jako linedrni kombinaci vektori
W1i,..., W) baze B.

k
u= E diwi
i=1

Z toho ziskame nasledujici vyjadieni o jako linedrni kombinaci prvka C:

k l
0= E diw; — E b
i=1 i=1

takze by = by =---=b;=dy =dy = --- = di = 0, protoze C je linearné nezavisla. .
Podobné bychom dokazali, ze koeficienty c1, c2, ..., ¢ jsou rovnéz vsechny
nulové. Nyni ale a1 = ag = --- = ax = 0, protoze B je linearné nezavisla. d

Véta se geometricky dobte predstavi, kdyz si ze vztahu vyjadiime dimenzi souétu
podprostori jako soucet dimenzi jednotlivych prostortt minus dimenze spolecné
C4sti (priniku). Véta se mize hodit tfeba pii urcovani dimenze priniku, protoze
dimenze prostori a jejich sou¢tu nebyva problém spocitat.

Pr¥iklad 5.95. Uréime dimenzi priniku podprostortt U, V < Z3.
2 3 3 2 4
1 4 4 3 4
U= < o1’ 2 ]| 3 > » V= < 4 1’1 0 >
3 1 3 1 1

Dimenzi U a V zjistime tim, Ze si vektory napiSeme do rfadkt a fddkovymi tpravami
pfevedeme do odstupiiovaného tvaru (vime, Ze hodnost se neméni ani sloupcovymi
Upravami, my ale pozdé&ji vyuzijeme toho, ze fadkové tipravy nemeéni linearni obal

Fadkil).

2 10 10 3 1 0 3
3 4 2 ~ 0 2 4 0 2 4 |=A4A
3 4 3 0 3 1 0 0 O

NG W = W
— = O O N

3
3

~E oo

~—
I
Sy

O =

4
2

[anl \V)

)~

=~ o
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Vidime, ze dim(U) = 2 a dim(V) = 2. Nenulové fadky matice A generuji U a fadky
matice B generuji V (protoze elementarni fadkové tpravy neméni linedrni obal),
takze dohromady mame mnozinu generatori U + V, ktera uz je ¢astecné upravena.
Dokonéime Gaussovu eliminaci.

2 1 0 3 2 1 0 3 2 1 0 3
0 0 2 4 0 0 2 4 0 2 4 3
2 3 4 1 0 2 4 3 0 0 2 4
0 3 2 4 0 3 2 4 0 3 2 4
2 1 0 3 2 1 0 3
0 2 4 3 0 2 4 3
0 0 2 4 0 0 2 4
0 0 1 2 0 0 0 O
Vidime, ze dim(U + V) = 3. Z véty o dimenzi souc¢tu a pruniku dostavame

dim(UNV)=dim(U) +dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1 .

Piiklad 5.96. DokéZzeme, Ze prunikem dvou rtiznych podprostortt U,V dimenze
2 (rovin) v prostoru W dimenze 3 (napt. R?) je podprostor dimenze 1 (pfimka).

Protoze podprostory U a 'V jsou rizné, U je vlastnim podprostorem U+V. Podle
tvrzeni 5.60 o dimenzi podprostortt mame 2 = dim U < dim(U+V) < dim(W) = 3,
takze dimenze souctu je 3 (soudet je podle stejného tvrzeni cely prostor W). Z véty
o dimenzi souctu a priniku ted mtzeme spocitat

dim(U NV) = dim(U) + dim(V) = dim(U+ V) =2+2-3=1 .

Na rozdil od sjednoceni a priniku, pro soucet a prunik neplati distributivni
zakony. Z toho diavodu také neplati , pfimocaré zobecnéni“ véty o dimenzi souc¢tu
a priniku na pfipad t¥i podprostort, viz cviceni.

Jak jsme si jiz vSimli, kazdy vektor v sou¢tu V = Vi + Vo + --- 4V lze
psat jakou soucet vy + vo + - - - + vi. Pokud je tento zapis jednoznaény hovorime o
direktnim souctu. Tento pojem je obdobou pojmu béaze pro podprostory.

Definice 5.97. Rikdme, ze V je direktnim souctem podprostortt Vi, Vo, ..., Vy,
pokud jsou splnény dvé podminky.
(1) V=Vi+Vy+-- +V;
(2) Vin(Vi+Va+--+V, 14+ Vi1 + Va4 +Vy) = {o} pro libovolné
1€{1,2,...,k}.

Skutecnost, ze V je direktnim souc¢tem V1, Vo, ... Vi zapisujeme
V=Vi6Vyd ---dVy .

Pro dva podprostory Vi, Vs se podminky zjednodusi na Vi + Vo =V a'Vin
Vs = {o}

Tvrzeni 5.98. Necht V1, Va,..., Vy jsou podprostory vektorového prostoru V.
Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni.
(1) V=VieVyp: - V.
(2) Kazdy vektor v € V lze zapsat prdvé jednim zpisobem ve tvaru v = vy +
vo+ -+ vy, kde v; € V; pro kazdé i € {1,2,...,k}.
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Driikaz. Predpokladejme, ze V= V1+Vo+-- -+ V. Pak 'V je souctem podprostort
Vi, Vo, ..., Vi, takze kazdy vektor v € V' lze zapsat ve tvaru v = vy +vo+- - - g,
kde v; € V; pro kazdé i € {1,2,...,k}. K dikazu jednozna¢nosti uvazujme dvé
takova vyjadfeni

V=vi+Vot -+ V=V +Vh+-+ V.

Pro kazdé i € {1,2,...,k} lezi vektor v; — v, v prostoru V;, ale také v souctu

zbylych podprostori, jak je vidét z vyjadreni

vi—vi = (vi— Vi) +(V2a=v2) + o (Vier = Vi) + (Vigr = Vi) Fo o (VE—VE)

Podle podminky (2) z definice direktniho souétu plati v; — v, ¢ili v; = v..
Pfedpoklddejme naopak, Ze plati podminka (2). Pak V.=V, + Vo + -+ + V.

Pro spor pfedpokladejme, Ze pro néjaké i existuje nenulovy vektor u v priniku V;

a Ej# V. Pak existuji a1, aq,--- € T takové, ze

u=a1vy+agve+---+a;—1vi—1 +0vi + aip1vipr + -+ apvg
:0V1 —|—OV2—|—"'—|-0V11_1—|-11+0V,'+1+"'—|-0Vk .

Dostali jsme dvé rizna vyjadfeni vektoru u jako soucet vektord z Vi, Va,..., Vi,
Spor. U

Direktni soucet 1ze chapat jako rozklad podprostoru na vzajemné nezavislé ¢asti.
Vsimnéte si, ze V je direktnim souctem jednodimenzionalnich podprostort V =
(v1) ® (v2) @ - -+ ® (vy) pravé tehdy, kdyz (vi, va,...,vy) je baze.

5.7. Prostory nekone¢né dimenze.

Pro zjednoduseni jsme pojmy lineadrni nezavislosti a baze definovali pro konecné
posloupnosti vektort, a tim padem jsme mohli dokazovat nékterd tvrzeni jen pro
konecné generované prostory. V této ¢asti struéné probereme obecny pripad. Pii-
klady prostorti, které nejsou kone¢né generované, zahrnuji prostor redlnych funkci
realné proménné, nebo realna cisla chapand jako vektorovy prostor nad Q.

Linearni (ne)zavislost a bazi definujeme jako indexovany soubor vektori:

Definice (Zobecnéni definic 5.25 a 5.38). Soubor (v; : ¢ € I) vektori ve V nazy-

vame linedrné zdvisly, pokud néktery z vektorti v; je linedrni kombinaci ostatnich

vektorti v;,j # i. V opacném piipadé fikdme, Ze je soubor linedrné nezdvisly.
Bazi rozumime linedrné nezavisly soubor generatort.

Tato definice skuteéné rozsiruje stavajici definici, protoze posloupnost n vektori
mizeme chépat jako soubor indexovany mnozinou I = {1,2,...,n}.

Pripomenme, Ze v linearni kombinaci muze mit nenulovy koeficient pouze ko-
necéné mnoho vektort, soucet nekonec¢né mnoha vektori nemame definovan. Tedy
napiiklad v prostoru R“ vsech nekonec¢nych posloupnosti redlnych ¢isel soubor
(e; : i € N), kde e; = (0,0,...,1,0,0,...) s jedni¢kou na i-tém misté, negene-
ruje R¥. Tento soubor generuje podprostor R(“) vsech posloupnosti s koneénym
poctem nenulovych ¢lenti a je jeho bazi.

Mnoho dokézanych tvrzeni lze zobecnit, konkrétné plati obdoby nésledujicich
tvrzeni. Dukazy délat nebudeme.

e Tvrzeni 5.27 charakterizujici linedrni nezavislost.

e Pozorovani 5.39, které rika, ze kazdy vektor lze vyjadrit jako linearni kom-
binaci prvkia baze. To umoznuje zavést souradnice vektoru vzhledem k bazi.
Roli aritmetickych vektorovjch prostort hraji prostory T(): Vektory jsou
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,skoro vSude nulové® I-tice prvki télesa I, formalnéji, soubory (a; : i € I),
takové, Ze vSechna a; € T az na konecny pocet jsou nulové. Operace jsou
definovany po slozkdch. Obdoba tvrzeni 5.65 o soutadnicich a operacich i
obdoba pozorovani 5.67 o zachovavani dutlezitych vlastnosti jako linearni
nezavislost plati.

e Minimaln{ soubor generatorii je vzdy baze (obdoba tvrzeni 5.47). Obdoba
disledku 5.48, tj. ze z kazdé mnoziny generatori lze vybrat bazi plati, ale
neni to ziejmé, protoze neni apriori jasné, ze miniméalni generujici podm-
nozina existuje. Specialné, kazdy koneéné generovany vektorovy prostor ma
béazi (obdoba diisledku 5.49). Poznamenejme, ze dikaz vyzaduje axiom vy-
béru.

e Vsechny baze maji stejnou mohutnost (obdoba dusledku 5.52), takze mé
smysl zavést dimenzi jako mohutnost libovolné baze. Rovnéz plati obdoba
disledku 5.55, ze libovolny linedrné nezavisly soubor lze doplnit do baze
vektory z libovolné mnoziny generatorti. Z toho plyne obdoba dtisledku 5.56,
7e maximalni linedrné nezavisly soubor je baze.

e Obdoba tvrzeni 5.60 plati jen c¢astecné. Je pravda, ze podprostor ma vzdy
dimenzi mensi nebo rovnou dimenzi ptivodniho prostoru. Neni ale pravda,
7e rovnost nastane pouze tehdy, kdyz se prostory rovnaji. Naptiklad di-
menze prostoru R“) skoro vsude nulovych posloupnosti je stejna jako di-
menze jeho vlastniho podprostoru tvoreného posloupnostmi, které zacinaji
nulou.

5.8. Samoopravné kédy. Predstavime zakladni pojmy teorie samoopravnych kédua
a ukazeme si, jak se v ni uplatiiuje linearni algebra.

5.8.1. Kody neformdlné. V roce 1947 byl v Bellovych laboratofich v provozu je-
den z prvnich reléovych pocitaci. Relé byla usporadana do pétic. Jednotlivé cifry
0,1,...,9 byly reprezentovany tak, ze vzdy dvojice z péti relé byla sepnuta a zbyla
t¥i nikoliv. ProtozZe existuje deset moznych vybéri dvojice prvkt z péti, kazda z
dvojic reprezentovala pravé jednu cifru.

Pokud béhem vypoctu doslo k néjaké chybé, projevila se tak, ze v néjaké pétici
relé byl pocet sepnutych relé rizny od dvou. Pocita¢ to zaregistroval a zastavil se.
V té chvili nastoupila obsluha, néjakym zptisobem zjistila, jaka dvojice relé ma byt
spravné sepnuta, ru¢né to zafidila, a spustila pokracovani vypoctu.

V rezimu bez obsluhy (mimo pracovni dobu) poéita¢ vypocet ukonéil a ze zasob-
niku programu vzal ten nasledujici. Toto ukoncovani vypoc¢tu bez ndhrady motivo-
valo Richarda W. Hamminga (1915-1998) k névrhu prvnich samoopravnijch kddi.

Belltiv pocitac¢ pracoval s desetiprvkovou abecedou 0,1,...,9. Kazdou z téchto
cifer reprezentoval pomoci posloupnosti péti nul a jednotek: 00110,01010, atd. Bi-
ndrni vyjadieni prvkid néjaké abecedy jako posloupnosti nul a jednotek je v soucas-
nosti tak bézné, Ze je povazujeme za samoziejmé. Tak naptiklad odpovédi v testu
s vybérem ze ¢ty moznosti a, b, ¢, d mizeme prelozit do bindrniho vyjadieni tieba
nasledovné:

a=00, b=01, ¢=10, d=11.
Vyplnény test s 90 otdzkami a nabidkou ¢tyf moznych odpovédi je pak totéz, co
posloupnost 180 nul a jednotek. Analogicky muZeme zapsat cely geneticky kéd
¢loveka, pouzijeme-li preklad

G =00, C=01, T=10, H=11.
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Zapis bude jenom o néco delsi.

Morseova abeceda je priklad jiného kédovani. Pouziva sice také jenom dva sym-
boly - tecka, ¢arka - ale mezi symboly do abecedy je tfeba také zafadit mezeru. To
je cena, kterou je nutné zaplatit za to, Ze posloupnosti tecek a ¢arek reprezentujici
rizné pismena abecedy mohou mit rtiznou délku a Morseova volba byla takova,
ze vyjadfeni jednoho pismene mize byt pocatecnim tsekem jiného pismene. Napt.
e=- a=-—.

My se budeme v dalsim zabyvat pouze kédovanim, které kazdému symbolu pti-
vodni abecedy pfifazuje posloupnost n nul a jednicek pro néjaké pevné n.

Definice 5.99. Bindrni blokovy kod délky n je libovolnd podmnozina C aritme-
tického vektorového prostoru Z5. Prvkim C' fikdme slova nebo také bloky kédu C.
Zprdvou v kédu C' potom rozumime posloupnost slov kédu C.

Tak napiiklad, je-li C' = {000,001,010,001,110,111} kéd délky 3, pak posloup-
nost
000 111 110 010 001

je zprava v tomto kédu. Mezery mezi jednotlivymi slovy kédu délame pro pohodli.
Také vynechavame zavorky pri zapisu vektort a ¢arky mezi jejich slozkami, jak je v
teroii kddovani bézné. Stejna délka jednotlivych blokt v bindrnim kédu umoziuje
jednoznac¢né interpretovat tutéz zpravu zapsanou bez mezer

000111110010001.

Zpravu zapsanou v jakékoliv abecedé s kone¢nym poc¢tem symbolt mizeme jed-
noznacné zakédovat pomoci blokt binarniho kédu vhodné délky n. Stac¢i pouze,
aby bylo ¢islo 2™ aspon tak velké jako pocet znaki v ptivodni abecedé.

V této ”digitalizované” podobé miizeme zpravu prenést né€jakym komunikacnim
kandlem. Pokud je kanal bez jakéhokoliv Sumu, neni zddné nebezpedi, Ze prijimajici
strana prijme zpravu v jiné podobé€, nez v jaké byla vyslana. Takové kandly ale v
realném svété neexistuji, vzdy je nenulova pravdépodobnost, ze nékterd z cifer 0
nebo 1 se béhem prenosu zméni na opacnou. Pro kanaly se Sumem nejsou blokové
kédy typu C' = Z% vhodné. Skutecnost, ze kazdy blok z n cifer 0 nebo 1 je kédovym
slovem, znamend Ze pfijimajici strana nema moznost poznat, ze béhem prenosu
zpravy byl néjaky blok pozménén. Kazdy pfijaty blok mohl byt také vyslan.

Resenim je nepouzivat jako kédova slova viechny bloky dané délky n, ale pouze
nékteré. Pokud jsou kédova slova dobfe vybrana, miize pfijimajici strana poznat,
7e béhem prenosu bloku zpravy doslo k né€jaké chybé diky tomu, ze pfijme posloup-
nost délky n, ktera neni kédovym slovem. Takovy blok vysilajici strana nemohla
vyslat. Dani, kterou je nutné za to zaplatit, je snizeni rychlosti prenosu informace,
mnozstvi informace, kterou kanalem pfeneseme za jednotku ¢asu. Do kédu vnasime
nadbytecnost, cizim slovem redundanci - pro prenaSeni informace pouzivame vice
symboltl, nez kolik je potfeba. nadbytecnost ale umoziuje odhalovat a opravovat
chyby pii pfenosu dat.

Nejjednodussi zpusob jak bojovat se Sumem, je vyslat kazdy blok dvakrat po
sobé. Piikladem takového opakovaciho kddu je nésledujici kéd délky 4:

C = {0000,0101, 1010, 1111}.

Kazdé slovo ma dvé ¢asti. Prvni dva symboly jsou informacni symboly, zbylé dva
jsou kontrolni symboly. Kontrolni symboly nenesou zadnou informaci, pouze opakuji
predchozi dva symboly. Z kazdych ¢tyr symbolt vyslaného slova pouze prvni dva
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nesou informaci. Rychlost pfenosu informace pomoci takového kédu je poloviéni
oproti rychlosti pfenosu informace kédem D = {00, 01,10, 11}.

Narozdil od kédu D ale kéd C' umoziuje piijimajici strané poznat, pokud béhem
prenosu slova doslo k jedné chybé. Prvni a druha polovina prijatého ¢tyiprvkového
bloku se v takovém piipadé lisi. Rikdme, Ze kéd C odhali jednu chybu.

V opakovacim kédu muzeme pocatecni informacni ¢ast opakovat vicekrat. Kéd

{000,111} C Z3

obsahuje pouze dva bloky, v kazdém z nich se prvni symbol opakuje tfikrat. Je to
ptiklad 3-opakovaciho kodu. Jinym pfikladem 3-opakovaciho kédu je

{000000, 010101, 101010, 111111} C Z$,

ve kterém opakujeme ttikrat vzdy prvni dva informac¢ni symboly. Rychlost pfenosu
informace kterymkoliv z téchto dvou kéda je 1/3. V kazdém bloku je pouze jedna
tfetina symbold informacnich, zbylé dvé tietiny jsou kontrolni.

Kazdy 3-opakovaci kéd odhali jednu chybu — zménime-li v libovolném bloku
jeden symbol, dostaneme slovo, které do kédu nepatfi. Oproti prostému opakova-
cimu kédu ale dokdze navic lokalizovat (opravit) jednu chybu. UkdZeme si to na
prikladu, kdy vyslany blok 010101 pfijme pfijimajici strana jako 010001. Graficky
to znazornime takto:

010101 — 010001.

Rozdélime-li libovolné slovo 3-opakovaciho kédu na tfi stejné dlouhé tseky, jsou tyto
aseky stejné. Tak jsou kédova slova definovana. Pokud tomu tak u pfijatého slova
neni, doslo béhem pfenosu informace k néjaké chybé. Pokud doglo k jedné chybé,
dva z téchto tisekii zlistanou stejné, tfeti (ten, ve kterém se chyba vyskytla) se od
nich lisi. Pfedpokladame, ze vyslano bylo to kédové slovo, ve kterém se vSechny tri
useky rovnaji tém dvéma stejnym prijatym. Je to jedind moznost, jak z pfijatého
slova dostat kédové slovo zménou jediného symbolu. V nasem pfipadé zménime
¢tvrty prijaty symbol z 0 na 1 a dostaneme kdédové slovo. Jakékoliv jiné kédové
slovo dostaneme z pfijatého pomoci zmény aspon dvou symbolt. Napiiklad tak, ze
obé prijaté 1 zménime na 0.

Pokud predpokladame, ze pravdépodobnost zmény symbolu vlivem Sumu je p <
1/2, a tedy pravdépodobnost, Ze symbol byl pfijaty spravné (tj. tak jak byl vyslan)
je 1 —p>1/2 > p, pak v pfipadé pFijeti nekédového slova je nejpravdépodobnéjsi,
7e bylo vyslano to slovo, které se od pfijatého lisi v co nejméné symbolech.

5.8.2. Hammingova vzddlenost. Pro teorii samoopravnych kédu je nasledujici defi-
nice kli¢ova.

Definice 5.100. Jsou-li a = ajas---a, a b =biby---b, libovolné dva prvky Z7,
pak jejich Hammingova vzddlenost h(a,b) se rovna poctu indext i € {1,2,...,n},
pro které plati a; # b;. Hammingova vdha slova a € Z3 je definovana jako Ham-
mingova vzdalenost h(a, o) slova a od nulového slova o.

Hammingova vzdalenost je tak definovana pro posloupnosti téze délky a rovna
se poltu mist (indexil), na kterych se obé posloupnosti 1i§i. Hammingova véha
slova a se pak rovna poctu cifer 1 ve slové a. Pro Hammingovu vzdalenost ziejmé
plati h(a,a) = 0 a h(a,b) = h(b,a) pro libovolna dvé slova a,b € Z7. Plati také
trojuhelnikovéa nerovnost

h(a,c) < h(a,b) + h(b,c)



LINEARNI ALGEBRA 107
pro libovolna tii slova a,b,c € Z%. Snadno si to ovéfite sami. Pokud totiz pro
néjaky index ¢ € {1,2,...,n} plati a; # ¢;, plati také a; # b; nebo b; # ¢;. Jestlize
index i prispiva ke vzdalenosti h(a,c), pfispiva také k asponl jedné ze vzdalenosti
h(a,b) nebo h(b,c).

Hammingovu vzdalenost si miizeme také piedstavit pomoci délky (po¢tu hran)
cest v néjakém neorientovaném grafu. Jeho vrcholy jsou prvky Z&5 a dva vrcholy
a, b jsou spojené hranou pokud se lisi v pravé jednom symbolu, tj. pokud je jejich
Hammingova vzdalenost rovnd 1. Pro n = 2 se tento graf rovna ¢tverci, pro n = 3
je jim tfidimenziondalni krychle. Hammingova vzdalenost libovolnych dvou vrchold
a,b € Z% se pak rovna délce (tj. po¢tu hran) v nejkratsi cesté z a do b. Proto se
také nékdy tomuto grafu fikd Hammingova krychle i v pripadé libovolného n.

Pro schopnost kédu odhalovat a lokalizovat chyby je dilezity pojem minimalni
vzdalenost kédu.

Definice 5.101. Je-li C C Z% binarni blokovy kéd délky n, pak definujeme mini-
malni vzddlenost kédu C' jako ¢islo

h(C) = min{h(a,b);a,b € C,a # b}.
Piiklad 5.102.

e Minimélni vzdélenost 3-opakovaciho kédu {000,111} se rovna 3.

e Minimélni vzdédlenost opakovaciho kédu {0000,0101,1010,1111} se rovna
2.

e Minimalni vzdéalenost kédu pouzivaného v roce 1947 v reléovém pocitaci v
Bellovych laboratotich se rovna 2.

e Minimalni vzdélenost kédu C' = Z4 se rovna 1.

Nyni mtzeme piesné formulovat, co myslime tim, ze néjaky kéd C' C Z% odhali
jednu chybu. Pokud pfi pfenosu slova a € C' dojde k jedné chybé, prijimajici strana
to pozna, prijme-li v takovém ptipadé slovo, které neni prvkem C. Znamena to, ze
zadné slovo b € C, jehoz Hammingova vzdéalenost od a se rovna 1, neni blokem
kédu C'. Jinak feceno, Hammingova vzdalenost libovolnych dvou riznych kédovych
slov a,b € C je aspon 2, a to znamena, ze minimalni vzdalenost kédu C' je aspon
2.

Kazdy kéd C, jehoz minimalni vzdéalenost je d > 1, odhali az d — 1 chyb. Pokud
pii prenosu slova a € C dojde k nejvyse d — 1 chybam, pfijimajici strana piijme
slovo ¢, jehoz Hammingova vzdalenost od vyslaného slova a je nejvyse d — 1. Slovo
c tak nepatii do kédu C, a pfijimajici strana proto odhali, Ze pfi prenosu doslo k
néjakym chybam. Pocet chyb ale jednoznacné nezjisti stejné jako kde k nim doslo.

Piedpokladejme nyni, ze minimalni vzdalenost néjakého kédu C C Z% se rovna
3. Pokud pii prenosu slova a dojde k jedné chybé, pfijimajici strana pfijme slovo
c, které mé od slova a Hammingovu vzdélenost h(c,a) = 1. Vzdélenost pfijatého
slova ¢ od jakéhokoliv jiného slova b € C' je v dusledku trojthelnikové nerovnosti

h(c,b) > h(a,b) — h(a,c) >3 -1=2,

pouzili jsme navic skute¢nost, Ze minimélni vzdalenost kédu C je 3, a tedy h(a,b) >
3 pro jakékoliv dva ruzné bloky a,b € C.

Vyslané slovo a je tedy ze vSech moznych vyslanych slov b € C nejblize (vzhle-
dem k Hammingové vzdalenosti) k pfijatému slovu c. Pfedpokladame, Ze pravdépo-
dobnost poskozeni pfendseného symbolu Sumem v kandlu je p < 1/2 a tedy mensi
nez pravdépodobnost 1 — p ze k poskozeni symbolu nedoslo. V pfipadé pfijeti slova
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v

C nejblize k prijatému slovu c. V tomto smyslu tedy kdd s minimalni vzdalenosti
3 dokéze opravit (lokalizovat) jednu chybu.

Zcela analogicky lze odtivodnit, Ze kéd s minimalni vzdalenosti 2d + 1 dokaze
opravit d chyb. Schopnost kédu odhalovat a opravovat dany pocet chyb je tak dana
jeho miniméalni vzdalenosti.

5.8.3. Paritni kod, linedrni kody. Nejjednodussi piiklad kédu, ktery je schopen od-
halit jednu chybu, je paritni kod.

Definice 5.103. Paritni kod délky n je podmnozina S C Z4 tvofend vsemi slovy,
které obsahuji sudy pocet jednotek.

Miniméalni vzdalenost paritniho kédu S je 2, paritni kéd tedy dokaze odhalit
jednu chybu. Znédme-li ajas---a,_1, existuje pravé jedno a, € {0,1} takové, Ze
slovo a = ajas - -an_1a, € S. Prvnich n — 1 symbola ve slové a tak muzeme
povazovat za informac¢ni symboly, zatimco posledni symbol a, je kontrolni. Ne-
nese zadnou dodateénou informaci, 1ze jej doplnit na zakladé znalosti aias - - - an_1.
Proto se kontrolnimu bitu fika také paritni bit nebo paritni kontrola. Samoziejmé
muzeme za kontrolni bit povazovat kterykoliv symbol ve slové a a zbylé symboly za
informacni. Obvyklé ale byva sefadit symboly v kédovém slové tak, ze informacni
symboly jsou na zacatku a kontrolni symboly nasleduji po nich. Rychlost pfenosu
informace paritnim kédem je tak n — 1/n.

Kédy, které dokazou nejen odhalit, ale i opravit chyby se konstruuji kombinaci
vice paritnich kontrol.

Paritni kéd S délky n ma jednu dilezitou vlastnost. Tvoii nejenom podmnozinu

%, ale dokonce podprostor. Obsahuje totiz nulové slovo o, je proto uzavieny na
nasobeni skalary ze Z, a zfejmé také na s¢itani. Takové kddy jsou dulezité a zaslouzi
si zvlastni pojmenovani.

Definice 5.104. Binéarni blokovy kéd C C Z% délky n se nazyva linedrni kod, je-1i
C podprostor Z%. Je-li dimenze C rovna r, fikame také, ze jde o linedrni (n,r)-kéd.
Minimalni vzdalenost linedrnich kédi lze zjistit snaze nez u obecnych kéda.

Tvrzeni 5.105. Minimdlni vzddalenost linedrniho kddu C se rovnd
min{k(a,0);a € C,a # o},
tj. rovnd se minimdlni Hammingové vdze nenulovych prvki C.

Dikaz. Pripomertime si, Ze miniméaln{ vzdélenost kédu C oznacujeme h(C). Je-li C
linearni kéd, plati o € C a h(a,0) > h(C) pro libovolné nenulové slovo a € C. Déle
plati pro libovolné dvé slova a,b € C, ze

h(a,b) = h(a+b,0).

Je-li tedy h(C) = h(a,b), plati, ze h(C) se rovnd Hammingové véize vektoru a +
b. (|

Je-li C linedrni (n,r)-kéd, mé prostor C' dimenzi r. Zvolime-li v ném né&jakou
bazi ai,...,a,, je kazdy prvek b kédu (podprostoru) C jenozna¢né uréen r-tici jeho
soufadnic vzhledem ke zvolené bazi. K jeho jednozna¢nému uréeni nam tedy staci
posloupnost koeficient linearni kombinace, ktera vyjadiuje b pomoci prvki zvolené
baze. Naopak, kazda posloupnost r nul a jednotek urcuje jednoznac¢né néjaky prvek
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kédu C. To jenom jinak vyjadiujeme skutecnost, ze C' je izomorfni aritmetickému
prostoru Z5. K predani informace o bloku b nadm tedy staci pfedat r koeficientti
vyjadiujicich b jako linedrni kombinaci baze a1, ..., a,. Kéd C' ale predava cely vek-
tor b délky n. Intuitivné tak muzeme fict, Ze rychlost pfenosu informace linearnim
(n,r)-kédem je r/n.

5.8.4. Hammingovy kody. Hamming piedlozil tii konstrukce kédi, které opravuji
jednu chybu. VSechny tfi jsou zalozené na kombinaci nékolika paritnich testu.
Vsechny tii navrhy jsou linedrni kody. Jejich konstrukci si ukazeme na piikladu,
ktery ma Ctyfi informacéni symboly. Protoze kédy maji opravovat jednu chybu,
musi byt jejich minimalni vzdalenost 3.

Piiklad 5.106. V prvni konstrukei si ¢tyfi informaéni symboly a, b, ¢, d napiSeme
do prvnich dvou fadkt a prvnich dvou sloupci ¢tvercové matice fadu 3.

Misto otaznikd doplnime dalsi prvky tak, aby v kazdém fadku a kazdém sloupci
byl sudy pocet jednotek. Doplnéna matice je

kde
rn=a+b, ro=c+d, si=a+c, so=b+d, t=s1+ss=a+b+c+d=r1+rs.

Celé kédové slovo je potom abricdresisst. Informacni symboly jsou na prvnim,
druhém, ¢tvrtém a patém misté, zbylé symboly jsou kontrolni.
Kéd C je tvofen vSemi slovy a = ajag - - - ag € Z3, pro ktera plati
az = a1 + ag
a¢ = a4 + as,
a7 = a1 + aq,
ag = az + as,
ag = ay +as +aq + as.

Prvky a1, as, a4, as mizeme zvolit libovolné a pravé uvedené rovnosti ukazuji, ze
matice

ar ag | ag

splnuje vSechny pozadované paritni testy, tj. kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje
sudy pocet jednotek.

Z kostrukce kédu také snadno nahlédneme, ze kéd C opravuje jednu chybu.
Pokud totiz pii prenosu slova a = aqas - - - ag € C' dojde k jedné chybé, pfijaté slovo
nebude spliiovat dva paritni testy, jeden pro fadek a druhy pro sloupec, ve kterych
lezi chybné pfijaty symbol. Tyto dva neplatné paritni testy tak presné urcuji polohu
poskozeného symbolu.
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Kéd C je linearni, protoze jeho prvky jsou pravé vsechna feSeni xixs - - - 29 ho-
mogenni soustavy linearnich rovnic s matici

1110 0 0 0 O0 O
000111000
A=]11 0 0 1 0 0 1 0 O
010010010
1101 10001

Tteti sloupec spolu s poslednimi ¢tyfmi sloupci jsou linearné nezavislé, hodnost
matice A je tedy aspon 5, fadky matice A jsou tedy linedrné nezavislé, rank(A) = 5,
dimenze Ker (A) je tudiz podle véty o dimenzi jadra a obrazu rovna 9 —5 =4 a
pocet prvka kédu C je 16.

Prijimajici strana tak snadno ovéri, patii-li pfijaté slovo ¢ = cyco -+ - cg do kédu

C'. Stadi ovéiit rovnost AcT = o”.

Posledni pozorovani vede k nésledujici dulezité definici.

Definice 5.107. Je-li C linearni (n,r)-kéd a pro matici A typu (n —r) x n plati,
ze C = Ker A, pak matici A nazyvame kontrolni matice kédu C.

7 definice kontrolni matice a z véty o dimenzi jadra a obrazu matice plyne, Ze
rank(A) = dim(Im (A)) = n — r, tj. Ze posloupnost fadki matice A je linedrné
nezévisla. Pozdéji si ukdzeme obecné tvrzeni, ze kterého plyne existence kontrolni
matice pro jakykoliv linearni kéd. Ve skutecnosti jsou linearni kédy zadavany tak,
Ze napiseme jejich kontrolni matici.

Pomoci kontrolni matice mizeme snadno zjistit, jakd je miniméalni vzdalenost
linearniho kédu.

Tvrzeni 5.108. Necht C je (n,r)-linedrni kéd a A jeho kontrolni matice. Mini-
mdlnd vzddlenost kddu C se rovnd d pravé kdyz libovolnd (d—1)-prvkovd podposloup-
nost sloupct matice A je linedrné nezdvislda a existuje d-prvkovd podposloupnost
sloupct A, kterd je linearné zdavisla.

Diikaz. Kontrolni matice A = (a1]...|a,) kédu C je typu (n —r) x n. Necht x =

129 - - - Tp je nenulovy prvek kédu C. Pak plati Ax” = o”', neboli
T
ria] + r0a9 + - xpa, =0 .
Je-li | Hammingova véha prvku x a j,,%j,,...,%; jsou vSechny nenulové slozky
vektoru x, pak plati rovnéz
€T a; _’_x a; _’_xa :()T
J11 722 D1 ’
I-prvkovéa podposloupnost sloupcovych vektorti a;,, ..., a; je tedy linedrné zavisla.
Jestlize naopak existuje linearné zavisla podposloupnost a;,,a;,,...,a;,  sloup-

covych vektor matice A, existuji prvky x;, € Za, ne vSechny nulové, takové, ze

Ti 4, + T4, + -+ 24,8, = o”.

Doplnime tuto linearni kombinaci zbyvajicimi sloupcovymi vektory matice A s koe-

ficienty x; = 0. Vektor x = z7 - - - ,, pak spliiuje Ax” = o7, je tedy blokem kédu
C a jeho Hammingova vaha je nejvyse m.

Je-li tedy minimalni vzdalenost kédu C rovna d, je podle Tvrzeni 5.105 minimalni

Hammingova vdha nenulovych vektort v C rovna d. Kazda podposloupnost d — 1
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sloupcovych vektorti matice A je tedy linedrné nezavisla a existuje podposloupnost
d sloupcovych vektorti matice A, ktera je linedrné zavisla.

Jestlize naopak je kazda podposloupnost d — 1 sloupcovych vektorti matice A
linearné nezavisla, neobsahuje C' nenulovy vektor, ktery by mél Hammingovu vahu
mensi nebo rovnou d — 1. Pokud je navic néjaka d-prvkova podposloupnost sloup-
covych vektori A linedrné zévisla, existuje v C' = Ker A nenulovy vektor, jehoz
Hammingova vaha je nejvyse d. Minimélni Hammingova vaha nenulovych vektori
v C' je tedy rovna d. |

Piiklad 5.109. Kontrolni matice A kédu C z Ptikladu 5.106 neobsahuje nulovy
sloupcovy vektor, kazda jednoprvkova podposloupnost sloupcovych vektort matice
A je tedy linearné nezévisla. Libovolné dva sloupcové vektory matice A jsou rizné,
linedrné nezavisla je proto rovnéz kazda dvouprvkova podposloupnost sloupcovych
vektori v A. Plati dokonce, Ze zadny ze sloupcovych vektorti se nerovnéd souctu
jingch dvou sloupcovych vektori, a tak kazda tiiprvkova podposloupnost sloupci
matice A je linearné nezavisla. Naproti tomu prvni sloupcovy vektor se rovna souc¢tu
jinych tii sloupcovych vektort, existuje tedy ctyfprvkova linearné zavisla podpo-
sloupnost sloupcovych vektort matice A. Minimalni vzdalenost kédu C je tedy
4.

Kéd C tak opravi jednu chybu a odhali az tii chyby. Rychlost pfenosu informace
timto kédem je 4/9, coz je zlepSeni oproti 3-opakovacimu kédu, ktery také dokaze
opravit jednu chybu.

Priklad 5.110. Druhy kéd, ktery Hamming navrhnul, se od toho prvniho lisi v
tom, Ze nepouziva paritni kontrolu tretiho radku a tfetiho sloupce, tj. nepotiebuje
prvek t. Matici

a b|?
c d|?
?7 77
doplni na matici
a b |r
c d|re |,
s1 82

kde
rn=a+b ro=c+d, s1=a+c, so=b+d.
Jde opét o linedrni kéd, oznac¢me jej D. Kontrolni matici tohoto kédu dostaneme

tak, Ze z kontrolni matice pavodniho kédu vynechame posledni fadek a posledni
sloupec. Dostaneme tak matici

1110 0 0 0 O
B 00011100
1001 0 010
01001001

Libovolné dvouprvkova podposloupnost sloupcii matice B je linedrné nezavisla
ze stejného diivodu, jako v pripadé prvniho Hammingova navrhu. Existuji linedrné
zéavislé triprvkové podposloupnosti sloupcti v B. Minimalni vzdalenost kédu D je
tak rovna 3, kéd dokaze opravit jednu chybu a odhalit az dvé chyby. Rychlost
prenosu informace kédem D je 1/2, coz je dalsi vylepSeni.
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Miuze kéd se ¢tyfmi informacnimi symboly opravovat jednu chybu a soucasné
prendset informaci rychlosti vétsi nez 1/2? UkéZeme si tvrzeni, které ukazuje, Ze by
to mohlo jit jesté o néco rychleji.

Tvrzeni 5.111. Predpokladejme, Ze kod délky n ma r informacnich symboli a n—r
kontrolnich symbolu. Pokud opravuje jednu chybu, must platit
27l
n+1"

r

Diikaz. Kéd C délky n, ktery mé r informacnich symbold, musi obsahovat aspon 2"
ruznych slov. Kazda volba informac¢nich symboli musi vést k néjakému kédovému
slovu, rdzné volby k rtznym slovtim. Jinak by dekédovani nebylo jednoznacné.

Vyuzijeme geometrické predstavy kédu jako podmnoziny vrcholt Hammingovy
krychle. Pro kazdy vektor a € Z3 nazveme 1-okoli slova a mnozinu

Vi(a) = {x € Zy; h(a,x) < 1}.

Snadno nahlédneme, ze 1-okoli kazdého vektoru a obsahuje presné n + 1 prvku.

Ma-li kéd C opravovat jednu chybu, musi byt jeho miniméalni vzdalenost aspon
3. To znamen4, Ze pro libovolné dvé rtzna kddova slova a, b € C musi byt jejich 1-
okoli disjunktni. V opa¢ném pfipadé by totiz v disledku trojihelnikové nerovnosti
pro Hammingovu vzdalenost platilo h(a,b) < 2, coz je spor s tim, Ze minimalni
vzdélenost kédu je asponi 3.

Sjednotime-li vSechna 1-okoli vSech slov a € C, bude mit toto sjednoceni aspon
2"(n+1) prvka. Tento pocet musi byt mensi nebo rovny pocétu viech prvki (vrcholit
Hammingovy krychle) Z%, tj. 2”. Odtud po snadné upravé vyplyva dokazovani
nerovnost. (]

Analogickou nerovnost muzeme dokazat pro kédy, které opravuji d chyb, po-
drobnosti ve cvicenich.

Pror =4 an =6 plati 24 -7 > 2% kéd délky 6 se étyimi informaénimi symboly,
ktery by opravoval jednu chybu proto neexistuje.

V pifpadé n = 7 plati rovnost 2 - 8 = 27, existence kédu délky 7 se Gtyimi
informac¢nimi symboly, ktery opravuje jednu chybu, tak vyloucena neni. VSimnéme
si, ze pokud by takovy kéd C' C Z7 existoval, platila by rovnost

zj = Vi(a).

acC

To znamen4, Ze pro takovy kéd by kazdy vrchol Hammingovy krychle Z? mél vzda-
lenost 1 od né&jakého (jednoznacéné uréeného) kédového slova a. Vsechny vrcholy Ha-
mmingovy krychle Z3 by tak byly pokryté 1-okolimi kédovych slov. Takovy kéd by
byl optimalni v tom smyslu, Ze mnoZina ZJ by neobsahovala z4dna ” zbyte¢na”slova,
kazdé ze slov délky 7 by se vyskytovalo ve vzdalenosti nejvyse 1 od néjakého kédo-
vého slova.

Definice 5.112. Kéd délky n, ktery ma r informac¢nich symbolt a opravuje jednu
chybu, se nazyva perfektni kdd, pokud plati rovnost

2" (n+1) = 2.

Jako posledni ptiklad kédu si ukdZzeme perfektni linedrni (7,4)-kéd, ktery opra-
vuje jednu chybu.
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Piiklad 5.113. Kéd Hj definujeme pomoci kontrolni matice

10 01 1 01
A=101 01 0 1 1
0 01 01 11

Prvky C jsou prvky jadra Ker (A) matice A. Tato matice je v fddkové odstupriova-
ném tvaru, jeji hodnost se tedy rovnd 3, a dimenze kédu Hs = Ker (A) je tedy rovna
4. Plati-li AxT = o” prox = 125 - - - 27, jsou nezndmé x4, s, T, 7 volné, miizeme
je zvolit libovolné a povazujeme je za informacni symboly. Neznamé x1, xo, x3 jsou
volbou x4, x5, xg, x7 uréené jednoznacneé:

Tl =24+ x5+ X7, T2 = x4 + T+ 7, T3 =I5+ Tg + T7.

Nezndmé x1, x2, 3 jsou tedy kontrolni (paritni) bity. I tento kéd Hjs je zaloZen na
kombinaci t#i paritnich kontrol.

Sloupce matice A tvoif véechny nenulové vektory z prostoru Z3. Kazda dvou-
prvkova podposloupnost sloupcii matice A je tedy linearné nezavisla a minimalni
vzdalenost kédu C je tak aspon 3, (ve skutecnosti je pravé 3), a kéd Hj tak opravuje
jednu chybu.

Jak najdeme kédové slovo z1 25 - - - 27, jsou-li dany informadéni symboly 24, x5, z¢, 7,
jsme si uz fekli. Pokud prijimajici strana pfijme slovo y = 4192 - - - y7, spocita soucin
AyT. Plati-li Ay” = o7, je y kédové slovo a bylo tedy pfeneseno bez chyby.

Je-li Ay”T +# o, doslo béhem pienosu k chybé a zbyva uréit, kter§ symbol v
piijatém slové y = y19s - - - y7 je ten poskozeny. Oznacme Ay” = (s1s953)7.

Protoze matice A obsahuje vSechny nenulové vektory Z3 jako sloupce, existuje
jednoznac¢né urceny sloupec a; = (s15283)T. Plati a; = AeJT pro j-ty vektor e;
standardni baze v ZI. Slovo y + e; se od y lisi pouze v j-tém symbolu. Plati navic

Ayt + e;‘-F) = AyT + Ae]T = (s15283)T +a; = (s515253)7 + (s515283)7 = o”.

Slovo y + e; tak patii do kédu H3 a m& Hammingovu vzdalenost 1 od pfijatého

slova y. Je to tedy to slovo, které bylo vyslano a pfi pfenosu byl poskozen j-ty
symbol.

Piiklad 5.114. Pfi pouziti Hammingova kédu H3 bylo p¥ijato slovo 1010101. Doslo
béhem prenosu k chybé a pokud ano, jaké slovo bylo vyslano?
Vynésobime kontrolni matici A vektorem (1010101)7". Dostaneme

1

0
1 00 1 1 01 1 0
01 01011 0 =11
0 01 01 11 1 1

0

1

Vektor (0,1,1)7 je Sesty sloupcovy vektor matice A3, poskozen byl tedy Sesty sym-
bol ve slové 1010101, vyslano bylo slovo 1010111.

Definice 5.115. Hamminguv kod H, je bindrni blokovy kéd délky n = 2" — 1
urceny kontrolni matici typu r x n, jejiz sloupce tvori vSechny nenulové aritmetické
vektory dimenze r nad Zs.

Detaily dikazu nasledujiciho tvrzeni prenechdme do cviceni.
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Tvrzeni 5.116. Hamminguv kdd H,. je perfektni linedrni kod délky 2" —1 a dimenze
2" —r — 1, jehoZ minimdlni vzddlenost je 3.

Cviéeni
1. Vysvétlete, pro¢ mnozina vSech polynomt stupné pravé 173 s redlnymi koeficienty s béz-
nymi operacemi séitdni polynomi a nasobeni polynomu redlnym ¢islem neni vektorovym
prostorem.
2. Pro libovolné téleso T a libovolnou mnozinu X definujeme vektorovy prostor T jako
mnozinu téch zobrazeni f z X do T', pro ktery je mnozina {z : f(z) # 0} je kone¢na. S¢itani
a nasobeni definujeme po soufadnicich, tj. (f + g)(z) = f(z) + g(z) a (af)(z) = af(x).
Dokazte, ze TX) je vektorovy prostor.
Timto zptusobem bychom zobecnili definici 5.2 na pfipad nekone¢né dimenze — prostor

T) miZe byt nazjvan aritmetickym vektorovym prostorem nad T dimenze | X].
3. U v8ech prikladi vektorovych prostoru za definici ovérte, Ze se skuteéné jedna o vekto-
rové prostory.
4. Q(v/2) DOKONCIT
5. Mnozina v8ech podmnozin mnoziny {1,2,3,...,n} (nebo jiné dané mnoziny X) spolu
s operaci symetrické diference, tj. A+ B = (A\ B) U (B \ A), je vektorovy prostor nad
Z3. (Nésobeni skalarem je jednozna¢né dané axiomy. ) Dokazte a vysvétlete, pro¢ je tento
prostor ,,v podstaté“ Zz .
6. Dokazte tvrzeni 5.4 a formulujte a dokazte obdoby vlastnosti (8) a (9) z tvrzeni 3.3.
7. Dokazte, ze T jako vektorovy prostor nad T ma pouze trividlni podprostory.
8. Dokazte, 7e jedingmi netrivialnimi podprostory prostoru T? jsou mnoZinu tvaru {tx :
t € T}, kde o # x € T2,
9. Necht A je matice nad T typu m x n a b € T™. DokaZzte, Zze mnozina {x : Ax = b} je
podprostorem T" pravé tehdy, kdyz b = o.
10. Zjistéte linearni obal mnoziny X z ptikladu 5.18 a dokazte, Ze mnozina Y tvofi pod-
prostor.
11. Dokazte, ze posloupnost vektori (vi,...,vk) ve vektorovém prostoru V nad T je
linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz zadny z vektort neni v linedrnim obalu pfedchozich
(tj. pro kazdé i plati v; & (vi,va,...,Vic1)).
12. Dokazte, ze sloupce matice v fadkoveé odstupriovaném tvaru jsou linedrné nezavislé
pravé tehdy, kdyz prislusnd homogenni soustava nema zadné volné proménné.
13. Dokoncete ptiklad 5.45 o Fibonacciho posloupnostech.
14. Dokazte, ze sloupce (fddky) ¢tvercové matice A nad T faddu n tvori bazi T™ prévé
tehdy, kdyz A je regulérni.
15. Dokazte:

e Dimenze prostoru vSech matic nad T typu m X n je mn.

e Dimenze prostoru realnych polynomi stupné nejvyse n je n.

e Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.
16. Najdéte bazi podprostoru R tvoreného posloupnostmi (a1, az,...), pro které plati
an = 2an-1 — an—2 (pro kazdé n > 3). Pomoci nalezené baze najdéte vzorec pro vypodet
an, kdyz a1 =3, a2 =T.
17. Dokazte, ze z kazdé mnoziny generatori konecné generovaného prostoru lze vybrat
bazi.
18. Dokazte, ze dusledek 5.55 plati bez predpokladu koneénosti G. Pfedpoklad tedy zmé-
nime na ,,G je mnozina generatort kone¢né generovaného prostoru V*.

19. Spocitejte pocet vSech ruznych bazi V vybranych z vektorta vy, ..., vs z pfikladu 5.57.
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20. Dokazte druhou ¢ast tvrzeni 5.65.

21. Dokazte, ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového prostoru matice.

22. Pfimo z definice bazovych sloupcii dokazte, ze feSeni x = (z1,%2,...,%,) € T"
soustavy Ax = b je jednoznacné uréeno vektorem (z;, , Zi,, - . . , Ti), ) € T* kde i1, 12, ..., ix
je seznam nebéazovych sloupct matice A, a naopak, ze kazdy vektor (zi,,Ziy,...,Ti,) Vv
T* vzniké z néjakého feeni (21,22, ...,Tn).

23. Jednoznacnost redukovaneho tvaru

24. Dokazte, ze pro libovolné tfi podprostory Vi, V2, Vs prostoru V plati
Vi+Ve)+Va=Vi+ (Va+V3) .
25. Dokazte, ze
Vi+Vo+--+Vi={vi+tva+-Fuvk:v1 €Vi,v2 € Va,...,0 € Vi} .
26. Necht V;, 1 € I jsou podprostory vektorového prostoru W a G; je mnozina generatort
prostoru V; pro kazdé ¢ € I. Dokazte, ze Uie[ G, generuje \/ie[ V.

27. Najdéte podprostory U, V, W prostoru R® takové, ze UN(V+W) # (UNV)+(UN
W), U+(VNW)#(U+V)Nn(U+W).

28. Jedna inkluze v obou (neplatnych) distributivnich zdkonech vzdy plati. Zjistéte které
a dokazte.

29. Dokazte, Ze rovnosti v distributivnich zdkonech plati za predpokladu U < W nebo
W < U.
30. Rozhodnéte, zda pro podprostory U, V, W vektorového prostoru Z plati
dim(U) + dim(V) + dim(W) = dim(U + V + W) +dim(UN V) + dim(V N W)+
+dim(UNW) —dim(UNVNW)
31. Jakou dimenzi mtze mit prunik podprostoru dimenze 3 a podprostoru dimenze 4 v
75,7 Pro kazdou z moZnosti uvedte piiklad.
32. Pti komunikaci byl pouzit Hammingtiv kéd Hs. Prijimajici strana piijala slova
0101011,0011111,1011100,1111110,011111,0001110,1100101.

Rozhodnéte, kterd z nich byla béhem prenosu poskozena a u kazdého z poskozenych slov
rozhodnéte, ktery ze symbolt byl prenesen nespravné a jaké slovo bylo vyslano.

33. Dokazte Tvrzeni 5.116.
34. Definujeme d-okoli slova a € Z3 jako mnozinu

Va(a) = {x € Zy; h(x,a) < d}.

Dokazte, ze pocet prvka Vy(a) se rovna

)+ () (0)-20)

35. Dokazte, ze je-li C' kéd dimenze n s r informa¢nimi symboly, ktery opravuje d chyb,

pak plati nerovnost
n n n
2" e <2,

36. Hamming svtj linedrni (7,4)-kéd D definoval pomoci kontrolni matice

1 01 01 0 1
B = 01 1 0 0 1 1
0 00 1 1 1 1
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Pokud bylo piijaté slovo y a By” = (s15253)7 # o”, dokaite e s3s251 je binarni vyjadieni
indexu poskozeného symbolu.

37. Dokazte, ze existuje permutace m na mnoziné {1,2, ..., 7} takova, ze plati a1az - - - a7 €
Hs préveé kdyz ar1)ax(2) - ax(r) € D, kde D je kéd z pfedchoziho cviceni. Jak souvisi
permutace 7 s permutaci sloupcii, pomoci které dostaneme z kontrolni matice A kédu Hs
kontrolni matici B kédu D.
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6. DETERMINANT

Cil. Budeme se vénovat pojmu determinantu matice. Motivact
je porozumeéni, jak zobrazeni uréené matici meéni obsah (v R?) a
objem (v R3). K definici budeme potiebovat permutace, naucime
se je ruznymi zpusoby zapisovat a urcovat znameénko.

6.1. Motivace. Ctvercova matice A fddu n nad R uréuje zobrazeni f4 : R® — R™.
Tato zobrazeni maji tu vlastnost, Ze ndsobi n-dimenzionalni objemy (obsahy v
pfipadé n = 2, objemy v piipadé n = 3) konstantnim ¢islem. Toto ¢islo je rovno
absolutni hodnoté tzv. determinantu, ktery zavedeme v této kapitole. Znaménko
determinantu urcuje, zda zobrazeni méni ,orientaci prostoru“. Napfiklad pokud je
determinant matice A fadu 2 rovny 1,3, piislusné zobrazeni nasobi obsah kazdého
Gtvaru c¢islem 1,3 a neméni orientaci. To, Ze se orientace neméni si lze predstavit
tak, Ze obraz lze dostat spojitou deformaci roviny z puvodniho utvaru. Pokud je
determinant A rovny —1,3, pak zobrazeni nasobi obsah kazdého ttvaru ¢islem 1,3
a orientaci méni.

F < 3

A=1, det A=1,3 detA=—-13

Odvodime si vzorec na vypocet determinantu v pripadé redlnych ¢tvercovych
matic fadu n = 2 an = 3. V obecné definici pro vétsi n a nad jinymi télesy vizualni
predstava chybi, ale determinant muzeme definovat stejné a bude mit podobné
vlastnosti.

6.1.1. Determinant v R?. Budeme se snazit odvodit vzorec pro determinant ¢tver-
covych matic A fadu 2. Matici se sloupci u, v budeme znadit (u|v) a jeji determinant
det (u|v). Cislo det (A4), kde A = (u|v), ma vyjadfovat zménu obsahu a orientace
pii zobrazeni fa. Protoze zobrazeni f zobrazuje vektor e; = (1,0)7 na vektor
Ae; = u a vektor e; = (0,1)7 na vektor Aey = v, f4 zobrazuje jednotkovy étverec
se stranami e, es na rovnobéznik se stranami u, v.

fa(e2)

€y

fA(el)

€1

Obsah tohoto rovnobézniku mutzeme vyjadfit vhodnym doplnénim na obdélnik
a znaménko uréit diskuzi mozné vzdjemné polohy vektortt u a v podle obréazku (viz
cviceni).

OBRAZEK

Podivame se na jiny postup, ktery se nam rovnéz bude hodit v obecnéjsi situaci.
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Kdyz vynasobime jeden z vektort ¢islem ¢ € R, pak se obsah vysledného rovno-
bézniku zvétsi (nebo zmensi) |¢|-krat. P¥itom orientace se pro kladné ¢ nezméni a
pro zaporna t zméni. Dostavame vztahy

det (tu|v) = tdet (u|v) = det (utv)

OBRAZEK (zvetseni rovnobezniku)
Z nésledujiciho obrazku muzeme nahlédnout (stadi pfesunout trojihelnik ...),
ze plati
det (u; + uz|v) = det (u1|v) + det (uz|v)

a podobny vztah plati, kdyZ soucet je v druhém sloupci.

det (u|vy + vo) = det (u|vy) + det (u|vs)

Jesté si uvédomime, ze
det (e1,e2) =1, det(eg,e;) =—1, det(e,e1)=det(ez,e2)=0
protoze prvni matice odpovidé identickému zobrazeni, které neméni obsah ani orien-
taci, druhd matice odpovida preklopeni kolem osy prvniho kvadrantu, kterd neméni
obsah a méni orientaci, tfeti a ¢tvrtd matice odpovidd zobrazeni, kterd ctverci
prifadi ,zdegenerovany rovnobéznik“ — tsecku.
7 odvozenych vztahu jiz jde spocitat determinant obecné matice

A= (uv) = ( itz )

az1 a22

det (A) = det (u|v) = det (ar1€1 + az1€2]a12€1 + azzes)
= det (a11€1|ai12e1 + azes) + det (az1€2|a12e1 + azes) =
= det (aj1e1|aizer) + det (ar1€1|azses) +
+ det (ag1€2]aizer) + det (ag1e3]azses) =
= aj1a12 det (e1]e1) + aj1azz det (e1]ez) +
+ ag1a12 det (es]er) + agiags det (ez]es) =
= a11G22 — 421012

Determinant jsme odvodili pouzitim jednotkového ¢tverce. Obecné obsah a orien-
tace obrazu libovolného Gtvaru (u néjz lze méfit obsah) se zméni tak, jak udéava
determinant. Tento fakt nebudeme odvozovat.
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6.1.2. Determinant v R3. Pro matice f4du 3 udavéd determinant zménu objemu
a orientace. Pro zobrazeni f4 uréené matici A = (u|v|w) je obrazem jednotkové
krychle se stranami e, e2, es rovnobéznostén se stranami u, v, w. Z geometrického
néhledu dostavame podobné vztahy jako v piipadé R2.

det (tu|v|w) = det (u|tv|w) = det (u|v|tw) = det (u|v|w)

det (uy 4+ uz + us|v|w) = det (uq|v|w) + det (uz|v|w) + det (us|v|w)
Podobny vztah plati, kdyz soucet je ve druhém nebo tietim sloupci.
K vypoctu jesté potfebujeme determinanty matic, jejichz sloupce jsou vektory v
kanonické bazi. Pokud jsou dva ze sloupci stejné, pak prislusné zobrazeni degene-
ruje krychli na ¢tverec, nebo dokonce tsecku, takze determinant je 0. Déle

det (e1,eq,e3) = det (e3,e3,e1) = det (e3,e1,e3) ,

protoze pfislusnéa zobrazeni jsou rotace, které orientaci neméni. Zbyvaji tfi matice,
jejichz determinant je —1, protoze prislusna zobrazeni jsou zrcadleni a ta orientaci
meéni.
det (e1,e3,e2) = det (ez,e1,e3) = det (e3, ez, €1)
Determinant ted miiZeme spocitat jako v pfipadé n = 2, vyrazy ale budou ponékud
delsi.
ai;p Q2 a3
A= (u|v|w) = a21 Q22 423
az1 as2 ass

det (A) = det (u|v|jw) =

= det (a11€1 + az1€2 + azie3laize; + azes + azzes|aizer + azzes + aszes)

3 3 3
= Z Z Z ar1Gi2am3 det (e, e, ep,) =

k=11=1 m=1
— 110922033 det (el, €9, 63) + a110a32023 det (el, €es, 62) +
+ az1a12a33 det (e2, €1, e3) + aziazzarz det (e, e3,e1) +
+ azjaizasgg det (e3, €1, e2) + asiazzars det (es, ez, 1) =
= (11022033 + 021032013 + A31012023 — 011032023 — 431022013 — 421012033

Kazdy scitanec je souc¢inem tfech prvkia matice agiaj2ams, kde k, [, m jsou navzajem
rizné, se znaménkem odpovidajicim orientaci trojice eg, e;, e,,. Jeden s¢itanec tedy
odpovida vybéru jednoho prvku s prvniho sloupce, jednoho prvku z druhého sloupce
a jednoho prvku z tfetiho sloupce, kde prvky vybirdme s navzajem rtiznych radkt
(ostatni ¢leny budou nulové).

6.2. Permutace. Vypocet vzorce pro ,vicerozmérny objem® by probihal podobné.

Museli bychom zjistit, ktera potradi vektora kanonické baze odpovidaji kladné orien-

taci a ktera zaporné. To lze pomoci pojmu znaménka permutace, které definujeme

v této Casti. Délame tim maly vylet z linearni algebry do algebry obecné.
Permutaci definujeme jako bijekci mnoziny na sebe samu.

Definice 6.1. Permutaci mnoziny X rozumime bijekci X — X. Mnozinu vSech
permutaci na mnoziné X znac¢ime Sy. Pro mnozinu permutaci na mnoziné X =
{1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo, také pouzivdme znaceni S,,.
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Nejcastéji budeme pouzivat permutace na koneéné mnoziné, konkrétné mnoziné
{1,2,...,n}. Pro koneénou mnozZinu X je kazdé prosté zobrazeni X — X jiz bijekci,
a také kazdé zobrazeni X — X na je bijekci. (Pfipomerime, Ze ani jedna z téchto
implikaci neni pravdiva pro nekoneéné mnoziny.)

Vyznacnou permutaci na X je identické zobrazeni idx : X — X, pro néz
idx(x) = x pro kazdé x € X. Protoze inverzni zobrazeni k bijekci je bijekce, je
inverzni zobrazeni m~! k permutaci 7 na X opét permutace na X. Slozenim per-
mutaci je rovnéz permutace. Slozeni permutaci p a ¢ znacime o o p nebo op, tj.
op(z) = o(p(z)). Mnozina Sx spolu s témito operacemi opét splituje vlastnosti
podobné s¢itani v télese, nebo séitani ve vektorovém prostoru, s vyjimkou komu-
tativity:

(1) Pro libovolné , p,0 € Sx plati n(po) = (7p)o.

(2) Pro libovolné 7 € Sx plati idx 7 = widx = 7.

(3) Pro libovolné m € Sx plati 77~ ! = 77 1r = idx.
Tim paddem nemusime pfi skladani psat zavorky a také mutzeme feSit jednoduché
rovnice typu apf = v, kde «, 8,7 jsou dané permutace, podobnym zpiisobem jako
pro ¢isla, akorat musime dat pozor na nekomutativitu.

6.2.1. Zapis permutace. Permutaci m na konetné mnoziné X muzeme zapsat ta-
bulkou, kdy do horniho fadku napiSeme v néjakém poradi prvky mnoziny X a pod
kazdy prvek z € X napiSeme jeho obraz m(z). Napiiklad permutaci 7 € Sg danou
vztahy n(1) =7, 7(2) =6, 7(3) = 1, 7(4) = 8, n(5) = 5, n(6) = 4, n(7) = 3,
7m(8) = 2 mlZeme zapsat
7T_(12345678)_(64728135)

7 6 1 8 5 4 3 2 4 8 3 6 2 7 15
Tabulkou mizeme zapsat libovolné zobrazeni z X do X (nebo i do jiné mnoziny).
To, ze m je permutace, se v tabulce projevi tak, ze v druhém fadku bude kazdy
prvek mnoziny X pravé jednou.

Dalsi moznosti je si permutaci nakreslit. Prvky X si nakreslime jako body (tzv.
vrcholy) a pro kazdé x € X si nakreslime Sipku (tzv. hranu) z « do 7(z). Takovému

obrazku tikame graf permutace w. ProtoZe 7 je zobrazeni, vede z kazdého bodu
praveé jedna Sipka, a protoze je to bijekce, vede do kazdého bodu pravé jedna Sipka.

/}L//—A\

OBRAZEK 6. Obréazek permutace

Kdyz graf trochu pfekreslime, vidime, Ze permutace je sjednocenim nezavislych
cykli.
To neni nahoda, kazda permutace je slozenim nezavislych cyklu.

Definice 6.2. Cyklus délky k je permutace na X spliujici 7(x1) = xo, 7(x2) = x3,
ooy m(ap—1) = xk, T(xp) = 1 a w(y) = y pro kazdé y € X \ {z1,22,...,2%}, kde
X1, Ta, ..., Tk jsou po dvou ruzné prvky X. Zapisujeme m = (1 x2 ... T).
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OBRAZEK 7. Lepsi obrazek permutace

Cykly nazyvame nezdvislé, pokud jsou mnoziny prvka vyskytujici se v cyklech
disjunktni.
Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru m = (z y).

Vsimnéte si, ze poradi prvkt v cyklu mizeme cyklicky otocit a dostaneme stejnou
permutaci:

(r1 29 .. wp) = (22 ... T 1) == (T) 1 T2 ... T_1)

Jak najit pro danou permutaci 7 rozklad na nezavislé cykly aniz bychom kreslili
obrazek? Zvolime libovolny vychozi prvek z; a podivame se na jeho obraz xo =
m(x1), pak se podivime na jeho obraz x3 = m(xs), atd. KdyZz poprvé narazime
na prvek, ktery se jiz vyskytl, tj. xx+1 = z; pro néjaké i < k, pak nutné i = 1,
jinak by 7 zobrazovala dva rtzné prvky x;_; a xp na stejny prvek x;. Takze mame
m(zk) = x1 a mizeme cyklus uzaviit. Pokud jsou v mnoziné X jesté jiné prvky,
vybereme kterykoliv z nich a nalezneme dalsi cykly. Tyto cykly musi byt nezévislé,
jinak bychom opét méli dva prvky, které se zobrazi do stejného prvku, a zobrazeni
7 by nebylo prosté. Naznacili jsme dikaz, ze rozklad na nezavislé cykly je mozny.
Poradi sklddani nezdvislych cyklii mizeme libovolné ménit (na rozdil od obecnych
cyklll) a az na tuto skuteénost je rozklad jednoznaény. Detaily si rozmyslete jako
cviceni.

Tvrzeni 6.3. KaZdou permutaci na koneéné mnoziné X lze zapsat jako sloZeni
nezdvislych cykli. Tento zdpis je jednoznacny aZ na potadi cykli (a cykly délky 1).

Priklad 6.4. Podle ndvodu rozloZime nasi permutaci 7 na nezavislé cykly. Za¢neme
napftiklad s prvkem 1. Jeho obraz je m(1) = 7, obraz 7 je 7w(7) = 3 a obraz 3 je
7m(3) = 1. Nalezli jsme prvni cyklus (1 7 3). Nyni vezmeme néjaky prvek, ktery se
doposud neobjevil, tieba 2. Spocitdme 7(2) = 6, 7(6) = 4, w(4) = 8, m(8) = 2
a nalezli jsme dalsi cyklus (2 6 4 8). Zbyvé prvek 5, ktery je pevngm bodem, tj.
m(5) = 5, coz muzeme zapsat cyklem (5) délky 1 (to je identickd permutace),
chceme-li tento fakt zdiraznit. Celkové tedy mame

T=(173)(2648) .
Poradi skladani mizeme diky nezavislosti prohodit a rovnéz mtizeme v tomto zapisu
cyklicky otacet prvky v zavorkach, protoze tim vznikaji pouze riuzné zapisy stejné
permutace. Takze napfiklad také

T=(6482)(317) .

Cyklickym zdpisem rozumime rozumime zapis pomoci nezavislych cykla s vyzna-
¢enymi pevnymi body, naptiklad

m=(173)(2648)(5) .



122 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Pokud pevné body neuvadime, hovorime o redukovaném cyklickém zdpisu.
Cyklicky (nebo redukovany cyklicky) zapis je vétSinou daleko vyhodnéjsi nez
zapis tabulkou, protoze 1épe vidime, co permutace ,déla“. Zapis tabulkou budeme
dale pouzivat jen ziidka.
Na prikladu si rozmyslime, jak permutace invertovat a skladat v cyklickém za-
pisu.
Priklad 6.5. Inverzni permutace prifadi kazdému prvku jeho vzor. Pro permutaci
7= (173)(26 4 8) je naptiklad 7 ~1(3) = 7, protoze 7(7) = 3. Stadi tedy pievratit
poradi prvku v cyklu. Na obrazku bychom oto¢ili smér Sipek.

7 t=(137)(2846)

Na tomto misté si rovnéz uvédomme, ze inverzni permutace k transpozici je tataz

transpozice.
@) =G0 (=G))
Vypoéitame sloZeni permutace m a permutace p = (1 7 4 6)(2 8)(3 5):
pr=(1746)(28)(35)(173)(2648)=(142)(375)

Cyklovy zapis tvofime jako pro samotnou permutaci: vyjdeme z libovolného prvku,
podivame se, kam ho slozend permutace zobrazi a takto pokracujeme. Vysli jsme
z prvku 1, permutace 7 ho zobrazi na 3 a permutace p prvek 3 zobrazi na 5, takze
sloZena permutace pr zobrazi prvek 1 na prvek 5, tj. za 1 napiseme éslo 5. Cislo 5
permutace m zobrazi na 5 a permutace p zobrazi ¢islo 5 na 3, takze piseme 3, atd.

Jesté jednou pfipomenme, Ze skladani komutativni neni (ale tfeba nezavislé cykly
spolu komutuji). Slozenim p a 7 vyjde permutace

mp=(135)(678),
coz je jina permutace nez wp. M4 ale stejnou strukturu — ma stejné jako pm jeden

dva cykly délky 3. To neni ndhoda, viz cviceni.
Kazdy cyklus lze zapsat jako slozeni transpozic, naptiklad

(1 xo ... zk) = (1 22)(w2 3) ... (TR—1 Tk)
nebo

(1 xo ... z) = (1 2k) ... (21 23)(T1 X2) -
Ovéite obé& rovnosti! Protoze kazda permutace je slozenim cykla (dokonce nezavis-
Iych), mizeme kazdou permutaci napsat jako sloZeni transpozic. Dokazali jsme

Tvrzeni 6.6. KaZdd permutace na konecné mnoziné je sloZenim transpozic.

Tvrzeni vlastné tika, Ze jakkoliv promichdme prvky mnoziny, 1ze ptivodni uspora-
déani dostat postupnym prohazovanim dvojic. Zapis permutace jako slozeni trans-
pozic neni samoziejmeé jednoznacny, napiiklad

(123)=(13)(12)=(12)(23)=(12)(23)(12)(12)=(12)(13)(23)(12)=...

6.2.2. Znaménko. 1 kdyz kazdou permutaci mizeme zapsat jako slozeni transpozic
munoha zptlisoby, parita po¢tu transpozic (tj. zda je pocet sudy nebo lichy) se neméni.
K dikazu tohoto tvrzeni si nejdiiv vSimneme jak se méni pocet cykld v cyklovém
zapisu pfi slozeni s transpozici. V néasledujicim tvrzeni poc¢itame i cykly délky jedna.

Tvrzeni 6.7. Necht X je koneénd mnozina, 7 € Sx a (z y) € Sx. Pak pocet cykli
v permutaci (x y)m a 7 se lisi o 1 a pocet sudych cykli v permutaci (x y)m a 7 se
rovneéz lisi o 1.
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Dikaz. Rozebereme dva pripady. Nejprve predpokladejme, ze x a y lezi ve stejném
cyklu (x =21 23 ... Tx Yy =y1 Y2 ... y;) permutace 7. Pak

(zyyr=(xy)...(xx2 ... 2 yy2 ... Y)...=...(xx2 ... 2e)(Y Y2 - Y1) ,

kde ostatni cykly permutace 7w zlistanou beze zmény. Pocet cyklt se v tomto pripadé
zvy$i o 1. Rozborem piipadi dostaneme druhou ¢ast tvrzeni (napiiklad pokud kil
je sudé, pak se pocet sudych cykli zvétsi o jedna, pokud £ je sudé a [ je liché, pak
se pocet sudych cyklu také zvétsi o jedna, atd.).

Pokud jsou prvky x a y v rtiznych cyklech (z = x1 2o ... k), (Y =y1 Y2 --- Y1),
pak

(zyyr=(xy)... (a2 ... 2)(Yyy2 ... y)...=...(x T2 ... TLYY2 -+ Y1)+ ,

takze se pocet cykld snizi o 1. Druhou ¢ast ziskdme opét rozborem ptipadi. ([l

Disledkem je, Ze parita poc¢tu transpozic je stejna v libovolném zépisu permutace
jako slozeni transpozic. Tuto paritu navic pozname podle poctu cykli sudé délky v
cyklickém zapisu permutace.

Disledek 6.8. Pro libovolnou permutaci m na koneéné mnozZiné X nastane jedna
z ndsledugicich moznosti:

(1) Kazdy zdpis © jako sloZeni transpozic obsahuje sudy pocet transpozic. To
nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém
zapisu permutace T je sudy.

(2) KaZdy zdpis 7 jako sloZeni transpozic obsahugje lichy podet transpozic. To
nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém
zdpisu permutace  je lichy.

Dikaz. Je-li 7 slozenim transpozic p1ps . . . px, pak nékolikanasobnou aplikaci pred-
choziho tvrzeni dostaneme, ze parita poctu cykla sudé délky v permutaci 7 je rovna
parité k: Pocet cyklt sudé délky v permutaci py je lichy (jeden cyklus délky 2), v
permutaci pg—1px je sudy, atd. O
Tento dlisledek ndm umoziuje zavést znaménko permutace.
Definice 6.9. Permutace 7 na konecné mnoziné X se nazyva sudd, pokud nastane
moznost (1) v disledku 6.8. Rovnéz fikame, Ze znaménko  je 1 a piSeme sgn(w) = 1.
V opacéném piipadé je 7 lichd, mé znaménko —1 a definujeme sgn(w) = —1.
Znaménko snadno vypocteme z (redukovaného) cyklického zapisu. Staci spocitat
pocet cykla sudé délky. Znaménko lze také urcit podle poc¢tu vSech cykla v cyklickém
zapisu, viz cviceni.
Piiklad 6.10.
sgn((1234)(567)(89)(1011)) = -1
protoze ma permutace v cyklickém zapisu 3 cykly sudé délky.
Znaménko inverzni permutace a slozené permutace je uré¢ené znaménkem puvod-
nich permutaci.
Tvrzeni 6.11. Necht X je koneénd mnozina a 7,p € Sx. Pak plati
(1) sgn(idx) =1,
(2) sgn(r~1) =sgn(n) a
(3) sgn(mwp) = sgn(m)sgn(p).
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Diikaz.

(1) Identickd permutace ma 0 cykli sudé délky.
(2) Inverzni permutace mé stejny pocet cykla sudé délky.
(3) Pokud  lze zapsat jako slozeni k transpozic, tj. sgn(m) = (—1)*, a p

lze zapsat jako sloZeni [ transpozic, tj. sgn(p) = (—1)!, pak 7p lze za-
psat jako slozeni k + [ transpozic, tj. sgn(mp) = (—=1)F* = (=1)F(-1)! =
sgn(m) sgn(p).

([l

Slovy, identickd permutace je sudé, inverzni permutace k sudé (resp. liché) je sudd
(resp. lichd), sloZzenim dvou sudych nebo dvou lichych permutaci je sudd permutace
a slozenim liché a sudé permutace v libovolném poradi je lichd permutace.

Priklad 6.12. Ve hie , 15 mame ¢tvercovou krabicku se 4 x 4 policky, v niz jsou
kosticky ¢islované 1 az 15 a jedno prazdné policko, pomoci néhoz jdou kosticky
vodorovné nebo svisle presouvat. Ukazeme, Ze zékladni pozici na obrazku vlevo
nelze ziskat z pozice na obrazku vpravo.

4

12

5 6 || 7| 8 5 || 6 7[8]

13 || 14 || 15 13 || 15 || 14

OBRAZEK 8. Hra 15

Mista v krabicce si ocislujeme podle zakladni pozice. Misto vpravo dole o¢islu-
jeme 16. Libovolnou pozici zapiSeme pomoci permutace m € Sig tak, Ze definujeme
m(i) = j, pokud se na misté ¢ naléza kosticka s ¢islem j. Jeden tah je vlastné proho-
zenim umisténi prazdného poli¢ka a néjaké kosticky i € {1,2,...,15}. Nova pozice
tedy odpovidd permutaci (16 ).

Budeme si vSimat parity permutace 7 a parity pozice prazdného policka. Na
zac¢atku vyjdeme z pozice odpovidajici liché permutaci (14 15) a prazdné policko
je na sudém misté 16. Po provedeni jednoho tahu permutace m zméni paritu a
rovnéz se zméni parita pozice prazdného policka, protoze suda mista sousedi pouze
s lichymi a naopak. Z toho plyne, ze

e po provedeni sudého poc¢tu tahi bude 7 lichd a prazdné policko bude na
sudém misté;

e po provedeni lichého poc¢tu tahd bude 7 suda a prazdné policko bude na
lichém misté.

Ani v jednom z obou pfipadi nemuiZzeme ziskat zakladni pozici, pro kterou je per-

mutace 7 sudéd (je to identickd permutace) a prazdné policko je na sudém misté
(16).
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6.2.3. Pocet permutaci. Jak jiz asi vite, poCet permutaci na n-prvkové mnoziné
X = {x1,z2,...,2,} je nl. Mame totiz n moznosti, kam zobrazit =i, pak n — 1
moznosti, kam zobrazit x2, atd. Dohromady n(n —1)...1 =nl.

Pocet lichych permutaci spocitame z nasledujiciho pozorovani, které také pouzi-
jeme pro dukazy tvrzeni o determinantech.

Tvrzeni 6.13. Necht X je koneénd mnozina a m € Sx. Pak plati:

(1) Soubor (p=* : p € Sx), soubor (mp : p € Sx) i soubor (pm : p € Sx)
obsahuje kazZdou permutaci v Sx prdavé jednou.

(2) Pokud 7 je lichd, pak soubor (mp : p € Sx,sgn(p) = 1) i soubor (pm: p €
Sx,sgn(p) = 1) obsahuje pouze liché permutace v Sx , kazdou prdvé jednou.

Diikaz. Rovnice 0 = p~! ma pro dané o praveé jedno feseni p = o~ !. (Rozmyslete si

podrobné toto i dalsi tvrzeni pouzitd v tomto dikazu. Zdivodnéni je podobné jako
v tvrzeni 3.3 o vlastnostech téles.) To znamend, Ze kazdou permutaci o lze zapsat
ve tvaru p~! pravé jednim zptisobem, tj. soubor (p~! : p € Sx) obsahuje kazdou
permutaci v Sx pravé jednou.

Rovnice o = mp m4 pro dané o a 7 pravé jedno feseni p = 7~ 'o. Z toho plyne,
Ze v souboru (mp : p € Sx) je kazd4 permutace pravé jednou. Podobné pro tfeti
soubor v ¢asti (1). Pokud jsou permutace o a 7 liché, pak p = 7~ 1o je sud4, protoze
sgn(m~lo) = sgn(n~!)sgn(o) = sgn(r)sgn(o) = (—=1)(=1) = 1 (viz tvrzeni 6.11).
Kazdou lichou permutaci 1ze tedy zapsat ve tvaru mp, kde p je suda, pravé jednim
zpusobem. Navic wp je licha, pokud 7 je licha a p je suda. Z toho plyne prvni ¢ast
bodu (2). Druhé ¢éast se dokdze podobné. O

Tvrzeni muzeme formulovat v jazyku zobrazeni. Naptiklad druha ¢ast tvrzeni v
bodé (1) tikd, Ze zobrazeni f : Sx — Sx definované f(p) = mp je bijekce. Prvni
¢4st bodu (2) tika, ze je-li  lich4, pak zobrazeni f definované stejnym predpisem je
bijekci z mnoziny vsech sudych permutaci v Sx na mnozinu vsech lichych permutaci
v Sx.

Disledkem je, ze pocet lichych permutaci na n-prvkové mnoziné X je stejny jako
pocet sudych permutaci na X, kdykoliv na X néjaka lichd permutace existuje, tj.
v ptipadé n > 1. Pro n > 1 je tedy pocet lichych i sudych permutaci n!/2.

6.3. Definice determinantu a zakladni vlastnosti. Pfipomeiime, Ze determi-
nant realné ¢tvercové matice A = (u|v|w) fddu 3 urcuje, jak zobrazeni f4 méni
objem a orientaci. Jeho absolutni hodnota je rovna objemu rovnobéznosténu o stra-
nach u, v, w. Odvodili jsme vzorec

air a2 as
det a21 Q22 423 =
asy asz2 a3z

= 011022033 + 021032013 + 431012023 — G11G32023 — (31022013 — (21012033 -

Kazdy ¢len souctu je soucin tfech prvkl ariai2a.m,3, kde k, [, m jsou navzajem rizné,
a znaménko udava orientaci trojice vektori (eg, e;, e,,). Kazdy ¢len lze tedy zapsat
jako ar(1)1x(2)2ax(3)3, kde T € S3 je permutace 7(1) = k, 7(2) = [, 7(3) = m a
vsimnéte si, ze znaménko c¢lenu je rovno znaménku permutace 7. To geometricky
odpovida tomu, ze prohodime-li dva vektory kanonické béaze, orientace se zméni.
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6.3.1. Definice. Podobné definujeme determinant libovolné ¢tvercové matice nad
libovolnym télesem.

Definice 6.14. Je-li A = (a;;) ¢tvercova matice nad télesem T fadu n, pak defi-
nujeme determinant matice A predpisem

det (A) = Z sgn(m)ar(1),10x(2),2 - - - Ar(n),n -
TESy

Determinant tedy pfifadi ¢tvercové matici nad T prvek télesa T. Soucet ma
n! ¢lentd, jeden pro kazdou permutaci # € S,. S¢itanec odpovidajici permutaci
7 je sou¢inem n prvkii matice, z kazdého sloupce 7 obsahuje soucin prvek a(; ;,
znaménko s¢itance je rovné znaménku permutace 7. (Pro piehlednost oddélujeme
indexy prvki matice ¢drkou.)

Pro determinant matice A se také uziva znaceni |A].

Piiklad 6.15. V pfipadé n = 2 médme dvé permutace v So — identickou permutaci
a transpozici (1 2). Identickd permutace je sudd a odpovidajici séitanec je ajjass,
transpozice je lichd a odpovidajici sCitanec je —asjaie. Dostavame stejny vzorec
jako dfive:

det (@11 @12 ) _ | ann 412 = @11092 — (21012
az1 22 d21 Q22
OBRAZEK (diagonaly)
Napiiklad
cos(a) —sin(a)

= cos?(a) +sin®(a) =1 ,

sin(a)  cos(w)
coZ neni prekvapivé, protoZe rotace o a neméni ani obsah ani orientaci.

(Pfi zdpisu determinantu pomoci svislych ¢ar vynechdvame kulaté zavorky.)

Piiklad 6.16. V piipadé n = 3 mame Sest permutaci v S3 — identické permutace
a trojcykly jsou sudé, transpozice jsou liché. Odpovidajici séitanci jsou:

™

id 11022033
(1 2 3) a210a320Q13
(1 3 2) a31a120923
(23) —a11a32023
(13) —a31022013
(12) —@21012033

a opét dostavame vzorec odvozeny vyse. Mnemotechnickou pomiickou je tzv. Sarru-
sovo pravidlo na obrazku.

Pocitat matice z definice neni vhodné uz pro matice fadu 3, je lepsi vyuzit jiné
metody. Sarrusovo pravidlo tedy nebudeme pouzivat. V pfipadé n = 4 ma jiz vyraz
24 ¢lent (vypiste je jako cvifeni) a definice je pro vypodlet jiz zcela nevhodna.
Vsimnéte si, Zze pravidlo podobné Sarrusovu pro matice radu n > 3 neplati.

6.3.2. Zakladni vlastnosti. Pro horni trojihelnikové matice vypocitdme determi-
nant jako soucin prvki na diagonale.

Tvrzeni 6.17. Je-li A horni trojuhelnikovd matice, pak det (A) = a11a22 ... Gnp.
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» —a31022013

» —0110320G23

» —@21012033
+aizazzazz id
+agiaspaiz (13 2)
“+as1a12a23 (1 2 3)

13)
2 3)
12)

ay; Qi 013
a1 @22 G323
asi g3 643
axi ' (142‘ @13

o o~ o~

a1  Aa22 G23

OBRAZEK 9. Sarrusovo pravidlo

Driikaz. Podivejme se na jeden sc¢itanec sgn(m)anr(1),10x(2),2 - - - @r(n),n v definici de-
terminantu. Pokud je jeden z ¢initelti v tomto soucinu nulovy, cely séitanec je roven
nule a muzeme jej ignorovat. Prvni sloupec matice A je cely nulovy, aZz na hodnotu
ai1, kterd miize byt nenulova. Pokud tedy 7(1) > 1, pak ar(1),;1 = 0 a scitanec je
nulovy. Predpokladejme proto w(1) = 1. Podobné, pokud 7(2) > 2 miZzeme na séi-
tanec zapomenout, protoze a,(z),2 = 0. TakZe miZeme predpokladat m(2) < 2. Ale
7(2) nemize byt 1, protoZe mame (1) = 1 a 7w je prosté zobrazeni, ¢ili 7(2) = 2.

Postupné dostavame 7(3) = 3, 7(4) =4, ..., m(n) = n.
Jediny mozné nenulovy séitanec tedy odpovidéa identické permutaci, ta je suda,
takze det A = a11a22 ...0pnp- O

Pro matice 2 x 2 nad R je geometrické vysvétleni na obrazku ?7. Rovnobéznik o
stranach (a11,0)7, (a21,a22)” ma stejny obsah jako obdélnik o stranach (a;;,0)? a
(0, a22)T, protoze oba rovnobé&zniky maji stejnou vysku. Také maji stejnou orientaci.

OBRAZEK

Podobné bychom mohli dokézat, Ze determinant dolni trojihelnikové matice je
sou¢in prvka na diagonale. Délat to ale nebudeme, dokazem obecnéji, ze determi-
nant se nezméni transponovanim.

Tvrzeni 6.18. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati det (A) = det (A”).

Drikaz. Scitanec v definici det (AT) odpovidajici permutaci 7 je

sgn(m)a1,x(1)02,7(2) - - - An,me(n) -

Soucin lze preusporadat na

sgn(w)a,r-l(l)’laﬂq(g)’g . aﬂ—l(n))n s
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protoze 7~ !(i)-ty ¢initel v pivodnim soucinu je roven Q=1 (i) m(n=1(3)) = Qm—1(i),i-
Tento Cinitel jsme pfesunuli na i-té misto. Mame

det (AT) = Z Sgn(ﬂ—)al,ﬂ'(l)a’Q,ﬂ'(2) ce an,ﬂ'(n)

TESy

= Z Sgn(ﬂ—)aﬂ'*l(l),lawflﬁ)ﬁ <o Qr=1(n)n
TESy

= Z sgn(ﬂ'*l)aﬂﬂ(l)’laﬂq(2)’2 co Qr=1(n)n
TESR

= Z Sgn(p)ap(l),lap(2),2 <2 Qp(n),n

€S, p=n—1

= Z Sgn(p)ap(l),lap(g),g e ap(n)m = det (A)
pPESy

Ve tiet{ tipravé jsme pouzili vztah sgn(m~1) = sgn(m) (viz tvrzeni 6.11) a v paté
Upravé jsme zacali scitat pres inverzy permutaci, coz vysledek nezméni, protoze
soubor (7! : © € S,) obsahuje viechny permutace v S,, pravé jednou (viz tvr-
zeni 6.13). O

Dokéazané tvrzeni jinymi slovy fika, ze

det (A) = Z Sgn(ﬂ-)a17‘n’(1)a‘2,ﬂ(2) <o Qp ()
TESy

coz je trochu tradi¢néjsi verze definice.

Tvrzeni se hodi se k tomu, ze véty, které dokazeme pro fadky, budeme moci
pouzit i pro sloupce.

Ted dokazeme vlastnosti determinantu pouZité pii odvozeni vzorct v dimenzi 2
a 3 nad R, jsou to body (1) a (2) v nésledujicim tvrzeni. Zaroveni spocitame, jak se
méni determinant pfi elementérnich sloupcovych tpravach, to jsou body (2), (3) a

(4).

Tvrzeni 6.19. Necht T je téleso, n € N, i,5 € {1,2,...,n}, i £ j, u, vi, va, ...,
v, €T, t €T ap€S,. Pak plati.

(1) det (vi|val|...|vic1] vi+u |[vig1] ... |Va)
=det (vi|...|Vie1| Vi [Vig1]...|vn) +det (vi]...|vic1] @ |Viga] .. |VR)
(2) det (vi|val...|vic1] tvi [Vig1] ... |vn) =t det (vi|va]...|vy)
(3) det (vo1)|Vp@)l- - - [Vpm)) = sgn(p) det (vi|va|...|vy)
(4) det (Vl‘V2| .o |Vi—1|vi + th|Vi+1| PN |Vn) = det (V1|V2| ‘e ‘Vn)

Diikaz. Oznacime A = (a;;) = (v1|va|...|vy), ¢ili a;; je i-ta slozka vektoru v;.
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(1) Oznac¢ime-li u = (by, b, ...,b,), plati
det (vi|val|...|vi—i| vi+u [vig1] ... |vn)

= Z Sgn(ﬁ)aﬂ(l),law(z),z cee aﬂ'(i—l),i—l(afr(i),i + bﬂ'(i))aﬂ(i+1),i+1 - Qr(n)n
TES

= Z (sgn(TM)ar(1),107(2),2 - - - Are(n),n+
TESy
+ Sgn(ﬂ)an(l),laﬂ(z)g cee arr(i—1),i—1b7r(i)a7r(i+1),i+l cee aﬂ'(n),n)

= Z Sgn(ﬁ)aﬂ(n,mw(z)z -+ Qr(n),n
TES)

+ Z SEN(T)Ar(1),107(2),2 - - - O (i—1),i—10r (i) B (i41),i41 - - - Ore(n)on
TES,

=det (vi|...|vic1| Vi [Vig1| .- |va) +det (vi|. .. |vici| w |[Vigr] - Vi)

V upravach jsme roznasobili zavorku a rozdélili sumu na dvé ¢asti.
(2) K dtikazu tohoto bodu sta¢i vytknout ¢ pred sumu:

det (V1|V2| . ‘Vifl‘ tVi |V7;+1| . |Vn)

= Z Sgn(ﬂ)aﬂ(1),1aw(2),2 . "aﬂ(i—l),i—l(taw(i),i)aﬂ(i+1),i+1 < Qr(n)n

TESy
=t Z Sen(T)ar(1),10x(2),2 - - - Cr(n),n
TES,
=t det (vq|va|...|vn)
(3) Uvédomime si, ze prvek na misté (4,7) v matici (v,q)|[Vp)l- .- [Vom)) je

a;,p(j)- K rozepsani determinantu pouzijeme alternativni definici.
det (Vo) [Vo)| -+ [Vpm)
= Y sen(m)ay p(r(1))92,p(x(2)) - - O p((n))

TES,
= Z Sgn(p) Sgn(p’fr)al,pw(l)aﬂ,pﬂ@) -+ Ay pre(n)
7\'€Sn
=sgn(p) Y 5e0(pT)a1,m(1)d2,pm(2) - - - npr(n)
TESy
= sgn(p) Z SgN(0)a1,0(1)02,6(2) - - - An,o(n)
TES, ,o=pT

= Sgn(p) Z Sgn(a)al,a(l)aﬂ,o(Q) -2 Qn.o(n)
oES,
= sgn(p) det (vi|val]...|vn)
V predposledni tupravé jsme zacali s¢itat pfes permutace o = mp misto
m, coZ vysledek nezméni, protoze soubor (pm : w € S,,) obsahuje vSechny
permutace v .S,, pravé jednou (viz tvrzeni 6.13).
(4) Nejprve dokdzeme pomocné tvrzeni: Determinant matice B = (by;) fadu n,
kterd ma dva sloupce 4, j (i # j) stejné, je nula.
Pro vétsinu téles bychom mohli pouzit pfedchozi bod: Protoze (i,7)
je licha permutace a prohozenim sloupct 7 a j se matice nezméni, plati
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det (B) = —det (B). Bohuzel z toho plyne det (B) = 0 pouze pro télesa
charakteristiky rtizné od 2. Proto obecné musime postupovat jinak. V sumé

det (B) = Z bl_’ﬂ-(l)bgyﬂ-@) ce bn,ﬂ(n)
TES,
k sobé seskupime pro kazdou sudou permutaci 7 s¢itanec odpovidajici w a
séitanec odpovidajici permutaci (i j)w. Toto seskupeni mizeme provést a
vyCerpame jim vSechny s¢itance, protoZe soubor ((i j)m : 7 € S, sgn(w) =
1) obsahuje v8echny liché permutace v S,, pravé jednou (viz tvrzeni 6.13).
Dostaneme

det (B) = > (sen(mbyr@ben) - - boe(m)+
TESy,sgn(m)=1
+sgn((0 ))mb1 n()b2,6 jyn(@) - - On Hmin))
= Z (sgn(m)by x(1)b2,7(2) - - - brw(n)—
TESy,sgn(m)=1
- Sgn(ﬂ—)bl,ﬂ'(l)bQJT(Q) ce bn,ﬂ(n))
=0 ,
kde jsme pouzili sgn((i j)m) = —sgn(w) a fakt, Ze B méa shodny i-ty a j-ty
sloupec.

Tim jsem dokazali pomocné tvrzeni a ditkaz ¢tvrtého bodu snadno do-
kon¢ime uzitim predchozich.

det (vi|vel|...|vic1|vi +tvj|Viga] ... |Vn)

=det (vi|va|...|vy) +det (vi|va|... |Vici| tVj [Viga] ... |Vn)
=det (vi|va|...|vy) +tdet (vi|va|...|Vic1] vj [Vig1] ... |Vn)
=det (vi|va]...|vn)

O

Protoze determinant matice se shoduje s determinantem transponované matice
(tvrzeni 6.18), podobné tvrzeni mizeme formulovat pro Fadky. Bod (2) fikd, zZe
vynasobime-li néktery sloupec (nebo fadek) prvkem ¢ € T, determinant se zvétsi ¢-
krat. Dalsi bod ukazuje, Ze prohodime-li sloupce (fadky) podle néjaké permutace ,
pak determinant nanejvys zméni znaménko, a to v pripadé, ze 7 je licha. Specialné,
pokud prohodime dva sloupce (fadky), determinant zméni znaménko. Posledni bod
mizeme formulovat tak, Ze pfi¢teme-li t-ndsobek nékterého sloupce (resp. fadku) k
jinému sloupci (resp. fadku), determinant se nezméni.

Protoze vime, jak spocitat determinant horni (dolni) trojihelnikové matice (tvr-
zeni 6.17), miizeme k vypocétu determinantu obecné matice pouzit Gaussovu elimi-
naci. Pfitom si mizeme pomoci také sloupcovymi upravami.

Geometricky jsme si jiz zdtvodnili vlastnosti (1) a (2) v piipadé T =R an =
2, 3. Prohozeni dvou sloupcti odpovida zrcadleni podle pfimky nebo roviny, takze
determinant zméni znaménko. To odtvodiiuje (3). Nésledujici obrazek vysvétluje
¢tvrtou vlastnost pro n = 2. Pfi¢teme-li k jednomu z vektorti nasobek druhého,
prislusny rovnobézniky budou mit stejnou jednu ze stran a stejnou vysku na tuto
stranu jako ptivodni rovnobéznik.

OBRAZEK
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Piiklad 6.20. Spocitdme determinant redlné matice

2 4 2
A= 7 -1 4
5 0 -6

V prvnich dvou tpravach vynéasobime pro pohodli posledni sloupec ¢islem 1/2 a
prohodime prvni a tfeti sloupec, abychom dostali na pozici (1,1) prvek 1. Déle
budeme pouzivat uz jen fadkové upravy. V jedné z nich vynasobime druhy fadek
¢islem 1/3. Musime dat pozor na to, Ze prohazovéni a nésobeni determinant méni.
Na nésobeni se miizeme v tomto kontextu divat jako na vytykani inverzniho skalaru
pred determinant.

2 4 2 2 4 1 1 4 2

7T -1 4 | =27 -1 2 |=-2 2 -1 7

5 0 -6 5 0 -3 -3 0 5
1 4 2 1 4 2 1 4 2
=-2-/0 -9 3 |=-2-3-/0 -3 1 |=—-6-1/0 -3 1
0 12 11 0 12 11 0 0 15

=—6-1-(=3)-15 =270

Vypocet budeme umeét provést Sikovnéji pomoci elementarnich tprav kombinova-
nych s rozvojem.

Priklad 6.21. Prohozenim sloupci spocitdme determinant redlné matice.

2 13 5 3 5 1 2
38 0 — 0 -2 8 -3
7 5 0 o |—ee@423)-1 4 4 5 4
4 00 0 0 0 0 4

=sgn((1423))-3-(=2)-5-4=120

Provedli jsme prohozeni sloupct odpovidajici permutaci p = (1 4 2 3) — sloupec
1 jsme presunuli na misto 4, sloupec 4 na misto 2, atd. Tato permutace je liché.
Alternativné bychom postupné mohli prohazovat sloupce po dvou.

6.3.3. Dalst kriterium reqularity. Z tvrzeni 6.19 miizeme odvodit dalsi kriterium pro
regularnost matice: matice je regularni pravé tehdy, kdyz ma nenulovy determinant.
Geometricky to pro realné matice fadu 3 mizeme odtvodnit tak, ze fa nuluje
objemy pravé tehdy, kdyZ obraz fa(R®) je obsazen v né&jaké roviné (tj. zobrazeni
zkolabuje prostor do roviny nebo dokonce pfimky ¢i bodu).

Tvrzeni 6.22. Ctvercovd matice je reguldrni pravé tehdy, kdyz det (A) # 0.

Diikaz. Elementarni radkové tpravy sice determinant méni, ale neméni ,nulovost®
determinantu: prohozenim fadkt determinant zméni znaménko, vynasobenim ne-
nulovym cislem ¢ se determinant zvétsi ¢-krat a pricteni nasobku néjakého radku
k jinému determinant nezméni. Takze oznacime-li B odstupniovany tvar matice A,
pak det (A) = 0 pravé tehdy, kdyz det (B) = 0. Matice B je v hornim trojthelni-
kovém tvaru, takze det (B) je soufinem prvka na diagonéle (tvrzeni 6.17). Tento
soucin je nulovy pravé tehdy, kdyz ma B nulovy fadek, coz se stane pravé tehdy,
kdyz A je singularni podle bodu (5) véty 4.30 charakterizujici reguldrni matice. O
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Implikace zprava doleva zobecriuje fakt dokdzany v dikazu bodu (4), Ze deter-
minant matice, kterd ma dva sloupce stejné, je nulovy.

Obecnéji 1ze hodnost libovolné matice uréit podle determinanti ¢tvercovych pod-
matic.

Definice 6.23. Minorem faddu k matice A rozumime determinant matice vzniklé
z A vybérem k rfadku a k sloupcu.

Priklad 6.24. Jednim ze minort fadu 2 matice

1 2 3 4
A= 5 6 7 8
9 10 11 12

je

6 8
det (B) = det ( 10 12 )
Matice B vznikne z A vybérem fadki 2 a 3 a vybérem sloupci 2 a 4.

Tvrzeni 6.25. Hodnost libovolné matice A je rovna nejvétsimu céislu r takovému,
Ze existuje nenulovy minor matice A vadu r.

Dikaz. Pro odstupnovany tvar se tvrzeni nahlédne snadno a ¢islo r se fadkovymi
apravami neméni. Detaily si rozmyslete jako cviceni. O

Napriklad hodnost matice A je rovna 2 pravé tehdy, kdyz kazdy subdeterminant
fadu 3 je nulovy a existuje nenulovy subdeterminant fadu 2.

6.3.4. Determinant soucinu. Dalsi aplikaci tvrzeni 6.19 je véta o determinantu sou-
¢inu matic. K tomu si nejprve vS§imneme, jaké jsou determinanty elementarnich
matic:

e Matice odpovidajici prohozeni dvou fadktt ma determinant —1, protoze
vznikne z jednotkové matice prohozenim téchto fadkt (mtZzeme pouzit na-
piiklad bod (3) z tvrzeni na jednotkovou matici, nebo pfimo definici).

e Matice odpovidajici vynasobeni néjakého fadku prvkem ¢ € T' ma determi-
nant t, napiiklad podle véty o determinantu horni trojihelnikové matice,
nebo podle bodu (2).

e Matice odpovidajici pficteni t-nédsobku néjakého fadku k jinému ma de-
terminant 1, napiiklad opét podle véty o determinantu horni nebo dolni
trojuhelnikové matice, nebo podle bodu (4).

Z bodt (2),(3),(4) nyni vyplyva, Ze pro libovolnou elementarni matici E a libovol-
nou ¢tvercovou matici B stejného Fadu plati det (EB) = det (E) det (B). Kazda
regularni matice R je soudinem elementarnich matic R = E1F5... E; (podle tvr-
zeni 4.39), takze dostavame
det (RB) =det (E1E> ... ExB) =det (Ey)det (Ey... ExB) = ...
= det (Ey)det (Ez)...det (Eg)det (B) =--- = det (R) det (B)

Tento vztah plati i pro singularni matice R, tedy obecné plati, Ze determinant
soucinu je soucin determinanti.

Véta 6.26 (véta o determinantu soucinu). Pro libovolné matice A, B fddu n nad
stejngm télesem plati det (AB) = det (A) det (B).
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Diikaz. Pro regularni matici A jsme vétu dokazali. Pokud A je singularni, pak AB
je rovnéz singularni. To lze zdtvodnit napfiklad pomoci tvrzeni 5.82 o hodnosti
souinu: rank(AB) < rank(A) < n. Obé strany rovnosti jsou proto rovny nule. [

Véta ma opét nazorny geometricky vyznam. Pro reilné matice fadu t¥i uda-
vaji determinanty matic A, B koeficienty zmény objemu a orientace pro zobrazeni
fa, fe- Matice AB odpovida sloZzenému zobrazeni f4 o fg, jeho koeficient zmény
objemu a orientace je ziejmé souc¢inem téchto koeficientt pro matice A, B. Napfi-
klad, je-li det (A) = 2 a det (B) = 3, zobrazeni fp jakykoliv utvar zvétsi tiikrét a
fa pak jesté dvakrat, takze dohromady se Gtvar zvétsi Sestkrat.

Pro soucdet podobna véta neplati, napiiklad proto, Ze soucéet dvou singulér-
nich matic mtze byt regularni. Pro determinant inverzni matice dostaneme vzorec
z véty o determinantu soucinu.

Dusledek 6.27. Je-li A reguldrni matice, pak det (A™') = det (A"
Dikaz. Podle véty o determinantu soucinu je
1 =det (I) =det (AA™") = det (A)det (A7) ,

z ¢ehoz dostaneme vzorec vydélenim det (A). (Determinant matice A je nenulovy
podle tvrzeni 6.22. ) O

6.3.5. Cramerovo pravidlo. Jako posledni aplikaci zakladnich vlastnosti determi-
nantu dokazeme Cramerovo pravidlo pro feSeni soustav linedrnich rovnic s regularni
matici.

Véta 6.28 (Cramerovo pravidlo). Necht A = (a1]...|a,) je regquldrni matice Tddu
naj€{l,2,...,n}. Pak j-td slozka vektoru reSeni x = (x1,x2,...,2,) soustavy
Ax =D je
_det (Ay)
YT Qe (A)

kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b, tj.
A; = (aj|az|...|aj_1|blajti]...|ayn) .
Diikaz. Vztah Ax = b mizeme zapsat jako
r1a; +xga0 +---+xpa, =b .
Dostavame

det (A;) = det (ailag]. .. |a;j_1|blajt1]...|a,)

n
= det <a1|a2| o] kaak|aj+1| e an>

k=1
= det (a1|a2\ AN |aj_1|xjaj\aj+1| ce |an)
=Ty det (a1|a2| ‘e \aj_1|aj\aj+1| ‘e \an) =Ty det (A) s

kde ve tfeti pravé jsme vyuzili toho, Ze prictenim linedrnim kombinace sloupci
rtiznych od j k sloupci j se determinant nezmeéni (to plyne z bodu (4) v tvrzeni 6.19)
a ve ¢tvrté upravé jsme pouzili (2).

Z toho ihned vidime dokazovany vztah. [
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Cramerovo pravidlo mizeme pouzit pouze pro regularni matice, tj. pro ¢tver-
cové matice s nenulovym determinantem (viz tvrzeni 6.22). SpiSe neZ pro praktické
pocitani se vyuziva ve vypoctech a tivahach, kdy se miize hodit explicitni vzorec
pro néjakou slozku feseni.

Piiklad 6.29. Vypocitame tieti slozku Feseni soustavy Ax = b nad Zs.

1 3 2|0
2 4 1|2
0 2 2|4
Spocitame determinant matice A.
1 3 2 1 3 2 1 3 2
2 4 1|=10 3 2|=|03 2|=2
0 2 2 0 2 2 0 0 4

Matice A je tedy reguldrni a muzeme pouzit Cramerovo pravidlo. Spocitame jesté
determinant matice As.

Treti slozka feseni je

6.4. Rozvoj, adjungovana matice.

Vezmeme-li v definici vSechny ¢leny obsahujici vybrany prvek a;; a vytkneme jej,
v zévorce dostaneme tzv. algebraicky doplnék prvku a;;. Az na znaménko je roven
determinantu matice, kterd vznikne vynechanim fddku a sloupce obsahujici a;;. To
dokazeme ve vété o rozvoji podle sloupce. Nejprve potiebny pojem.

Definice 6.30. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n a i,j € {1,2,...,n}.
Algebraickym dopliikem (téz kofaktorem) prvku a;; matice A rozumime skalar

Ayj = (=1)""7 det (M;;)

kde M;; je matice fadu n — 1, kterd vznikne z A vynechdnim i-tého fadku a j-tého
sloupce.

Definice mé smysl pro matice fadu n > 1. Pro matici fadu 1 definujeme A1, = 1.
Tento pripad je potfeba v nékterych tvrzenich této kapitoly rozebrat zvlast, ale
explicitné na to upozornovat nebudeme.

Priklad 6.31. Algebraickym doplitkem prvku a;s v redlné matici

2 4 7
A= (aij) = 3 -2 —4
5 1 =3

je

Aiz = (~1)™+? — (~1)(=9 - (~20)) = ~11 .

3 —4
5 =3
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Véta 6.32 (o rozvoji podle sloupce). Je-li A c¢tvercovd matice fddu n a j €
{1,2,...,n}, pak

det (4) = ZaiiAij =a1jA1j + agjAsj + -+ anjAn;

i=1

Diikaz. Potiebujeme dokazat, Ze koeficient u a;j, vytkneme-li tento prvek ze vSech
clent, které jej obsahuji, je rovny A;;. Pro pohodlnost zvolime trochu jiny postup
dikazu.

1. krok. Pokud a,, = 1 a vSechny ostatni prvky v n-tém sloupci jsou nulové,
pak det (4) = A,,,.

Plati

det (A) = > sgn(m)ar(1),10pi(2).2 - - - Grr(n)yn
TESy

= Z SEN(T) A (1),10pi(2),2 - - - Are(n),n

TESy,m(n)=n

= Z SEN(T)Ar(1),10pi(2),2 - - - Ar(n—1)n—1 =

TESy,m(n)=n

= (_1)n+n Z Sgn(ﬂ-)a’ﬂ'(l)ﬂapi@)ﬂ <o Qr(n—1),n—1 = Ann .

TESH_1

V druhé upravé jsme vynechali nulové s¢itance, ve tfeti jsme pouzili a,, = 1,
ve &étvrté jsme pouzili (—1)*~ D+ = 1 a skuteénost, e znaménko permutace
m € Sp, pro kterou w(n) = n, je stejné jako znaménko permutace 7 z(Zené na
mnozinu {1,2,...,n — 1} (to plati, protoze tyto dvé permutace maji stejny redu-
kovany cyklicky zépis).

2. krok. Pro libovolné 4, j € {1,2,...,n}, pokud a;; = 1 a vSechny ostatni prvky
v j-tém sloupci jsou nulové, pak det (4) = A;;.

Posuneme-li v matici A fadek i na posledni misto a potom sloupec j na posledni
misto, dostaneme matici B, jejiz determinant je B,,,, podle 1. kroku. Posunuti i-tého
fadku na n-té misto odpovidd permutaci faddkia o = (n (n—1) ... i) a posunuti j-
tého sloupce na n-té misto odpovida permutaci sloupcti p = (n (n—1) ... j). Podle
bodu (3) tvrzeni 6.19 o zméné determinantu pfi permutaci sloupct a analogického
tvrzeni pro fadky mame

det (A) = sgn () sgn(p) det (B) = sgn(0) sgn(p) Bun = (—1) By = Ayj

kde sgn(o)sgn(p) = (—1)"*7 je vidét z toho, ze parita délek cykli o,p je stejna
pravé tehdy, kdyz parita ¢ a j je stejna.
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3. krok. Ozna¢me A = (ay|...|a,). Pomoci 2.kroku a bodi (1) a (2) z tvr-
zeni 6.19 nyni vypocet dokoncéime.

det (A) = det (aj|ag]| ... |a,)
n
= det <31|a2 AN |aj_1| Zaijei |aj+1| e |an>
i=1

n
= Z aij det (a1|a2| . \aj,1| €; |aj+1| . |an)

i=1
n
= Z aij Aij .
i=1
(Rovnéz jsme vyuzili trividlni skutecnosti, ze algebraicky doplnék prvku a;; se ne-
zméni, zménime-li j-ty sloupec.) O
Diky tvrzeni 6.18 o transponovani muizeme provadét rozvoj podle fadku:

det (A) = Z ai;Aij = ainAin + aplio + -+ ainAin

j=1

Priklad 6.33. Provedeme rozvoj podle druhého fadku.

2 4 7
3 -2 —4 |[=3-(-1*2 7 +(=2) - (=1)**2 2 Ty
1 -3 5 -3
5 1 -3
2 4
A) . (_1)\3+2
NS

Vsimnéte si, ze se znaménka v algebraickém dopliku stiidaji, staci tedy urcit prvni.

Rozvoj podle sloupce (fadku) vznikne pouhym pfeskupenim vyrazu z definice
determinantu. Kdybychom provedli rozvoj pro matici fadu n, na vzniklé matice
provedli rozvoj, atd., po n — 1 krocich bychom dostali znovu vyraz z definice de-
terminantu. Pro praktické pocitani se rozvoj hodi v situaci, ze néktery radek nebo
sloupec je skoro cely nulovy, nejlépe, kdyz obsahuje jen jeden nenulovy prvek. Pak
je totiz vétsina séitancd v rozvoji nulovd a nemusime pocitat mensi determinanty.
Efektivni postup je vyeliminovat jeden fadek nebo sloupec, provést rozvoj a pokra-
Covat s jednim mensim determinantem.

Piiklad 6.34. Spocitdme znovu determinant v pfikladu 6.20.

2 4 2 30 0 18
7 -1 4 |=| 7 -1 4 |=(-1)?2* 350 i‘z,‘
5 0 —6 5 0 —6

= —180 — 90 = —-270

V prvni tpravé jsme 4-nasobek druhého fadku pficetli k prvnimu, pak jsme provedli
rozvo]j podle 2. sloupce a zbyly determinant jsme spocitali z definice.
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Priklad 6.35. Vypocitame determinant vétsi matice.

-3 -1 -3 4 -3 2.0 7 0 2
-7 -1 =10 5 -2 -2 0 0 1 3
4 0 6 -4 -1|=| 40 6 -4 -1
5 1 10 -4 5 5 1 10 —4 5
5 3 4 -4 3 ~10 0 -26 8 —12
2 7 0 2 2 7 0 2
| -2 o 1 3] | 0o 0 1 0
4 6 -4 -1| | -4 6 -4 1
—-10 —-26 8 —12 6 —26 8 —36
2 7T 2 2 7 2
=—| 4 6 1|=-|0 20 15
6 —26 —36 0 —47 —42
20 15 4 3
-4~‘_47 Lo | =100 o5 [ =10(168 — 141) = 270,

Nejprve jsme témér vynulovali 2. sloupec eliminaci, uzitim 4. fadku. Potom jsme
determinant rozvinuli podle 2. sloupce, mame jediny nenulovy ¢len se znaménkem
(=1)27* = 1. Déle jsme vyeliminovali 2. fddek (pomoci 3. sloupce). Nasledoval
rozvoj podle 2. fadku, nenulovy ¢len ma znaménko (—1)3+2? = —1, atd.

6.4.1. Adjungovand matice. Rozvoj podle j-tého sloupce probiha tak, Ze vezmeme
prvni prvek v j-tém sloupci, vynisobime znaménkem (—1)’*! a determinantem
matice, kterd vznikne vynechanim prvniho fadku a j-tého sloupce. Pak postupujeme
obdobné s dalsimi prvky v j-tém sloupci a vSechny takové vyrazy secteme. Pokud
yomylem® vzdy vynechavame jiny sloupec k, dostaneme nulovy prvek télesa.

Véta 6.36 (o falesném rozvoji). Je-li A ¢tvercovd matice fddun a j, k € {1,2,...,n},
J # k, pak

n
0= aijAir = ayjA1p + agj Aok + -+ + anjAnk .

i=1
Diikaz. Oznaéme B matici, kterd vznikne nahrazenim k-tého sloupce matice A jejim
j-tym sloupcem. Protoze B mé dva sloupce stejné, je B singularni (mé linedrné
zavislé sloupce, takze mtzeme pouzit bod (3) pozorovéani 5.84), a proto det (B) =
0 podle kritéria v tvrzeni 6.22. Na B pouzijeme rozvoj podle k-tého sloupce a
vyuzijeme toho, Ze B;r = A;i, protoZe algebraicky doplnék prvku b;; na k-tém
sloupci nezavisi.

0 =det (B) = b1pBig + bogBog + - - - + bppBnr = a1 A1k + agj Aok + -+ + anjAnk
|
Z algebraickych dopliikt matice A = (a;;) vytvofime tzv. adjungovanou matici

tak, Ze prvek na misté (4, j) bude algebraicky doplnék prvku aj;. Pozor na zménu
poradi indext.

Definice 6.37. Adjungovanou matici ke ¢tvercové matici A rozumime matici adj (A)
stejného Fadu, kterd ma na misté (i, j) prvek Aj.

Radkovou i sloupcovou verzi vét o rozvoji a falesném rozvoji jde formulovat
maticovym vztahem.
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Véta 6.38. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati
adj(A) A=A adj(A) =det (A) I, .
Specidlné, pokud A je requldrni, pak

-1 _ adj (A)
det (A)

Diikaz. Prvek na misté (i, j) v soucinu adj (4) A je Ai;a1; + Asiaz; + ... Apian;j.
Pokud i = j je vysledkem det A, protoze vyraz je roven rozvoji podle i-tého sloupce.
Pokud i # j je vysledkem 0 podle véty o faleSném rozvoji. Dohromady dostavame
adj (A) A = det (A) I,,. Rovnost A adj(A) = det (A) I,, dostaneme obdobné podle
vét 0 rozvoji a falesném rozvoji podle fadku. O

Véta nam také dava explicitni vyjadreni inverzni matice. Inverzni matici pro
rady 2 a 3 lze jeji pomoci pocitat rychle bez eliminace.

Priklad 6.39. Pro regularni matici A fddu 2 dostavame

ail a2 B aze  —a12
az1 a2 11022 — 120921 —a21 a11

Piiklad 6.40. Spocitdme inverzni matici k redlné matici

-2 1 =3
A= 3 4 =2
0 2 5

Nejdriv spocitame adjungovanou matici.

4 -2 |1 -3 1 -3
2 5 2 5 4 -2
. 3 2| | -2 -3 2 -3
adj (4) = _‘0 5’ ’0 5‘ | 3 —2‘
3 4 2 1 2 1
0 2 0 2 3 4
24 —11 10
—| -15 -10 -13
6 4 -1

Determinant matice A by ted bylo neefektivni poéitat zvI&st. Stadi spoéitat napfi-
klad prvek na misté (3,3) v souéinu A adj (A4).

det (A)=0-10+2-(—13)+5-(—11) = -81.
Vidime, Ze A je regularni a plati

L[ 24 -1 10 —94 11 —10
| 215 —10 —13 | == 15 10 13
81\ 6 4 _—11 8L\ ¢ —4 11
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6.5. Vandermonduv determinant.
Tzv. Vandermondova matice vznika pfi interpolaci polynomem. Budeme hledat
polynom f nad télesem T stupné nejvyse n — 1, tj.

f=ko+kix+ -+ ky12n_1, ko, ki,...kn1 €T,
ktery spliiuje podminky
fla1) = b1, flaz) =b, ..., flan) =an ,

kde a1, as9,...,an,b1,bo,...,b, jsou dané prvky télesa T, pficemz a1, as,...,a, jsou
navzajem ruzné. Pro koeficienty dostdvame soustavu rovnic

1 ay a% N a?_l ki() bl

1 ay a3 ... ay ! k1 by
2 -1

1 ap a; ... ay kn—1 bn,

Matice této soustavy se nazyva Vandermondova matice a jeji determinant Vander-
monduv determinant. Indukci podle n dokdzeme, Ze je roven

1 a; a? ... a;l*l
1 ay a3 ... ay !
V(ar,ag,...,an) =] . . . . = H aj; —a; .
- : . : 1<i<j<n
1 a, a% aZ’l

Z toho mimo jiné vyplyva, ze Vandermondova matice je regularni (za pfedpokladu,
7e ay,as,. .., a, jsou po dvou rizné) a tedy hledany polynom f existuje a je jedno-
zna¢né urceny; nazyva se Lagrangetuv interpola¢ni polynom.

Vzorec snadno ovéfime pro n = 2 (pro n = 1 by vzorec platil, pokud bychom
definovali prazdny soucin jako 1). Pfedpoklddejme n > 2 a ze vzorec plati pro mensi
hodnoty n. Za¢neme tim, ze vyeliminujeme prvni sloupec, tj. (—1)-nésobek prvniho
radku pricteme ke vSem ostatnim, a pak provedeme rozvoj podle prvniho sloupce.

2 n—1 2 n—1
1 a1 af a;y 1 ai aj ?1 .
2 n—1 2 n— n—
1 ay a3 ag 0 ax—ar a3—ay Qg aj
2 n—1 2 2 n—1 n—1
1 a, aj any 0 ap—a1 a; —aj a, ay
as —a; a3 —a? ay b —att
-1 -1
az —ay a3 —a? ay” " —ay
- -1
an—a; a®—ai ... a7 '—al

Vytkneme z prvniho fadku vyraz as — a1, z druhého vyraz az —ao, atd., a vyuzijeme
vzorce

& —db =(c—d)(FTTFFPd FBEP 4 ed R dR Y



140 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

-1 -1
az—ay a3—at ... al”'—a}

as—a1 a3 —a? ... ay '—a}!
an—a; a2 —a? ... a» ' —a??

1 as+ar a%—i—agal—i—a%
1 a3z+a; a§+a3a1+a%

1 a,+aq a%JranalJra%

Daéle pri¢teme (—aj)-nasobek piedposledniho sloupce k poslednimu, ...

= (ag —a1)(ag —a1)...(an —ay)-

n—2 n—3 n—2
Qy 2—|—a2 3a1+---+a1 ,
as”“+ay Car+ - +af”

n—2 n—3 n—2
a, “+a, “ar+---+ag

) (__al)'

nasobek druhého sloupce ke tfetimu, a nakonec (—aq)-nasobek prvniho sloupce ke

druhému.

1 as+ar a%—i—agal—i—a%
1 az3+aq a§+a3a1+a%

1 a,+aq a%—i—anal—i—a%

-2 -3 -2
ay 2—|—a§ 3a1+-~-+a? ,
as”“+ay Car + - +al”

-2 -3 n—2
ap “+ap Car + - +af

-2
1 as+a; a3+asa;+a? ... al 1 ay+a; a3
1 az+ar af+aza+ad ... ag_g 1 az+ar a}
1 a,+a; afL—Fanal—&—a% aﬁ_z 1 a,+a; afl

1 ay a3 ... a372

1 a3 a2 ... ag_2

= . - V(G/Q, . 7a’n>
1 an, d an—2

Vznikne Vandermondtv determinant pro as, as, . .

kon¢it uzitim indukéniho predpokladu.

Viay,...,an) = (a2 —a1)(ag —a1)...(an —a1)V(ag,...,an)
= (ag —ay)(az —a1)...(an —a1) H a; — a; = H a; —a;
2<i<j<n 1<i<j<n

Odvozeny vzorec plati i v pripadé, ze aq, . .

., ap, takze vypoclet mizeme do-

., Gy Mejsou navzajem ruzné, protoze

pak ma Vandermondova matice dva stejné radky, takze jeji determinant je nulovy,

stejné jako vyraz H1§i<j§n a; — a;.

Cviéeni

1. Vypoctéte obsah rovnobézniku urceného vektory u, v podle obrazku 77?.

2. Promyslete si detailné dtikaz tvrzeni 6.3.

3. Najdéte vSechna feSeni rovnic ar = 3, ra = 8 a ary = 3, kde «, 3,7 € S1o0.

a=(15327)(46), B=(239104)(T8), v=(17)(26)45)

4. Dokazte, ze pro libovolné £ € N permutace na kone¢né mnoziné X ma permutace
mprn ' v zapisu pomoci nezavisljch cykli stejny pocet cykli délky k jako permutace p.
Odvodte z toho, Ze stejné tvrzeni plati pro permutace 7p a pm.

5. Ozna¢me k pocet cykli v cyklickém zapisu permutace m € S,, (pocitame i cykly délky

1!). Dokazte, ze sgn(r) = (—1)"*%,



LINEARNI ALGEBRA 141

6. Vypiste z definice vyraz pro determinant matice fadu 4.

7. Najdéte vzorec pro determinant ¢tvercovych matic A = (as;) Fadu n takovych, Ze
ai; = 0 kdykolivi >n+1—j.

8. Necht A je blokové horni trojuhelnikova matice, tj. matice tvaru

A | Az | ... | A
0 | A2 | ... | Aor
A — b
0 0 | Ay
kde Ai1, Asa, ..., Arr jsou Etvercové matice (ne nutné stejného radu). Dokazte, ze det (A) =

det (Au) det (A22) ...det (Am-).
9. Z predchoziho cviceni by se mohlo zdat, Zze determinanty miizeme pocitat blokové. Neni

tomu tak. Naleznéte matici
A= A1 | Are
Aor | Aao

se ¢tvercovymi bloky takovou, Ze det (A) # det (A11) det (A22) — det (A12) det (A21).
10. Dokaite, Ze pro regularni matici A fadu n plati det (adj (A)) = det (4)" "
11. Dokazte tvrzeni 6.25
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7. SKALARNI SOUCIN

Cil.

V abstraktnim vektorovém prostoru nemame metrické pojmy jako délka vektoru
nebo tihel dvou vektort. Tyto pojmy zavedeme priddnim skalarniho soucinu.

7.1. Standardni skalarni souéin v R" a C".

7.1.1. R™. Podivame se nejprve na standardni skalarni soucin - v aritmetickém vek-
torovém prostoru R"™. Pro dva vektory u = (z1,22,...,2,)% , v = (y1,¥2, .-+, Yn)
v R™ je definovan vztahem

u-v=ulv=a1y + 2oy + o+ TpYn -

Pomoci standardniho skaldrniho soud¢inu mtzeme vyjadtit eukleidovskou délku (téz
zvanou normu) vektoru u € R™.

lu| = vu-u .

Délka vektoru u = (71,2, ...,2,)T je podle vzorce

lull = y/a3 + a3+ +a2 |

coz pro n = 2 a n = 3 vidime z Pythagorovy véty (a pro n = 1 mame ||u|| = |21/,
coZ rovnéz souhlasi).

OBRAZEK 10. Eukleidovska norma v R3

Ze standardniho skalarniho souc¢inu mizeme rovnéz urcit tthel o mezi vektory u
a v. Plati totiz
u-v=]|ul|v|cosa .
Presvédéime se o platnosti tohoto vztahu tak, Ze zapomeneme na chvili na ptvodni
definici standardniho skaldrniho sou¢inu, misto toho budeme za definici povazovat
tento vztah a ptvodni vzorec odvodime. Pfi odvozovani budeme pouzivat geomet-
rickou intuici, takze si budeme piedstavovat situaci n = 2 nebo n = 3.
Nejprve si vSimneme, Ze vyraz je symetricky, tedy
u-v=v-u

)

a ze délka vektoru u je rovna

Ju = vau.
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\-eo®

W
OBRAZEK 11. Geometricky vyznam standardniho skaldrniho soucinu

Vyraz ||ul| - ||v| - cosa mizeme chapat jako souéin délky vektoru u a délky
ortogonalni (kolmé) projekce p vektoru v na pfimku (u):

(Symetricky se na vyraz mizeme divat jako na soudin délky v a délky ortogonalni
projekce vektoru u na pfimku (v).)

Z toho muzeme nahlédnout, Ze skalarni soucin je linedrni v prvni proménné, tj.
pro libovolné u, v, w € R™ a t € R plati

(tu)-v=t(u-v), (u+v) - w=u-w+v-w .

OBRAZEK
Ze symetrie nebo podobnym odvozenim ziskdme linearitu v druhé proménné

u-(tv)=t(u-v), u-(v+w)=u-v+u-w.
Vektory kanonické baze jsou na sebe kolmé a maji délku 1, takze
eiej:() (Z?é]), ei-eizl.

7 odvozenych vztahti dostaneme ptivodni vzorec pro skaldrni sou¢in souéin u =
(r1,22,...,2,)T av = (y1,y2,-..,yn)T . Pro prehlednost uvedeme nejprve odvozeni
v pfipadé n = 2.

u-v=(rie; +rze2) - (y1€e1 + yoe2)
= (z1€1) - (y1€1 + y2€2) + (22€2) - (Y1€1 + Y2€2)
(z1€1) - (y1€1) + (z1€1) - (y2€2) + (22€2) - (y1€1) + (22€2) - (Y2€2)
11(er - e1) +xiyz(er - ex) + woyi(ez - e1) + xaya(e2 - €2)

1Y1 + T2y

Obdobné v obecném pfipadé:

u-v= (Z l'iei> . (Z yiei> = Z Z(l'zel) ) (yjej)
i=1 i=1

i=1j=1
n n n
5 E fEiyj(ez' ep) = E TiYi
i=1j=1 =1

Vsimnéte si, Ze odvozeni probihalo podobné jako odvozeni vzorce pro determinant:
Ukézali jsme linearitu ve vsech proménnych a vSimli jsme si, jak skaladrni soucin
(determinant) vypada na kanonické bézi.
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7.1.2. C™. Nad komplexnimi ¢isly je standardni skalarni soucin vektord u = (z1,
Toy ooy )T av = (y1,%2,...,yn)’ definovan trochu jinym vzorcem:

u-v==r1y +Tay2+- - +TplYn ,

kde T znaci ¢islo komplexné sdruzené k x, tj. a + bt = a — bi. Pro realné vektory
tato definice souhlasi s predchozi, protoze komplexni sdruzovani s redlnymi Cisly
nic nedéla.

Vyhodou takové definice je tfeba to, ze skalarni soucin u - u je vzdy kladné
realné cislo (je sou¢tem druhych mocnin absolutnich hodnot slozek), takze délka
definované vztahem u = y/u- u je redlné cislo, které je nulové pravé tehdy, kdyz
u = o. (Pokud bychom definovali skalarni sou¢in bez komplexniho sdruzovéni, vyraz
u - u by nebyl vZdy redlny a byl by roven nule i pro nékteré nenulové vektory.)

V realném pripadé muzeme standardni skalarni soucin definovat maticovym sou-
¢inem u?v. Abychom mohli maticové zapsat standardni skalarni sou¢in nad kom-
plexnimi ¢isly, zavedeme pojem hermitovsky sdruzené matice.

Definice 7.1. Hermitovsky sdruZend matice k matici A = (@i;)mxn je matice A* =
(bji)nxm, kde bj; = @;; pro libovolné indexy ¢ € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n}.

Hermitovsky sdruzenou matici k A tedy dostaneme transponovanim a nahraze-
nim vsech prvki prvky komplexné sdruzenymi. Hermitovské sdruzovani se chova k
ostatnim operacim podobné jako transponovani, viz cviceni.

Priklad 7.2.

1—-2¢ 0

1+2 3 i\ _ :
< 0 3-2 42') U
—1 —44

S timto znacenim muZeme psat
u-v=u'v

Standardni skalarni sou¢in nad komplexnimi ¢isly je stéle linedrni v druhé proménné
aplati (u+v)-w = u-w+v-w, ale neni linedrn{ v prvni proménné a neni symetricky.
Misto toho méme pro u, v, w € C" a t € C vztahy

(tu)-v=tu-v), v-u=u-v .

7.2. Obecny skalarni souc¢in. Obecné definujeme skaldrni soucin jako zobrazeni
prirazujici dvojici vektori skalar, které ma podobné vlastnosti jako standardni ska-
larni soucin. Skalarni souéin vektortt u a v budeme znacit (u|v), znaceni u - v
budeme pouZivat pouze pro standardni skaldrni soucin v R™ nebo C™. Skalarni
soucin se definuje pouze pro vektorové prostory nad télesem R nebo C.

Definice 7.3. Necht V je vektorovy prostor nad R (resp. nad C). Zobrazeni (|) z
V xV do R (resp do C), které dvojici u, v pfifadi skalar (u|v), se nazyva skaldrni
soucin, pokud pro libovolné u,v,w € V a t € R (resp. t € C) plati

(SL1) {tulv) = {ulv), (uftv) = (u]v),
(SL2) (u+vw) = (ujw) +(v|w), (ulv+w) = (u|v) + (uw),
(SCS) 2 ju) = (ulv) a

v
(SP) (u|u) je nezdporné realné éislo, které je nulové pravé tehdy, kdyz u = o.
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Axiomy nejsou nezavislé, napiiklad druhé ¢asti axiomu linearity (SL1) a (SL2)
vyplyvaji ze zbylych axiomt. Z axiomu (SL1) plyne, Ze (ulo) = (o|u) = 0. V
pripadé realnych vektorovych prostori mizeme v axiomech (SL1) a (SCS) vynechat
komplexni sdruzeni.

7.2.1. Priklady.

e Standardni skaldrni sou¢in v R™ (resp. C™") je skaldrnim soucinem v R"
(resp. C™). V8echny vlastnosti se ovéfi snadno z definice.

e Predstavme si R? jako (nekoneény) list papiru a podivejme se na papir z
jiné vzdalenosti a z jiného thlu. Tim se ndm zméni vnimané délky vektoru a
thly mezi nimi. Uvazujme naptiklad situaci, kdy délka vektoru e; ztistane 1,
délka vektoru es bude 2 a vektory e; a e; budou svirat thel 7/3. Zavedeme
skalarni soucin vztahem

(ulv) = (,,délka“u) - (,,délka“v) - cos a,
kde « je thel, ktery sviraji vektory u a v. Z geometrického nahledu vidime,

Ze (|) spliiuje vSechny vlastnosti z definice, takze jde o skaldrni soudin.
Odvodime si vzorec, jak jej spocitat. Mame

(er]ler)=1-1-cos0=1
(ez]e2) =2-2-cos0=4
(er1]lez) =1-2-cos(m/3) =1 = (ez2]e1)

Podobnym vypoctem jako v pfipadé standardniho skaldrniho soucinu zis-
kame vzorec

<( xl ) ’( Y1 ) >:x1y1 (e1]e1) + 1y (€1 |e2) + zays (€3 |e1) + 2oy (€2 |en)

x Y2

[

= x1y1 + T1Y2 + T2y1 +4x0Y2 .

Tento vztah lze maticové zapsat

(D))= (5 0) ()

e Obecnéji. Je-li A ¢tvercova matice nad R (resp. C), pak zobrazeni z R™ X
R™ — R (resp. C" x C™ — C) definované vztahem

(ulv) =u*Av

vzdy spliiuje (SL1) a (SL2) (cvifeni). Vlastnost (SCS) je splnéna pravé
tehdy, kdyz A* = A (cvifeni). V redlném piipadé to znamend, Ze A je syme-
trickd, v komplexnim pfipadé se maticim splitujicim A* = A fikd hermitov-
ské. Hermitovskym maticim, pro které takto definované zobrazeni splituje i
(SP) se ¥ika pozitivné definitni.

Definice 7.4. Hermitovska matice A fadu n se nazyva pozitivné definitni,
pokud u*Au je pro libovolné u € C™ nezdporné reilné ¢islo, které je nulové
prévé kdyz u = o.

Piikladem pozitivné definitnich matic (viz cvifeni) jsou matice typu
A = B*B, kde B je regularni matice fddu n nad R (resp. nad C). Pozdé&ji
ukdZzeme, ze plati i opak, tj. kazda pozitivné definitni matice A je tvaru
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A = B*B, pro regularni matici B. Dokonce kazdy skalarni sou¢in na R" (a
na C™) je tohoto tvaru.

Shrnuti: Je-li A = B*B, pak zobrazeni definované (u|v) = u*Av je
skalarni souéin. Pro A = I,, dostdvame standardni skaldrni soucin. Jako
ukazku jiného konkrétniho ptikladu vezmeme

(1),

1/2 2
tedy
amp=wtn= () (R 8)-(14)

Piislusny skalarni souéin v C2? je dan vztahem

o 1 1 . _ . _
(ulv) = (1?1,952)( 1 4 ) < z; > =T1y1 + Try2 + Tay1 + 472y

kde u = (z1,22)" a v = (y1,72)". Stejny vztah (kde nemusime komplexné

sdruzovat) definuje skaldrni sou¢in v R?, tenty# jako v piedchozim piikladu.
Na prostoru spojitych redlnych (nebo komplexnich) funkei na intervalu

(1,10) je
10
<u|v>:/1 av

skalarni souéin. Obecnéji naptiklad

10
<u|v>:/ uvw
1

kde w je néjaka kladna vahova funkce.
Prostor ¢ je tvofen posloupnostmi (a,)5 ; komplexnich ¢isel splitujicimi

oo
Z lan|? < 0o .
n=1

(Je tieba si rozmyslet, ze tato mnozina tvoii spolu s pfirozenymi operacemi
séitani a nasobeni skaldrem vektorovy prostor. ) Na tomto prostoru je

((@n)nZy [(bn)nzy) = Z@bn .

skalarni soudin.

Dtilezité priklady skalarniho soucinu pochézi z pravdépodobnosti. Vekto-
rovy prostor tvori ndhodné veli¢iny na néjakém pevné zvoleném pravdépo-
dobnostim prostoru. Tzv. kovariance, ktera, zhruba fe¢eno, méfi miru zavis-
losti jedné veli¢iny na druhé, spliuje vsechny vlastnosti skalarniho soucinu
az na implikaci zleva doprava v podmince (SP) — (u|u) mize byt nula i
pro nenulovou veli¢inu u. (Tento drobny technicky nedostatek 1ze odstranit
ztotoznénim veli¢in, jejichz rozdil ma nulovy rozptyl.)
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7.2.2. Norma. Normu vektoru v prostoru se skalarnim soucinem zavedeme stejnym
vztahem jakym jsme vyjadrili eukleidovskou normu (délku) pomoci standardniho
skalarniho soucinu.

Definice 7.5. Necht V je vektorovy prostor se skaldarnim souc¢inem (|). Normou
vektoru v € V rozumime realné cislo
[l = v{alu) .
Vektor u se nazyva jednotkovy, pokud |[ul| = 1.
Definice déva smysl, protoZze vyraz pod odmocninou je podle (SP) vzdy nezé-
porné realné c¢islo. Norma zavisi na skalarnim soucinu, takze kdyz pouzivime sym-

bol normy, musi byt z kontextu jasné, se kterym skalarnim soucinem pracujeme.
Podobné i pro dalsi pojmy jako tithel nebo kolmost, které budou zavedeny pozdéji.

Priklad 7.6.
e Norma vektoru u = (1,1)T v prostoru R? se standardnim skalarnim souci-
nem je |[ul = vuTu = /2. Norma vektoru u v prostoru R? se skalarnim
soucinem

<($1,$2)T }(y1,y2)T> = x1Y1 + T1Y2 + T2y1 + 4T2Y2

je ale ||u]| = /(uu) = V7.
e Norma vektoru (1 +1i,2,3 — 2i)T v prostoru C? se standardnim skalarnim
soucinem je

2 = 2 |-l 2 | =VIRFIPFRPHBR22=V19 .

1+ 1—1 1+1
3—2 3+ 2 3—2

Norma urcend skaldrnim sou¢inem ma nasledujici vlastnosti.

Tvrzeni 7.7. Necht V je vektorovy prostor nad R (resp. C) se skaldrnim soucinem
(1), u,veV ateR (resp. t € C). Pak plati

1) |Ju]| > 0, pricemz ||u|| = 0 prdvé tehdy, kdyZ u = o.

2) [tul] = [t [u].

3) (Rovnobéznikové pravidlo.) |u+ v + [[u — v|[* = 2 |u|* + 2 |v|*.

4) (Polarizacnd identita.) Re (u|v)) = 1(|lu+ v|?=|ju|®>=|v|]*), kde Re (x)
znact redlnou cdst x.

Drikaz.
(1) Snadny disledek (SP).
(2) Pouzitim (SL1) dostavame

ltull = /(tuftu) =/t (ufu) = V]2 (ufu) = [t/ (ufu) = [t [[u] .

(3) Ve vypoctu staéi pouzit (SL2).
2
I

Py

[u+v[®+u=v|*=(u+vjutv)+@-viu-v)
= (ufu) + (ufv) + (viju) + (v|v)
+(ulu) = (ufv) = (vlu) +(v|v)

2 2
=2(ufu) +2(v|v)=2|ul" +2]v|
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(4) Ze (SL2) a (SCS) vypocteme
la+ v = (ufu) + (alv) + (v u) + (v]v) = [[ul* + |v]* + (ulv) + {u]v) .
Protoze = + T = 2Re (), dostavame

2Re ((u|v)) = u+v|* = [[ul* = |[v|* .

Diusledkem (1) a (2) je, ze pro nenulovy vektor u je jeho nasobek
u

([all
jednotkovy vektor. Rikame, ze ﬁ vznikl z u znormovdnim.
Rovnobéznikové pravidlo je ilustrovano na obrazku.

vl

OBRAZEK 12. Rovnobéznikové pravidlo

Polariza¢ni identita vyjadiuje redlnou c¢ast skaldrniho soucinu pouze pomoci
normy. Podobny vztah jde napsat i pro imagindrni ¢ast (pokud pracujeme v pro-
storu nad C), viz cvi¢eni. Skalérni soucin je tedy uréen normou. Rizné dalsi varianty
polariza¢ni identity jsou ve cviCenich.

7.2.3. Cauchyho-Schwarzova nerovnost, ihel. Pro vektory u,v € R? jsme nahlédli,
zeu-v = ||lul| ||v|| cos a. Z toho také vyplyva, Ze absolutni hodnota |u-v| nemize byt
vétsi neZ soucin norem |[ul| |v||, protoze kosinus thlu je vzdy v intervalu (—1,1).

Vztah (u|v) = ||ul| |v|| cos & jde naopak pouzit pro zavedeni thlu mezi dvéma
vektory v libovolném prostoru se skalarnim souc¢inem. Aby byl thel dobie defino-
véan, musime dokazat, Ze obecné plati | (u|v) | < |Jul| ||v||. Tato nerovnost se nazyva
Cauchyho-Schwarzova nerovnost (téz Bunjakovského nerovnost, nebo Cauchyho-
Schwarzova-Bunjakovského nerovnost, apod.) a je asi jednou z nejdilezitéjsich ne-
rovnosti v matematice.

Véta 7.8 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Necht V je vektorovy prostor se ska-
larnim soucinem (|) a u,v € V. Pak plati

[(ulv) | < affv]
pricemZ rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz (u,v) je linedrné zdvisld posloupnost.

Diikaz. Pokud je posloupnost (u,v) linedrné zavisld, pak u = ¢tv nebo v = tu pro
néjaké t € C. V prvnim pripadé je

[alv) | = [viv) [ =[EvIv) =t V]



LINEARNI ALGEBRA 149

lall vl = llevi vl = [ vi®
V pripadé v = tu se rovnost odvodi podobné.
Pfedpoklddejme, ze (u,v) je linedrné nezavisld posloupnost a odvodme ostrou
nerovnost. Diky linedrni nezavislosti pro libovolné ¢ € C plati

0<|u—tv]? .

Zvolime t € C tak, aby platilo (v|u—tv) = 0. Geometricky vyznam v piipadé
standardniho skalarniho sou¢inu v R™ je vyznacen na obrazku: vektor tv je orto-
gondlni projekci vektoru u na (v). Pozdé&ji ddme této intuici pfesny vyznam pro
obecny skalarni soucin.

OBRAZEK 13. K dtikazu Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

Vztah (v |ju—tv) = 0 je ekvivalentni (v |u) — ¢t (v |v) = 0, coZ je ekvivalentni
_ (v[u)
= 2
vl
(Nulou nedélime, protoze vektor je v je nenulovy podle pfedpokladu o linedrni
nezévislosti (u, v).)
Pfi této volbé t dostavame

O<|lu—tv|P=(u—tviu—tv)=(uju—tv) —f(vju—tv) = (uu—tv)

H2 <V |u> ||2 _ <u|v> <u|v> _ ||u||2 _ ‘ (u\v) |2

= (ufu) —t(u|v) = [[ul|” - Tk fufv) =l v]? Ivi?

. . 2 . . y , Co s
Po vynasobeni ||v||“, drobné tpravé a odmocnéni (oba vyrazy, z nichZ se pocita
druhd mocnina jsou kladné) vyjde dokazovana nerovnost:

[(alv)|?
Iv®

0 < Jlul*Iv]]* = | (ulv)

2
0 < uf” -

2 2
[(u|v) |2 < [[ul*[Iv]
[ (ulv) | < flul[][v]]
O
Piiklad 7.9. Pro standardni skaldrni sou¢in v C™ fikd Cauchyho-Schwarzova ne-

rovnost

|ZTy1+Tzya+ - A Tnyn] < V012 + 2224+ |z PV 2+ 22+ |yal? .
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V ptipadé skalarniho sou¢inu na C? daného vzorcem
((z1, z9)T |(y1, yz)T> = 3T1Y1 — 2T1Y2 — 2T2y1 + T2y
dostavame
5T1y1 — 2T1Y2 — 2T2y1 + T2y
< V5|12 — 4Re (Twa) + w22 V/5ly1 2 — 4Re (Tiye) + [y2]> -
Pro prostor spojitych komplexnich funkei na intervalu (1, 10) se skaldrnim souc¢inem
(flg) = fllo fg je nerovnost

’[Ofg‘ < \//Ifl\// g

Dilezitym dusledkem Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti je trojihelnikova nerov-
nost.

Dusledek 7.10 (Trojihelnikova nerovnost). Necht 'V je vektorovy prostor se ska-
larnim soucinem (|) a u,v € V. Pak plati

fut vl <l + V] -
Dikaz.
lu+v|* = (@t vijutv) = (ula) + (uv) + @lv) + (v|v)
= [lul|* + 2Re ((u[v)) + [[v]* < [ul* + 2[ (u|v) [+ [v]®
<l + 2l vl + [VI* = (lall + [Iv])®

Cauchyho-Schwarzovu nerovnost jsme pouzili v pfedposledni tpravé. Vyrazy pod
druhymi mocninami jsou kladné, takze nerovnost plyne odmocnénim. U

Geometricky vyznam je patrny z obrazku.

OBRAZEK 14. Trojihelnikovd nerovnost

Zobrazeni, které vektoru pfiradi skalar, které spliiuje podminky (1) a (2) z tvr-
zeni 7.7 a trojihelnikovou nerovnost, se nazyva norma. Existuje mnoho norem, které
nepochézi ze skalarniho soucinu, napiiklad v R” mame normu ||(z1,z2, ..., 2,)|| =
|z1|+|x2]+ - - -+ |2, |, kterd méFi vzdalenost, kdyZ se miizeme pohybovat pouze pra-
vouhlym smérem (proto se ji nékdy fikd manhattanskd norma). Norma pochézi ze
skalarniho soucinu pravé tehdy, kdyz spliuje rovnobéznikové pravidlo, viz cviceni.

Cauchyho-Schwarzova nerovnost nam umoznuje definovat thel mezi vektory.
Uhel definujeme v p¥ipadé realnych vektorovych prostorti.
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Definice 7.11. Necht V je vektorovy prostor nad R se skaldrnim souéinem (|) a

o #u,v € V. Uhlem mezi vektory u a v rozumime realné &islo o € (0, ) splitujici
ulv
cosa = V)
[al[ vl

Uhel mezi vektory existuje a je uréen jednoznaéné, protoze zlomek je v intervalu
(—1, 1) podle Cauchy-Schwarzovo nerovnosti a funkce cos je bijekci (0, 7) na interval

(=1,1).
Pro libovolny skaldrni souc¢in nad realnymi cisly tedy mame vztah

(ufv) = [[uf [[v|lcosa .
Z tohoto vztahu snadno odvodime kosinovou vétu.

Tvrzeni 7.12 (Kosinova véta). Necht V je vektorovy prostor nad R se skaldrnim
soucinem (|) a 0o #u,v € V. Pak plati

2 2 2
la=v[" = [ul” +[[v[" = 2|luff{v]cos e,

kde « je uhel mezi vektory u a v.

Diikaz.

2
lu—v["=(u-vju-v)=(ufu)-2(ulv)+(v|v)
2 2
= [ufl" +Iv]I" = 2lul[[v]lcos a
O

Nad komplexnimi ¢éisly se tihel definuje jako ¢islo z intervalu (0, 7/2) spliiujici
[{ulv)]

ulflivil

cosa = ale tento pojem nebudeme pouzivat.

7.3. Kolmost.

Ze vztahu (u|v) = ||u| ||v| cos a vidime, Ze (nenulové) vektory sviraji tthel 7/2
pravé tehdy, kdyz je jejich skalarni souc¢in nula. To vede k pfirozené definici kolmosti
vektord.

Definice 7.13. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (|). Vektory
u,v € V nazyvdme kolmé (nebo ortogondlni) a piseme u L v, pokud (u|v) = 0.
Mnozina, nebo posloupnost, M vektort z V' se nazyva ortogondlni, pokud u L v
pro libovolné dva rizné prvky mnoziny (nebo posloupnosti) M.
MnoZina (posloupnost) M se nazyva ortonormdlni, pokud je ortogonalni a kazdy
vektor v M je jednotkovy.

Z vlastnosti (SCS) plyne, Ze ortogonalita nezavisi na pofadi vektort. Z vlastnosti
(SL1) vidime, Ze jsou-li dva vektory kolmé, pak jsou kolmé i jejich libovolné nasobky.
Méame-li ortogonalni mnozinu nenulovych vektortt {vi,va,..., vy}, miZeme z ni
vytvorit ortonormalni mnozinu znormovanim, tj.

{ Vi V2 Vi }
vall™ [lvall” " vl
je ortonormalni.

7 geometrického nahledu v R® vidime, Ze ortogonéalni posloupnost nenulovjch
vektori je linedrné nezavisla. Obecné:

Tvrzeni 7.14. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (|). Ortogo-
ndlni posloupnost nenulovych vektori z 'V je linedrné nezdvisld.
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Dikaz. Je-li (vi,va,...,vE) ortogonédlni posloupnost vektort z V' a plati
a1vi +agve + - +apvip =0 ,

pak skaldrnim vyndsobenim obou stran zleva vektorem v; (i € {1,2,...,k}) a
vyuzitim (SL1), (SL2) a kolmosti dostdvame

V)

(vilarvy +agve + - -+ apvy)

(o
ay (vilvi) +as (vi|va) + -+ ap(vi|vk) =0
0.

a; (vi|vi) =
Protoze vektor v; je nenulovy, plati podle (SP) vaztah (v;|v;) = [[vi[|* > 0, takze
z odvozeného vztahu vyplyva a; = 0. Ukazali jsme, Ze jedina linearni kombinace,

kterd déva nulovy vektor, je trividlni, takZe posloupnost je linedrné nezavisla (viz

bod (2) tvrzeni 5.27). O

Z tvrzeni vyplyva, ze ortogonalni posloupnost n nenulovych vektorti v prostoru
dimenze n je ortogonalni baze, protoze je linedrné nezavisla a linedrné nezavisla
posloupnost n vektort je baze podle bodu (4) v pozorovéani 5.58

Priklad 7.15. V prostoru R™ (nebo C") se standardnim skaldrnim soudinem je
kanonickd baze ortonormalni.

Posloupnost vektort ((1,2,2)7, (=2, —1,2)T) v R?® (nebo C?) je ortogonalni, ale
neni ortonorméalni. Znormovanim dostaneme ortonormaéalni posloupnost

1(1, 2,2)7, 1(f2, -1,2)T
(30227 3c202r)

Tuto posloupnost 1ze doplnit na ortonormalni bazi: posloupnost

1

1 1
2(1,2,97 2 (=2, -1, )T, Z(2,-2.1
(30227 (2127 0. -20)

je ortonormalni, takze je to podle poznamky za tvrzenim ortonormalni baze. Pozdéji
budeme pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu umét kazdou ortogo-
nalni (resp. ortonormélni) posloupnost nenulovych vektort v koneéné generovaném
prostoru doplnit do ortogonéln{ (resp. ortonormalni) baze.

Piiklad 7.16. V prostoru R? se skalarnim souéinem danym

2 1
<(171,£L‘2)T |(y1,y2)> = (1, 22) < 1 1 ) ( ?;; > =2x1y1 + T1Y2 + Tay1 + T2y

(ovéfte, Ze je to skuteéné skaldrni soucin) je posloupnost

1 -1
0 )’ 2
ortogonalni, protoze

((1,0)T|(1,2)T>(1,0)( f } > < _21 ) (2,1)( _21 ) =0,
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tedy tvoii ortogonalni bazi. Spocitdme normy vektori a vytvofime ortonormalni

GO
I )H—w—”)(? 1)(;1)—\/«),1)( L)

Posloupnost
()%= (2)

je tedy ortonormaélni baze.

Pokud si nakreslime tyto dva vektory jako kolmé vektory jednotkové velikosti a
ostatni vektory kreslime v tomto souradném systému, pak délky a thly pfi daném
skalarnim soucinu jsou bézné, eukleidovské délky a thly na obrazku. Tento fakt
dokézeme v tvrzeni 7.21.

Y

2 )
R 4
i A V2
| 7 1
l 7
1 x T

1 =L 1 —1 1
1 7 VA -1 5 o1

Priklad 7.17. V prostoru spojitych funkei na intervalu (—m, 7) se skaldrnim sou-
¢inem

o= [ s

je mnozina {1, sin z, cos x, sin(2x), cos(2z), . . . } ortogondlni. Toto je zékladni fakt v
oboru Fourierovych rad.

Jednoduchym disledkem definice kolmosti je zobecnéni Pythagorovy véty pro
libovolny skalarni soucin:

Tvrzeni 7.18 (Pythagorova véta). Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim
soucinem (|). Jsou-li vektory u,v € V kolmé, pak

2 2 2
[u+v|" = [[ul|” +[v[]" .
Diikaz.
[u+v|*=(u+viu+v)=(uu)+ @)+ vu)+(v|v)

Diky kolmosti jsou prostiedni dva &leny nulové, takze viraz je roven |[ul|® + ||v]*.
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2
V2 L
u
; v
Ju]
A%

Indukci 1ze Pythagorovu vétu zobecnit na libovolny kone¢ny pocet vektoru: Je-li
{Vv1,Va,..., vk} ortogonalni mnozina, pak

v+ va v = vl a4 vl

Zobecnéni této rovnosti na nekoneéné mnoziny vektort se nékdy fika Parsevalova
identita.

7.3.1. Souradnice vektoru vzhledem k ortonormdlni bazi. Vzhledem k ortonormaélni
bazi se soufadnice vektoru pocitaji velmi snadno:

Tvrzeni 7.19. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (|), B =
(Vi,...,vy) jeho ortonormdlni bdze a u € V. Pak

u=(viju)yvi+{(valu)va+---+ (v, [u) v, ,
jJinymi slovy,
[u]p = ((vifu), (valu),... (v u))" .
Diikaz. Oznaéme [u]p = (a1, az,...,a,)T, neboli
u=avy +asvog+---+a,v, .

Podobné jako v ditkazu linearni nezavislosti ortogonalni mnoziny nenulovych vek-
tordl skaldrné vynasobime obé strany zleva vektorem v; a dostaneme

(vilu) = (vi|a1vi + agve + - + apvy)
(vilu) = ar (v |vi) +az (vi|ve) + -+ +ar (vi |vi)
(vilu) =a; (vi|vi) =a; ,
takze a; = (v; |u). O

Souradnicim vzhledem k ortonormélni bazi se nékdy tika Fourierovy koeficienty
vzhledem k této bazi. Obecnéji z dikazu vidime, ze pro ortogonalni B plati

[m32<wmn<wu> wuw)

o, = SN .
vall™ vl [[vnl

Priklad 7.20. Uréime soufadnice vektoru u = (3 + 4,2,i)7 € C? vzhledem k
ortonormalni bazi
1 1 -2 2
B = (Vl,Vg,Vg) = g 21 = -1 = —2
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prostoru C? se standardnim skalarnim skaldrnim soué¢inem.

[u)p = (viu,viu, viu)"

1 3+ 3+t
2 2
T

) 3+
3(2-21) 2

1

_ (;(3 —7i), —g, %(2 + 3@))T .

Skutec¢né
3+1 7 -2 2
1 8 1 1 1
2 =-B3-7)-=| 2« | —=-=| -1 -2+3)-=| -2
. 3BT | 2 33 T3+ 3
) 21 2 1

Vzhledem k ortonormalni bazi prechazi skalarni sou¢in na standardni. Presnéji,
skalarni souc¢in dvou vektoru je roven standardnimu skalarnimu sou¢inu soufadnic
téchto vektort vzhledem k ortonormalni bazi.

Tvrzeni 7.21. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (|), B =
(Vi,Va,...,Vvy) jeho ortonormdini bdze a u,w € V. Pak

*

(uw) = [u]p[w]p .
Diikaz. Oznaéme [u]p = (a1, as,...,a,)7, [W]p = (b1,b2,...,b,)7, tedy
u:a1v1+a2v2+~~+anvn, W:b1V1+b2V2+"'+ann .

Pomoci (SL2), (SL1) a ortonormality postupné dostavame

(ulw) = <Zam— me> =3 (aivilbyvy)
i—1 j=1

i=1 j=1
=33 aibi(vilvy) =Y _aib; = [ulp[wls
i=1 j—1 i=1

O

Tvrzeni ospravedlituje poznamku z piikladu 7.16: Pokud si nakreslime vektory
ortonormélni baze jako jednotkové navzajem kolmé vektory a ostatni vektory kres-
lime v tomto soufadném systému, pak délky a uhly pfi daném skaldrnim soucinu
jsou bézné, eukleidovské délky a uhly na obrazku.

Piiklad 7.22. V prostoru R? se skaldrnim souéinem

T 2 1
<($1,$2)T|(?417y2)> = (21, 2) < 11 ) ( z; ) = 221y1 + 21Y2 + T2y1 + T2y

(5 (0) (%))

je posloupnost
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ortonormalni baze (viz ptiklad 7.16. Uvazujme vektory u = (2,3)T a v = (1,1)T.
Z tvrzeni 7.19 spocteme jejich soufadnice vzhledem k B a pak vypocitame skalarni
soucin podle tvrzeni 7.21.

(o () () - (D)
(GR35 ()

(ulv) = [uls - V] f<73>\f( ) 12

To muzeme ovérit z definice skaldrniho soudinu.

7.3.2. Ortogondlni doplnék. Definici kolmosti rozsifime na mnoziny vektoru.

Definice 7.23. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem (|)av eV, M,N C V.
Rikéme, Ze v je kolmy na M, zapisujeme v L M, pokud v je kolmy na kazdy vektor
z mnoziny M.

Rikame, ze M je kolma na N, zapisujeme M 1 N, pokud kazdy vektor mnoziny
M je kolmy na kazdy vektor mnoziny N.

Pokud M je kolmé na N, pak v jejich priniku mize byt pouze nulovy vektor
(rozmyslete si jako cviceni). Naptiklad tabule neni kolm4 na podlahu, i kdyZ sviraji
thel 7/2 (thel mezi podprostory definujeme pozdéji jako nejvétsi dhel, ktery sviraji
vektory jednotlivych podprostorit). Kolmost se pfenasi na linedrni obal:

Pozorovani 7.24. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem (|) a M,N C V.
Pokud M L N, pak (M) L (N).

Drikaz. Pokud u = Zle a;u;, kde a; jsou skalary au; € M, av = 2221 b;jv;, kde
b; jsou skalary a v; € N, pak z linearity, tj. z vlastnosti (SL1) a (SL2), mame

(ulv) = <Zaluzzbvj>22az (vilv;) =0

=1 j=1

O

Nejvétsi mnozina vektorti kolmé na danou mnozinu M se nazyvéa ortogondlni
doplnék.

Definice 7.25. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem (|) a M C V. Ortogo-
ndlni doplnkem mnoziny M rozumime mnozinu vSech vektori kolmych na kazdy
vektor z M, znaéime ML:

L={veV:vliM}.

Podle definice M je kolma na M+ a M= je nejvétsi takova mnozina. Dalsi
jednoduché vlastnosti:

Pozorovani 7.26. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem (|) a M,N C V.
Pak platt

(1) M+ je podprostor V,

(2) Je-li M C N, pak N* C M+,

(3) M+ = (M),
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Diikaz. Dukaz se provede snadno z definic a pfedchoziho pozorovani. Pfenechame
jej do cviceni. ([
V R? se standardnim skalarnim soucinem je ortogonalni doplnék mnoziny M =

{u, v} dvou linedrné nezavislych vektoru pfimka kolmé na rovinu (u,v). Ortogo-
nalnim doplitkem nenulového vektoru (nebo jeho linedrniho obalu) je rovina.

Priklad 7.27. Uréime ortogonélni doplnék roviny U = ((1,2,5)7,(0,1,1)7)) v
prostoru R? se standardnim skaldrnim sou¢inem. Podle (3) je U+ rovna mnoziné
v8ech vektorti x kolmych na oba generatory, tj. mnoziné vektori, pro které (1,2,5)x =
0a (0,1,1)x = 0. Maticové

(11 )= (2)

Hledame tedy feseni homogenni soustavy s matici, jejiz fadkové vektory jsou gene-

ratory U:
-3
1 1 2 5\ B
U—Ker(011>—< 11 >

V ptikladu jsme vidéli, ze k urceni ortogonalniho doplinku mnoziny vektord M =
{v1,va,...,vi} (nebo podprostoru (M)) v aritmetickém vektorovém prostoru R"
se standardnim skaldrnim soucinem stac¢i napsat vektory vi,vo,..., vy do fadku
matice a vytesit prislusnou homogenni soustavu. Pti standardnim skalarnim sou¢inu
tedy plati

(Im A7)t =Ker A .
To ndm dava nad R dalsi interpretaci feSeni homogenni soustavy rovnic Ax = o
— urc¢ujeme ortogonalni doplnék fadkia matice A. V C" se standardnim skaldrnim
soucCinem je jesté tieba pridat komplexni sdruzovani:

(Im A*)* =Ker A .
Obecnéji, poc¢itame-li vzhledem k ortonormalni bazi, pak skaldrni soucin se chova

jako standardni (viz tvrzeni 7.21), takZze ortogonalni doplnék mnoziny vektort
miizeme spocitat podobné:

Pozorovani 7.28. Necht V je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem
(]), B jeho ortonormdlni bdze, M = {v1,va,...,vi}. Oznacme A matici s fadky
Vil [Vl - -, (V|- Pak

[Mt]p =Ker A .
Drikaz.
(Mg ={[u]p:ul M} ={[up: {vi[u) = (va|u) = = (vi [u) = 0}
={luz: Vilplulp = [val[ulp = - = [Vi]p[u] 5 = 0}

={x:Ax=o0}=Ker A
O

Dulezité netrivialni vlastnosti ortogonalniho doplitku jsou shrnuty v néasledujici
vété o ortogonanim doplinku.

Véta 7.29. Necht' V' je konecné generovany prostor dimenze n se skaldrnim sou-
cinem (|) a W je podprostor V. Pak plati
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(1) dim(W+) =n — dim(W),
2 V=waewi
(3) WHt=w.

Diikaz. V dikazu pouzijeme skutecnost, kterd bude dokazana teprve pozdéji ve
véte 7.43, a to, ze kazdy prostor konecné dimenze ma néjakou ortonormalni bazi B.
Zvolme né&jakou bazi (wy, wa, ..., wy) prostoru W, tj. dim(W) = k.

(1) Ozna¢me A matici s fadky [wi]g, [Wa]B, ..., [Wk]ps. Ortogonalni doplnék
prostoru W vyjadfeny v bazi B je podle pozorovani 7.28 jadrem matice
A. Matice m4 k linedrné nezavislych fadki, takze rank(A) = rank(A) = k.
Podle véty 5.90 o dimenzi jadra a obrazu mame dim(Ker A) =n — k.

(2) Protoze podprostor W je kolmy na W+, jejich prinikem je trivialni pod-
prostor {o}. Podle véty 5.94 o dimenzi sou¢tu a priniku mame

dim(W + W) = dim(W) + dim(W*) —dim(WNW+) =k+n—k—-0=n .

Podprostor dimenze n v prostoru dimenze n je cely prostor (tvrzeni 5.60),
takze W + W+ =V.
(3) Podprostor W je kolmy na W=, takze W je podprostorem (W=)-. Podle
(1) médme dim(W+) = n — k a dim((WH)*) = n — (n — k) = k. Takze
W = (W+)+ opét podle tvrzeni 5.60.
O

Kazdy vektor ve V lze podle (2) vyjadiit jednozna¢né jako soucet vektoru vy
ve W a vektoru vy,. kolmého na W:

V=V +VyL

Definice 7.30. Vektoru vy, fikdme ortogondlni projekce vektoru v na W. Vektor
vy se nazyva kolmice vektoru v na W. (Kolmice je tedy ortogonélni projekce v
na W+.)

/

Dtisledkem Pythagorovy véty je, ze vektor vy je nejlepsi aproximaci vektoru v
v prostoru W:

Tvrzeni 7.31. NechtV je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem (|),
W je podprostor V., v € V. Vektor v — vy (=vy1) md nejmensi mozZnou normu
ze véech vektoru v —w, w € W.
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A4%%

Dikaz. Uvazujme libovolny vektor w € W, w # vy,. NapiSeme si vektor v — w ve
tvaru
v—w=(v-vpy)+Vw —w)=vpL +(viyx —w) .
Vektor vy 1 je kolmy na vy — w protoze je kolmy na oba dva vektory vy a w.
Podle Pythagorovy véty 7.18 je

2 2 2 2
v =wl" = lvw[l" + v = w[" > v |"
O

Predpoklad kone¢né generovanosti V' v bodech (2), (3) véty 7.29 a v pfedchozim
tvrzeni lze nahradit slabsim pfedpokladem, ze W je kone¢né generovany. To ziskdme
jako disledek Gram-Schmidtovy ortogonalizace, viz cviceni.

7.3.3. Prostory urcen€e matict a kolmost. Metody a aplikace hledani nejlepsi apro-
ximace budeme studovat v dalsi éasti. Ted se jesté kritce podivame na vztahy
prostorti urc¢enych matici z hlediska kolmosti a geometricky interpretujeme izomor-
fismus Im AT a Im A.

Uvazujme standardni skalarni sou¢in nad realnymi ¢isly a redlnou matici A typu
m X n.

Vsimli jsme si, 7ze pro standardni skalarni sou¢in nad R mame (Im A7)+ = Ker A.
Podle bodt (3) a (2) z véty 7.29 také plati

(Ker A)t =Im AT | KerA@ImAT =T" |

kde n je pocet sloupcit matice A.

Jadrem linedrniho zobrazeni f4 : R” — R™ je Ker f4 = Ker A. Jeho ztzeni na
libovolny doplnék Ker A, tj. libovolny podprostor U < R™ takovy, ze Ker AU = R™
je izomorfismus U — Im A, viz cvi¢eni. Pro ortogonalni doplnék Ker A, coz je Im AT,
mame izomorfismus Im A” — Im A. Z toho napiiklad vidime, Ze prostory Im AT
a Im A maji stejnou dimenzi, takze ziskdvame v redlném pripadé dalsi dakaz, ze
dimenze sloupcového a fadkového prostoru matice se shoduji (véta 5.78).

Priklad 7.32. Pro matici

1 2 =3
A= 1 -1 2
2 1 -1

mame

Ker fa =KerA={((-1,5,3)"), ImA" =((1,2,-3)",(1,-1,2)T)
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Skutecné Ker A 1 Im AT a Ker A @ Im AT = R3.
Ztzeni f naIm A7 je izomorfismem rovin Im AT alm A = <(1, 1L,2)T, (2,1, 1)T>.
OBRAZEK

Obdobné pro prostory Im A a Ker AT mame vztahy.
(ImA)* =Ker AT, (Ker A7)t =ImA, KerAT @ImA=T" ,

kde m je pocet Tadki matice A.
Nad komplexnimi ¢isly vychazi stejné vztahy, jen je potfeba transponovani na-
hradit komplexnim sdruzovanim.

7.4. Ortogonalni projekce. V této ¢asti se nau¢ime hledat ortogonalni projekci
vektorii na podprostor. Ortogonalni projekce je nejlepsi aproximace vektoru v pod-
prostoru, coz také vyuzijeme na hledani nejlepsich ptibliznych feSeni soustav line-
arnich rovnic.

7.4.1. Ortogondlni projekce na primku. Jednoduchym pfipadem ortogonalni pro-
jekce je projekce na piimku W = (w), w # {o}. Projekce vektoru v je vektor
v = aw, pro ktery je vektor viyy. = v — vy kolmy na w. Z toho dostavame
(Wlv—aw) =0
(Wlv) —a({wl|w) =0

_ wiv)

)

= 2
[[wll
takze ortogonalni projekce vektoru v na W je
_(wlv)

- 2
[[wll

V pripadé, ze je vektor w jednotkovy, se vzorec zjednodusi na

vy = (Wv)w .

OBRAZEK
Vzorec také miizeme v R3 nahlédnout z geometrické interpretace skalarniho sou-
¢inu jako soufinu norem vynéasobeného kosinem tuhlu jimi sevieného. Norma pro-
jekce je kosinus thlu mezi v a w krat norma v, tj.
(wlv)

vl =
[[wll

a projekce je rovna této normé vynasobené znormovanym vektorem w, tj.

(wlv)

v f[wl]

(wilv) w _ (wlv)

Iwl lwll — jjw|?

OBRAZEK
Rovnéz si vS§imnéme souvislosti s vyjadienim vektoru v vzhledem k ortonormalni
bazi (w1, wa, ..., W,) z tvrzeni 7.19:

v=(wi|v)w;+(Wa|V)wa+ -+ (W, |[v)w, .

Séitanec (w; |[v) w; je ortogonalni projekci vektoru v na p¥imku (w;).
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Piiklad 7.33. V R? se standardnim skalarnim souc¢inem je projekce vektoru v =
(71,22, 23)7 na piimku W = (w), kde w = (1,2, 3)7, vektor

T
(17253) T2 1 1
(wlv) 3 1
w = W = T2 2 :ﬂ(zl+2x2+3x3) 2
[[wll 3 3

x|+ 2(E2 + 3.’E3
= ﬂ 2x1 + 4xo + 623
3x1 + 629 + 923

7.4.2. Ortogondlni projekce na obecny podprostor. Nyni odvodime vzorec pro or-
togonalni projekei vektoru v na obecny podprostor W = (wy, ws, ..., w) koneéné
generovaného prostoru V' se skaldrnim soucinem (| ). (Pfedpoklad, ze V je koneéné
generovany mizeme vynechat.)

Vektor vy lezi v prostoru W, takze je linedrni kombinaci generatort:

Viy = a1W1 + a2Wo + - + apwy .

K tomu, aby vy byl ortogonalni projekci v, je nutné a staci, aby vektor vyy. =
v — vy byl kolmy na W.

W = (wi,ws)

V —Vw

VW

Wi

To nastane pravé tehdy (viz pozorovani 7.24), kdyz v — vy je kolmy na kazdy
z vektord wi, wo, ..., wWg. Dostavame

0= (w;|[v—vw)=(W;|V—a1wi —asWz — ... — apWg)
= (w; |v) —a1 (W;|w1) —ag (w; |[Wa) — ... —ag (W; |wg)
Upravou dostaneme pro kazdé i € {1,2,...,k} rovnici

ay (Wi |wyi) +ag (w; [wa) + -+ ag (w; [wy,) = (w; |[v)

Vektor koeficientt (a1, as,...,a;)T € T" je tedy fesenim soustavy rovnic
(wifwi) (wi|wz) ... (wi|wg) | (wi]v)
(Walwi) (walwz) ... (walwy) | (W2lv)
(Wi lwi) (welwz) .. (wi|we) | (wi|v)

Dokéazali jsme:

Tvrzeni 7.34. Necht'V je konecné generovany prostor se skaldrnim soudinem (|),
W1, Wa,..., Wi, v €V, W = (wy,Wa,...,Wi). Ortogondlni projekce vektoru v na
podprostor W je rovnd vektoru

Vi = a1wWi1 + agwa + - + apwy
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kde (a1, as,...,ar)T je (libovolné) Feseni soustavy rovnic s rozsivenou matici
(wilwi) (wilwa) ... (wilwg) | (wi|v)
(Walwi) (walwa) ... (walwi) | (w2|v)
(wi|lwi) (welwz) .o (wi|wi) | (Wi |v)
Matice soustavy z tvrzeni se nazyva Gramova matice vektori wi, wa, ..., W.
Je-li B = (wy,wa,...,wy) linedrné nezavisla, pak (a1, as,...,ax)? jsou soutadnice

vektoru vy € W vzhledem k bazi B. Ty jsou urceny jednoznacné, takze Gramova
matice je reguldrni (detailné si promyslete jako cviceni). Naopak, jsou-li vektory w;
linearné zavislé, pak je Gramova matice singularni.

Determinant Gramovy matice vektora wy, ws, ..., wi € R™ vzhledem ke stan-
dardnimu skalarnimu soucinu je roven druhé mocniné k-rozmérnému objemu rov-
nobéznosténu o stranidch wi,ws, ..., wy. Dikaz pro £ = n nechame jako cviceni,
obecné jej délat nebudeme.

Piiklad 7.35. V prostoru redlnych polynomu stupné nejvyse dva se skaldrnim sou-
¢inem (f |g) = fol fg najdeme nejlepsi aproximaci polynomu z? pomoci linedrniho
polynomu a + bx a chybu této aproximace.

Chceme tedy nalézt ortogonalni projekci vy = a + bz a kolmici vektoru v = 22

na prostor W = (wy,wy) = (1,z). Koeficienty a,b jsou podle tvrzeni FeSenim
soustavy
(fpalen) (o) ) ) (fo f9 >_<} )
(Wawi) (wzlwz) | (walv) Jya fo 3 311

Resenim soustavy dostaneme vektor (a,b)? = (—%, 1)T. Nejlepsi aproximaci vek-
toru v = 22 je tedy

vy = awq + bwy = f%Jrz,
chybovy vektor je

VL :v—vwsz—x—Fé

a velikost chyby je

4 1 1

HVWJ-_\// —£E+ \// m4—2x3+3m2—§x+%
_\/ 1+4 + —\/>
V5 279 6 3 V30

7.4.3. Reseni netesitelné soustavy linedrnich rovnic. Mé&jme soustavu rovnic Ax =
b, kterd nemé feseni. Reknéme, 7ze A = (a;|...|a,) je matice typu m x n nad R
nebo C, typicky m >> n. Takova soustava mize napftiklad vzniknout sestavenim
rovnic z velkého mnozstvi méfeni, ktera jsou zatizend chybami. Chceme nalézt ,.co
nejlepsi“ priblizné feSeni x v tom smyslu, aby skuteénd prava strana Ax byla co
nejblize idedlni pravé strané b, tj. aby norma ||b — Ax|| byla co nejmensi moznd. V
praktickych aplikacich nés bude nejspiSe zajimat eukleidovskd norma na C™ (nebo
R™), proto také fikdme, Ze soustavu Fesime metodou nejmensich ctverci. ZapiSeme-
li Ax jako linedrni kombinaci sloupcii, mizeme se na tento problém podivat tak,
Ze hleddme x = (x1,...,2,), aby z1a; + zoas + - - - + x,a, byl co nejbliZe vektoru
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Y
/
S ,,
/ //
771 //
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3
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1
2
1
R 4
1\ 1 1 3 1 z
-3/ 1 3z 1 1 13
I T

b. Podle tvrzeni 7.31 (kde V =T™, W =Im A, v = b) je Ax ortogonélni projekce
vektoru b na Im A, kolmice vektoru b na Im A je chybovy vektor b — Ax.

ImA

Preformulujeme si tvrzeni 7.34 na tento dilezity specidlni pfipad. Matice sou-
stavy z tohoto tvrzeni, tj. Gramova matice vektora aj, ag, ..., a,, mé na misté
(,7) ¢islo a; - a; = afa;. Je tedy rovna matici A*A. Pravou stranu soustavy z
tvrzeni mizeme maticové zapsat A*b. Dostavame:

Tvrzeni 7.36. Necht A je matice typu m X n nad R nebo C, b € R™ (resp.
C™). MnoZina véech Teseni soustavy Ax = b metodou nejmensich ctverci je rovna
mnoziné vsech (presngch) teseni soustavy
A*Ax = A*b

Soustavé A*Ax = A*b fikdme soustava normdlnich rovnic p¥islusna soustavé
Ax = b. Pokud A ma linedrné nezavislé sloupce, pak je vektor x uréen jednoznacné,
takze A* A je regularni a dostavame jednoznac¢né feSeni ptuvodni soustavy metodou
nejmensich ¢tvercti.

Pi¥iklad 7.37. Reseni realné soustavy (A|b), kde
2 013
(Ab) = 1 1



164 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

metodou nejmensich ¢tvercu je Feseni soustavy

ATAx = ATb
(212) 20 x_<212) 3
01 -1 P 01 -1 7

93\ _ (15
3 2 o 7
Eliminaci dostaneme (z1,2)7 = (1,2)7.
Prava strana ptivodni soustavy vyjde A(1,2)7 = (2,3, —4), je to ortogonalni

projekce vektoru b na prostor Im A. Chybovy vektor je
b(ImA)i = (37 5, 72)T - (2a 3, 74)T = (17 2, 2)T

Ut

a velikost chyby je
||b(ImA)i || =V 12 + 22 + 22 - 3 .

Jednou ze situaci, kterd vede na priblizné fesSeni soustavy rovnic, je linedrni re-
grese, kdy chceme co nejlépe prolozit pfimku y = ax 4+ b danymi naméfenymi hod-

notami (x1,y1), (®2,92), -+, (Tn,Yn). V tomto pripadé hleddme nejlepsi ,Feseni®
soustavy
z1 1w
zz 1|y
Tn 1] yn
(Tn, yn) 4
(xhyl).

(m2,y2) @

OBRAZEK 15. Line4rni regrese — minimalizujeme > d?.

Daty mtizeme prokladat slozitéjsi utvary, jako paraboly, polynomy vyssiho stupné,
elipsy (napf. pfi hledani drahy planety), apod. Takové tillohy vedou na hledani feeni
soustavy metodou nejmensich ¢tverci.

Priklad 7.38. Metodou nejmensich ¢tverct prolozime body (0,1), (1,1), (2,2),
(3,4), (4,5) v R? piimku y = ax + b. Koeficienty a, b jsou feSenim soustavy rovnic

0 1|1
1 11
2 1|2
3 114
4 1|5
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metodou nejmensich ¢tvercti. Prislusna soustava normalnich rovnic je

0 1 1
SRR ERN (R CR R I E
3 1 4
4 1 )
<30 10><a><37>
10 5 b 13
Resenim vyjde (a,b)” = (11/10,2/5) takze hledana piimka je
11 2
Yy = Em—i— 5 .
Y )
5 / |5
. 4
—+3 —3
—2 2
—+1 L
A x x
—1 1 2 3 4 5 -1 1 2 3 4 5

P¥iklad 7.39. Stejnymi body prolozime co nejlépe parabolu y = ax? + bz + c.
Koeficienty jsou FeSenim soustavy

0 0 1|1
1 1 11
4 2 1|2
9 3 1|4
16 4 1|5

metodou nejmensich ¢tvercii. Vyjde (a, b, )’ = 1/70(15,17,58)7,

BE TSN
YT Tt T s
7.5. Gram-Schmidtova ortogonalizace, QR-rozklad.

Vzorec pro ortogonalni projekci vektoru v € V na podprostor W se znacné
zjednodusi, je-li baze (w1, wa, ..., W) prostoru W ortogonalni. Gramova matice v
tvrzeni 7.34 je totiz v tomto pripadé diagonalni. ProtoZe odvozeni tvaru ortogonalni
projekce je kratké, zopakujeme jej v tomto specidlnim pfipadé. Hleddme vektor
Vi = a1W1 + asws + - - - + ap Wi tak, aby vektor v — vy byl kolmy na kazdy z
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vektori wi, ws, ..., wy. Dostavame
0= (w;|[v—vw)=(w;|vV—a1w; —asWws — ... — apWg)
=(w;|v) —ay (w; |[w1) —ag (W; |[Wa) — ... — ax (W; |wg)
= (w; [v) —ai (w; |w;)
(wilv)
i = 2
[[wl

Tvrzeni 7.40. Necht V je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem

(1), {w1,wa,..., Wi} ortogondlni mnoZina nenulovjych vektori, v.€ V, W =
(W1, Wa,...,wg). Ortogondlni projekce vektoru v na podprostor W je rovnd vektoru
wi |v wo [V wg |[v
LTIV P 1L I 0\ P
[[w | [[wa [[wll
Jingmi slovy, soufadnice vy vzhledem k bazi B = (wy,wa, ..., wy) prostoru W
jsou
_ [ valv) (walv) (Wi |[v)
vwls = 2 3 2
[will™ " [[wall [[will

V pripadé, ze B je dokonce ortonormalni, vzorec se déle zjednodusuje na
vy = (W |[VYwy + (Wa [V Wy + -+ (W [V wy .

Vyraz na pravé strané je shodny (az na preznacdeni) s vyrazem z tvrzeni 7.19 o sou-
fadnicich vzhledem k ortonormalni bazi. Skutecné, tvrzeni 7.40 je jeho zobecnénim.
Pokud v € W, pak v = vy a vzorec dava vyjadieni v vzhledem k ortonormalni
bézi (w1, ws, ..., wy) prostoru W. V ptipadé, Ze v ve W nelezi, stejny vzorec ndm
dava soutradnice jeho ortogonalni projekce.

Priklad 7.41. V R? se standardnim skalarnim soucinem je ((1,1,2)7,(2,0,-1)T)
ortogonalni mnozina. Ortogonélni projekce vektoru v = (1,2,3)” na rovinu W =
((1,1,2)7,(2,0,—=1)T) je tedy

v (1,1,2)(1,2,3)7 } (2,0, -1)(1,2,3)7 g
v (171a2)(1a172)T 2 (25(),_1)(2’07_1)T -1
1 2 11
6\o /) 5\ 21 0\ 32
Skuteéné, chybovy vektor vy = v — vy = %0(71, 5,—2)T je kolmy na oba dva

vektory (1,1,2)T, (2,0, -1)7.

7.5.1. Gram-Schmidtova ortogonalizace. Jiz nékolikrat jsme si v§imli, Ze je vyhodné
mit v prostoru ortogonalni nebo ortonormalni bazi. Vzhledem k ortonorméalni bazi
se snadno pocitaji soufadnice (tvrzeni 7.19), skalarni sou¢in pfechazi na standardni
(tvrzeni 7.21), dobfe se pocitaji ortogonalni doplitky (pozorovani 7.28) a méme-li
v podprostoru ortogondlni bazi, mizeme na tento podprostor jednoduse pocitat
ortogonalni projekce (tvrzeni 7.40).

Gram-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces ,,vyrobi“ z jakékoliv béze (vi,va, ..., vy)
ortogonalni bézi (wi, ws, ..., w,) a to tak, ze se pro kazdé ¢ € {1,2,...,n} zacho-
vaji linedrni obaly prvnich ¢ vektort, tj. (v1) = (w1), (v1, va) = (w1, wa), atd.
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Prvni vektor zvolime w; = v;. Vektor wo bude kolmice vo na pfimku (w;) =
(v1), vektor ws bude kolmice na rovinu (wy, wa) = (v1, va), atd. Obecné, w; uréime

jako kolmici na linearni obal pfedchozich vektori wy, wo, ..., W;_1.
OBRAZEK
V pribéhu procesu se zachovava vlastnost (vi,va,...,v;) = (Wi, Wa, ..., W;),

protoze novy vektor w; se voli

Wi = (Vi)WJ— =V — (Vz‘)W

kde W = (wq,wa,...,W;_1) = (V1,Va,...,V;_1). Specidlng, (w1, ws,..., w,) ge-
neruje V, takze je to béze (dim(V')-prvkova posloupnost generatort je vzdy bz,
viz bod (2) v pozorovani 5.58). Tato baze je ortogonélni, protoze w; se voli tak,
aby byl kolmy k vektortm wq,wo, ..., W;_1.

Protoze wq, ..., w;_1 je ortogonalni baze linearniho obalu téchto vektori, mame
pro vektor w; explicitni vzorec z tvrzeni 7.40:

Wi |V; Wo |V, W,_1|V;
W'va(vz)WVz<< 1| ;>W +< 2| ;>W ++<11|;>W1_1>
[[w | [[wa|| w1l

Pokud chceme najit ortonormdlni bazi, mizeme bud vektory znormovat na konci,
nebo je normujeme pribézné, ¢imz nam také ve vzorci odpadaji jmenovatelé.

Priklad 7.42. V podprostoru
W = {vi,vo,vs} = {(1,2,0,1)",(1,-1,1,0)",(0,1,1,3)"}

prostoru R* se standardnim skalarnim sou¢inem najdeme ortonormalni bazi w1, wa,
w3. PouZijeme Gram-Schmidtovou ortogonalizaci aplikovanou na vektory vi, va, vs.
Budeme pritbézné normovat, vektory wy, wo, w3 pied znormovanim ozna¢ime wi,
wh, ws. Uvédomme si, Ze nemusime ovéfovat linedrni nezévislost vektort v; (tj.
Ze tvori bazi W), pokud je totiz vektor v; linedrni kombinaci pfedchozich, pak w;,
jakoZto kolmice v; na linedrni obal (vi,va,...,v;_1), je nulovy vektor.

g
i
(=)
= o N =
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1 1
o _ -1 B 1 _ 1 2
wh = vy — (W [vy) Wy 1 %(1,2,0,1)(1, 1,1,0) VAR
0 1
1 1 7
S O R O A R N
o 1 0 T 6 6
0 1 1
7
w), 1 —4
Wo — = —
*T flwhl — vioz | 6
1
wi =v3 — (Wy [v3)wy — (Wa |[vs) wo
0 1
1 1 1| 2
= ——2(1,2,0,1)(0,1,1,3)T —
|- mezenoLLyT | g
3 1
7
1 1 —4
- ———(7,-4,6,1)(0,1,1,3)T —
\/102( I ) V102 6
1
0 1 7 —120 —15
B IR T T T O IS U (O I
! 6| 0 102 6 T 102 72 ~ 51 9
3 1 1 216 27
—15
wh 1 —6
W3 =77 = —F/—
[wsll V1039 | 9
27
Ziskali jsme ortonormalni bazi
1 7 —15
L 2 1 —4 1 —6
Vel 0 |7vio2| 6 |74/1039 9
1 1 27

Z Gram-Schmidtovy ortogonalizace vidime, Ze kazdy kone¢né generovany prostor
ma ortonormalni bazi, protoze staci zortogonalizovat a znormovat libovolnou bézi.
Obecnéji, kazdou ortogonalni posloupnost mizeme rozsirit do ortogonalni baze.

Véta 7.43. Necht V je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem (|).
Kazda ortogondlni (resp. ortonormdlni) posloupnost nenulovych vektori z V jde
doplnit do ortogondlni (resp. ortonormdlni) baze.

Specidlné, kazZdy konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem md orto-
normdlnt bazi.
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Dikaz. Necht C = (w1, wa,...,wy) je ortogondlni posloupnost nenulovych vek-
torit. Tato posloupnost je linedrné nezavisla (viz tvrzeni 7.14), proto jde doplnit vek-
tory vii1,...,Vy na bazi V (viz disledek 5.55). ,Dokoncéenim“ Gram-Schimdtovy
ortogonalizace ziskdme vektory wi1, ..., w, takové, ze (wy,wa,...,W,) je orto-
gonalni bazi. Je-li C' navic ortonormélni, mizeme vektory wgy1,... znormovat a
ziskame ortonormalni bazi.

Poznamka: Mohlo by se zdat, Ze jsme existenci ortonormaélni baze dokazali
kruhem. Ve vété 7.29 o ortogonalnim dopliiku jsme existenci pfedpokladali a z této
véty plyne existence ortogonalni projekce a kolmice vektori. Ke Gram-Schmidtové
ortogonalizaci tuto vétu ale nepotfebujeme, prosté definujeme vektory w; odvoze-
nym vzorcem a ziskdme ortogonalni bazi. O

Gram-Schmidtova ortogonalizace je numericky nestabilni. Na ortogonalizaci se v
nékterych praktickych tilohdch proto pouzivaji jiné, numericky stabilni algoritmy,
napiiklad algoritmus vyuzivajici Householderovy transformace, nebo algoritmus vy-
uzivajici Givensovy rotace.

7.5.2. QR-rozklad. Ze vzorce pro Gram-Schmidtovu ortogonalizace je vidét, Ze pu-
vodni vektory v; lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektort w, wa, ..., w; (ty jsou
navzajem kolmé a mtizeme je volit jednotkové). Pouzijeme-li tento fakt na aritme-
tické vektory a standardni skalarni soucin, ziskdme vyjadfeni matice (v1|va|...|vy)
jako sou¢inu matice (w1|ws]...|w,) a horni trojihelnikové matice. Tomuto vyja-

dfeni fikdme QR-rozklad.

Tvrzeni 7.44 (o QR-rozkladu). Necht A je redlnd nebo komplexni matice typu
mxn s linedrné nezdvislymi sloupci. Pak existuje matice Q typu m X n nad stejnym
telesem s ortonormdlnimi sloupci (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu) a
horni trojihelnikovd matice R rddun s kladngmi redlnymi prvky na hlavni diagondle
takovd, Ze plati A = QR.

Diikaz. Oznacime vy, ..., v, sloupcové vektory matice A. S témito vektory prove-

deme Gram-Schmidtovu ortogonalizaci s priubéZznym normovanim, tj.

w’
w,=v; — (W |[vi)wi — (wa|vi)wa — ... — (W1 |[vi) w1, Ww; = m .
i

7 toho ziskame vyjadfeni

\ W; + (Wi |vi)wi + (wWa |[vi)wa+ -+ (W1 | Vi) W

= (Wi |[vi) Wi+ (Wa [vi) Wa + -+ (Wiy [vi) Wiy + [[wil| w;

Tyto vztahy miizeme maticové zapsat

[will (w1 |va) (Wi [vy)
0 (w5 (W2 [vy)
(vi|vel|...|vn) = (W1]...|Wy) : .
0 R
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Piiklad 7.45. Vypocitame QR-rozklad redlné matice

1 1 0
2 —1 1
A=10 1 1
1 0 3

Je potieba provést Gram-Schmidtovu ortogonalizaci s pribéznym normovani pro
vektory vi = (1,2,0,1)T, vo = (1,-1,-1,0)T, v3 = (0,1,1,3)T. To jsme provedli
v prikladu 7.42. Nalezli jsme vektory

1 7 —15
/ / A 2 1 —4 4 —6
(W17W27W3)_ 0 76 6 75 9
1 1 27
1 7 —15
( ) 1 2 1 —4 1 —6
Wi,Wo,W3) = = y T — )
b V6| 0| vioz| 6 ["vios9| 9
1 1 27
a z prubéhu ortogonalizace ziskdme vztahy
/ 1 /
W1 =V, Wi = %Wl
wo=v iW Wy = 6 w)
2 2 \/6 1, 2 \/1072 2

5 5 51
Wi=v3— —=w; — —Wwy, W3=-——"W,
ST Vi 2 T 41039 0

7Z téchto vztaht vyjadiime vektory v;

V] = \/éwl

1 v 102

—=W; + ——W
V6 6

Vo =

—

B s O V039
_\/6 1 0 2t W

V3

a zapiSeme maticové

=
ot

1 7
75 Jioo 1 5
1 1 0 ﬁ 7\/@ Vg V6 NG v
2 11 - V6 VA 1039 0 Y102 5
0o 1 1 0 — 6 V102
o) (o 22 A J\ o o ahw
V6 V102 V1039
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QR-rozklad jde pouzit na hledani feseni soustavy metodou nejmensich ¢tverct.
Vsimnéte si, Ze pro matici ) v rozkladu A = QR plati Q*Q = I,, (diky ortonorma-
lité sloupct), takze pfislusnou norméalni soustavu rovnic miZeme zapsat

A*Ax = A*b
(QR)*QRx = (QR)"b
R*Q*QRx = R*Q"b

R*Rx = R*Q"b

Rx=Q'b .

Posledni soustava mé horni trojihelnikovou matici, takze feSeni mtizeme spocitat
zpétnou substituci. Postup v této podobé miizeme samoziejmé pouzit jen pro matice
A s linedrné nezévislymi sloupci.

7.6. Unitarni a ortogonalni matice.

Poslednim pojmem kterym se budeme stru¢né zabyvat je unitarni matice. Pro
jednoduchost budeme uvazovat pouze standardni skalarni souc¢in v R™ nebo C™.
Ctvercova matice U fadu n uréuje zobrazeni fy : R® — R" (resp. fy : C" — C").
Pokud toto zobrazeni zachovava skalarni soucin (tj. také vSechny metrické vlastnosti
jako délky a thly), nazyvame matici U unitdrni, v redlném p¥ipadé téz ortogondlni.
Tuto vlastnost 1ze vyjadiit mnoha ekvivalentnimi zpisoby, napfiklad:

Tvrzeni 7.46. Necht U je redlnd (resp. komplexni) ctvercovd matice fddu n. Nd-
sledugict tvrzent jsou ekvivalentni.

(1) fu zachovdvd standardni skaldrni soucin, tj. pro libovolné u,v € R™ (resp.
C") plati Uu-Uv =u-v.
(2) fu zachovdvd eukleidovskou normu, tj. pro libovolng vektor v € R™ (resp.
C) plati U] = |Iv]
) fu zobrazuje ortonormalni bazi na ortonormdind bdzi.
YUt =U* t. UU*=U*U =1,
5) Rddky matice U tvori ortonormdini bdzi.
) Sloupce matice U tvofi ortonormdlni bdzi.

Dikaz. Skuteénost, ze Fadky matice U jsou ortonormélni (tedy tvoii ortonormélni
bézi) mizeme maticové zapsat UU* = I,. Podobné, sloupce jsou ortonormalni
pravé tehdy, kdyz U*U = I,,. Trividlné tedy plati (4) = (5),(6). Naopak, pokud
UU* = I, nebo U*U = I,, pak U je regularni podle charakterizace regulédrnich
matic ve vété 4.30 a plati a U~! = U*. Body (4),(5),(6) jsou proto ekvivalentni.

(4) = (1). Pokud UU* = U*U = I,, pak fu zachovavd standardni skaldrni
soudin:

Uu-Uv=UuUv=uUTUv=u'v=u-v.

(1) = (2). Pokud fy zachovava standardni skaldrni souéin, pak také zachovava
eukleidovskou normu, protoze ta je uréena skaldrnim souc¢inem. Obsirnéji: ||Uv|| =
VUV -Uv =+ -v=]v]|. (1) = (3) je rovnéz snadné.

(3) = (6). Kvuli (3) musi byt Uey, Uey, ..., Ue, ortonormalni baze, coz dava
podminku (6).

K dokonéeni ditkazu staéi zdivodnit (2) = (1), tedy, Ze zachovavani normy je
postacujici podminkou pro zachovavani skaldrniho souc¢inu. To plyne z polarizac-
nich identit, které fikaji, Ze skalarni soucin je uréen normou. Obsirnéji, protoze U
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zachovava normu, dostaneme z bodu (4) tvrzeni 7.7
1 2 2 2
Re (Uu-Uv) = S ([Uua+Uv|” — [Uul]” — [|UV]])

1 1
= LU0~ [0ul ~ [0vI) = 5 VIl ~ v]?)
=Re(u-v)

Rovnost imaginarnich ¢asti dostaneme podobné z polarizac¢ni identity ve cvicenich.
O

Definice 7.47. Reélnou (resp. komplexni) étvercovou matici splitujici ekvivalentni
podminky z pfedchoziho tvrzeni nazyvame ortogondlni (resp. unitdrng).

Standardni pojmenovani ortogonédlni matice je ponékud matouci, smysluplnéjsi
by bylo ortonormalni. Hezkou vlastnosti téchto matic je snadné urceni inverzni
matice — stadi vzit podle bodu (4) matici hermitovsky sdruzenou. Piiklady ortogo-
nalnich matic jsou matice rotaci a zrcadleni podle podprostorii.

Souéinem unitdrnich matic stejnych fada je opét unitarni matice. Bud miizeme
ovérit algebraicky nebo nahlédnout geometricky z toho, Ze slozenim dvou zobrazeni
zachovavajicich skaldrni soucin (nebo jen normu) je zobrazeni, které skalarni soucin
rovnéz zachovéava. Detaily si promyslete jako cviceni.

Cviceni

1. Jsou-li A, B matice nad télesem C typu m x n, C je matice typu n x pnad C a a € C,
pak

(1) (A+B)*= A"+ B~

(2) (ad)" =aA",

(3) (A7) = A.

(4) (BC)*=C*B".
Dokazte.

2. Necht A je ¢tvercova matice nad C. Dokazte, ze det (A*) = (det (A4))".

3. Necht A je regularni matice nad C. Dokazte, ze (A*)™! = (A™H)*.

4. Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad C. Dokazte, Ze zobrazeni C x C — C definované
vztahem (u|v) = u*Av splituje podminky (SL1) a (SL2).

5. Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad C. Dokazte, Ze zobrazeni C x C — C definované
vztahem (u|v) = u* Av spliluje podminku (SCS) pravé tehdy, kdyz A je hermitovska (tj.
A* = A).

6. Necht B je regularni matice fddu n nad C a A = B* B. Dokazte, ze zobrazeni CxC — C
definované vztahem (u|v) = u* Av je skaldrni souéin.

7. Dokazte, ze v libovolném vektorovém prostoru se skaldrnim souéinem (|) plati

o Re((u|v)) = 3([ull* + |[v|* — [lu—v]*)
e Re((ulv)) = {(fu+v|* ~[u—v|?)

o Im((u|v)) = S(lu—iv|® [l = [v*[*)
o Im((u|v)) = 3 (|[ull”* + [[v]* — [lu+v])
o Im((u[v)) = j(lu—iv|® — [lu+v[)

Im(x) znadi imaginarni ¢ast ¢isla z € C.

8. Nad realnymi ¢isly 1ze Cauchy-Schwarzovu nerovnost dokazat také néasledujicim zpu-
sobem: Vyraz ||u+ tv||? definuje kvadratickou funkci. Protoze musi byt nezaporna, jeji
diskriminant je nekladny a to dava C-S nerovnost. Dopliite detaily.
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9. Kdy nastava v trojuhelnikové nerovnosti rovnost?

10. Dokazte, ze norma pochézi ze skalarniho soucinu pravé tehdy, kdyz spliiuje rovnobéz-
nikové pravidlo.

11. Dokazte, ze plati-li M L N, pak M NN C {o}.

12. Dokazte pozorovani 7.26.

13. Dokazte, ze prostorech nad R se skalarnim soucinem plati opac¢na implikace v Py-
thagorové vété, tj. pokud ||u+ v||> = |ju)|®> + ||v||?, pak u L v. Plati opa¢na implikace v
prostorech nad C?

14. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni a U <V je doplnék Ker f, tj. Ker f@U = V.
Dokazte, ze ziuzeni f na U je izomorfismus z U na obraz f.

15. Dokazte, ze Gramova matice vektori wi, wa, ..., wy je regularni pravé tehdy, kdyz
je (Wi, wa,..., wy) linedrné nezavislad posloupnost.
16. Dokazte, Ze determinant Gramovy matice vektori w1, was, ..., w, € R" je rovny druhé

mocniné determinantu matice
(W1|W2| N |Wn) .
Interpretujte geometricky.

17. Pomoci Gram-Schmidtovi ortogonalizace dokazte body (2) a (3) véty 7.29 za pfedpo-
kladu, ze W je kone¢né generovany (prostor V koneéné generovany byt nemusi).

18. Vyuzijte QR-rozklad na dtkaz nasledujici nerovnosti pro komplexni matici A =
(a1]...]an) typu m x n a standardni skaldrni souéin:

det (A"A) < Jlau [laz]*. .. [|an]®
Pfipomenme si geometricky vyznam determinantu det (A*A) a interpretujte nerovnost
geoemetricky.
19. Dokazte, ze sou¢inem unitarnich matic stejnych fadd je unitarni matice.
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8. LINEARNI ZOBRAZEN{
Cil.

8.1. Definice a priklady.
Pfipomernime, Ze matice A nad télesem T typu m x n uréuje zobrazeni f4 : T" —
T™ predpisem f4(x) = Ax. Tento pohled motivoval fadu zavedenych pojmi:

e Nasobeni matic: Je-li B matice nad T typu p x m, pak sloZzené zobrazeni
fofa:T"™ — TP je rovno zobrazeni fpa.

e Inverzni matice: Je-li m = n a fa je bijekce, pak inverzni zobrazeni
(fa)~tjerovno fu-1.

e Jadro matice: Ker A je rovno mnoziné vSech vektorti x € T", které fu
zobrazi na nulovy vektor.

KerA={z: fa(x) =0} <T"

e Sloupcovy prostor matice a hodnost: Im A je roven obrazu zobrazeni
fa. Hodnost A je rovna dimenzi Im A.

ImA={fa(x):x€T"} = fa(T") <T™, rank(A)= dim(Im A)

e Determinant: Je-li T =R am =n =2 (resp. m = n = 3), pak det (4)
udéva zménu obsahu (resp. objemu) a orientace p¥i zobrazeni f4.
Rovnéz nam tento pohled poskytl geometrickou interpretaci fady tvrzeni.

Ne kazdé zobrazeni T™ — T™ je tvaru f4 pro néjakou matici A. Zobrazeni tvaru
fa maji tu vlastnost, Ze ,zachovéavaji“ séitani a nasobeni. Takovym zobrazenim
fikame linedrni a za okamzik nahlédneme, Ze linearita tato zobrazeni charakteri-
zuje. Linedrni zobrazeni definujeme mezi obecnymi vektorovymi prostory (nejen
aritmetickymi).

Definice 8.1. Necht V, W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T. Zob-
razeni f : V — W nazyvéme linedrni zobrazeni (nebo homomorfismus) z V. do W,
pokud

(1) flu+v)= f(u)+ f(v) pro libovolné u,v € V a

(2) f(tu) =tf(u) pro libovolné ueVateT.

Skutecnost, Ze f je linedrni zobrazeni z V do W zapisujeme f: V — W.

~— —

Vlevo v rovnostech vystupuji operace v prostoru V a vpravo operace v prostoru
W. Zduraznéme, Ze prostory V a W musi byt nad stejnym télesem. VSimnéte si
rovnéz, ze kazdé linedrni zobrazeni zobrazuje nulovy vektor ve V na nulovy vektor
v W.

Pro libovolnou matici A nad T typu m X n je zobrazeni f4 : T™ — T lineérni,
protoze

Fa(u+v) = A(u+v) = Aut Av = fa(u) + fa(v)

fa(tu) = A(tu) = t(Au) =tfa(u) .
To ndm dava fadu piikladd linearnich zobrazeni mezi aritmetickymi vektorovymi
prostory (a jak jsme zminili, jind linedrni zobrazeni mezi aritmetickymi prostory
neexistuji, viz nize).
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Piiklad 8.2. Piiklady linearnich zobrazeni z R? do R%:

e Otoceni (rotace) o dany thel.
e Zkoseni

€9 o

| ¢

€ &
Otoceni Zkoseni

OBRAZEK 16. Zobrazeni v roviné: otodeni a zkoseni

e Projekce na pfimku prochézejici pocatkem.
e Osova soumeérnost podle primky prochazejici pocatkem.
e Zvétseni (zmenSeni)

€2
€2
- F
(S3] e 1
Projekce Zvétseni Osové soumérnost

OBRAZEK 17. Zobrazeni v roviné: projekce, zvétSeni a osové soumérnost

Linearni zobrazeni z R do R? jsou napiiklad rotace, zrcadleni podle roviny proché-
zejici pocatkem, osova soumérnost podle pfimky prochézejici poc¢atkem, projekce
na rovinu nebo pfimku prochéazejici pocatkem.

Ptikladem lineérniho zobrazeni z R? do R3 je zobrazeni f4 pro matici

1 2
A=11 0
1 3

OBRAZEK

Linearni zobrazeni z R? do R? pouzivame pii kresleni trojrozmérnych ttvart na
tabuli (papir):

OBRAZEK

Ptikladem linedrniho zobrazeni z R? do R je zobrazeni d udévajici orientovanou
vzdalenost od zvolené roviny prochazejici pocatkem.

Jesté nez popiseme, jak vypadaji linedrni zobrazeni obecné, podivame se na dalsi
priklady.

Priklad 8.3.
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OBRAZEK 18. Linedrni zobrazeni z R® do R: orientované vzdale-
nost od plochy

Identické zobrazeni idy na libovolném vektorovém prostoru V je linearni
zobrazeni V. — V.

Tzv. nulové zobrazeni 0 z V do W prifazujici vSem vektortim ve V nulovy
vektor ve W je linearni.

Necht B = (v1,Vva,...,V,) je baze vektorového prostoru V. Zobrazeni f
z V do T™ definované f(v) = [v]g je linedrni zobrazeni V. — T" podle
tvrzeni 5.65 o soutadnicich a operacich.

Zobrazeni pfifazujici matici nad T typu n X n soucet prvkia na diagonale
(tzn. stopu) je linedrnim zobrazenim T"*™ — T.

Determinant mtizeme chapat jako zobrazeni pfifazujici n-tici vektort z T™
prvek T, tedy jako zobrazeni

Det :T" xT" x -+ xT" =T .

nx

Toto zobrazeni je tzv. multilinedrni, tj. zvolime-li pevné n — 1 z celkovych n
argumentti, vznikne linedrni zobrazeni T™ — T. Napiiklad jsou-li vi,v3 €
T3 libovolné vektory, je zobrazen{ definované vztahem f(x) = det (v1|x|v3)
linedrnim zobrazenim z T3 do T. Linearita byla pouzitd pfi odvozovani
vzorcil na za¢atku kapitoly o determinantech a formulovana jako body (1)
a (2) v tvrzeni 6.19.

Skalarni soucin na redlném vektorovém prostoru V je linedrni v obou pro-
ménnych, tj. pro kazdy vektor v € V jsou zobrazeni definovana vztahy
f(x) = (v|x), g(x) = (x|v) linedrni zobrazeni V. — R. Na komplexnim
prostoru je skalarni soucin linearni pouze v druhé proménné.

Derivace je linedrnim zobrazenim (napt.) z prostoru redlnych diferencova-
telnych funkci do prostoru vSech realnych funkci.

Zobrazeni pfitazujici funkci jeji urcity integral od 1 do 10 je linedrnim
zobrazenim z prostoru vSech redlnych spojitych funkei na [1,10] do R.

8.2. Matice linearniho zobrazeni.

7 definice linearniho zobrazeni se snadno indukci dokaze, Zze obrazem linearni

kombinace je linearni kombinace obrazt, tj. pro libovolné linedrni zobrazeni f :
V — W, vektory vi,va,...,v, € V askalary ¢1,%2,...,t, € T plati

ftivi +tovo+ -+ 1pvy) =t f(vi) Ftaf(ve) + -+t f(Vn).
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Toto jednoduché pozorovani mé dulezity dtsledek, ze linedrni zobrazeni je jed-
noznacné urcené obrazy prvku libovolné baze. Tvrzeni formulujeme pro konecéné
generované prostory, zobecnéni nechdme do cviceni.

Tvrzeni 8.4. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, B = (vq,
Va, ..., Vp) je bdze V a wi,Wa,..., W, € W jsou libovolné vektory. Pak existuje
pravé jedno linedrni zobrazeni f : V. — W spliugici f(v;) = w; pro kaZdé i €
{1,2,...,n}.
Dikaz. Predpoklddejme, Ze f je linedrni zobrazeni spliiujici f(v;) = w;. Kazdy
vektor x € V lze zapsat jedinym zptisobem jako linearni kombinaci x = t;v; +
tovy + - + tp vy, (jinymi slovy, [x]p = (t1,12,...,ts)) a pak podle v§se uvedeného
vztahu plati
f(X) = t1w1 =+ t2W2 + cee 4 thn

To dokazuje jednoznacnost.

Na druhou stranu je potfeba ovéfit, Ze zobrazeni f definované timto predpisem
je linedrni a spliiuje f(v;) = w;, a tim bude dokdzéna existence. Vztah f(v;) = w;
nechame k ovéfeni ¢tenafi. K diikazu linearity uvazujme vektory x,y € V, jejichz
vyjadieni vzhledem k B jsou

x| = (t1,t2, .- ta)’s [y]B = (51,8200 80)"

Pak [x +y]p = (t1 + s1,t2 + 82,.. .,y + sp)T (viz tvrzeni 5.65 o soufadnicich a
operacich) a tedy

Jx+y)=(t1+s1)wi + (t2 + s2)Wa + - + (tn + 5,) Wy,
=tiwy +lowa + - + 1, Wy + 51W1 + oW + - + 5y Wyy

=fx)+f(y) .

Podobné se ukaze zachovavani nasobeni skalarem. O

Tvrzeni ndm dava geometrickou pfedstavu linedrnich zobrazeni: podivime se
na obrazy prvkl néjaké baze, obrazy zbylych vektort jsou urceny linearitou. Na
obrézku je zndzornéné linedrni zobrazeni z prostoru dimenze 2 s bézi (u, v), obraz
vektoru —u + 2v a obraz komplikovanéjsiho atvaru.

OBRAZEK

Algebraickym dusledkem je, Ze kazdé linedrni zobrazeni je ,uréené“ matici. Nez
zformulujeme prislusné definice a tvrzeni obecnéji, ukdzeme, ze kazdé linearni zob-
razeni f z T™ do T™ je rovno f4 pro jistou (jednozna¢né uréenou) matici A nad
T typu m X n. Skute¢né, pro libovolny vektor x = (1, 2, ..., 2,) plati

J(x) = f(zie1 +x2e2 + -+ zne,) = 21 f(€1) +22f(€2) + -+ 20 f(E0)

coz lze maticové zapsat jako

fx) = (fle)|f(e)]. .. [flen))x ,

takZe sta¢i polozit A = (f(e1)|f(e2)|...|f(e,)) amame f = f4. Matice A je uréena
jednoznacné, protoze i-ty sloupec musi byt f-obrazem i-tého vektoru kanonické
béze.

Linearni zobrazeni f : V — W, kde V, W jsou kone¢né generované, muzeme
obdobné popsat maticové, poc¢itame-li v prostorech V a W vzhledem ke zvolenym
bazim B a C. Konkrétné, existuje (jednoznac¢né uréend) matice A typu dim(W) x
dim(V) takové, ze

Fx)]e = A5
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pro libovolny vektor x € V. Této matici fikAme matice f vzhledem k B a C.
Odvozeni, jak tato matice vypada, se udéla podobné jako vyse.

Definice 8.5. Necht V, W jsou koneéné generované vektorové prostory nad télesem
T, f:V—>W,B=(vq,vs,...,v,) je bdze V a C je bdze W. Matict linedrniho
zobrazent f vzhledem k bdazim B a C rozumime matici

(112 = (F(volellf(va)lel - [[f(va)le)

V matici f vzhledem k B a C je tedy i-ty sloupec roven soufadnicim obrazu
i-tého vektoru baze B v bazi C. Matice je typu dim(W) x dim(V).

Tvrzeni 8.6. Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T,
B bize V, C bdaze W a f:V — W, pak pro libovolny vektor x € V' plati

[f®)]e = [flEks -

Driikaz. Pro libovolny vektor x € V s vyjadienim [x]p = (71,22, ...,2,)T vzhledem
k bazi B = (vq,va,...,V,) plati

f(x) = f(aivi+2ave + -+ 2ovy) =z f(v1) +22f(V2) + -+ 2n f(Va)
pro vyjadreni vzhledem k bazi C pak podle tvrzeni 5.65 o soufadnicich a operacich
plati

[f®)le =a1[f(vi)le + z2[f(v2)le + -+ anlf(va)le
coZ se maticové prepise

[f®)e = ([f(vi)lellf(va)lel - [[f(vale) (@1, 2, ... 20)T = [fIEX]B -

Matice [f]Z tedy umoziiuje poéitat souradnice [f(x)]c vektoru f(x) vzhledem k
béazi C prostoru W, zname-li soufadnice [x] 5 vektoru x vzhledem k bazi B prostoru
V.

Matice [f]Z je jedind matice splitujici rovnost z tvrzen:

Tvrzeni 8.7. Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem
T, B bize V, C bdaze W a f : V — W a M matice nad télesem T splriujici

[f®)]c = M[x]p, pak M = [f]¢.

Dikaz. Pfedné si uvédomme, ze M musi byt typu dim(W) x dim(V), aby mohl
platit vztah [f(x)]c = M[x]p. Dosadime-li do tohoto vztahu i-ty vektor v; baze B,
dostaneme [f(x)]c = M|[v;]p = Me;. Pravd strana je rovna i-tému sloupci matice

M, tedy M = ([f(vi)lc|[f(v2)lc]---|[f (va)le) = [fIE- O

Matice linearniho zobrazeni f4 : T™ — T vzhledem ke kanonickym béazim je
puvodni matice A, tj.
K,
[fA]Km = A7

kde K; zna&i kanonickou bazi T".
Priklad 8.8. Uvazujme zobrazeni f : Z3 — Z2 dané ptedpisem

1 _(21’1+31’2+1’3>

f i; 41 + 223
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Vztah lze maticové zapsat

f TN 2031 o1
20704 0 2 2
Zs3 Zs3

-(23)
takze f je linearni zobrazeni a podle pfedchozi poznamky [ f}gz = A
Uréime matici f vzhledem k bazim B a C, kde
s (] (2).(3)) = e=((3).(3))
2 0 4

K tomu dosazenim spocitame obrazy vektora v bazi B:
fL2)T=02-1+3-1+1-2,4-1+2-2)7 =(2,3)7
f(2,2,00F =(2-243-241-0,4-24+2-0)7 =(0,3)T
f3,4,4)7=(2-3+3-4+1-4,4-3+2-4)7 =(2,0)7

a obrazy vyjadiime v bazi C' tim, Ze vyfesime tfi soustavy rovnic se stejnou matici
Zaroven.

1 3|2 0 2 1 3 0 2

2 3|3 30 0 2 3 1
Zpétnou substituci dostavame [(2,3)7]c = (1,2)T, [(0,3)T]c = (3,4)7T, [(2,0)T]c =

(3,3)T (toto je dobré ovétit zkouskou, napi. (2,3)T =1-(1,2)T +2-(3,3)7, takze
soutadnice vektoru (2, 3)7 vzhledem k C' jsou spocteny spravné). Matice f vzhledem

k BaC je
ng=(5 5 35)

Ovéifme vztah [f(x)]c = [f]E[x]s pro vektor [x]5 = (1,2,3)7, tj
x=1-(1,1,2)" +2-(2,2,0)" +3-(3,4,4)" = (4,2,4)"

S =N

Obraz tohoto vektoru je podle definice

Sy (243 2e1a (3
o 4-442-4 —\ 4
Podle [f(x)]c = [f]2[x] s musi také platit
1
1 3 3
7 >]c_(2 e
3
coz odpovida, protoze 1 - (1,2)T 44 = (3,4)7, takze skuteéns [(3,4)T]c =

(1,4)7.

Piiklad 8.9. S nabytymi znalostmi mtZzeme nyni rychleji uréovat matice nékterych
linedrnich zobrazeni. Budeme hledat matici A, aby pfislusné zobrazeni f4 byla
rotace o .. V novéjsi terminologii, hleddme matici rotace f v R? o tihel o vzhledem
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ke kanonickym bazim. K tomu stac¢i urcit obrazy prvkia kanonické baze a napsat je
do sloupci. Mame

1 cos « 0 —sina
f(O):(sina>’ f<1>:< Cos & > ’

A— [f]ﬁi _ < cosa —sina >

tedy

sina  cos«

Srovnejte tento vypocet s odvozenim v ¢asti 4.2.1.

Piiklad 8.10. Uvazujme zrcadleni f : R?> — R? podle piimky p prochézejici
pocatkem se smérem (2,5)7. K nalezeni matice f vzhledem ke kanonickym bézim,
bychom potiebovali nalézt obrazy vektorti kanonické baze, coz vyzaduje netrivialni
vypocet. Je ale snadné urcit obrazy vektori vhodné zvolené baze, napiiklad B =
((2,5),(=5,2)T). Mame totiz f(2,5)T = (2,5)T, protoze tento vektor (2,5)7 lezi
na piimee p, a f(—5,2)7 = (5, —2)7, protoze vektor (—5,2)” je kolmy na p. Matice
f vzhledem k B a K5 je tedy

=5 %)

Zanedlouho si ukézeme, jak z nalezené matice urcit matici f vzhledem k jakymkoliv
jingm béazim, napfiklad kanonickym.

Piiklad 8.11. Uréime matici derivace chapané jako linedrni zobrazeni f z pro-
storu polynomi stupné nejvyse 3 do stejného prostoru vzhledem k bazim B =
(1,2, 22, 23) a stejné bazi B. K tomu sta¢i vypocitat vyjadieni f-obrazt prvka B
vzhledem k bazi B:

(1] = [0]5 = (0,0,0,0)"
(2’| = [1]B = (1,0,0,0)”
[(*)]5 = [22] = (0,2,0,0)"
[(*)]5 = [32°] = (0,0,3,0)"

Hledana matice je

01 0 0
5 |00 20
00 00

Priklad 8.12. Uvazujme vektorovy prostor V.= C" (nebo V = R") se standard-
nim skaldrnim sou¢inem a jeho jednodimenzionélni podprostor W = (w). Ortogo-
ndlni projekci na W rozumime zobrazeni py : V — V, které vektoru v pfirazuje
jeho ortogonélni projekci vy na W. Ukazeme, Ze py je linearni zobrazeni V. — V
a najdeme jeho matici vzhledem ke kanonickym bazim.

7Z kapitoly o skaldrnim soucinu vime, ze pro libovolny vektor v € V plati

W'y
= 2

[[wll

Sou¢in skaldru w*v/||w]||> a vektoru w lze zapsat maticovym soucinem

w*v WW
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Z toho vidime, ze py je linearni zobrazeni a jeho matice vzhledem ke kanonickym
bazim je

ww*

lw]®
Piiklad 8.13. Obecnéji, uvazujme libovolny podprostor W dimenze n aritmetic-
kého prostoru C™ (nebo R™) se standardnim skaldrnim soudinem. Uré¢ime matici
Py ortogonalni projekce pyy na podprostor W vzhledem ke kanonickym bazim.
NapiSeme si do sloupcti matice A vektory néjaké baze prostoru W, tj. A je
matice typu m x n s lineadrné€ nezavislymi sloupci. Ortogonalni projekce vektoru b
na Im A = W je vektor Ax, kde x je feSenim rovnice A*Ax = A*b. Protoze A ma
linedrné nezavislé sloupce, je Gramova matice A* A regularni, takze muiZeme psat
x = (A*A)~tA*b. Projekci tedy miizeme vyjadiit py(b) = Ax = A(A*A)"1A*b a
vidime, Ze py je linearni a jeho matice vzhledem ke kanonickym bazim je

Py = pw]E = A(A*A)71A* .

pwlk =

Kazda takova matice je, jak se snadno ovéri, hermitovska a spliiuje Py Py = Py,
coz je téz geometricky vidét z toho, Ze fi je projekce. (Dokonce plati, Ze libovolna
matice splitujici tyto dvé podminky je matici projekce na né&jaky podprostor.)

V definici 5.68 byl zaveden pojem matice pfechodu od baze B k bazi C' ko-
necné generovaného prostoru V. Pojem matice linedarniho zobrazeni nam umoziuje
zdtivodnit zavedené znaceni [id] 5.

Pozorovani 8.14. Necht B,C jsou bdze konecné generovaného prostoru V. Pak
matice identického zobrazeni z V do V je rovnd matici prechodu od B k C.

Dikaz. Pfimy duasledek definic. O

Presnéjsi oznaceni pro matici pfechodu by bylo [idv]g, abychom zdiraznili, ze
se jedna o matici identického zobrazeni idy z V' do V. Index V' ale pro prehlednost
vétSinou vynechavame.

Vztah [x]c = [id]8[x]p z tvizeni 5.69 je nyni dtsledkem tvrzeni 8.6

Priklad 8.15. Matice piechodu od baze B = ((1,2,3)T,(6,7,8)T, (r,7,10)T) ke
kanonické bazi prostoru R? je

1 6 =
idg, =2 7 = |,
3 8 10
protoze vyjadreni i-tého vektoru baze B v kanonické bazi je ten samy vektor.

Priklad 8.16. Matice pfechodu od B k B je vzdy identick& matice, protoZe vyja-
dfeni i-tého vektoru baze B vzhledem k bazi B je e;.

8.3. Skladani linearnich zobrazeni. Lineirni zobrazeni a matice spolu tizce sou-
visi, proto neni prekvapivé, Ze s linedrnimi zobrazenimi mizeme provadét podobné
operace jako s maticemi: miizeme je nasobit skaldrem, séitat, ndsobit (pro zobrazeni
tim myslime sklddat) a invertovat, samoziejmeé jen za ur¢itych podminek. Pfi¢em?
operace s linearnimi zobrazenimi odpovidaji pfi maticovém popisu prislusnym ope-
racim pro matice. Podivame se nejprve na skladani a invertovani.
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Tvrzeni 8.17. Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad télesem T a f : U -V
ag:V — W jsou linedrni zobrazeni. Pak sloZen€ zobrazeni gf je linedrni zobrazeni
gf :U—>W,
Jsou-li navic prostory U, V, W konecné generovan€ a B je bdaze U, C je baze V
a D je baze W, pak plati
9115 = 915112 .

Diikaz. Pro libovolné dva vektory x,y € U dostavame vyuzitim linearity f a g

gf(x+y)=9(f(x+y)) =9(f(x)+ f(y)) = g9f(x) +9f(y) -

Zobrazeni gf tedy zachovava séitani. Podobné, pro kazdy vektor x € U a kazdy
skalar t € T' plati
gf(tx) = g(t f(x)) =t gf(x) .
Zobrazeni gf proto zachovava i nasobeni skalarem, takze je linearni.
K dtikazu druhé ¢asti ovéiime (dvojim uZzitim tvrzeni 8.6 o matici linedrniho
zobrazeni), Ze pro libovolné x € U plati

9] = [9I51fx)]e = 9)p([12x]5) = (95[/16) x5 -
Z tvrzeni 8.7 o jednoznaénosti matice linedrnfho zobrazeni nyni vyplyvd, ze [gf]3 =
915 [£18- O

Tvrzeni 8.18. Necht U,V jsou vektorové prostory nad télesem T a f : U — V
linedrni zobrazeni, které je bijekci U — V. Pak f~1 je linedrni zobrazeni V. — U.

Jsou-li navic U,V konecné generované€ prostory dimenze n, B je bdze U a C je
bdaze V, pak plati

5 =18

Dikaz. Zvolime libovolné dva vektory x,y € V. Protoze f jena V, existujiu,v € U
takové, ze f(u) = x a f(v) = y. Protoze f je linearni, plati f(u+v) = f(u)+f(v) =
x+yatedy fl(x+y)=u+v=[;"1x)+["(y)

Podobné, pro libovolny skalar ¢ € T plati f(tu) = tf(u) = tx a tedy f~1(tx) =
tu=tf"1(x).

K dtikazu druhé ¢asti vyuzijeme druhou ¢ast tvrzeni 8.17 o slozeném zobrazeni.
Protoze f~1f = idy, plati I, = [idy]E = [f~1f18 = [f~Y%[f]2. Matice [f]5 je
&tvercovd, proto [f~HG = ([f18)~L. O

V druhé ¢asti tvrzeni stac¢i pfedpokladat, ze prostor U je konecné generovany.
Podle bodu (2) nebo (3) tvrzeni 8.31 je pak prostor V také kone¢né generovany a
ma stejnou dimenzi.

Ukazeme si pouziti predchozich dvou tvrzeni na pocetnich prikladech.

Piiklad 8.19. Uréime matici pfechodu od kanonické baze prostoru R? k bézi
B = ((2,5)T,(-5,2)T). Matici prechodu od B ke kanonické bézi ur¢ime ptimo z

definice.
. 1B 2 -5
g, = (3 )

Vyuzijeme id™! =id a tvrzeni 8.18:

g =i =g = (2 ) =g (3 03)

Inverzni matici jsme spocitali pomoci adjungované matice (viz piiklad 6.39).



LINEARNI ALGEBRA 189

Nalezenou matici pfechodu miizeme pouzit k vypoctu matice zrcadleni f : R? —
R? podle piimky p prochazejici pocatkem se smérem (2,5)7 vzhledem ke kanonic-
kym bazim. V ptikladu 8.10 jsme nahlédli, Ze matice f vzhledem k B a kanonické

bazi je
2 5
B _
[f:lKQ - < 5 —92 )
Pomoci tvrzeni 8.17 a uzitim f = f id nyni mizeme spocitat matici f vzhledem ke
kanonickym bazim:

2 5 1 2 5 1 —-21 20
Koy B 1: 1K2 __ . _
[f]KQ—[ﬂKz[ld]B _<5 _2>29(—5 2>_29< 20 21)
Priklad 8.20. V prostoru ZZ jsou dany baze B = ((2,4)7,(3,3)T) a C = ((1,3)T,
(2,4)T). Vektor v € Z2 m4 vzhledem k bazi B soufadnice [v]p = (x1,22)T. Na-

jdeme soutadnice vektoru v vzhledem k bazi C.
K tomu ur¢ime matici prechodu od B k C uzitim tvrzeni 8.17 a 8.18:

[id]E = [id]5* [id] %, = ([d]f,) "[id]Z, = ( ) ( )

G D=0

Souradnice v vzhledem k C jsou

me=tagma= (] 3) (5 )= (%, )

Vysledek jesté mtizeme ovéfit napiiklad volbou (z1,22)7 = (1,0)T. Je [v]p =
(1,0)T, takze v = (2,4)”. Podle odvozeného vzorce by mélo platit [v]c = (0,1)T
a skutecns (2,4)7 = 0-(1,3)T +1-(2,4)T. K nabyti Gplné jistoty bychom mohli
jesté ovéiit pro (w1,22)T = (0,1)7.

Priklad 8.21. V piikladu 8.8 jsme ur¢ili matici linedrniho zobrazeni f : Z3 — Z2
daného predpisem

f il _ 2z + 320 + 13 (2 31 il
N 4z + 25 “\4 0 2 2
T3 T3

vzhledem k bazim B a C, kde

1 2 3
B = 1

ez )] e e (0)(3))

Spocitame tuto matici jinym postupem. Ze zadani mizeme piimo uréit | f]gg, [id] i
a [id]%, , pomoci téchto matic lze spocitat [f]Z:

1116 = lidle? (15 iR, = (d)%,) " (i lid),

1 2 3
(3) (i)
2 0 4
173 2 2 1
2 1 4 3

o =

(3

— =
~_
I
7N
[N
=~ W
w w
~__
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Nasledujici dusledek tvrzeni 8.17 a 8.18 je obzvlasté dulezity, jak zjistime v ka-
pitole o vlastnich ¢islech, proto jej formulujeme jako samostatné tvrzeni.

Tvrzeni 8.22. Je-li V konecné generovany vektorovy prostor nad télesem T, f :
V — V linedrni zobrazeni, B,C dvé bdze prostoru V a R matice prechodu od bdze
B k bazi C, pak

(/15 = R'[flER
Dikaz. Protoze f =idy fidy mame
(15 = lidv]Gf1Eldv]E = (idv]E) [fIElidv]Ie = RT[fIER -
|

8.4. Typy linearnich zobrazeni. Nésledujici definice zavadi terminologii pro
rizné typy linearnich zobrazeni.

Definice 8.23. Necht V, W jsou vektorové prostory nad télesem T a f: V — W
je linearni zobrazeni.

Pokud f je prosté, fikdme, ze f je monomorfismus.

Pokud f je na, fikame, ze f je epimorfismus.

Pokud f je bijekce, fikame, Ze [ je izomorfismus.

Pokud V = W, fikdme, zZe f je endomorfismus prostoru V (téz linedrni
operdtor na V).

Pokud W = T, fikame, ze f je linedrni forma na V.

e Pokud f je izomorfismus a endomorfismus, fikdme, Ze f je automorfismus.

Piiklad 8.24. Rotace a osové soumérnosti jsou automorfismy R? — R2.

Zobrazeni prifazujici vektoru z V soutfadnice ve zvolené bazi B = (vi,...,vy,)
je izomorfismus z V do T".

Zobrazeni p¥ifazujici vektoru z R3 jeho orientovanou vzdélenost od zvolené ro-
viny prochézejici po¢atkem je linedrni forma na R3, je to epimorfismus, ktery neni
monomorfismus.

Projekce na rovinu prochézejici pocatkem (chépana jako zobrazeni R? — R3) je
endomorfismus, ktery neni ani epimorfismus ani monomorfismus.

Zobrazeni f : R? — R? definované vatahem f(z1,72)?7 = (21,72,0)T (vlozeni
roviny do R?) je monomorfismus a neni to epimorfismus.

8.4.1. Jddro a obraz. Jako defekt prostoty zavedeme jadro Ker f linearniho zobra-
zeni f, je tvofeno témi vektory, které f zobrazi na nulovy vektor. Obraz linedrniho
zobrazeni f budeme znacit Im f:

Definice 8.25. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Jddrem f rozumime
mnozinu
Kerf={xeV:f(x)=o0}.
Obraz (obor hodnot) f zna¢ime Im f, tj.
Imf={f(x):xeV}
Vsimnéte si, ze nulovy vektor lezi v jadru jakéhokoliv linedrniho zobrazeni. Pokud

ale v jadru zadny jiny vektor nelezi, je jiz zobrazeni prosté (tj. monomorfismus):

Tvrzeni 8.26. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak [ je prosté prdvé
tehdy, kdyz Ker f = {o}.
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Dikaz. Je-li f prosté a x € Ker f, pak f(x) = o = f(0) a protoze f je prosté, plyne
odtud x = 0. Proto Ker f C {o}. Druh4 inkluze je trivialni.

Je-li naopak Ker f = {o} a f(x) = f(y) pro néjaké vektory x,y € V, pak z
linearity f plyne f(x —y) = f(x) — f(y) = o, takze x —y € Ker f, odkud plyne
x =y. To dokazuje, ze f je prosté. O

7Z dilazu je patrné, ze jadro linedrniho zobrazeni urcuje, které dvojice vektort se
zobrazi na stejny vektor. Vztah f(x) = f(y) totiz plati pravé tehdy, kdyz x —y €
Ker f. To je ilustrovano na obrazku nize, kde f : R> — R3 je projekce na p¥imku p
podél roviny U.

OBRAZEK

Obraz i jadro linedrniho zobrazeni urc¢ime snadno z jeho libovolné matice — v
prislusnych bazich je to sloupcovy prostor resp. jadro této matice. Toho jsme si jiz
diive vSimli pro zobrazeni mezi aritmetickymi prostory a jejich matici vzhledem ke
kanonickym bazim.

Tvrzeni 8.27. Necht V, W jsou konecné generované vektorové prostory, B je bdze
V, C je bize W a f:V — W je linedrni zobrazeni. Pak plati:
e Jadro f je podprostorem V a plati

[Ker f]p = Ker [f]& .
e Obraz f je podprostorem W a plati
[Im f]e = Im [f]§ .
Diikaz.

e Jadro je neprazdné, protoze obsahuje nulovy vektor. Je uzaviené na séitani,
protoze z u,v € Ker f plyne f(u+v) = f(u)+ f(v) = o, ¢iliu+v € Ker f,
a podobné se ukaze uzavienost na nasobeni skalarem.
Pouzijeme opét vzorec pro matici linedrniho zobrazeni:

[Ker flg = [{v: f(v) =o}|p ={[v]s : f(V) =0} ={[v]s : [f(v)]c = o}
={Vlp: [fI8IV]p = o} = {x e TV [f]¢x = o} = Ker [f]&

e Obraz je zfejmé neprazdny. Ovéfime uzavienost na séitani, uzavienost na
nasobeni skaldrem se dokaze podobné. Jsou-li wi,ws € W v obrazu f,
pak existuji vi,vy € V takové, ze f(v1) = wy a f(vy) = wa. Z linearity
f(vi+va) = f(v1)+ f(v2) = wi +wa, takZe v obrazu lezi i soucet wy +wa.

Z tvrzeni 8.6 o matici linedrniho zobrazeni dostavame

FWe={fv):veVie={fWc:veV}={[fléVp:veV}
= {[18x:x e 7™V} =Im[f]& .
O

Piiklad 8.28. Linearni zobrazeni f : R?> — R? mame déno matici vzhledem k
bazim B a C":

1 2
s\ ) L)) e (G)00)
3 1

0
a-me=(2 5 %)
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Uréime Ker f a f(R3).
Nejprve spoéitdme Ker A (tj. uréime néjakou bazi Ker A), tedy vytesime homo-
genni soustavu rovnic s matici A.

2 1 =3 2 1 =3
-4 -2 6 0 0 O

Béze Ker A je naptiklad (—1,2,0)7,(3,0,2)T (za parametry jsme volili (2,0)7 a
(0,2)T, aby vychéazela hezéi éisla). Takze

-1 3
[Kerf]BKerA< 2 N ) > ,
0 2
z ¢ehoz dopocteme
1 2 1
Ker f = <—1 2 1+2(1 0 |,3[ 2 | +2
3 9 3
-1 9 -1

Nyni fadkovymi tpravami uréime bazi Im A:

w
—
wo
Wk W 5 ww
~—

2 -4 1 -2
1 -2 |~10 O
-3 6 0 0

Takze

wre—ma={( 1)
mi=(1(1)=2(7))={( %))

Dimenze jadra f je 2 a dimenze obrazu f je 1, coz je v souladu s vétou o dimenzi
jadra a obrazu. Zobrazeni f je znazornéné na obrazku
OBRAZEK

8.4.2. Charakterizace mono/epi/izo-morfismi. Monomorfismy zobrazuji linedrné ne-
zavislé posloupnosti na linedrné nezavislé posloupnosti a tato vlastnost je charak-
terizuje:

Tvrzeni 8.29. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je ko-
necné generovany a f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzend jsou
ekvivalentns.

(1) Zobrazeni f je prosté (monomorfismus).

(2) Pro kazdou linedrné nezdvislou posloupnost (vi,...,vy) ve V je posloup-
nost (f(vi),..., f(vg)) linedrné nezdvisla v W.

(3) Ewmistuje baze (v1,...,vy) prostoru 'V takovd, Ze (f(v1),..., f(vyn)) je line-
arné nezdvisld v W.

Dikaz. (1) = (2). Pfedpokladejme, Ze f je prosté a (vi,...,vy) linedrné nezavisla
posloupnost ve V. Plati-li pro néjaké skalary ¢1,...,t, € T

tif(vi)+ -+t f(vi) =0,
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pak v dasledku linearity f plati rovnéz
ftivi+ - +tgvy) =0 = f(o) .

Protoze f je prosté zobrazeni, plati t;vy +-- -+t vy = 0, a protoze (vi,...,vg) je
linearné nezavisla, dostavame t; = --- =t = 0.

(2) = (3). Plyne z toho, ze kazda baze je linedrné nezavisla posloupnost.

(3) = (1). Podle tvrzeni 8.26 staci dokézat, ze Ker f obsahuje pouze nulovy
vektor. Uvazujme libovolny vektor x € Ker f. Vyjadiime jej jako linedrni kombinaci
prvki baze (vq,...,vp):

X=t1vi+- -+t vy .
Pak
Ozf(x):f(tlvl+"'+tnvn):tlf(vl)+"'+tnf(vn) .

Protoze je (f(v1),..., f(vs)) je linedrné nezavisld, plyne odtud t; =--- =1t, =0
a tedy x = o. O

Nésleduje obdobné tvrzeni pro epimorfismy. Ty pfevadéji mnoziny generatori
na mnoziny generator.

Tvrzeni 8.30. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je ko-
necné generovany a f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzend jsou
ekvivalentns.

(1) Zobrazeni f je na W (epimorfismus).

(2) Pro kaZdou mnoZinu generdtori {vi,...,vip} ve V je {f(v1),..., f(vi)}
mnozina generdtori v W.

(3) Ewxistuje baze (vi,...,vy) prostoru V takovd, Ze {f(vi),..., f(vn)} gene-
ruje W.

Dikaz. (1) = (2). Pro libovolny vektor w € W existuje x € V tak, ze f(x) =
w, protoze f je epimorfismus. Protoze {vi,..., vy} generuje V, mizeme vektor x
vyjadrit jako linearni kombinaci x = t1vy + - - -+t vy. Diky linearité f nyni méame
w=f(x)=f{tivi+ - +tvr) =t1f(v1) + -+ tif(vi). Zjistili jsme, ze kazdy
vektor w 1ze vyjad¥it jako linedrni kombinaci vektort f(vy),..., f(vi).

(2) = (3). Plyne z toho, ze kazda baze V generuje V.

(3) = (1). Potfebujeme ukézat, ze kazdy vektor w € W ma vzor pfi zobrazeni f.
Protoze {f(v1,..., f(vy)} generuje W, miizeme w vyjadiit jako w = 1 f(vy)+-- -+
tn f(vy). Pak pro vektor x = t1vy + -+ -+ t, vy, plati f(x) = f(tavi+-- +tpvn) =
tif(vi)+ -+t f(vp) =w. O

Diisledkem piedchozich dvou tvrzeni je charakterizace izomorfismi.

Tvrzeni 8.31. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je ko-
necné generovany a f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzend jsou
ekvivalentns.

(1) Zobrazeni f je izomorfismus.

(2) Pro kaZdou bazi (vi,...,vi) ve V je (f(v1),..., f(vg)) bdze v W,

(3) Ewxistuje baze (vi,...,vy) prostoru V takovd, Ze (f(v1),..., f(vyn)) je bdze
v W.
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8.4.3. Izomorfismus. Dva prostory V, W nazyvame izomorfni, pokud existuje izo-
morfismus f : V — W. (Rozmyslete si, Ze relace “byt izomorfni” je reflexivni,
symetricka a tranzitivni, tj. je to ekvivalence, viz cviceni.) Skutecnost, ze V.a W
jsou izomorfni se zapisuje
VW

Izomorfni prostory jsou ,v podstaté” stejné, lisi se jenom prejmenovanim vek-
torti. Podrobnéji, uvazujme izomorfismus f : V. — W. Pfejmenovanim kazdého
vektoru v € V na f(v) a zachovanim puvodnich operaci vznikne prostor W. Sku-
teéné, prejmenovanim dvou vektort u, v ve V vzniknou vektory f(u), f(v), jejichz
soucet ve W je f(u)+ f(v), coz je z linearity totéz jako pfejmenovany vektor u+v,
tj. vektor f(u+v). Podobné pro nasobeni skaldrem. Proto izomorfismy zachovavaji
mnoho vlastnosti:

Pozorovani 8.32. Necht f: V — W je izomorfismus konecné generovanich pro-
stori. Pak plati

(1) Posloupnost (vi,...,vy) je linedrné nezavisld ve V pravé tehdy, kdyz je
posloupnost (f(v1),..., f(vg)) linedrné nezdvisla v W.

(2) Mnozina{vi,...,vi} generuje V prdvé tehdy, kdyz mnozina {f(v1),..., f(vi)}
generuje W.

(3) Posloupnost (vi,...,vy) je bdze V prdvé tehdy, kdyz je posloupnost (f(v1),..., f(Vi))
bdze W.

(4) dmV = dimW.

(5) Mnozina M C 'V je podprostorem prostoru V prdvé tehdy, kdyz je f(M) =
{f(m) : m € M} podprostorem prostoru W.

(6) Pokud U <V, pak f zuZené na U je izomorfismem U — f(U). Specidlné
dim U = dim f(U).

Diukaz. O

Pro libovolny koneéné generovany prostor V nad télesem T s bdzi B = (vy,...,Vy,)
je zobrazeni s : V' — T definované vztahem s(v) = [v]p izomorfismus V — T™:
Zobrazeni s je prosté, protoze kazdy vektor je jednoznac¢né urcen souradnicemi
vzhledem k B. Zobrazeni s je na T"™, protoze kazda n-tice je soufadnicemi néja-
kého vektoru ve V. Konecné s je linedrni podle tvrzeni 5.65. (Vlastnosti uvedené v
pozorovani 5.67 jsou tak specidlnim p¥ipadem pozorovani 8.32.)

Pouzitim vlastnosti z pozorovani 8.32 na tento “soufadnicovy izomorfismus” zis-
kédme obecnéjsi verzi véty o dimenzi jadra a obrazu, diive dokdzané v maticové
verzi.

Véta 8.33 (o dimenzi jidra a obrazu). Je-li V, W jsou konecné generované vek-
torovy prostory nad télesem T a f: V — W linedrni zobrazent, pak

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim'V

Diikaz. Vezmeme libovolnou bazi B prostoru V a bazi C' prostoru W. Oznac¢me
A = [f]E (jde o matici typu dim W x dim V). Podle tvrzeni 8.27 o vypoétu jadra
a obrazu plati [Ker f]p = Ker A a [Im f]c = Im A. Z bodu (6) pozorovani 8.32
nyni vyplyva dimKer f = dimKer A a dimIm f = dim A. Vztah nyni vyplyva z
véty 5.90 o dimenzi jadra a obrazu pro matice. O

Soufadnicovy izomorsmus také ukazuje, ze kazdy vektorovy prostor V nad T
dimenze n je izomorfni aritmetickému prostoru T™. Ze symetrie a tranzitivity relace
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“byt izomorfni” plyne, Ze libovolné dva prostory nad stejnym télesem stejné dimenze
jsou izomorfni. Predvedeme “bezsoutadnicovy” dikaz.

Véta 8.34. Necht V a W jsou dva koneéné generované prostory nad télesem T.
Pak nasledugici tvrzent jsou ekvivalentni:

(1) Emistuje izomorfismus f: V — W.

(2) dim(V) = dim(W).

Diikaz. Implikace (1) = (2) je bod (4) v pozorovani 8.32.

Pro dikaz druhé implikace zvolime bédzi B = (vi1,va,...,Vv,) prostoru V a bézi
C = (w1, ws,...,w,) prostoru W. Podle tvrzeni 8.4 (o rozsifovani linedrniho zob-
razeni definovaného na bézi) existuje linedrni{ zobrazeni f : V. — W spliiujici
f(vi) = w; pro kazdé i € {1,2,...,n}. Toto linedrn{ zobrazeni je izomorfismem
podle bodu (3) tvrzeni 8.31 charakterizujici izomorfismy. O

Dokazana véta pfesny vyznam heslu, ze vektorovy prostor nad danym télesem
dané dimenze je “v podstaté” jen jeden.

Véta plati i pro prostory, které nejsou konecné generované. Témi se detailnéji
nezabyvame, ukazeme ale priklad izomorfismu mezi takovymi prostory.

Piiklad 8.35. Ozacime V prostor vSech realnych polynomu a W podprostor pro-

storu vSech posloupnosti redlnych cisel tvoreny posloupnostmi, které obsahuji ko-

necné mnoho nenulovych prvka. Definujeme zobrazeni f : V — W vztahem
flag+ a1z + -+ apz™) = (ag,a1,...,a,,0,0,...) .

Snadno se ovéFi, Ze f je bijekce (prosté a na) a ze je linedrni, tedy f je izomorfismus.

8.5. Prostor linearnich zobrazeni. Uvazujme dva vektorové prostory V, W

nad stejnym télesem. Néasledujici tvrzeni ukazuje, Ze na mnoziné vSech linearnich

zobrazeni z V do W lze pfirozenym zptisobem zavést s¢itani a skaldrni nasobeni.
Dalsi tvrzeni ukazuje, ze timto ziskame vektorovy prostor.

Tvrzeni 8.36. Jsou-li V, W vektorové prostory nad stejngm télesem T, f,g: V —
W dvé linedrni zobrazeni a t € T, pak plati:
(1) Zobrazeni tf definované vztahem

tHx)=t - f(x), xeV
je linedrni zobrazeni V.— W.
(2) Zobrazeni f + g definované vztahem
(f+9)x) =[f(x)+g9(x), xeV
je linedrni zobrazeni V.— W.
Tvrzeni 8.37. Jsou-li V, W wektorové prostory nad stejnym télesem T, pak

mnozina vsech linedrnich zobrazeni z V. do W s operacemi definovanymi v tur-
zeni 8.36 tvort vektorovy prostor nad T.

Diikaz. Prenechame jako cviceni ([

Definice 8.38. Vektorovy prostor vSech linedrnich zobrazeni z V do W znacime
Hom(V,W).

Tvrzeni 8.39. Jsou-li V, W koneéné generované vektorové prostory nad télesem
T, dim'V = n a dim W = m, pak prostor Hom(V, W) je izomorfni prostoru T™*™
vsSech matic typu m X n nad T
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Diikaz. Zvolime béazi B prostoru V a bazi C prostoru W. Zobrazeni s : Hom(V, W) —
T™*" definujeme vztahem s(f) = [f]E.

Zobrazeni s je prosté, protoze kazdé linedrni zobrazeni je jednoznacné urceno
svou matici vzhledem k B a C. Zobrazeni s je na T™*", protoze kazda matice
typu m X n je matici néjakého linearniho zobrazeni V.— W. K ovéreni toho, Ze
s je linearni, potfebujeme ukazat, ze pro libovolné f,g : V — W a t € T plati
(tf1Z = t[f18, [f + 9]8 = [f]E + [9)E. To prenechdme jako cviceni. O

8.5.1. Linedrni formy. Pfipomenme, ze linedrni forma na vektorovém prostoru V
nad télesem T je linedrni zobrazeni z V do (jednodimenzionalniho) prostoru T.

Mnozinu vSech linearnich forem na V spolu s pfirozenymi operacemi s¢itani a
nasobeni (zavedenymi ve tvrzeni 8.36) nazyvame dudl prostoru V:

Definice 8.40. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Dudlem prostoru V
rozumime prostor

V? = Hom(V,T) .

Predpoklddejme, Ze V je konené generovany prostor dimenze n. Prostor Hom(V, T)
je podle tvrzeni 8.39 izomorfni prostoru T!1*" vsech matic nad T typu 1 x n tj.
prostoru fadkovych vektord. Specialné:

Tvrzeni 8.41. Necht V je koneéné generovany prostor, pak
dimV = dim V* .

Dikaz. V¢ = Hom(V,T) je izomorfni T'*" (kde n = dimV) a tento prostor
mé dimenzi n. ProtoZe izomorfni prostory maji stejnou dimenzi (viz nap¥. pozoro-
véani 8.32), plati dim V¢ = n. O

Podle diikazu tvrzeni 8.39 izomorfismus Hom(V,T) = T1*" ziskdme volbou
baze B prostoru V a baze C prostoru T. Pro linearni formy bazi C' volime vzdy
“kanonickou”, tj. C = (1).

Definice 8.42. Necht V je kone¢né generovany prostor nad télesem T, f je linedrni
forma na V a B je baze prostoru V. Matici formy f vzhledem k bazi B rozumime
radkovy vektor

1117 =115
Podle definice matice linedrniho zobrazeni je matice f vzhledemk B = (vy,...,v})

[f]B = (f(vl)af(VQ)w . 7f(vn)) .

Vzorec z tvrzeni 8.6 o matici linearniho zobrazeni ma pro linedrni formy tvar

Oznag¢ime-li [f]® = (a1,...,a,) a [x|g = (21,...,7,), madme

flx)= (al,...,an)(xl,...,xn)T =21 +asxo + -+ ant, .
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8.5.2. Rddkovyj pohled na soustavy linedrnich rovnic. Rozebereme nyni podrobnéji
rfadkovy pohled na soustavy linearnich rovnic. Diskuzi budeme provadét pouze pro
homogenni soustavy rovnic, jejichz feSeni je zékladem pro feseni obecnych soustav.

Necht tedy A = (a;;) je matice typu m x n nad télesem T s fadkovymi vektory
a,...,a,. Proi=1,...,mozna¢me f; linearni formu na T", jejiz matice vzhledem
ke kanonické bazi je a;, tj.

filxr, ... ,l’n)T = ;121 + Qj2%2 + -+ AinTy -

Vektor x € T™ je feSenim soustavy Ax = o pravé tehdy, kdyz fi(x) = 0, fa(x) =
0,..., fm(x) = 0. Jinymi slovy, Ax = o pravé tehdy, kdyz x € Ker f1, ..., x €
Ker f,,,, neboli x € Ker fiN---NKer f,,. Jadro je, kromé pfipadu nulové formy, vzdy
nadrovina (tj. podprostor dimenze n — 1 v T"), jak ukazuje nésledujici obecngjsi
tvrzeni.

Tvrzeni 8.43. Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a f je
linedrni forma na V. Je-li f nenulovd, pak dimKer f =n — 1.

Diikaz. Podle véty 8.33 o dimenzi jadra a obrazu plati
dimKer f +dimIm f =n

Je-1i f nenulova forma, jeji obraz je celé T'a dimIm f = 1, takZze dim Ker f+1 = n,
¢ili dimKer f =n — 1. ]

Vratme se k diskuzi feSeni soustavy. Pfedpokladejme pro piehlednost, ze zadné
z forem f1,..., f;, neni nulova. Kazdy fadek v takovém pfipadé urcuje nadrovinu
Ker f; a mnozina feseni je rovna pruniku téchto nadrovin. Pocitejme priniky po-
stupné: uvazujme posloupnost

W, =Ker f1, Wy =Ker fy NKer fo,..., W,, =Ker fi NKer fo N ---NKer f,,.

Wit1 je tedy prunikem W; a nadroviny Ker f;; 1. Dusledkem véty o dimenzi souctu
a primniku je (viz nésledujici tvrzeni 8.44), ze W, je bud rovno W; (to nastane
v ptipadé, ze Ker fi11 2 W;) a nebo mé o jednicku mensi dimenzi. Dalsi véta
pak ukazuje, Ze prvni moznost nastane pravé tehdy, kdyz je forma f;;1 linedrni
kombinaci forem f1, ..., f;. (Ekvivalentné, kdyZ je ;11 linedrni kombinaci vektort
a, ..., a;.)

Tvrzeni 8.44. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n, W je podprostor V a U je
podprostor V dimenze n—1. Pokud neplati W C U, pak dim(WNU) = dim W —1.

Diikaz. Pokud neplati W C U, tak je U je vlastnim podprostorem W + U, z ¢ehoz
plyne, ze W + U mé dimenzi alespoii n. Vys§i dimenzi ale mit nemuze jakozto
podprostor prostoru V, ktery ma dimenzi n. Z véty 5.94 o dimenzi souctu a prianiku
dostavame

dim(WNU) =dimW+dimU -dim(W+U) =dimW+n—1-n=dimW-1 .
O

Véta 8.45. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a f1, fo,..., [k, g
linedrni formy na V. Pak ndsledugict tvrzent jsou ekvivalentni.

(1) ge <f17"'7fk>
(2) Kerg D Ker fy n---NKer fj
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Dikaz. Jednodussi je implikace (1) = (2). Pfedpoklddejme, ze g = ¢1 f1+- - -+ tx f
pro né&jaké skalary t1,...,t; € T. Pak pro libovolny vektor x € Ker f; N---NKer fg
plati f1(x) = fo(x) = -+ = fr(x) = o, tedy také g(x) = (tofy + -+t fir) (X) =
tlfl(X) + -+l fr(x) = 0.

Pro dikaz (2) = (1) zvolme né&jakou béazi B prostoru V. Ozna¢me C matici
(typu k x n) s fadkovymi vektory [f1]Z, ..., [fx]® a D matici (typu (k+1) x n) s
fadkovymi vektory [f1]Z, ..., [fx]Z, [9]®.

Ukazeme, ze Ker C' = [Ker f1N---NKer fi]g. Uvazujme libovolny vektor y € T™
a vektor x € V takovy, ze [x]p = y. Vektor y lezi v [Ker f1 N --- N Ker fi]p pravé
tehdy, kdyz x lezi v Ker f1 N...Ker fg, neboli fi(x) = --- = fr(x) = 0. To nastane
pravé tehdy, kdyz [f1]B[x]p = -+ = [fx]P[x]z = 0 (podle tvrzeni 8.6). Podle
definice matice C, toto je ekvivalentni podmince C[x]|p = o, neboli y € Ker C.

Podobné se ukéze, ze Ker D = [Ker f1 N --- N Ker fr N Ker g|p. Z pfedpokladu,
ze Ker g obsahuje Ker f; N --- N Ker fj, ale plyne Ker fy N --- N Ker f N Kerg =
Ker f1 N--- N Ker fx. Plati proto Ker C' = Ker D.

Podle véty 5.90 o dimenzi jadra a obrazu pak plati dimImC = dimIm D (=
n —dimKerC = n — dimKer D) a z véty 5.78 o rovnosti dimenze faddkového a
sloupcového prostoru dostdvame dim Im C7 = dim Im D”'. Radkovy prostor matice
C je podprostorem fadkového prostoru matice D, proto z rovnosti dimenzi vyplyva
ImC? = Im DT. Tim padem je posledni fadek [g]® matice D linearni kombinaci
radkt matice C, takze existuji skalary tq,...,t; takové, ze

[9)° =t [A)7 4+t fi]® = [+t fi]P

Rovnaji-li se matice linearnich forem vzhledem k néjaké bazi, pak se linearni formy
rovnaji, tedy konecné dostavame

g=tifi+ - +tefx -
O

Predchozi diskuze ndm rovnéz umoznuje 1épe nahlédnout, proc¢ se dimenze sloup-
cového prostoru matice A (typu m x n) rovnd dimenzi fadkového prostoru matice
A.

Vypocitame dvéma zpusobu dimenzi Ker A. Nejprve sloupcové. Podle véty o
dimenzi jaddra a obrazu plati dim Ker A = n—dim Im A. To si miZeme piedstavovat
tak, ze kazdy bazovy sloupec nam ubere jeden stupen volnosti pii feSeni soustavy
Ax = o. Dimenze mnoziny feSeni této soustavy je tak rovna n minus pocet bazovych
sloupct, ¢ili n — dim Im A.

Nyni fadkovy pohled. Analogicky jako pro sloupce fekneme, Ze fadek matice A
je bazovy, pokud neni linedrni kombinaci pfedchozich fadki. Dimenze dimIm AT
rfadkového prostoru je rovna poc¢tu bazovych fadkt. Prechozi diskuze ukazuje, ze pti
postupném piidavani rovnic (=fadki matice A), kazdy bazovy fadek snizi dimenzi
prostoru Feseni o 1, takze dim Ker A je rovno n minus pocet bazovych radku, ¢ili
n —dimIm A7,

Zdtvodnili jsme, ze dim Ker A = n—dimIm A = n—dim Im A”. Z toho okamzit&
vidime, #ze dimIm A = dimIm A7

8.5.3. Reprezentace linedrnich forem skaldrnim soucinem. Kazdou formu na ko-
necné generovaném prostoru se skalarnim soucinem lze jistym zpusobem reprezen-
tovat pomoci skalarniho soucinu. Vysvétlime si myslenku na pfipadé aritmetického
vektorového prostoru se standardnim skalarnim soucinem.
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Uvazujme tedy linearni formu f na aritmetickém vektorovém prostoru R". Vime,
ze pro kazdé x plati f(x) = [f]¥»x. Oznac¢ime-li u = ([f]¥~)T € R", mame
fx)=u"x=u-x .
Obecnéji, pro prostor C" bychom dostali vztah f(x) = u-x volbou u = ([f]#")*.

Véta 8.46 (O reprezentaci linearnich forem). Necht 'V je konecné generovany pro-
stor se skaldrnim soucinem (|) a f je linedrni forma na V. Pak existuje jednozna-
¢né urceny vektor u € V takovy, Ze pro kazdé x € V plati

f(x) = (ulx)

Diikaz. Necht B je néjakd ortonormélni baze prostoru V. Necht u je vektor, jehoZ
soufadnice vzhledem k B jsou [u]p = ([f]?)*. Pak pro libovolné x € V plati

fx) =[xl = [usx]p = (ulx) ,

kde posledni rovnost plyne z tvrzeni 7.21 o vypoctu skalarniho soucinu pomoci
soufadnic vzhledem k ortonormaéalni bazi.

Pro dtkaz jednoznacnosti predpokladejme, ze u, v jsou vektory takové, ze pro
libovolné x € V plati

f(x) = (ulx) = (v[x)

Upravou dostavame (u — v [x) = 0. Volbou x = u— v dostaneme (u — v |u —v) =
lu—v|? =0, z &eho# vypljyvd u = v. O

Vztah f(x) = (u|x) méa nézornou geometrickou interpretaci. Pfedpokladejme,
7e u # o (jinak je f = 0). Vzdalenost vektoru x od nadroviny U = ut je rovna
velikosti ortogonélni projekce vektoru x na U+ = (u), coz je

()|

[[ul]

(ufx)
Jha®

TakZe absolutni hodnota skaldrniho soucinu (u|x) je rovna |lul|-nasobku vzdale-
nosti vektoru x od nadroviny U.

V redlném piipadé si jesté uvédomime, ze (u|x) > 0 pravé tehdy, kdyZ u a x svi-
raji ihel mensi nez 7/2, takze (u|x) udéva ||ul|-nésobek ,orientované vzdélenosti“
od nadroviny U. Vétu o reprezentaci tedy mtzeme v readlném piipadé geometricky
interpretovat tak, ze kazda lineadrni forma prifazuje vektoru x t-nasobek jeho ori-
entované vzdalenosti od nadroviny U (kde ¢ € R a U zavisi na formé f).

8.6. Ortogonalni zobrazeni. Pojem ortogonalni (unitédrni) matice byl motivovan
vlastnostmi pfislusného zobrazeni. Nyni definujeme pojem pro obecné prostory se
skalarnim soucinem.

Definice 8.47. Necht V, W jsou redlné (resp. komplexni) vektorové prostory se
skalarnim sou¢inem. Linedrni zobrazeni f : V. — W nazjyvame ortogondlni (resp.
unitdrni), pokud pro libovolny vektor x € V' plati

IF G =l
Nejprve si vSimneme, Ze unitarni zobrazeni je nutné prosté.

Pozorovani 8.48. Kazdé ortogondlni (resp. unitdrni) zobrazeni f : V. — W je
prosté (tj. monomorfismus).
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Diikaz. Je-li x € Ker f, pak f(x) = o. Z unitarity vyplyva 0 = || f(x)|| = [|x]| a
tedy x = o. Proto Ker f = {0}, takze f je prosté podle tvrzeni 8.26. O

Podobné jako pro matice, pojem ortogonalniho (unitdrni) zobrazeni ma fadu
ekvivalentnich charakterizaci.

Tvrzeni 8.49. Necht V., W jsou redlné (resp. komplexni) koneéné generované vek-
torové prostory se skaldrnim soucinem, B je ortonormdlni bdze V, C je ortonor-
malni baze W a f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni.

(1) f je ortogonding (resp. unitdrni), tj. pro kaZdé x € V plati

(2) Pro kazdé x,y € V plati (f(x)|f(y)) = (x|y).

(3) f zobrazuje kazdou ortonormdlni posloupnost ve V. na ortonormdlni po-
sloupnost v W.

(4) f zobrazuje kaZdou ortonormdlni bdzi ve V na ortonormdlni posloupnost v
W.

(5) Posloupnost sloupcovyich vektori matice [f]E je ortonormdini vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu soucinu v R™ (resp. C").

(6) f zobrazuje néjakou ortonormdlni bdzi ve V. na ortonormdlni posloupnost

v W.

FEI = Il

Diikaz. Implikace (1) = (2) se dokdZe z polarizaénich identit, podobné jako impli-
kace (2) = (1) v tvrzeni 7.46 charakterizujici ortogondlni (unitarni) matice.

(2) = (3). Jeli (v1,...,Vy) ortonormalni posloupnost, pak (v;|v;) = J;; pro
kazdé i,5 € {1,...,n}. Z predpokladu méame (f(v;)|f(v;)) = (vi|v;) = &;j, tedy
posloupnost (f(v1),..., f(vk) je ortonormdalni v W.

Implikace (3) = (4) je zfejmA.

(4) = (5). Oznaéme B = (vy,..., V). Z pfedpokladu vyplyva, ze (f(v1), ..., f(vn))

je ortonormaélni. Pak je podle tvrzeni 7.21 (o vypoctu skaldrniho souéinu z vyjadieni
vzhledem k ortonormalni bazi) posloupnost ([f(v1i)]c,...,[f(vn)]c) ortonormalni
v prislusném aritmetickém prostoru se standardnim skalarnim souc¢inem. Tato po-
sloupnost je rovna posloupnosti sloupcovych vektorti matice [f] g.

(5) = (6). Ukdzeme, Ze lze pouzit bazi B = (vi,...,v,). Posloupnost sloupco-
vych vektorti [f]2 je ortonormélni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu sou¢inu,
takze podle tvrzeni 7.21 je posloupnost (f(vi),..., f(vy)) ortonorméalni.

(6) = (1). Necht B = (v1,...,Vy,) je ortonormalni baze takova, ze C' = (f(v1),. ..
je ortonormalni. Vezmeme libovolné x = a1vy + --- 4+ a, v, € U. Pak podle tvr-
zeni 7.21 je ||x||* = (x|x) = @ia1 + -+ + Gnan. Z linearity f vyplyva f(x) =
a1 f(v1)+- - 4anf(vy). Protoze C je ortonormélni baze prostoru (C), z tvrzeni 7.21
vypIva, Ze || f(x)|* = @rar + - + @pan, a tedy [|x[| = [|f(x)]. O

Tvrzeni plati i bez pfedpokladu konecné generovanosti prostori V, W. Jako
cviceni dokazte ty implikace, které nevyzaduji pojem baze pro nekonecné genero-
vané prostory.

Piiklad 8.50. Otoceni okolo podatku a osové symetrie uréend ptimkou prochézejici
pocatkem jsou ortogonélni linearni operatory na R2.

Otoceni kolem osy prochazejici pocatkem a reflexe podle roviny prochazejici
pocatkem jsou ortogonalni operatory na R3, rovnéz tak jejich sloZeni.

Pozdéji ukazeme, Ze jiné ortogonalni operatory v R? a R? neexistuji.
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Cviceni

1. “Byt izomorfni” je ekvivalenci.

2. Dokazte pozorovani 8.32.

3. ...charakterizace mono/epi/izo pro fa.... (TODO)
4. Dokazte pfimo implikaci (3) = (1) v tvrzeni 8.49.

201
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9. VLASTNI GISLA A VLASTNI VEKTORY

V této kapitole pronikneme hloubéji do struktury linearnich operatorti, hlavné na
konecné generovanych prostorech. Vyvinuté teorie ndm umozni napiiklad pocitat
iterace daného operarou f, tj. vyrazy tvaru

fr=fofo-of
X

V fedi matic, nau¢ime se pocitat n-tou mocninu ¢tvercové matice A.

9.1. Diferené¢ni a diferencialni rovnice. Zacneme nékolika motivujicimi pii-
klady.

9.1.1. Diferencni rovnice.
Piiklad 9.1. Fibonacciho posloupnost je definovand vztahy
a1 =1,a0 =1, ag4o =agy1 +ar prokazdé k=1,2,...

V &ésti 4.5.1 jsme nahlédli, 7e plati
e I B TR W T
Q+1 ay, 10

a z toho odvodili
k42 _ Ck a2 _ Ck 1
Ak+41 aq 1 ’

K urceni k-tého ¢lenu ndm tedy sta¢i umét vypocitat k-tou mocninu matice C.

Piiklad 9.2. Pracovni urad sleduje, kolik lidi v produktivnim véku v oblasti s
vysokou nezaméstnanosti je

(1) zaméstnanych,

(2) krétkodobé (tj. méné nez 6 mésici) nezaméstnanych,

(3) dlouhodobé (tj. aspoii 6 mésicil) nezaméstnanych.
7 dlouhodobych statistik vyplyva, ze béhem meésice jedna desetina zaméstnanych
prijde o misto, dale Ze z kratkodobé nezaméstnanych béhem mésice roku 30% za-
méstnani najde, 40% jich zistane kratkodobé nezaméstnanych, zatimco zbyljch
30% jich prejde mezi dlouhodobé nezaméstnané. A z dlouhodobé nezaméstnanych
jedna pétina praci najde a zbylych 80% zlstane nezaméstnanych.

V soucdasné dobé je mira nezaméstnanosti 20%, z toho tfi étvrtiny jsou dlou-
hodobé nezaméstnani a jedna ¢tvrtina prisla o praci v poslednim ptl roce, patii
tedy mezi kratkodobé nezaméstnané. Chceme védét, jak se bude nezaméstnanost
dlouhodobé vyvijet.

Rozlozeni nezaméstnanosti po k mésicich zapiseme jako vektor pr. = (pr1, pra, Pr3)’
kde pi; udava podil skupiny ¢ na celkovém poctu. Pocatecni rozlozeni nezaméstna-
nosti je tedy

Po1 0,8
po=| po2 | = 0,05
Do3 0,15

Nezaméstnanost px po k-tém mésici vyjadiime jako sou¢in vhodné matice A s
vektorem pg_1. Prvni sloupcovy vektor bude vyjadfovat, jak se na nezaméstnanosti
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o mésic pozdéji bude podilet skupina v soucasné dobé zameéstnanych, atd.

0,9 03 02
pr=Apr-1=| 01 04 0 |pr_1 -
0 03 038
7 toho vidime
Pr = App_1 = A(Apj_2) = A’pj_o = --- = AFpy .

K v§poctu py tedy potiebujeme znat k-tou mocninu matice A¥ nebo alespoii hod-
notu vyrazu A¥py pro dany poc¢atecni vektor.
V fedi linearnich zobrazeni mizeme vztahy zapsat

Pr = fa(Pr—1) = falPr—2) =+ = fh(po) .

K vypoctu py. tedy potfebujeme znat k-tou mocnicu linedrniho operatoru f4 (nebo
asponi jeho hodnotu na py).

Rovnicim podobného typu fikdme diferencéni rovnice nebo diskrétni linearni dy-
namické systémy. Tzn. je-li A matice fadu n nad télesem T, pak rovnici

Xp = Axp_1

nazyvame diferencni rovnice. Obecnéji, je-li f linedrni operator na konecné gene-
rovaném prostoru V, pak

X = f(vi-1)
nazyvame diferenc¢ni rovnice.

Vektor x;, mutze vyjadfovat stav né€jakého systému po k krocich, po uplynuti &k
¢asovych jednotek, apod. Je-li dan pocateéni vektor xg € T™ (resp. xg € V), pak
fesenim diferen¢ni rovnice x; = Axy_; (resp. x; = f(xx_1)) je vektor x;, = AFxq
(resp. x; = f¥(x¢)). Kromé explicitniho vzorce pro vektor x; nas miZe zajimat
limitni chovani pro & — oo, jak rychle se k pripadné limité systém blizi, atd.

Nejjednodussi varianta je jednodimenzionalni, kdy x jsou skalary spliujici x; =
txg_1. Piikladem je Groceni pijcky, kdy napt. kazdy mésic nabihé arok 1%, takze
vyse pujcky po k meésicich spliuje vztah z; = 1,0lz;_;. Z pocateéniho stavu xg
mizeme xj vyjadrit vztahem xj = 1,01%z,.

Nad reélnymi ¢éisly je limitni chovani posloupnosti (x4)5, = (tFz0)$2, vidét.
Pokud zy = 0, pak jsou vsechny ¢leny nulové. Pokud zg # 0 mame néasledujici
moznosti.

e Je-li |t| < 1, pak x; — 0.

o Je-li |t| > 1, pak |zj| — oo.

e Je-li t =1, pak je posloupnost konstatni.

e Je-li t = —1, pak posloupnost nabyvé stfidavé hodnoty z¢ a —zg.
Nad komplexnimi ¢isly je situace trochu zajimavéjsi v pt¥ipadé |t| = 1. Posloupnost
miize byt konstantni, nebo oscilovat mezi kone¢né mnoha hodnotami nebo miizou
byt jeji prvky po dvou rtizné. (Jako cvideni si rozmyslete kdy nastane jaka moznost.)

9.1.2. Diferencidlni rovnice. Situace, kdy se stav systému méni spojité, vedou ¢asto
na diferencialni rovnice. Teorie vyvinuta v této kapitole se ndm bude hodit i pro
nékteré typy takovych rovnic, i kdyz na prvni pohled neni vidét jak s vlastnostmi
linearnich operatort souvisi.
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Piiklad 9.3. PopiSseme model rozpadu jader atomt radioaktivniho materialu. Rych-
lost rozpadu (pocet rozpadlych jader za sekundu) je pfimo tmérnd poétu jader, koe-
ficient imérnosti k zavisi na konkrétnim materidlu, nazyva se rozpadovd konstanta.
Oznacime-li f(t) pocet jader v ¢ase t, rychlost rozpadu je rovna — f/(¢) (znaménko
je minus, protoze jadra ubyvaji). Dostédvame rovnici
—[f'(t) = kf(t), neboli f'(t) = —kf(t) .

To je nejjednodussi pripad diferencialni rovnice.
Piiklad 9.4. Pfes bunéénou blanu mezi dvéma butikami prechézi néjaka substance,
napf. vapnik, alkohol, apod. Na poc¢atku v ¢ase t = 0 je do jedné buriky injektovano
jednotkové mnozstvi substance. Vime, ze rychlost Sifeni substance pfes buné¢nou
blanu z jedné bunky do druhé je pfimo tmérna mnozstvi substance v butice, ze
které se substance §ifi, koeficient rychlosti $ifeni z buriky 1 do bunky 2 je r > 0, a
z buiikky 2 do buiiky 1 je koeficient rovny s > 0. Mame urc¢it mnozstvi substance v
obou bunkach v case t.

OBRAZEK

Ozna¢me si uq(t), resp. uq(t), mnozstvi substance v buitice 1, resp. 2, v Case t.
Rychlost zmény mnozstvi substance v builce 1 je suq(t) (Sifeni z builky 2) minus
ruy(t) ($iFeni do buiiky 2). Podobné pro druhou buiiku. Dostdvame soustavu

uy(t) = —rui(t) + sus(t)
ub(t) = ruy (t) — sua(t) .

Oznacime-li u(t) = (u1(t),u2(t))? a w'(t) = (W) (t),ub(t))T, mizeme soustavu za-
psat

Soucasné vime, ze u(0) = (1,0)7.
Je-li A matice fadu n nad té€lesem R (nebo C) a b € R™ (nebo C™), pak soustavu
x'(t) = Ax(t), x(0) =b

nazyvame soustava linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty s
pocateéni podminkou x(0) = b. Také nékdy budeme pouZivat pojem spojity dyna-
micky systéem.

9.2. Vlastni ¢isla a vlastni vektory. Pro nékteré pocatecni vektory xg lze dife-
renéni rovnici x = f(xg—1) vyFesit snadno, jak ukazuje nésledujici pfiklad.

Piiklad 9.5. Uvazujme operator f4 na R? uréeny matici

-(19)

Protoze plati

je také
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()0}

(Formalné bychom vztah dokézali indukei.)
Obecnéji, diferen¢ni rovnici x; = fa(xk—1) umime vyfesit pro jakykoliv poda-

tecni vektor xo € ((1,1)7): pro xo = s(1,1)7 je x;, = 3*s < i >

a podobné

Reseni pitkladu pro pocateéni vektor xo € ((1,1)7) nam umoznila skutecnost,
Ze f(x0) je nadsobkem vektoru xg. To vede k definici vlastnich éisel a vektort.

Definice 9.6. Je-li f : V — V linearni operator na vektorovém prostoru V nad
télesem T, pak skalar A € T nazyvame vlastni ¢islo operatoru f, pokud existuje
nenulovy vektor x € V, pro ktery plati

f(x)=Xx .

Je-li A vlastni ¢islo operatoru f, pak libovolny vektor x € V, pro ktery plati f(x) =
AX, nazyvame vlastni vektor operatoru f pfislusny vlastnimu ¢éislu .

Vlastni ¢isla a vektory pro ¢tvercovou matici fadu n nad T definujeme jako
vlastni ¢isla a vektory piislusného operatoru f4 : T™ — T". Podobné tomu bude i
pro dalsi pojmy v této kapitole. Prelozime si definici pro tento piipad:

Definice 9.6*. Je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak skalar A € T
nazyvame vlastni ¢islo matice A, pokud existuje nenulovy vektor x € T" takovy,
ze

Ax = Ax .
Je-1i A vlastni ¢islo matice A, pak libovolny vektor x € T™, pro ktery plati Ax = \x,
nazyvame vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu ¢islu A.

Je dulezité uvédomit si geometricky vyznam definice vlastniho ¢isla operatoru.
Cislo A € T je vlastni éslo operatoru f, pokud existuje nenulovy vektor x € V,
ktery operator f zobrazi na A-ndsobek vektoru x, tj. do sméru vektoru x. V pripadé
prostoru nad realnymi ¢isly tak operédtor f vektor x bud ,natahuje“ (pokud |A| > 1)
nebo ,smrstuje* (pokud |\| < 1), piipadné ,obraci“ (pokud A < 0).

Piiklad 9.7. Na obrazku 19 je nakresleno zobrazeni f, : R? — R? urcené matici

A (1035 0,09
~\ 0,135 0,99

tak, Ze pro nékteré body x je zobrazena Sipka z x do fa(x).

fa ma dvé vlastni ¢isla 1,125 a 0,9. Vlastni vektory ptislusné 1,125 jsou vektory z
<(17 1)T>7 coz na obréazku vidime tak, ze tyto vektory zobrazeni f4 1,125% natdhne.
Vlastni vektory ptislusné 0,9 jsou vektory z < (-2, 3)T>, tyto vektory zobrazeni f4
0,9x zkrati.

Na obrazku je také pskné kvalitativné vidét chovani posloupnosti (f*(x0))32,

M7

pro rizné pocatecni vektory. Vysledek v piisti casti odivodnime algebraicky.

Pro kazdé ¢islo A € T plati, ze f(0) = o = Xo. To ale neznamend, ze A je vlastni
éislo f. K tomu, aby X\ bylo vlastni ¢islo f, je nutné existence nenulového prvku
x, pro ktery plati f(x) = Ax. V takovém piipadé pak i nulovy vektor je vlastnim
vektorem prislusnym A.
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OBRAZEK 19. Obrazek zobrazeni f4. Sipka vede z bodu x do bodu f4(x).

Cislo 0 mtze byt vlastnim ¢islem operatoru f, k tomu je ale nutni (a staci)
existence vektoru x # o, pro ktery plati f(x) = 0x = o, coZ nastava pravé kdyz
Ker (f) # {o}, neboli kdyz operator f neni prosty (viz tvrzeni 8.26). Zformulujeme
uéinéné pozorovani.

Pozorovani 9.8. Operdtor f: V — V md vlastni ¢islo 0 prdvé tehdy, kdyZ f neni
prosty.

Pro ¢tvercovou matici A je operator fu prosty pravé tehdy, kdyz je A regularni,
takze maticova verze predchoziho pozorovani dava dalsi kriterium regularity.

Pozorovani 9.8*%. Ctvercova matice A m4 vlastni &islo 0 pravé tehdy, kdyz A je
singularni.

Piiklad 9.9. Identické zobrazeni f : V — V m4é jediné vlastni ¢islo 1. Kazdy
vektor z V je vlastnim vektorem pfislusnym vlastnimu ¢islu 1. Specialné, identicka
matice fadu n nad T ma jediné vlastni ¢islo 1 a kazdy vektor z T" je vlastnim
vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu 1.

Nulové zobrazeni 0 : V — V ma jediné vlastni ¢islo 0. Kazdy vektor z V je
vlastnim vektorem pfislusnym vlastnimu éislu 0. Specidlng, nulova matice fadu n
nad T ma4 jediné vlastni ¢islo 0 a kazdy vektor z T je vlastnim vektorem pfislusSnym
vlastnimu ¢islu 0.

Piiklad 9.10. V pfikladu 9.5 jsem vyuzili toho, Ze matice

(1)

(a linedrni operator f4) ma vlastni &slo 3 a kazdy vektor z ((1,1)7) je vlastnim
vektorem matice A pfislusnym vlastnimu ¢islu 3.

Piiklad 9.11. Osova symetrie f : R? — R? uréend pfimkou generovanou nenu-
lovym vektorem (a,b)” méa jedno vlastni ¢islo 1, nebot vSechny vektory na ose
symetrie se zobrazi samy do sebe a jsou to tedy vlastni vektory prislusné vlast-
nimu éislu 1. Vektory na piimce kolmé na osu symetrie (generované napt. vektorem
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(—b,a)T) se zobrazuji do vektorti opac¢nych, jsou to tedy vlastni vektory piislugné
vlastnimu ¢islu —1.
OBRAZEK

P¥iklad 9.12. Ortogonalni projekce g : R? — R? na piimku generovanou (a,b)”
mé také dvé vlastni ¢isla. Jedno je opét 1, protoze vektory piimky, na kterou pro-
jektujeme, se zobrazuji na sebe. Druhé vlastni ¢islo je 0, protoze vSechny vektory z
primky kolmé na primku projekce se zobrazuji do nulového vektoru.

OBRAZEK

Piiklad 9.13. Rotace kolem pocatku souradnic o tihel ¢ nemé zadné redlné vlastni
¢islo, pokud ¢ neni ndsobkem 7, nebot v takovém piipadé se zaddny nenulovy vektor
nezobrazi na svilj nasobek.

OBRAZEK

Piiklad 9.14. Stejnoleholost s koeficientem k, kterd zobrazuje kazdy vektor x do

jeho k-nasobku kx, ma jediné vlastni &islo k, kazdy vektor R? je vlastnim vektorem

piislusnym vlastnimu ¢islu k. Mezi stejnolehlosti fadime i mezni piipad k = 0

(konstantni zobrazeni do nulového vektoru), k = 1, coz je identické zobrazeni, a

také rotace o 0°, a k = —1 neboli stfedova symetrie (a také rotace o tthel 180°.
OBRAZEK

V definici vlastnich ¢isel a vektord nepfedpokladame, ze prostor V mé kone¢nou
dimenzi. Dilezitym ,nekone¢nédimenziondlnim* ptikladem je operator derivace:

Pfiklad 9.15. Oznaéime D linedrni operdtor definovany predpisem D(f) = f’
na prostoru V vSech readlnych funkci redlné proménné, které maji spojité derivace
vSech radu.

Kazdé realné ¢islo A vlastnim ¢islem operatoru D. Skuteéné, funkce e** je ne-
nulova, ma derivace vSech fadd, je definovana na celém R, a plati

D(ekm) _ (6)\1)/ — )\eMc )

Kazda funkce f(z) = Ce’s je vlastni vektor operatoru D piislusnym vlastnimu
Cislu .

V fe¢i diferencidlnich rovnic, kazda funkce tvaru f(z) = Ce*® je fesenim diferen-
cialni rovnice f' = Af. P¥iddme-1li poc¢ateéni podminku f(0) = s, dostaneme Feseni
f(z) = se . Ukazeme si, ze jina feseni neexistuji (tj. také neexistuji jiné vlastni
vektory).

Necht g(x) je diferencovatelna redlna funkce, pro kterou plati ¢ = Ag a g(0) = s.
Spocitame derivaci funkce g(z)e~**. Plati

(9(@)e7) = g/ (@)e ™" + gla) (~N)e ™ = Ag(a)e ™ — Agla)e ™ = 0.

Funkce g(x)e~?* je tedy konstantni, a protoze nabyva v bodé 0 hodnoty g(0)e® = s,
plati g(z)e™>* = s, neboli g(z) = se*?.
Piiklad 9.3 o rozpadu jader radioaktivni latky vedl na diferncidlni rovnici f/(t) =

—kf(t). Nyni ji umime vyfesit:
ft) = f0)e ™ .

9.2.1. Vypocet vlastnich cisel a vlastnich vektori. Na prikladech jste si mohli vSim-
nout, Ze mnozina vlastnich vektort prislusnych vlastnimu ¢islu A vzdy tvorila pod-
prostor. To neni nédhoda.
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K dukazu pouzijeme obrat, ktery se v této kapitole bude casto pouzivat. Uva-
Zujem linearni operator f: V — V, vektor x € V a skalar . Vztah f(x) = Ax lze
ekvivalentné upravit

er (f — Xidy)
7 toho vidime

Tvrzeni 9.16. Necht [ je linedrni operdtor na prostoru V nad télesem T. Pak
X €T je vlastnim &islem operdtoru f prdvé tehdy, kdyZ operdtor (f — Midy) nend
prosty.

Je-li \ vlastnim cislem operdtoru f, pak mnoZina M) vsech vlastnich vektori
operdtoru f prislusnych vlastnimu cislu A je podprostorem V a plati

M)\ :Ker(f—)\idv) .

Dikaz. Podle pfedchozich tGprav, f(x) = Ax plati pravé tehdy, kdyz x € Ker (f —
Aidy), takze nenulovy vektor x spliiujici f(x) = Ax existuje pravé tehdy, kdyz je
Ker (f — Aidy) netrividlni, tedy (viz tvrzeni 8.26) pravé tehdy, kdyZ f neni prosty.

Druha cast tvrzeni pak plyne ze stejného vypoctu a z toho, Ze jadro je vzdy
podprostorem (viz 8.27). O

Explicitné zformulujeme maticovou verzi. Odvozeni ma v tomto pfipadé podobu:

Ax = Ax
Ax = M, x
Ax — A,x=0

(A—=AL,)(x)=0
x € Ker (A — \I,,)

Tvrzeni 9.16*. Necht A je étvercova matice fadu n nad télesem T. Pak A € T
je vlastnim éislem matice A pravé tehdy, kdyz je A — AI, singuldrni.

Je-li A vlastnim ¢islem matice f, pak mnozina M) vSech vlastnich vektori matice
A piislusnych vlastnimu ¢islu A je podprostorem T" a plati

My =Ker (A —-AI,) .

Dikaz. Plyne opét z odvozené formulky, s tim, ze Ker (A — A1) je netrividlni prévé
tehdy, kdyz A — A\I,, je singuldrni (viz vétu 4.30 charakterizujici regularni matice).
O

K vypoctu vlastnich ¢isel matice A si uvédomime, Ze matice A— A, je singularni
pravé tehdy, kdyz je jeji determinant nulovy:
Pozorovani 9.17*. Necht A je ¢tvercovd matice fadu n nad télesem T. Pak
A € T je vlastnim éislem matice A pravé tehdy, kdyz det (A — AI,,) = 0.
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Obecnéji, k vypoctu vlastnich ¢isel operatoru f na konecné generovaném pro-
storu 'V zvolime bazi B prostoru V. Pro kazdy skalar A € T je vyjadfeni jadra
operatoru f — Aidy vzhledem k B podle tvrzeni 8.27 a 8.39 rovno

[Ker (f — Xidy )]s = Ker [f — Aidy]% = Ker ([f]5 — Alidy]%) = Ker ([f]5 — AlL) -
Dostavame obecnéjsi verzi pozorovani.

Pozorovani 9.17. Necht f je linedrni operdtor na konecné generovaném prostoru
V dimenze n nad telesem T a B je baze V. Pak \ € T je vlastnim cislem operdtoru
[ prdvé tehdy, kdyz det ([f]5 — AL,) = 0.

Priklad 9.18. Uréime vlastni éisla a vlastni vektory matice A (= operédtoru f,) z

prikladu 9.5.
30
=(12)

Vypocteme pro obecny skalar A € R determinant

0
2—A

Podle pozorovani 9.17 mé4 matice A dvé vlastni ¢isla 2 a 3. Podle tvrzeni 9.16* tvoii
vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu 2 podprostor

Mz:Ker(A—2I2):Ker<1 8):<( ? >>

a vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu 3 tvotri podprostor

M3z = Ker (A — 312) = Ker ((1) —01 ) :<( 1 >>

Piiklad 9.19. Najdeme vlastni ¢isla a vektory ortogonalni projekce v R? na pfimku
uréenou vektorem (1,2)7. Ozna¢me tento operator f.

Jedna moznost je najit matici A operatoru f vzhledem ke kanonickym bézim.
Pak f = f4 a vlastni ¢isla a vektory f se vypocitaji jako v pfedchozim piikladu
(jako vlastni éisla a vektory matice A). UkaZzeme nejprve tento, méné efektivni,
postup. V pfikladu 8.12 jsme odvodili, Ze f mé vzhledem ke kanonické bazi matici

det(A—/\Ig)—det< A )—(3—)\)(2—)\)—0'1—(3—)\)(2—)\) .

T s
Determinant matice A — Al5 je roven
_ 1/5—X 2/5 2
det(A—)\IQ)—det< 2/5 4/5_>\>—)\ A

Matice A ma tedy dvé vlastni ¢isla 1 a 0. Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu
1 tvofi podprostor

M, = Ker (A — I,) = Ker ( }%5 _21/}55 ) :<< é >>

a vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu 0 tvoifi podprostor

oo (( )

Vysledek je v souladu z geometrickym néhledem z piikladu 9.12

- 2 4

NI
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Pocetné jednodussi postup je pracovat s matici vzhledem f vzhledem k jiné bazi.
Protoze ziejmé f((1,2)T) = (1,2)T a f((—=2,1)) = 0 je matice f vzhledem k bézi
B=((1,2)T,(-2,1)T) a B rovna

c=15=(o o)

Determinant matice C' — A3 je (1 —A)(—A) = A2 — X a vlastn{ ¢fsla jsou 0 a 1 podle
pozorovani 9.17. Podprostory M7 a M, vypocitame nejprve vzhledem k bazi B

[My]p = [Ker (f — idy)] 5 = Ker (/1§ — 1) = Ker ( o0 ) _ << ! )>

o=k (3 0)=(( 1))

Prevodem do kanonické baze dostaneme stejny vysledek jako prvnim postupem.

= (1(3) o (37))={(2))
wo=(o(2) = ())=((7))

Piiklad 9.20. Spocitdme vlastni ¢isla rotace v R? o thel 7/2 v kladném sméru.
Matice této rotace vzhledem ke kanonické bazi se rovna

0 -1
=00

piislusny determinant je det (A — Al3) = A2 + 1. Vidime, Ze matice A nem4 7adné
realné vlastni &islo a tedy ani za4dny vlastni vektor v R2.

Povazujeme-li matici A za matici nad komplexnimi ¢isly, mé dvé vlastni cisla ¢
a —i. Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu 7 jsou vSechny komplexni nasobky
vektoru (i, 1)7 a vlastni vektory piislusné vlastnimu &slu —i jsou véechny komplexni
nasobky vektoru (i, —1)7.

9.2.2. Charakteristicky polynom, podobnost. Z definice determinantu vyplyva, ze
det(A — AI,,) je polynom nejvyse n-tého stupné (kde n je fad matice A) v pro-
ménné \. Nazyvame jej charakteristicky polynom matice A. Jeho kofeny jsou podle
pozorovani 9.17* vlastni ¢isla matice A.

Definice 9.23* Je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak charakteris-
ticky polynom matice A je polynom

pa(N) =det (A —AI,)
Tvrzeni 9.25 ukazuje, ze charakteristicky polynom ma stupen pravé n.
Napftiklad charakteristicky polynom matice A z prikladi 9.5 a 9.18 je
3—A 0
1 2—A

Charakteristicky polynom linearniho operatoru f na kone¢né dimenzionalnim
prostoru V definujeme jako charakteristicky polynom matice [f]5, kde B je n&jaka
béaze prostoru V. Musime ovSem ovéfit, Ze polynom nezavisi na volbé baze, jak jsme
v konkrétni situaci vidéli v prikladu 9.19.

Uvazujme tedy dveé rizné baze B, C prostoru V. Podle tvrzeni 8.22 je

15 =R'fIER

det(A—)\Ig):det( ):(3—)\)(2—)\):)\2—5)\+6.
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kde R je matice pfechodu od B k C'. Matice svazané takovym vztahem nazyvame
podobné.

Definice 9.21. Dvé ¢tvercové matice X, Y téhoz fadu nad télesem T se nazyvaji
podobné, pokud existuje regularni matice R takova, ze Y = R XR.

Relace podobnosti matic je ekvivalence na mnoziné vsech ¢tvercovych matic
téhoz fadu n nad télesem T, diikaz ponechame jako cviceni. Podle diskuze nad

definici, matice [f]5 a [f]S jsou podobné.

Tvrzeni 9.22. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Diikaz. Jsou-li X,Y dvé podobné matice téhoz fadu nad télesem T, pak existuje
regularni matice R takové, ze Y = R~' X R. Potom plati

det(Y = \I,) = det(R"'XR—\,)=det(R'XR—- R '\I,R)
= det(R™Y(X — A,)R) = det(R) " det(X — \I,,) det(R)
det(X — AI,)

podle véty o nasobeni determinanti a jejim disledku pro determinant inverzni
matice. (]

To opraviuje definici charakteristického polynomu linedrni operatoru na konecné
generovaném prostoru.

Definice 9.23. Je-li f : V — V linearni operdtor na konecné generovaném pro-
storu V dimenze n, pak charakteristicky polynom operdtoru f je polynom

ps(A) = det ([f]5 — M)
kde B je libovolna béze prostoru V.

Charakteristicky polynom operatoru (na koneéné generovaném prostoru) je tedy
B

roven charakteristickému polynomu matice [f]3.
Priklad 9.24. V piikladu 9.12 jsme spocetli, Ze charakteristicky polynom orto-
gonélni projekce f na pifimku <(1,2)T> je pr(A) = A% — A\ Z druhého postupu
nahlédnéte, ze stejné vyjde charakteristicky polynom pro ortogonalni projekci na
libovolnou pfimku, dokonce projekci na libovolnou pfimku p ve sméru primky g,

pokud p # q.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, jak rychle spocitat aspon néjaké koeficienty charak-
teristického polynomu.

Tvrzeni 9.25. Je-li pa(\) = det(A — AI,) charakteristicky polynom matice A =
(ai;) Tddu n, pak plati
(1) koeficient u \™ se rovnd (—1)",
(2) koeficient u A" ~1 se rovnd (—1)" (a1 +aga+- - -+ann), tj. rovnd se souctu
diagondlnich prvki matice A vyndsobenému koeficientem (—1)"71,
(3) absolutni célen polynomu pa(X) se rovnd det(A).

Dikaz. Prvni dva body dokazeme spolecné. Ozna¢me X = A — \I,,. Ma-li se po
roznasobeni soucinu sgn(m)Tx(1),1%x(2),2 - - - Tr(n),n % definice determinantu vyskyt-
nout mocnina A”~! nebo mocnina A", musime vybrat aspoit n — 1 prvkf z hlavni
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diagonaly matice X, protoze mimo hlavni diagonélu se A nevyskytuje. To znamena,
ze permutace m musi byt identickd permutace se znamékem 1. Po roznasobeni

T11%22 - Tpn = (@11 — A)(a22 — A) -+ (Gpn — A)
tak dostavame
(=1)" A"+ (=1)" "N Mary +aza + - A app) + 0
kde dalsi ¢leny obsahuji nejvyse mocniny A"~2. Tim jsou dokazany body (1) a (2).

Absolutni ¢len, tj. koeficient u \°, se rovna p4(0). Absolutni ¢len charakteristic-
kého polynomu se tak rovna det(X) = det(A — 0I,,) = det(A). O

Piiklad 9.26. Charakteristicky polynom realné matice

3 7
=(57)
je podle tvrzeni roven

paA) = (—1)*N = (B3+5)A+(3-5-7-4) =1 -8\ —13 .

9.2.3. Koreny polynomi, algebraickd nasobnost. K urceni vlastnich ¢isel potiebu-
jeme najit kofeny charakteristického polynomu. Uvedeme nékolik pojmit a tvrzeni
(bez dtikazi), které budeme o kofenech polynomu potfebovat. Podrobnéji budete
polynomy zkoumat v kurzu algebry.

Pfipomenme, Ze polynom stupné n nad télesem T je vyraz

p(:z?):a0+a1x+a2x2+~~+anz”, kde ag,...,a, €T, a, #0 .

Kofenem takového polynomu je prvek ¢ € T, pro ktery p(t) = 0. Nulovému poly-
nomu p(x) = 0 pfedchozi definice nepfidélila stupeti, nékdy se iikd, Ze je stupné
—1, jindy se stupen nedefinuje.

Nyni sméfujeme k pojmu néasobnosti kofene. Rekneme, Ze polynom p(x) déli
polynom s(z) (oba polynomy jsou nad télesem T), pokud existuje polynom ¢(z)
(nad T) takovy, ze p(x)q(x) = s(x). Naptiklad realny polynom z — 1 déli polynom
22 — 1, protoze (z — 1)(z + 1) = 2% — 1.

Tvrzeni 9.27. Necht p(x) je polynom nad T. Prvekt € T je kofenem polynomu
p(x) pravé tehdy, kdyz polynom x — t déli polynom p(x).

Nejvétsi ¢islo [ takové, Ze (z — t)! stale déli polynom p(x) nazyvame nisobnost.

Definice 9.28. Necht p(z) je polynom nad T a t € T je jeho kofen. Ndsobnost
kotene t polynomu p(x) definujeme jako nejvétsi pfirozené éislo [ takové, Ze polynom
(x —t)! déli polynom p(x).

Tvrzeni 9.29. Necht p(x) je polynom nad T, t1,...,t € T po dvou rizné a
li, ...,k € N. Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni.
(1) Pro kazdé i€ {1,...,k} jet; kofen ndsobnosti l;.
(2) p(z) = (x —t1) ... (x — tp)*q(x) pro néjaky polynom q(x) takovy, Ze ani
jeden z prvki tq, ..., t,x nent koven.

Implikaci (2) — (1) miZzeme pouzit k hledani ndsobnosti kofenti. Uhddneme
néjaky kofen ¢ polynomu p(z) a polynom p(x) vydélime polynomem x — t. Déle
pokracujeme stejnym zptsobem s vyslednym polynomem. Proces ukonc¢ime, kdyz
ziskame polynom, ktery jiz zadny kofen nema. Nakonec ziskdme rozklad jako v ¢asti
(2) a tvrzeni ndm da informace o ndsobnostech.
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P¥iklad 9.30. Uréime kofeny a jejich nasobnosti pro realny polynom p(z) = 223 —

822 + 10z — 4.
Uhédneme kofen ¢t = 1 a vydélime polynom p(z) polynomem x — 1.
q(z) = (22° —82% + 10z —4) : (x — 1) = 22> — 6z + 4 .

Hledat kofeny redlného polynomu druhé stupné umime, koteny ¢(z) vyjdou kofeny
1 a 2. Polynom ¢(x) lze proto zapsat

q(z)=2(x - 1)(z —-2) .
Pro ptivodni polynom méame
p(@) = (z = 1)q(z) = 2(x = 1)*(z — 2) .
Tedy p(z) mé kofen 1 nésobnosti 2 a kofen 2 ndsobnosti 1.

P¥iklad 9.31. Uréime koifeny a nasobnosti kofent redlného polynomu p(z) = 2* +
2
x>

Thned vidime, Ze 22 dé&li polynom p(z). Mame
p(z) = 2*(@* +1) |
Polynom 22 + 1 jiz zadny kofen nem4, tedy p(z) mé jediny kofen 0 nasobnosti 2.

Chépeme-li oviem p(z) jako polynom nam komplexnimi ¢isly, pak 2% +1 m4 dva
kofeny 7 a —i a polynom p(x) lze psét

p(z) = 22 (x + i) (z — i)

Nad komplexnimi ¢isly tedy mame kofen 0 nasobnosti 2 a kofeny ¢ a —¢ nasobnosti
1.

P¥iklad 9.32. Uréime kofeny polynomu p(z) = x* + 22° + 22 + 22 nad télesem
Zs.

Vidime, ze t = 0 je kofen. Dosazenim zjistime, ze t = 1 je kofenem a t = 2
kofenem neni. K uréeni ndsobnosti vydélime polynom p(z) polynomem z(x — 1) =
22 — 1z =22+ 2x.

(z* +223 + 22 +22): (2? +22) =2+ 1 .
Takze
p(z) = a(z +2)(z? +1) .
Dosazenim zjistime, 7ze 22 + 1 Zadné kofeny nema, takze oba kofeny 0 i 1 maji

nasobnost 1.

Disledkem implikace (1) = (2) v tvrzeni 9.25 je, Ze polynom stupné n > 0 mé
nejvyse n kotent, i kdyz pocitame kazdé tolikrat, kolik je jeho nasobnost.

Tvrzeni 9.33. Polymom stupné n nad libovolngm télesem md nejvyse n kotent
véetné ndsobnosti.

Obrat ,,véetné nasobnosti“ budeme pouzivat pro stru¢nost vyjadfovani. Presny
vyznam je vysvétleny nad tvrzenim, tj. pokud kazdy kofen pocitame tolikrat, kolik
je jeho nasobnost, vyjde nejvyse n.

Ze zékladni véty algebry (véta 1.7) lze odvodit, Ze nad komplexnimi ¢isly je
kofenii vzdy maximalni pocet (opét musime pocitat i s ndsobnostmi).
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Véta 9.34. Kazdy polynom stupné n > 1 nad télesem C lze napsat jako soucin
linedrnich polynomi (tj. polynomi stupné 1).

Specidlné, kazdy polynom stupné n > 0 nad télesem C md prdvé n koreni véetné
ndsobnosti.

(Na okraj poznamenejme, Ze pro kazdé téleso lze rozsifit do télesa, kde plati
obdoba této véty.)

Jesté uvedeme jeden pozitivni vysledek pro polynomy nad redlnymi ¢isly, tento-
krat vyjimecné i s naznakem dikazem.

Tvrzeni 9.35. Polynom lichého stupné nad télesem R md alespori jeden koten.

Dikaz. Pripomenme, Ze je-li komplexni ¢éislo z kofenem redalného polynomu p(z),
pak je jeho kofenem také ¢islo Z komplexné sdruzené se z (viz tvrzeni 1.5). Kofeny
polynomu p(z) tak muZeme usporadat do dvojic komplexné sdruzenych kofent.
Protoze ale vSech kofenti (spolu s ndsobnostmi) je lichy pocet, existuje aspon jeden
koren z, pro ktery plati z = Z, tj. aspon jeden realny kofen.

Alternativné lze tvrzeni dokdzat analyticky, bez pouziti komplexnich ¢isel. Je-li
koeficent u 2™ kladny, pak pro x — oo je p(x) — 00 a pro x — —o0 je p(x) — —o0.
Ze spojitosti funkce p(x) pak vidime, Ze nutné existuje ¢islo z, splijici p(z) = 0.
(Je-li koefcient u ™ zéporny, dikaz je obdobny.) O

Nyni se vratime k vlastnim ¢islim. Ty lze spocitat jako kofeny charakteristického
polynomu, jejich nasobnosti jsou dilezitou informaci, proto si zaslouZi samostatny
pojem.

Definice 9.36. Necht f je linedrni operator na konecné generovaném prostoru a
A je jeho vlastni ¢islo. Algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A rozumime jeho
nasobnost jako korene charakteristického polynomu operatoru f.

Definice 9.36*. Necht A je étvercova matice a \ je jeji vlastni éislo. Algebraickou
ndsobnosti vlastniho ¢isla A rozumime jeho nasobnost jako kofene charakteristic-
kého polynomu matice A.

Priklad 9.37. Najdeme vlastni ¢isla a jejich algebraické nasobnosti pro linearni
operator f : R? — R3 definovany predpisem

T —y+z
fly]=1 -3t—2y+3z
z —2x — 2y + 3z
Matice operatoru f vzhledem ke kanonické bézi je
0 -1 1
A=[E=( -3 23
-2 -2 3
Charakteristicky polynom operatoru f se rovna
0—A -1 1
det(A—X3) =det | -3 —2-X 3 = NN A1 = —(A=1)2(M+1) .
-2 -2 3—A

Operator méa tedy 2 riizna vlastni ¢isla: vlastni ¢islo 1 algebraické nasobnosti 2 a
vlastni ¢islo —1 algebraické ndsobnosti 1. (Takze dohromady méme 3 vlastni ¢isla
véetné nasobnosti.)
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Zformulujeme disledky tvrzeni 9.33, véty 9.34 a tvrzeni 9.35 pro vlastni ¢isla
operatord.

Dusledek 9.38.

o Kazdy linedrni operdtor f : V. — V na konecné generovaném prostoru
dimenze n nad télesem T md nejvyse n vlastnich cisel véetné ndsobnosti.

e Linedarni operdtor f : V — V md prdvé n vlastnich c¢isel véetné nasobnosti
praveé tehdy, kdyz je jeho charakteristicky polynom soucinem linedrnich po-
lynomai.

o Kazdy linedrni operdtor f : V. — V na konecné generovaném prostoru
dimenze n nad telesem C md prdvé n vlastnich c¢isel véetné ndasobnosti.

e KazZdy linedrni operdtor f : V — V na konecéné generovaném vektorovém
prostoru liché dimenze nad R md asporn jedno (redlné) vlastni éislo.

V feéi matic:
Dusledek 9.38%.

e Kazda ¢tvercova matice fadu n nad télesem T ma nejvyse n vlastnich ¢isel
vcetné algebraickych nasobnosti.

e Ctvecova matice fadu n nad télesem T ma pravé n vlastnich &isel véetné
nasobnosti pravé tehdy, kdyz je jeji charakteristicky polynom souc¢inem li-
nearnich polynomt.

e Kazda ¢tvercova matice fadu n nad télesem C mé pravé n vlastnich éisel
vcetné algebraickych nasobnosti.

e Kazda ¢tvercova matice lichého fadu nad télesem R ma alespon jedno realné
vlastni ¢islo.

9.3. Diagonalizovatelné operatory. Méame-li ,dostatek® vlastnich vektort ope-
ratoru f (resp. matice A), mizeme diferencni rovnici x; = f(xx—1) (resp. x; =
Axy_1) jiz zcela vyFesit. K ilustraci poslouzi opét operator z prikladd 9.5 a 9.18.

V kapitole budeme casto pouzivat matici operatoru vzhledem k bazi B a B, tj.
matici [f]5. Budeme ji proto jednoduse nazyvat matice f vzhledem k B.

Dilezitou roli také budou mit diagonédlni matice, zavedeme si pro né specialni
oznaceni. Diagonalni matici D = (d;;) fadu n budeme zapisovat diag(di1, da2, - - , dnn)-
Diagonalni matice umime snadno umocnit.

diag(ty, ta, ... tn)* = diag(th 5, ... tF).

Piiklad 9.39. Uvazujme operator f4 na R? uréeny matici

=(13)

V ptikladu 9.18 jsme vypocitali, ze vlastni cisla tohoto operatoru jsou 2 a 3 a
prislusné podprostory vlastnich vektord jsou

(1)) mw=((1))

Vektory vi = (0,1)7, vo = (1,1)T tvofi linedrné nezavislou posloupnost B =
(v1,v2), tedy béazi prostoru R2. (To, Ze posloupnost je linedrné nezavisld neni na-
hoda, viz véta 9.44.)
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Plati fa(vy) = 2vy a fa(ve) = 3va. Z toho vidime, Ze matice operdtoru fa
vzhledem k bazi B je
B_(20
[fA]B = ( 0 3

Diagonalni matice ale mocnit umime! Pro libovolné pfirozené k tedy umime vy-
pocitat matici operatoru (fa)* vzhledem k B:

E
2 0 2k 0
kKB _ Bk _ _
g =gt = (5 5) = (% &)
Nyni mtzeme odpovédét na fadu otazek o operatoru f4 a matici A.
e Reseni diferenéni rovnice x;, = fa(xj_1) ,,v bazi B“. Plati

(xk]z = [(fa)"(x0)]B = [(fa)"]B[x0]5 = ( 20k 30k ) [xo0l5

Jsou-li tedy soufadnice pocatecniho vektoru xy v bazi B rovny

(xolB = < Z ) )

pak soufadnice vektoru x; v bazi B jsou

o= (5 ) (1) = ()

e Kvalitativni chovani diferenéni rovnice x; = fa(x;_1). Pokud r #
0 a s # 0, pak se pro kK — oo budou obé soufadnice vzhledem k B v
absolutni hodnoté bliZit nekonecnu. Pritom prvni slozka bude pro velka k
zanedbatelnd vzhledem ke slozce druhé.

e Reseni diferenéni rovnice x; = fa(x;_1) v kanonické bazi. Z ma-
tice [(fa)*]5 mtzeme uréit matici (fa)* vzhledem ke kanonickym bazim
pomoci matic pfechodu (opakujeme vypocet v tvrzeni 8.22):

KfA)’“]%—[id]ﬁ[(fmg[id%—<(1) 1)(2; 301«)((1) 1)1

(01 2k 0 -1 1Y _ 3k 0
_(1 1) 03’“)(1 0)‘(3’9—2’6 2’@)
Z toho
k kK 3F 0
= ()t o) = () Tixa = (% g )0

Tedy pokud x¢ = (a,b), pak

kg
xp = (fa)"(x0) = ( (3F — 23’“)a + 2% >

e Vypocet k-té mocniny A* matice A pro k > 1. Protoze [(fa)*]E =
[far]K = A¥ mame z predchoziho bodu

3k 0
Ak_(3k2k‘ Qk)

Priklad nas vede k definici diagonalizovatelného operatoru.

Definice 9.40. Linearni operator f : V — V na konecné generovaném prostoru V
nazyvame diagonalizovatelny, pokud ma vzhledem k néjaké bazi diagonalni matici.
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Tvrzeni 9.41. Necht f : V — V je linedrni operdtor na koneéné generovaném
prostoru V a B = (vy,...,vy,) je bdze prostoru V. Pak [f]5 = diag(A1,...,\n)
plati pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,2,...,n} je v; vlastni vektor prislusny
vlastnimu ¢islu A;.

Diikaz. Vztah [f]B = diag(\1, ..., \,) plati pravé tehdy, kdy# pro kazdé i € {1,...,n}
je i-ty sloupec matice [f]5 roven i-tému sloupci matice diag(A1, - . ., An), tj. [f (Vi) =
Aie; (podle definice matice linedrniho zobrazeni). To je ekvivalentni vztahu f(v;) =
A;v; podle definice vyjadfeni vzhledem k bazi. Protoze v; # o, vztah f(v;) = A\;v;
je ekvivalentni tomu, Ze v; je vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu A;. O

Dusledek 9.42. Linedrni operdtor f : V. — V na koneéné generovaném prostoru
V je diagonalizovatelny prdvé tehdy, kdyZ existuje bdze prostoru V tvorend vlastnimi
vektory operatoru f.

Ekvivalentné mizeme diagonalizovatelnost charakterizovat pomoci podobnosti
matice operdtoru (vzhledem k libovolné bézi) s diagonalni matici.

Tvrzeni 9.43. Necht f : V — V je linedrni operdtor na konecné generovaném
prostoru V a C' je bdze prostoru V. Pak operdtor f je diagonalizovatelny prdvé
tehdy, kdyz je matice [f]S podobnd diagondlni matics.
Diikaz. Je-li f diagonalizovatelny, pak existuje baze B prostoru V takova, Ze [f]5
je diagondlni. Matice [f]S a [f]5 jsou podobné (viz tvrzeni 8.22).

Naopak, je-li [ f]g podobné diagonélni matici D, pak existuje regularni matice
R takova, ze D = R™[f]SR. Zvolime bazi B prostoru V tak, aby [id]5Z = R, tj.
B = (v1,...,vy,) a vektory v; jsou zvoleny tak, ze [v;]¢ je rovno i-tému sloupci
matice R. Pak (opét podle tvrzeni 8.22) je [f]B = R™[f]SR = D. O

Preformulujeme si definice a tvrzeni pro matice.
Definice 9.40* Ctvercova matice A fadu n nad télesem T se nazyva diagonali-
zovatelnd pravé tehdy, kdyz je operator f4 : T™ — T™ diagonalizovatelny.

Pro formulaci tvrzeni 9.41 si opét vSimneme, Ze pro ¢tvercovou matici A fadu n
nad T a bazi B = (vy1,... v,) prostoru T™ plati

[falf = R™'[falkR=R AR, kde R=[id]g = (vi|...|va) .

Tvrzeni 9.41*. Necht A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, B = (v1,...,v},)
je béaze prostoru T" a R = [id|Z = (vi|...|v,). Pak matice [fa]B = R7'AR je
rovné diag(A1,...,A,) pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,2,...,n} je v; vlastni
vektor pfislusny vlastnimu ¢islu \;.
Diisledek 9.42*% Ctvercové matice A fadu n nad télesem T je diagonalizovatelna
pravé tehdy, kdyz existuje baze prostoru T tvofena vlastnimi vektory matice A.

V situaci, kdy [f]2 = R™'AR = diag(\1, ..., \,) umime matici A umocnit jako
v prikladu 9.39:

A" = (£ = BRI B[] = R([fa]B)*R™" = Rdiag(\{,... . AR .
Tento vztah mZeme nahlédnout také algebraicky: Ozna¢ime D = diag(A1,...,\,)
a vztah R'AR = D piepiseme na A = RDR~'. Pak
A* = (RDR™Y)(RDR™)...(RDR™")=RDD---DR™' = RD*R™! = Rdiag(\},..., \\)R™" .

kx kx

Pouzitim tvrzeni 9.43 na kanonickou bézi dostaneme nasledujici verzi.
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Tvrzeni 9.43*. Ctvercova matice A fadu n nad télesem T je diagonalizovatelna
pravé tehdy, kdyz je podobna diagonalni matici.

9.3.1. Linedrni nezdvislost vlastnich vektori. Chceme nalézt nutné a postacujici
podminky pro to, aby byl linedrni operator f : V — V na kone¢né generovaném
prostoru V diagonalizovatelny. Zakladem je nésledujici véta, kterd plati obecné i
bez predpokladu, Ze prostor V ma kone¢nou dimenzi.

Véta 9.44. Necht f : V — 'V je linedrni operdtor a (v1,va,..., Vi) je posloupnost
nenulovych vlastnich vektord operdtoru f prislusnijch navzdjem riznym vlastnim

Gislim A1, ..., Ag. Potom je posloupnost (vi,va,..., Vi) linedrné nezdvisld.
Diikaz. Pouzijeme indukci podle k. Je-li k& = 1, tvrzeni plati, protoze v; # o.
Pfedpoklddejme, ze k > 1 a tvrzeni plati pro k — 1, tzn. posloupnost (v1,...,vg_1)
je linedrné nezévisla. Uvazujme skalary aq,...,a; € T takové, Ze plati

a1vy +agve + -+ ap_1Vig—1 +arvp = 0 .

Aplikujeme na obé strany operator (f — Ay id) a upravime. V prvnich dvou tpravach
pouzivadme linearitu operatoru (f — A;id), v dalsi apravé pouzijeme vypocet (f —
Aeid)(v) = f(vi) — (A id)(vi) = Nivi — Aevi = (A — M) vs.

(f = Agid)(a1vy + agva + -+ + ag—1VE—1 + arvy) = (f — A id)(0)
(f — Ak id)(a1V1> + -+ (f — A id)(akflkal) + (f — A id)(akvk)
)

=o0

ar1(f = Apid)(vi) + -+ ap—1(f — M id)(vi—1) + ar(f — Axid)(vk) =0

a1(M — Ag)vi+ -+ ap—1(Ag—1 — Ag)Vik—1 =0
Posloupnost vektorti (vy,...,vg_1) je linedrné nezéavisla podle indukéniho predpo-
kladu. Odtud plyne

al(/\l — )\k) = CLQ(/\Q — /\k) == ak_l()\k_l — )\k) =0 .
Protoze vlastni ¢isla A1, ..., \px_1, Ax jsou navzajem riizna, vyplyva odtud, ze a; =
ag = -+ = ap—1 = 0. Z rovnosti
a1vy +agve + -+ ap-1Vg—1 + agvy = 0

pak plyne rovnéz ar = 0, protoze vip # o. Tim je dokazano, Ze posloupnost
(Vi,...,VE_1,Vg) je linedrné nezavisla. O

Dusledek 9.45. Ma-li linedarni operator f : V. — V na vektorovém prostoru V
dimenze n nad télesem T n navzdjem ruzngch vlastnich cisel, pak je diagonalizo-
vatelny.

Diikaz. Ma-li operator f celkem n navzajem riznych vlastnich ¢isel Ay, ..., \,, exis-
tuje pro kazdé ¢ = 1,...,n nenulovy vlastni vektor v; prislusny \;. Podle pfedchozi
véty je posloupnost vlastnich vektord (vi,...,v,) linedrné nezavisla a tedy je to
béaze prostoru V. Operator f ma tak bazi slozenou z vlastnich vektort operatoru
f, je proto diagonalizovatelny podle dusledku 9.42. O

Dusledek 9.45*. Ma4-li matice A fddu n nad télesem T celkem n navzdjem riz-
nych vlastnich ¢isel, pak je diagonalizovatelna.

Operator v prikladu 9.39 a operatory v motivacnich prikladech o Fibonacciho
posloupnosti a nezaméstnanosti spliuji podminku disledku 9.45.
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Piiklad 9.46. Dotesime priklad 9.1. Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory ma-
tice C. Charakteristicky polynom matice C je (podle tvrzeni 9.25 o koeficientech
charakteristického polynomu) roven

pcN) =2 —x—1
Vlastni éisla matice C, neboli kofeny rovnice po(A) = 0, jsou

14V 1-V5
2 TP
VSechny vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A; jsou prévé vSechna feseni ho-
mogenni soustavy s matici
1-—X\ 1
()

coz jsou vsechny vektory v My, = ((1/2 ++/5/2,1)T) = ((A1,1)T). Podobné jsou
vSechny vlastni vektory prislusné vlastnimu cislu Ay = 1 — Ay pravé vektory z
linedrniho obalu vektoru (A, 1)7.

Posloupnost
A A
B(VlaVQ)(< 11 >7< 12 ))

je (i podle véty 9.44) linearné nezavisla, takze je bazi R?, a plati

[felf = diag(A1, Xe),  [(fo)*]5 = diag(AT, A3) -

Chceme znat C*(a1,a2)” = (fc)*(a1,a2)T. Ted mame vice moznosti, jak vypocet
dokonéit. Mtizeme piejit ke kanonické bazi (tj. spocitat [(fo)¥]E = C¥), nebo
pracovat pfimo v bazi B. Zvolime druhy pfistup.

Vyjadiime vektor (a1,as)” = (1,1)T vzhledem k bézi B. Vyjde

()], = (5

Odtud dostavame pro kazdé celé ¢islo k > 0

ezl = ()], - (3 )55 (2 ) -5 ()

Z toho

apv2 | _ 1 AL (ALY Lk A2 _ 1 AT =52
ki1 VAW 1 2 1 VB AR A

Srovnanim druhgch slozek a snizenim indexu dostavame

k k
AT A
ap = — — —=

V5 V5

pro kazdé k > 1 (pfi¢emz si miizeme v8imnout, Ze vzorec plati i pro k = 1).
Vsimnéte si, ze |\5| < 1, druhy séitanec se proto pro k — oo blizi 0, takze

1 [1+5 *

A= =1-X .
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Piiklad 9.47. Vratime se nyni k ptikladu 9.2 o vyvoji nezaméstnanosti. Spoc¢itame
vlastni ¢isla a vektory pfechodové matice

0,9 0,3 0,2
A=1| 01 04 0
0 0,3 0,8

Jeji charakteristicky polynom se rovna
pa(A) = det(A — A\3)
= (0,9—-X)(0,4—-X)(0,8—A)+0,2-0,1-0,3—0,3-0,1-(0,8—=2X)
A4+ 2,10% — 1,370+ 0,27 .
Charakteristicky polynom ma kofen 1, takZe si jej mizeme rozlozit na soucin
p(A) = (A =1)(A\2 —1,1A40,27) .
Vedle vlastniho ¢isla A\; = 1 ma matice A jesté dalsi dvé vlastni ¢isla

_1,1+4/0,13 ) ~1,1-4/0,13
a 2 nE 2 '
Maéame tfi razna vlastni ¢isla A1 > Ay > A3, matice A je tedy diagonalizovatelnd.
Najdeme prislusné vlastni vektory.
Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A\; = 1 tvoii jadro matice

A2

0,9-1 0,3 0,2 0,1 0,3 0,2
A-NI; = 0,1 0,4—1 0 ~| 01 -06 0 ~
0 0,3 0,8—1 0 0,3 -0,2

—-0,1 0,3 0,2 —0,1 0,3 0,2
0 -0,3 02 |~ 0 -0,3 0,2 |,
0 0,3 -0,2 0 0 0

které se rovna ((4,2/3,1)T). Ozna¢me v, = (4,2/3,1)7.
Vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢éislu Ao lezi v jadru matice

0,9-X 0,3 0,2
A—Nly = 0,1  0,4— X 0
0 0,3 0,8\
0,9 — LIH/OI5 %im 0,2
061 v 0,3 ’ 0,8 — 71?1”073 ’
) J 2

které se rovnéa linearnimu obalu vektoru

T
1 1 5 1
=(->-=V13,-=+=V13,1) .
Vo (6 6 3, 6+6 3,>

Jeden z vlastnich vektort pfislusnych tfetimu vlastnimu ¢islu A3 se rovné
T
1 1 5 1
vy=|—=+=-VvI13,—= —=-V13,1 .
’ ( 6 6 6 6 )
Posloupnost B = (v1,vs,v3) je posloupnost nenulovych vlastnich vektort p¥islu-

$nych navzajem rtznym vlastnim ¢islim A; = 1, Ao, A3 a tvofi tedy bazi prostoru

R3.
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Vyjadieni poéate¢ni rozlozeni nezaméstnanosti po = (0,8, 0,05, 0,15)7 v béazi B
je [Po]B = (a1, az,a3)”. Konkrétni priblizna hodnota koeficientti je a; = 0,1181, ay =
—0,0891, a3 = —0,0619, pro dlouhodoby odhad vyvoje nezaméstnanosti ale neni az
tak dilezité.

RozloZeni nezaméstnanosti po k mésicich bude

Prls = [(f4)*]5[Po] = (\fa1, Asaz, Njas)" = (a1, Asaz, A5ar)” .

Protoze 0 < A3 < A2 < 1, druhy a tfeti ¢len posledniho souétu konverguje k 0 pro
k — oc. Proto [px]p se pro k — oo blizi k (a1,0,0)T a

pr — a1vy = a1(4,2/3,1)7 pro k — oo

Koeficient a; neméni pomér mezi souradnicemi vektoru (4,2/3, 1), pomér mezi za-
méstanymi, kratkodobé nezaméstnanymi a dlouhodobé nezaméstnanymi bude tedy
sméfovat k 4:(2/3):1, tj. k 12:2:3. V dlouhodobém horizontu by se bez vnéjsiho
zésahu rozloZeni nezaméstnanosti stabilizovalo na pfiblizné 70,6% zaméstnanjch a
29,4% nezaméstnanych, z nichz dvé pétiny by tvofili kratkodobé nezaméstnani a
tfi pétiny dlouhodobé nezaméstnani.

9.3.2. Geometrickd ndasobnost, charakterizace diagonalizovatelnych operdtori. Chceme-
li operator f na konecné prostoru dimenze n diagonalizovat, musime najit n-clenou
linedrné nezavislou posloupnost B slozenou z vlastnich vektord. Kazdy z vektori

v B musi pro néjaké vlastni ¢islo A\ lezet v podprostoru M. Z néj mize baze B
obsahovat nanejvys dim(M,) ) vektori. Této dimenzi fikdme geometrickd nasobnost
vlastniho ¢isla .

Definice 9.48. Geometrickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A operatoru f na konecné
generovaném prostoru (nebo ¢tvercové matice A) rozumime dimenzi podprostoru
M, vlastnich vektorti operatoru f (nebo matice A) pFislusnych vlastnimu éislu A.

Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla je alespon 1 a je mensi nebo rovné jeho
algebraické nasobnosti:

Tvrzeni 9.49. Pro kazdé vlastni c¢islo A linedrniho operdtoru f : V. — V na
koneéné generovaném prostoru V (étvercové matice A) nad télesem T plati, Ze
geometrickd ndasobnost \ je mensi nebo rovnd algebraické ndsobnosti .

Drikaz. Bud k geometricka ndsobnost vlastniho ¢éisla A operdtoru f. Zvolme néjakou

bazi (vi,...,vk) podprostoru M, vlastnich vektort pfislusnych A a dopliime ji
vektory viy1,..., vy, na bazi B = (vy,...,V,) celého prostoru V.
Protoze pro kazdé i = 1,...,k plati [f(vi)]z = [\vi]p = Ae;, matice [f]E m4

blokovy tvar

M, E
0 F

a charakteristicky polynom operatoru f se tedy rovna determinantu matice

pr(t) = [fls —th = ( o F-fln_k )

Determinant blokové diagonéalni matice se rovna soucinu determinantt diagonalnic
bloki (viz tvrzeni.. . DOPLNIT). Proto ps(t) = det (A — t)I) det(F—tl,—) = (A—
t)* det(F — tI,,_). Cislo A je tedy aspon k-nasobnym kofenem charakteristického
polynomu operatoru f, jeho algebraickd nasobnost je tudiz aspon k. [
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Prikladem, kdy nastane rovnost, je matice I, kterd méa jediné vlastni ¢islo 1,
které ma geometrickou i algebraickou nasobnost 2. Dale samoziejmé rovnost plati
pro kazdé vlastni ¢islo algebraické nasobnosti 1. V jistém smyslu typicky pfipad,
kdy je nerovnost ostra ukazuje nasledujici priklad.

Piiklad 9.50. Redlnda, nebo komplexni matice

(3 1)

mé charakteristicky polynom det A — A\l = (A — 3)? a tedy jediné vlastni ¢islo 3
algebraické nasobnosti 2. Prislusny podprostor vlastnich vektoru je

Mj = Ker (A — 3I5) = Ker (8 (1)>:<< (1) >>

gemetricka nasobnost vlastniho ¢isla 3 je 1.
Tato matice neni diagonalizovatelna, protoze z M3 zfejmé nelze vybrat dvoucle-
nou lineadrné nezavislou posloupnost.

Nediagonalizovatelnost operatoru nebo matice mize mit dvé pric¢iny: nedosta-
tek vlastnich ¢isel (jako rotace o 7/2 v piikladu 9.20) nebo nedostatek vlastnich
vektort, jako v predchozim piikladu. Tim se dostavame se k charakterizaci diago-
nalizovatelnych operatori.

Véta 9.51. Bud f : V — V linedrni operdtor na konecné generovaném vektorovém
prostoru V dimenze n (resp. bud A je ¢tvercovd matice fadu n) nad télesem T. Pak
jsou ndsledugici tvrzent jsou ekvivalentni.

(1) Operdtor f je diagonalizovatelny (resp. matice A je diagonalizovatelnd,).
(2) Operdtor f (resp. matice A) md
e n vlastnich cisel véetné algebraickych ndsobnosti a
o geometrickd ndsobnost kazdého vlastniho ¢isla operdtoru f (resp. ma-
tice A) je rovnd jeho algebraické ndsobnosti.

Diikaz. (1) = (2). Pfedpoklddejme, Ze je f diagonalizovatelny. Existuje tedy béze
B = (vy,...,v,) prostoru V sloZend z vlastnich vektordi operatoru f. Oznacme
A1, ..., A\ vSechna navzajem rizna vlastni ¢isla operatoru V, ly,. .. [; jejich alge-
braické nasobnosti a my,...,my jejich geometrické nasobnosti. Kazdy z vektort
v B lezi v jednom z podprostord My,, ..., M,,, pficemz z kazdého podpro-
storu M), muZe v bazi B leZet nejvyse dim(My,) = m; vektori (protoze takové
vektory tvoii linedrné nezavislou posloupnost v My, ). Z toho vyplyva nerovnost
n < my + -+ my. Podle tvrzeni 9.49 je geometrickd nasobnost mensi nebo rovna
geometrické nasobnosti, tedy m; < I; (pro kazdé i € {1,...,k}). Soucet algebraic-
kych nasobnosti je pfitom nejvyse n (viz prvni bod disledku 9.38). Dohromady
mame
n<mi+--+mp<hi+---+lhx<namy <l,...,mp <1 .

To znamend, Ze 1 + ...l = n al; = m; pro kazdé i € {1,...,k}, jak jsme chtéli
dokézat.

(2) = (1). Pfedpoklddejme naopak, 7e podminky na nasobnosti jsou splnény.
Ozna¢me Aj,...,\; vlastni ¢isla operatoru a Iy, ..., jejich algebraické (= geo-
metrické) nasobnosti. Pro kazdé i € {1,...,k} md M), dimenzi /;, vezmeme jeho
libovolnou bazi

Bi = (V’ivv;a cee 7v;,;)
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Ukéazeme, ze posloupnost B = (v%,...,...,vfk) vsech téchto vektort tvoii bazi
prostoru V.

Pocet prvki této posloupnosti je Iy + - -- + I = n = dim 'V, staci proto ukézat,
7e B je linedrné nezavisla. Zvolme tedy néjaké skalary aé prokazdé i =1,...,k a

kazdé j = 1,...,l; a predpokladejme, Ze
a%v}+a§v%+~-~+a}lv}1 —|—---—|—a]fvlf—I—CL’;V’;—|—-~-—i—afkvflc =o0.
Pro kazdé i = 1,...,k je vektor
w; = aivi + aév; + -+ afivfi
vlastni vektor operatoru f pfislusny vlastnimu ¢islu \;. Déale plati
w1 +wo 4+ W =o0.

Pokud by néktery z vektori w; byl nenulovy, plynula by z posledni rovnosti linearni
zévislost posloupnosti nenulovych ¢lenti. To neni mozné podle véty 9.44 o linearni
nezavislosti vlastnich vektort pfislusnych rtznym vlastnim ¢islim. Pro kazdé i =
1,...,k tedy plati w; = o, ¢ili
o= aivi + aévé + -+ afivfi
Posloupnost vektortt B; = (vi,... ,vfi) je ale linedrné nezévisla, nebot tvori bazi
M,,. Dostdvame tak, ze a} = a} = --- = afi = 0 pro kazdé i = 1,2,...,k.
Posloupnost B je tedy linearné nezavisla a tvofi proto bazi prostoru V slozenou z
vlastnich vektort operatoru f.

O

7 dukazu vidime, ze v ptripadé diagonalizovatelnych operatori bude v nalezené
bazi B pocet vlastnich vektorti pfislusnych vlastnimu c¢islu A roven algebraické
(=geometrické) nasobnosti A. Proto [f]5 bude mit na diagondle kazdé vlastni ¢islo
tolikrat, kolik je jeho algebraickd nasobnost.

Priklad 9.52. V piikladu 9.37 jsme spocitali vlastni éisla a jejich algebraické né-
sobnosti pro operator f : R? — R? definovany piedpisem

x —y+z
flv]= -3z — 2y + 3z
z —2r —2y—+ 3z

Zjistime, zda je diagonalizovatelny a najdeme pfislusnou bazi z vlastnich vektort.
Operator f je roven f4 pro matici

0o -1 1

A=[flg=| -3 -2 3

-2 -2 3
Charakteristicky polynom operatoru f vysel —(\ —1)2(\+ 1), takZe operdtor f mé
vlastni ¢islo \; = 1 algebraické nasobnosti 1 a vlastni ¢islo A\s = —1 algebraické
nasobnosti 2. Spliiuje tedy prvni podminku pro diagonalizovatelnost. Zbyva ovérit
rovnost algebraické a geometrické nasobnosti obou vlastnich ¢isel Ay =1 a Ay = —1.

Algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla A1 = 1 je 2. Jeho geometrickd nasobnost
se rovna dimenzi jadra matice
-1 -1 1
A-Mlz3=A-I3=| -3 -3 3
-2 =2 2
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Hodnost této matice se rovna 1, dimenze jadra je proto 2. Geometrickd nasobnost
vlastniho ¢isla A\; = 1 je rovna jeho algebraické nasobnosti.

Algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla Ao = —1 je 1 a rovna se tak jeho geome-
trické nasobnosti, protoze ta je aspon 1 pro jakékoliv vlastni ¢islo. Operator f je
tedy diagonalizovatelny.

Najdeme jesté bazi R3, vzhledem ke které je matice f diagonalni.

Bézi jadra matice A— )1, které ma dimenzi 2, miizeme zvolit napiiklad (1,0,1)7, (0,1,1)7.
Bézi jadra matice

1 -1 1
A-doly=A+T=| -3 -1 3 N((l) » é)
2 2 4

miizeme zvolit napiiklad (1,3,2)”. Posloupnost B = ((1,0,1)7,(0,1,1)7,(1,3,2)T
tak tvoi{ bazi prostoru R? tvofenou vlastnimi vektory operatoru f a plati [f]5 =
diag(1,1,-1).

9.3.3. Linedrni operdtory na redlném vektorovém prostoru dimenze 2. Probereme
moznosti, které mohou nastat pro linedrni operator f na vektorovém prostoru V
dimenze 2 nad R.
(1) Operator f ma dvé rizna vlastni &isla Aj, A2. Pak je diagonalizovatelny.
Pro pfedstavu o chovéni diferenéni rovnice x; = f(xr—1) se podivejte na
obrazek 20. Jako v ptikladu 9.7, Sipky vedou z bodu x do bodu f(x).
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OBRAZEK 20. Dvé rlizné vlastni ¢isla. Vlevo Ay > 1 > Ay > 0,
veprostied A, Ag > 1, vpravo 0 < A, A9 < 1

(2) Operator f m4 jedno vlastni Cislo algebraické ndsobnosti 2 a geometrické
nasobnosti 2. Pak je diagonalizovatelny, dokonce M) je rovno V, tj. f(x) =
Ax pro kazdé x. Situace je znazornéna na obrazku 21.

(3) Operator f mé jedno vlastni ¢islo algebraické ndsobnosti 2 a geometrické
nasobnosti 1. Pak neni diagonalizovatelny. Takovymi operatory se budeme
zabyvat v ¢asti o Jordanovu tvaru. Ilustrace je na obrazku 22

(4) Operator f nemd vlastni ¢isla. Pak neni diagonalizovatelny. V tomto pfi-
padeé si ale mizeme pomoci komplexnimi ¢isly, protoze charakteristicky po-
lynom ma dva ruzné, komplexné sdruzené kofeny. Situace je ilustrovana na
obrazku 23.

9.3.4. Operdtory na prostorech nad R, které jsou ,diagonalizovatelné nad C“. Ro-
zebereme situaci, kdy realnd matice A fddu n neni diagonalizovateln, ale stejna
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OBRAZEK 21. Jedno vlastni ¢islo algebrické nésobnosti 2
metrické ndsobnosti 2. Vlevo A > 1, vpravo 1 > A > 0.
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22. Jedno vlastni ¢islo algebrické nasobnosti 2
metrické ndsobnosti 1. Vlevo A > 1, vpravo 1 > A > 0.
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OBRAZEK 23. Dvé komplexné sdruzend vlastni ¢isla. Vlevo |A| >
1, vpravo 1 > |Al.

matice, chdpand jako matice nad C, jiz diagonalizovateln4 je. (Diskuzi budeme pro-
vadét pouze pro matice, nebo operatory fa, abychom nemuseli rozebirat pojem
komplexniho rozsifeni vektorového prostoru a operatoru.)

Nejprve na konkrétnim prikladu ukazeme pfimocary, ale neefektivni, postup pro

mocnéni.
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Priklad 9.53. Najdeme vzorec pro k-tou mocninu realné matice

1 -1
(1)
Charakteristicky polynom matice A je
palt) =1> =2t +2 .
Tento polynom nema realné kofeny. Budeme proto povazovat A za matici nad C.
Nyni mé pa(t) dva komplexné sdruzené kofeny A = 1414, A = 1 — 4, matice je tedy
nad C diagonalizovatelna.
Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A tvofi podprostor

M,\:Ker(A—)\A):Ker( _12 j ) =<( fz )>

V piipadé realné matice A plati, Ze v je vlastni vektor matice A pfislusny komplex-
nimu A pravé tehdy, kdyZz je v vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu ¢islu A
(viz dalsi diskuze). Proto bez poc¢itani vime, ze

- ((1)

Béazi z vlastnich vektora zvolime napiiklad
= ((5)(1))
—1i i
. . 11 1+i)F 0 1 o1\7!
agigias = (L ) (U ) (4T

1 1+ 41 =)k (1 449)F —i(1—i)k
A* (z‘(1+i)’“+i(1i)’“ (1+¢)k+(1i)k)

Pak

AP =[(f)"K

Vyjde

2
To je vcelku komplikovany vyraz, navic obsahuje imaginarni ¢isla, i kdyz vysledek
musi zfejmé byt realnd matice.

Proto je lepsi pocitat s goniometrickym tvarem komplexnich ¢isel. Je 1 + i =
V2e /% = \/2(cos(m/4)+isin(n/4)) al—i = v/2ei™/* = \/2(cos(7/4) —isin(m/4)).
Dosazenim a vyuzitim Moivreovy véty vyjde daleko ptijatelnéjsi

ok [ cos(km/4) —sin(km/4)
A =2 ( sin(kr/4)  cos(km/4) )

Stejného vysledku bychom docilili, kdybychom si na za¢atku vsimli, Ze

_ cos(m/4) —sin(w/4)
A= ﬂ( sin(m/4)  cos(m/4) )

Tedy A je matice sloZeni rotace o 7/4 a stejnolehlosti s koeficientem /2. Mocninu
AF pak vidime geometricky.

Obecnéji, uvazujme redlnou matici A fddu 2 a chapejme ji jako matici nad C.
Pfedpokladejme, Ze charakteristicky polynom matice A mé dva rizné, komplexné
sdruzené kofeny ), \, takZe operator f4 ma dvé riizna vlastni &isla A, . Napiseme
si je v goniometrickém tvaru.

A=re"? =r(cosp +ising), \=re *® =r(cos¢—isine)
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Uké4Zeme, Ze existuje baze B prostoru R? (!) takovd, ze

B cos¢ —sing
[fal5 —r< sing  cos¢ ) ’

tj., chapano opét nad R, ,vzhledem k B*“ je operator f4 rovny rotaci o ¢ slozené se
stejnolehlosti s koeficientem r. (Ve skute¢nosti mizeme dokonce nalézt ortogonalni
bazi B, vzhledem ke které ma operator uvedenou matici, nemiZzeme ale obecné

Oznaé¢me v € C? né&jaky nenulovy vlastni vektor operatoru f, piislusny vlast-
nimu ¢éislu A\. Ukazeme, Ze V je vlastni vektor operatoru fu pfislusny vlastnimu
¢islu A:

AV=AVv=Av=Av=)V .

V prvni tpravé jsme vyuzili toho, Ze je matice realnd (matice A znaci matici
vzniklou z A komplexnim sdruzenim vSech prvki); v druhém kroku vyuzivime
toho, 7e pro libovolné dvé matice vhodnych typt plati A B = AB (to plyne z defi-
nice nasobeni matic a vlastnosti x + y = T + ¥ a Ty = Ty, podrobné si rozmyslete
jako cviceni).

Vzhledem k bazi C mame

[fa]G = diag(X, A) .
Oznacme
B=(wi,wa), Wi =v+V, wy=i(v—V) .

Vektory wi, wy lezi v R?, vektor wy je dvojnisobek realné ¢asti vektoru v, vektor
wa (—2)-nasobek jeho imagindrni ¢asti. Z definice vektort wy, wo mame [wq]c =
(1,17, [wa]c = (i, —i)T. Z toho vidime, 7e B je linearné nezavisla posloupnost (v
C?% i R?), tedy tvoii bazi (prostoru C? i R?). Vzhledem k této bazi mame

[fal5 = [id]%[fA]g[i(i]g
B < 1 —Zz > < T(Cowz)rismd)) r(cosqﬁgisinqﬁ) > < 1 —Zz >

Vypoctem ziskame
B _ cos¢p —sing
[f]BT< sing  cos¢ ) ’

coz jsme chtéli.

Vysledek nyni zobecnime pro matice libovolného fadu. Nechtf A je redlnd matice
Ffadu n a fa je prislusny operator na C". Pfedpokladejme, ze f4 je diagonalizo-
vatelny. Charakteristicky polynom p(t) = pa(t) matice A mé pak pravé n kofenil
véetné nasobnosti. Zobecnime tvrzeni 1.5: Je-li A € C kofenem nasobnosti m po-
lynomu p(t) s realnymi koeficienty, pak je A € C rovnéz kofenem nésobnosti m.
Skutecne, je-li

p(t) = (t—X)"q(t) a X neni kofenem ¢(t) ,
pak
p(t) = p(t) = ( — N)™q(t) = (t — \)™q(t) a X neni kofenem ¢(t)
Vytvotfime seznam vlastnich ¢isel operdtoru f4, kazdé vlastni ¢islo do néj zaradime
tolikrat, kolik je jeho nésobnost. Redlné vlastni ¢isla v4, . .., y; napiSeme na zacatek
a zbyla vlastni ¢isla sefadime do pari a napiSeme si je v goniometrickém tvaru:

7 —1 7 —
Y1050 T1E ¢1,T’1€ ¢1,...,7’l€ ¢l,rle #
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Dohromady mame n kofend, tj. k + 2] = n.

Dale pfipomenime, ze v je vlastni vektor operatoru f,4 prislusny vlastnimu ¢islu
A pravé tehdy, kdyz Vv je vlastni vektor stejného operatoru prislusny vlastnimu ¢islu
. Bézi C slozenou z vlastnich vektortl tak miizeme zvolit

C:(u17"'aulavla‘/il)"'avhvil) )
kde uy, ..., u; jsou readlné vlastni vektory prislusné odpovidajicim ¢éislim ~q,...,v
v seznamu a vektory vy, ..., jsou komplexni. Vzhledem k této bazi mame
c . ; - i _
[falS = diag(y1, ..., y, 1€ re™ 00 L et e )

Pro realna ¢isla r, ¢ oznacme
cos¢p —sing
Rr o = T .
' sing  cos ¢
Dale rozsifime znaceni diag na blokové diagonalni matice: Pro ¢tvercové matice X1,
..y X znadi diag(Xy, ..., X,,) blokové diagonalni matici s bloky X1, ..., X,,.
Tvrzeni 9.54. Pri zavedeném znaceni je
B = (ula" -, W, V1 +V7137;(V1 _ﬁ)a"'avl +Vl,i(Vl _Vl))

baze R™ a matice operatoru fa vzhledem k B je rovnd

[fA]g = diag(y1,. .. s Vies By s - - - 7RTZ7¢L) .

Dikaz. NapiSeme si do sloupci matice R vyjadreni vektort baze B vzhledem k
bazi C.

R =diag(1,...,1,X,X,...,X), kde X_<1 _ZZ>

Protoze X je reguldrni, je matice R rovnéz reguldrni (napiiklad podle tvrzeni...
o determinantu blokové horni trojahelnikové matice). Proto je B béze a R je pak
matice piechodu od B k C. Vypoéteme [fa]5:

[fal® = [idG[falEfid]E = diag(1,...,1, X1, ..., X7
diag(Y1, . . ., Ye, 110, e L et e )
diag(1,...,1,X,..., X)
= diag(’yla e YV RT1,¢1? sy RTl@l) 3

kde soucin jsme spocitali po blocich vyuzitim vypoc¢tu v dimenzi 2. O
9.3.5. Kualitativni chovdni diferencéni rovnice f(xp4+1) = Xj. Uvazujme diagona-
lizovatelny linearni operdtor f na (kone¢né generovaném) prostoru V nad R di-
menze n a nechf B je baze takova, Ze [f]B = diag(\1,. .., \n), tedy v posloupnosti
AL,y -5 Ap je kazdé vlastni ¢islo tolikrét, kolik je jeho algebraickd (=geometrickd)

nasobnost. Oznaéme [xo]p = (a1, ...,a,)T vyjadieni poc¢ateéniho vektoru xo v bazi
B. Pak

xi]5 = ([f15) [xolB = a1A} + - + an X},
Mohou nastat t¥i kvalitativné odlisné pripady.

e Pro vsechna vlastni ¢isla \; plati [\;| < 1. V tom piipadé \¥ — 0 pro
k — oo a vektory uy tak konverguji k nulovému vektoru o.
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e Pro nékteré z vlastnich éisel plati |A\;| > 1. V tom pfipadé normy vektort
xy rostou do nekonecéna (jako v pfipadé Fibonacciho posloupnosti). Pfitom
nejvyznamnéjsi se stavaji ty soufadnice, pro néz je |A;| nejvétsi (pokud
ovem a; # 0). Ilustrativni je obrazek v prikladu 9.7.

e Pro nékterd z vlastnich é&isel plati |\;| = 1 a pro zbyvajici |A;| < 1. V tom
piipadé bud vektory uy konverguji k néjakému limitnimu vektoru (jako

u vyvoje nezaméstnanosti; pripad nastava pokud plati a; = 0 kdykoliv
A; = —1) nebo osciluji kolem nékolika  Jlimitnich vektort.

9.3.6. Reseni soustav linedrnich diferencidlnich rovnic s diagonalizovatelnou matict.
Uvazujme soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic x'(t) = Ax(t). Vektor x(t)
muze naptiklad udavat polohu pohybujiciho se objektu v Case ¢ a rovnice pak rika,
Ze vektor rychlosti tohoto objektu je v bodé x(t) roven Ax(t). Dobrou pfedstavu o
FeSeni si mizeme udélat tak, Ze si do nékolika bodl x nakreslime vektor Ax, jako
na obrazku 24.

;\\\\
BARMAN

LA N Vs
R
N Y
D N N I
(2] S R NN NN S
el S N N N
af = - s \\\\
- oA
A p

OBRAZEK 24. K piikladu 9.55. Sipky jsou pro prehlednost zkraceny.

Pokud je matice A diagonalizovatelnd, mizeme soustavu vytesit nasledujicim
zpusobem. ProtoZe A je diagonalizovatelnd, umime najit diagonalni matici D a
regularni matici R takovou, ze D = R™'AR. (Piipomenime, 7Ze R je matice piechodu
od béaze B tvorené vlastnimi vektory matice A ke kanonické bazi a D je tvorena
odpovidajicimi vlastnimi &isly.) Upravou dostaneme A = RDR™! a rovnici mtizeme
ekvivalentné prepsat

x'(t) = RDR™'x(t)
R™X'(t) = DR 'x(t)

Definujeme y(t) = R~1x(¢). Snadno se pak ovéii, ze y'(t) = R™1x'(t) (podrobngji
je tento krok vysvétlen v pfikladu). Dosazenim dostavame

y'(t) = Dy(t)

Tuto soustavu vyfesime uzitim piikladu 9.15 o FeSeni diferencidlni rovnice f'(t) =
Af(t). Pavodni funkce x(t) dopoéteme ze vztahu x(t) = Ry(t).
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Piiklad 9.55. Vyfesime soustavu

(5 )=2(20) - (7 %) (26)

s pocatecni podminkou z1(0) = 5, 22(0) = 7. Charakteristicky polynom matice A je
p(N) = A2 + 4\ + 3, ktery m4 dva rtizné redlné koteny \; = —1 a Ay = —3. Vlastni
vektory pfislugné vlastnimu ¢&slu A\; = —1 tvoii linedrni obal ((1,1)T). Vlastni
vektory ptislusné vlastnimu éislu Ay = —3 tvoif linerdni obal {(1,—1)T). Polozime
B=((1,1)T,(1,-1)T). Pak

1 (A0
D=R AR—( 0 A

N

Pvodni soustavu si pFipiSeme do tvaru
()= (8 )= (a)
()= (20)

Obé funkce y;(t) jsou linearni kombinace funkei x;(t), x2(t) s konstantnimi koefici-
enty v i-tém fadku matice R~!. Plati proto

()= (56

Dvojice funkei 4 (t), y2(t) tak splituje soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic

(i )= (% %) () = Gt )

Tu uz umime fesit: y1(t) = y1(0)e™2! a y2(t) = y2(0)e =3¢, kde

() =7 (20

Spocitame puvodni funkce:

(20 =r(20)=r( O ) =m0 L) (10
(

Oznadime

Z postupu vidime, Ze obecné je pro matici A = R(diag Ay, ..., \,)R™! fesenim
soustavy
x(t) = Rdiag(e™?, ..., e*)R™1x(0).
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Pro zajimavost uvedme, 7e matice R diag(e’?,... e**)R™! je rovna tzv. expo-
nenciale matice tA a znaéi se e!4. To dava smysl, protoze ,dosadime-li“ matici tA
do Taylorovy fady funkce e* mame

A2 AS Ak
2 3
1, +tA+t?+t§+ -+t T + -
2 —1 D3 —1 ch —1
= In—i—tRDR*l—i—tQR R +t3R R +...+tk&+
2! 3! k!
tD tD)3 tD)k
- R(I +tD+(2) +(3') +"'+(kv) +...)R—1

= Rdiag(eM?,... eM)R™?
Reseni soustavy x/(t) = Ax(t) pak miizeme psat ve tvaru
x(t) = ex(0),
zcela analogicky k vyjadieni f(t) = e* f(0) jako FeSeni diferencialni rovnice f/ = \f.

Piiklad 9.56. VyfeSime jesté piiklad 9.4 o dvou buiikdach. Ten vede k soustavé
diferencialnich rovnic

ui(t) = —rui(t) + sua(t)h

uy(t) = rug (t) — sua(t) .

) =1, u2(0) = 0. Matice soustavy
(7 )

mé charakteristicky polynom p(A\) = A2 + (r + s)\ a tudiz dvé rfiznd vlastni ¢isla
A1 =0a Xy = —(r + s), odtud plyne jeji diagonalizovatelnost.
Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A\; = 0 tvoii jadro matice

A—OIgz([ _SS) :

ktery se rovnd linearnimu obalu ((s,7)7).
Vlastni vektory pfislugné vlastnimu ¢&islu Ay = —(r + s) tvofi jadro matice

A+(r+s)12=(i i) :

ktery se rovna linedrnimu obalu ((1,—1)T). Zvolime bazi B = ((s,7), (1,-1)T)).

Pak
a5 1 1 1 -1 -1
pepag=(2 1), w7

Soustava ma reSeni
uy () B s 1 eVt 0 -1 (-1 -1 1
uz(t) - ro —1 0 e )t Joi s\ —r s 0
1 s + re~(rts)t
s\ r—re (Tt
Vidime, Ze pro t — oo hodnota u; (t)
guje k 7, coz se dalo intuitivné tusit.

s pocétecéni podminkou u4 (0

(t) konver-
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9.4. Jordanuv kanonicky tvar. Jak jsme dokdzali ve vété 9.51, linedrni opera-
tor na prostoru dimenze n miize byt nediagonalizovatelny ze dvou duvodid: soucet
algebraickych nasobnosti vlastnich ¢isel je mensi nez n nebo geometrickd nasobnost
néjakého vlastniho ¢isla je mensi nez jeho algebraickd nasobnost. Prvni pti¢inu lze
obejit tim, Ze pracujeme ve vétsim télese (napiiklad misto R v C). Druhd pfi¢ina
takto obejit nejde, musime slevit z pozadavku diagonalizovatelnosti. Nastésti lze v
pfipadé splnéni prvni podminky na algebraické nasobnosti vzdy najit bazi, vzhle-
dem ke které ma operator ,témér“ diagonalni matici, pfesnéji tzv. matici v Jorda-
nove tvaru. Mocninu takového matice stale lze explicitné vypocitat, tedy l1ze nalézt
mocninu operatoru.

9.4.1. Nediagonalizovatelné operdtory v dimenzi 2. V odstavci 9.3.3 jsme probrali
moznosti, jaké mohou nastat pro operatory na realném vektorovém prostoru di-
menze 2. Zbyl jediny ptipad, ktery nyni podrobné rozebereme. Diskuze také snad
poslouzi k orientaci v obecnéjSich pojmech a tvrzenich.

Uvazujme tedy operator f na vektorovém prostoru V dimenze 2 nad télesem T,

ktery ma jedno vlastni ¢islo \ algebraické nasobnosti 2 a geometrické nasobnosti 1.
Ukézeme, Ze v takovém piipadé existuje baze B = (u,v) prostoru V, vzhledem ke

které ma operator f matici
Al
B _
5= 5 )

To je nejjednodussi priklad matice v tzv. Jordanové tvaru, kterd neni diagonalni.
Takou matici umime umocnit, plati totiz

A1\ A !
0ox) Lo A

Kdy# takovou bazi B najdeme, budeme umét spocitat [f™]8 = ([f]B)™ a tim
padem naptiklad vyftesit diferenéni rovnici x,, = f(X;,—1). Obecné je Jordaniv
tvar a mocnéni rozebrano v odstavci 9.4.2.

Hledéni baze B za¢neme pteformulovanim podminky na matici [f]58. Podle de-
finice matice f vzhledem k B a B potfebujeme, aby platilo

e =( g ). wwle=( 3 )

Podle definice soutadnic vzhledem k bazi tedy chceme, aby
flu)=Au, f(v)=u+iv.
Oznacime-li g operator g = f — Aid mZeme tyto podminky zapsat
g(u) =0, g(v)=u,

schematicky

Vot ut o .

Potfebujeme tedy, aby u byl vlastni vektor operatoru f pfislusny vlastnimu ¢islu
A a aby g(v) = u. Obecné je toto pfeformulovéni provedeno v odstavci 9.4.3.

Déle ukazeme, Ze kdykoliv méme vektory u,v splitujici podminky g(v) = u,
g(u) = o a vektor u je nenulovy, pak B = (u, V) je linedrné nezavisla posloupnost,
tedy baze V. Skutecné, je-li

av+bu=o ,
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pak aplikaci operatoru g na obé strany dostaneme

gav + bu) = g(o)
ag(v) + bg(w) = o

aua =o0 .

Protoze je u nenulovy vektor, plyne odsud a = 0. Dosazenim do puvodniho vztahu
ziskdme bu = o, takze i b = 0. Obecné tvrzeni je dokdzano v odstavci 9.4.4

V odstavci 9.4.5 probereme, jak takové vektory obecné hledat za predpokladu,
ze existuji (v odstavcich 9.4.6, 9.4.7, 9.4.8, 9.4.9 ukdZzeme postup na fadé priklad).
Ditikaz, ze skuteéné existuji, vyuziva pojem invariantniho podprostoru diskutova-
ného v odstavci 9.4.10, samotny dikaz je pak obsazen v odstavci 9.4.11.

V nasem pripadé ozna¢me W = Im g. Tento prostor je invariantni ve smyslu, ze
g(x) € W kdykoliv x € W. Skutecéné: Je-li x € W, pak z definice W existuje vektor
y € V takovy, Ze g(y) = x. Pak g(x) = g(g9(y)) € Img.

Podprostor Ker g < V je tvofen vSemi vlastnimi vektory operatoru f pislusnymi
vlastnimu ¢islu A. Protoze geometricka nasobnost vlastniho ¢isla A je podle pred-
pokladu 1, je dimKerg = 1. Podle véty o dimenzi jadra a obrazu je dimImg =
dim W = 1. Vezmeme libovolny nenulovy vektor u € W. Protoze W ma dimenzi 1,
je vektor g(u) € W nasobkem vektoru u, tj. g(u) = au pro néjaky skalar a € T.
Pak ale (f —Aid)u = au, takZze f(u) = (A+a)u. Protoze f ma jediné vlastni éislo A,
musi{ byt nutné a = 0, plati tedy g(u) = o. Vektor u lezi v W = Im g, existuje proto
vektor v € V takovy, Ze g(v) = u, a dtikaz je hotov — nalezli jsme vektory u,v € V
takové, ze g(v) = u, g(u) = 0 a u # o, coz staci podle jednoho z pozorovani vyse.

9.4.2. Matice v Jordanové tvaru. Matice v Jordanové tvaru je blokové diagondlni
matice, jejiz bloky tvofi Jordanovy buiky. Jordanova bunka je matice, kterd ma
vSechny diagonalni prvky rovny né€jakému A € T a vSechny prvky o jednu pozici
nad diagonalou rovny 1.

Definice 9.57. Jordanova burika nad télesem T fadu k > 1 prislusna prvku A € T
je ¢tvercova matice

A1 O 0 0

0 X 1 0 0

0 0 A 0 0
Ik =

0 0 0 A1l

0 0 0 0 A

Priklad 9.58. Realné matice

3 1 0
(f) ;)(8 é) 03 1), @
0 0 3

jsou Jordanovy buiiky J2 2, Jo2, J3.3, Ja,1 (pEislusné pofadé ¢islam 2,0, 3,4).

Definice 9.59. Matice J nad télesem T je v Jordanové kanonickém tvaru (nebo
stru¢néji v Jordanové tvaru), pokud J je blokové diagonalni matice, jejiz kazdy
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blok je Jordanova buiika (néjakého fadu s néjakym vlastnim ¢islem), tj.

Iy ke 0 . 0
) 0 oy --- 0
J:dlag(t])\l,kla-~-7t])\s7k5): . . . . 5
0 0 v Ik
kde A1,...,As € T a ki,..., ks jsou kladna celd ¢asla. (Nuly v matici v tomto
pfipadé zna¢i nulové matice vhodngch typi.)
Priklad 9.60. Diagonalni matice diag(A1,...,A,) je v Jordanové tvaru. Je sloZend
z Jordanovych bunék Jy, 1, ..., Jy, 1 fadu 1.

Priklad 9.61. Matice

01 0000
0 000 O0O0
0 00 0O0O0
0 00 210
0 000 21
0 00 00 2

je v Jordanové tvaru. Je slozena z Jordanovych bunék Jy 2, Jo 1, J2 3.

Nyni najdeme vzorec pro mocninu Jordanovy matice. Matici

J 0 ... 0
0 Jo ... 0
J = S .
0 0 ... J
v blokové diagonalnim tvaru mtizeme mocnit po diagonalnich blocich:

Ji0 ... 0\" Jr 0 ... 0

0 Jo ... 0 o Jyr ... 0

JN = ) .. . . . . .

0o 0 ... Js 0 o ... Jr

Staci se proto zamé¥it pouze na mocnéni Jordanovych bunék.
Jednoduchy je specidlni pfipad Jordanovych bunék pfislusnych prvku 0.

Tvrzeni 9.62. Pro libovolnd prirozend éisla m < k plati
I = (o] ... |oer|ez]er—m)
——
mX

PromijeJ{)’fk:O.

Diikaz. Indukci podle m < k, pripad m = 1 je zjevny. Plati-li tvrzeni pro néjaké m
mensi nez k, mame ze sloupcového pohledu na nasobeni

J(T,j'l = JokJox = (o]...|olei|ez] ... |ex_m)(0ler]es]. .. |ex_1)
= (o]...|ole1|...|ek—(m+1))

Pro m < k je indukéni krok zfejmy. (I
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Priklad 9.63.

0010 000 1

, [0 001 s [0 000

Ja=1 0000 | =000 0]
000 0 000 0

Jordanovu buitku J) ; mtZeme rozepsat
Inge =M+ Jog

Pokud dvé ¢tvercové matice A, B komutuji, tj. plati AB = BA, pak pro né plati
obdoba binomické véty (cviéeni)

(A+B)7n = A™ + (T) Am—lB+ (?) Am_2B2 4. +B7n .

Pouzitim na matice A} a Jy ; dostaneme vzorec v nasledujicim tvrzeni. PouZivime
konvenci, Ze binomické ¢&islo (";) = 0 pokud m < j. Déle pro i € {0,1,...} a prvek
t v télese T definujeme it jako t +¢ 4+ --- + .
~—_————
X

Tvrzeni 9.64. Je-li J = Jy; Jordanova burika, pak pro kazdé kladné m plati

At (PATTE (AT (A

0 A (DA (AT
Tw=1 : KPS :

0 0 Loam (myamet

0 0 0 A

Diikaz. Jeden z moznych vypoc¢tl byl naznacen pred tvrzenim, ukazeme alterna-
tivni dikaz.

Prvek na misté (i,5) v mocniné J3 zapsat jako (jrfi))\m_(j_i). K dtkazu lze
pouzit indukci podle m, pfipad m = 1 je zjevny. Pokud formulka plati pro m > 1,
spoditame J/’\'f,j L—yg A kI3 Obé matice, které ndsobime, jsou horni trojthelnikové,
soucin je proto také horni trojihelnikovy. Zbyva spocitat prvky na misté (i,5) v
soucinu Jy 3% pro i < j. Prvek na misté (4,j) v matici J{", se podle indukéniho
predpokladu rovna (J”_“l) A"=0=9 Prvek na misté (4,5) v matici I3 se pak

rovna
A =G g m Am—(i—i=1)
i i+
_ TN \mA1=(—) 4 m \m1=(—4)
j—i j—i—1
_ (T ymi-G-
J—t ’
pouzili jsme vztah mezi kombina¢nimi &sly (7)) + (™) = (mlﬂ). O

9.4.3. Operdtory s Jordanovym tvarem. Chceme zjistit, zda méa dany operator f na
konecéné generovaném prostoru vzhledem k néjaké bazi B matici v Jordanoveé tvaru,
jak takovou bézi najit a z jakych bunék se matice [f]5 sklada.

Formulujeme obdobu definice 9.40 diagonalizovatelnosti. Pojem , jordanizova-
telnost® se nepouziva, radéji fikdme, ze pro operator existuje Jordandv kanonicky
tvar.
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Definice 9.65. Rikdme, Ze pro linearni operétor f : V. — V na koneéné genero-
vaném prostoru V ezistuje Jordaniv kanonicky tvar, pokud ma vzhledem k néjaké
bézi matici v Jordanové kanonickém tvaru.

Odvodime obdobu tvrzeni 9.41. Nejprve pro samotné buriky. Kdy mé operator
f : V = V vzhledem k négjaké bazi B = (vi,...,vy) matici [f]5 = Jyx? Podle
definice matice operatoru musi platit (a staci)

A 1 0

0 A :
Fols=| O Uevale=| O | el =| o |

: : 1

0 0 A

neboli

f(vi) =Avi, f(va) =Ava+vi, f(vs) =Ava+ v, ..o, f(VE) = Avip + Vi1 .
Upravou (podobné jako v ¢asti 9.2.1) dostaneme ekvivalentné
(f=Aid)(v1) = o, (f=Aid)(v2) = v1, (f=Aid)(vs) = va, ..., (f=Aid)(Vk) = Vik—1 ,
schematicky

f—=Xid f=Xid f=Xid f=Xid f=Xid f=Xid
Vi /> V1 ¢ co V3 ¢ Vo i A\SL o .

Vidime, ze A je vlastni ¢islo operdtoru f, vy je vlastni vektor pfislusny A. Posloup-
nosti (vi,...,vy) budeme fikat Jordantv Fetizek, vektoriim v, ..., vy se nékdy
tikd zobecnené vilastni vektory prislusné vlastnimu c¢islu A.

Definice 9.66. Necht f je linedrni operator na vektorovém prostoru V nad t&lesem
T a A je vlastni ¢islo operatoru f. Posloupnost (vi,...,vy) vektord z V nazyvame
Jordanuv retizek operdtoru f délky k prislusny vlastnimu cislu X\ s pocdtkem v,
pokud plati

(f=Aid)(v1) = o, (f=Aid)(v2) = v, (f=Aid)(vs) = va, ..., (f=Aid)(vk) = V-1 ,
Odvodili jsme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 9.67. Necht f : V — V je linedrni operdtor na koneéné generovaném

prostoru V. a B = (v1,...,Vvi) je bdze prostoru V. Pak [f]5 = J\x plati prave
tehdy, kdyz (v1,...,vk) je Jordaniv fetizek prislusny vlastnimu ¢islu A operdtoru
f.

Snadno se tvrzeni zobecni na obecné matice v Jordanové tvaru. Budeme fikat,
ze posloupnost vektorti B je spojenim posloupnosti

B; :(vi,...,v}cl),...,Bs:(Vf,...,v,scs) ,

pokud
B = (v%,...,vil,vf,...,vﬁQ,...,vks) .
Budeme také pouzivat zapis
B=0h,...,B;

Tvrzeni 9.68. Necht f : V — V je linedrni operdtor na koneéné generovaném
prostoru 'V a B je bdze prostoru V. Pak [f]5 = diag(Jx, ky»-- > JIr. k. ) plati prave
tehdy, kdyz B je spojenim By, ..., B, kde pro kazdé i € {1,...,s} je B; Jordaniv
retizek délky k; prislusny vlastnimu cislu \; operdtoru f.
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Dusledek 9.69. Pro linedrni operdtor f : V. — V na konecné generovaném pro-
storu 'V ezistuje Jordanidv tvar prdvé tehdy, kdyZ existuje bdze prostoru 'V wvznikld
spojenim Jordanovych fetizki operdtoru f.

Nakonec formulujeme obdobu tvrzeni 9.43. Dtkaz je stejny.

Tvrzeni 9.70. Necht f : V — V je linedrni operdtor na koneéné generovaném
prostoru 'V a C je bdze prostoru V. Pak pro operdtor f existuje Jordanuv tvar
praveé tehdy, kdyz je matice [f]g podobna matici v Jordanové tvaru.

Maticové verze definic a tvrzeni pfenechame k rozmysleni ¢tenari.

9.4.4. Linedrni nezdvislost zobecnénych vlastnich vektori. Chceme-li najit baazi,
vzhledem ke které ma operator na prostoru dimenze n matici v Jordanové tvaru,
musime najit Jordanovy fetizky celkové délky n, tak aby jejich spojeni byla line-
arné nezavisld posloupnost. Nésledujici véta, kterd zobecnuje vétu 9.44 o linearni
nezavislosti vlastnich vektort pfislusnych raznym vlastnim ¢islim, fika, Ze staci
zarucit, aby pro kazdé vlastni ¢islo A\ tvorily poc¢atecni vektory fetizku prislusnych
vlastnimu ¢islu A linearné nezavislou posloupnost.

Véta 9.71. Necht f : V — V je linedrni operdtor a By,..., B, Jordanovy ve-
tizky operdtoru f prislusné vlastnim cislim A1, ..., \s. Predpoklddejme, Ze pro ka-
Zdé X € {\1,..., s} je posloupnost pocédtecnich vektord téch fetizki z By, ..., By,
kterée prislust vlastnimu cislu A, linedrné nezdvisld. Pak B = By, ..., B je linedrné
nezdvisld posloupnost.

Diikaz. Pouzijeme indukci podle celkového poctu k vektoru v Fetizcich. Pro k =1
je tvrzeni zfejmé. Pro induké¢ni krok predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna
mensi k.

Oznacime r pocet fetizku ptislusnych vlastnimu ¢éislu Ay a usporadame si fetizky
tak, ze vSechny fetizky prislusejici vlastnimu ¢islu A\; jsou na zacatku, tj. fetizky
By, ..., B, prislusi vlastnimu ¢islu \; a zbylé pfislusi jinym vlastnim ¢islim. Ozna-
¢meprot=1,...,s

Bi=(vi,...,vi) .

Uvazujme skalary aé eT (ie{l,...,s},je{l,...,k;}) takové, zZe
a%v}—i—---—i—a,lﬁv,lcl +a%vf—|—-~-+ai2vi2 +-taj vy =0 .
Potiebujeme ukazat, Ze tyto skalary jsou vSechny nulové. Aplikujeme na obé strany

operator f — A1 id. Vyuzitim linearity, jako v dikazu véty 9.44, ziskame

ar(f = Mid)(vi) + -+ ap, (f = Mid)(vi,) +-- 4 +a (f = Mid)(vi) =0 .

Rozebereme vyraz po ¢astech odpovidajici butikdm. Pro ¢ € {1,...,r} je z definice
Jordanovy bunky

ay(f = Mid)(vi) + -+ aj, (f = Mid)(vy,) = avi +a5vh + -+ af, v,
Pro ¢ > r vyuzijeme tpravy
(f = Aid)(vh) = (f = Aiid +(X\i = A1) id)(v))
(f = Xdd)(VE) + (A — A1) id(vh)

V;'—l + ()\z - )\1)V;- .
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Preuspofadanim clenu ziskdme
ab(f —Mid)(vi) + - 4 ap (f — A id)(vi,) = bivi + b Vi o+ b v
kde

P=ab+al(Ni— A1), ... by = ap, +ah, (N — M),by, = ap (A — A1)
Dohromady dostavame

1,1 1.1 1 1 7T T, [
GgVy +azvg + -+ ap Vi, 1 +...a9V] Fagve + -+ ap Vi 1+

r+1_ r+1 r+1_r+1 r+1 . r+1 S..S S..S S s  __
bI v by vy 4 bk7‘+1vkr+1 +bivi+b5vs + -+ bksvks =o0
Tento vyraz je linedrni kombinaci vektort v fetizcich Bj,..., B., By41, ..., Bs, kde

B! vznikne z B; odebranim posledniho vektoru v fetizku. Z indukéniho pfedpokladu
vyplyva, Ze vSechny koeficienty jsou nutné nulové:

T 1 o . ,r __ar+1l _ 18 __
a2_..._ak1_..._a2_..._a)k"‘_b1 _..._..._bks_o

7 vyrazi pro b; pak (pro kazdé i > r postupujeme zpétné od j = k;) vyjde a§» =
pro kazdé i > r, 1 < 5 < k;.
Ptvodni vztah pro linearni kombinaci vektort z B se tak zjednodusi na
alvi4+a?vi+-- 4avi=o
a z predpokladu o linearni nezavislosti pocatku ziskdme konecné i
CL%:CL%:'HZG'{:O .
|

9.4.5. Vypocet retizki. Uvazujme operator f : V. — V na konecné generovaném
prostoru V dimenze n a bazi B = Bi,..., Bs slozenou z Jordanovych fetizki
Bi,...,Bs délek kq, ..., ks prislusnych vlastnim ¢islim Aq, ..., As. Pro pfehlednost
si je usporadame tak, aby Fetizky piislusné stejnym é&isliim byly pohromadé. Rek-
néme, ze prvnich r odpovida stejnému vlastnimu Cislu A\, tj. A=A = Xo =--- = A,
a A # A pro i > r. Ozna¢me B; = (vi,...,v} ) proi € {1,...,s}. Schematicky:

L faid e
Vi, > Vi, 1 . > Vo vy b o
f—=Xid f—=Xid f—=Xid
Vi, P Vi, 1 > Vb v o
f=X.id =X, id f=A.id
Vi > Vi .. V5 vi o

s s

[f]g =J= diag(JA17k17"'7J>\s,ks) .

Za této situace spocitame charakteristicky polynom operatoru f, vlastni ¢isla a
vektory, geometrické nasobnosti a navic jidra a obrazy operatort (f — \;id)! pro
Il =1,.... (Zaméfime se na vlastni ¢islo A = \y = --- = A, pfi¢emz vysledky
pfirozené budou platit pro kazdé z vlastnich ¢isel.) Tyto Gdaje ndm pak umozZni
hledat Jordanovy fetizky, kdyz je pfedem nezname.
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Charakteristicky polynom p(t) operatoru f je roven determinantu matice J —
tI,,. Tato matice je diagonélni a na diagonédle ma postupné kq-krat vyraz (A; — ¢),
ko-kréat vyraz (Mg — t), atd. Charakteristicky polynom je proto roven

()\1 — t)kl ()\2 — t)k2 . ()\é — t)ks .

Dtsledkem je, Ze operdtor f mé n vlastnich ¢isel véetné nasobnosti a algebraicka
nasobnost vlastniho ¢isla A je rovna souctu délek Jordanovych fetizkt pfislusnych
vlastnimu ¢islu A (to je ky + -+ + k).

Daéle vypocitdme jadro a obraz operatoru f — Aid. (Pro pfedstavu je dobré sledo-
vat vypoclet na konkrétnim situaci, viz napt¥. ptiklad 9.72). Jeho matice vzhledem
k B je

J - )\In = diag(Joykl, ey JO,kM J)\r+1*)\,kr+17 ey JAs*Nks)
Tato matice ma nulové fadky odpovidajici pozici koncovych vektori retizkd By, . . ., B,
v bazi B. Vynechame-li je, dostaneme matici v fadkové odstupnovaném tvaru s
(n — r) nenulovymi fadky. Dimenze jadra matice J — A\I,, je r a také vidime, Ze
mnozina feSeni homogenni soustavy rovnic s matici J — A, je Ker (J — \I,,) =
(€, --,€;,), kde indexy i1,..., i, odpovidaji pozicim pocatecnich vektort fetizkl
Bi,...,B,vbazi B, tj. 11 =1,ia =1+ ky, i3 =14+ ka+ k3, .... Je tedy

[Ker (f — Xid)]p = Ker (J — A\I,) = (e;,,...,€;,) ,

takze

Ker (f — Aid) = <vi7v§,...,v’£>
Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla r je tedy rovna poctu retizka pfislusnych
vlastnimu éislu A a jadro operédtoru (f —\id) je rovno linedrnimu obalu poc¢ateénich
vektori téchto retizki.

Pfejdeme k vypoctu obrazu matice J — AI,, ten je rovny linedrnimu obalu
sloupcovych vektort. Sloupce odpovidajici pozicim pocatecnich vektoru fetizki
By,..., B, jsou nulové a v zbylé sloupce prislusné jedné z téchto bunék obsahuji
vektory kanonické baze — vektor e;_1 v i-tém sloupci. Ostatni buiiky jsou horni troj-
thelnikové matice s nenulovymi prvky na diagonale, mizeme je tedy sloupcovymi
upravami (které neméni obraz) pfevést na jednotkové matice. Obraz matice J — A1,
je tedy roven linedrnimu obalu téch vektorti kanonické baze, které neodpovidaji po-
zicim koncovych vektort fetizkd By, ..., B;. ProtoZe [Im (f—Aid)]p = Im (J—AL,),
je obraz operatoru f — \id roven linearnimu obalu vSech vektort v B kromé konco-
vych vektoru fetizka By, ..., B,. Muzeme si pfedstavovat, ze umazeme jeden vektor
z konce kazdého fetizku prislusnému vlastnimu cislu .

Priklad 9.72. Pr0>\:)\1:)\2:/\3:7, )\4:9, klzl, k2:2, k3:3, k‘4:2
mame Tetizky

| f-Tid
Vi —— o0
f—7id f—7id
2 2
V5 ! vi o
f-7id f—7id f—7id
vg ' vg = v:{’ = o
f—9id f—9id
vg = v‘;’ = o

Operator f ma charakteristicky polynom ps(t) = (7 — ¢)%(9 — ¢)?, vlastni ¢islo 7
algebraické nasobnosti 6 a vlastni ¢islo 9 algebraické nasobnosti 2.
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Matice operatoru f — 7id vzhledem k B je

70 0 000 0O 0000 O0O0TO0OTU O
071 00 00O 001 0O0O0O0O0
007 00 O0O0OTUO 00 0 O0O0O0O0O
0007 1000 00001000
TMs=1 090007100 ™ 00000100
000007 00 0000 O0O0TO0OTU O
000 0O0O0P 91 000 0O0O0TZ2°1
00 00O0O0O0 9 00 00 O0O0O0 2
Jadro matice J — 713 je
001 0O0O0O0O0
00 001 00O
Ker] 0000 01 0 0 |={(e,esey)
000 0O0O0OTZ2°1
00 00O0O0TO0 2
a tudiz jadro operdtoru f — 7id je Ker (f — 7id) = (vi,v?,v?) (linearni obal

pocétecnich vektort ptislusnych vlastnimu ¢&islu 7), jeho dimenze je 3 a je rovna ge-
ometrické nasobnost vlastniho ¢isla 7, ktera udava pocet fetizku prislusnych tomuto
vlastnimu ¢islu.

Obraz matice J — 713 je

0 00 0O 0 00 0O
10 0 00 1 0 0 0 O
0 0 0 0O 0 00 0O
Im 01 0 00O Im 01 0 0O — (e, 64, €5, €7, €5)
0 01 0O 0 01 0O PRl
0 00 0O 0 00 0O
00 0 21 0 0010
0 0 0 0 2 0 0 0 01

a tudiz obraz operatoru f —7id je Im (f — 7id) = (vi,v},v3,v{, v3) (linedrni obal

v8ech vektori v Fetizcich kromé koncovych vektord pfislusnych vlastnimu ¢éislu 7).

Nakonec obecnéji vypoéteme jadro a obraz operatoru (f —Aid)! prol =2,3,....
Jeho matice vzhledem k B je

l : l 1 1 l
(J_ )\In) - dlag(JO,k?17""JO,]CT’J)\T+1*/\,]€T+1’"'7J)\57)\A,k‘5)

Tvar prvnich r diagonalnich bunék jsme spocitali v tvrzeni 9.62, tvar ostatnich
v tvrzeni 9.64, ten ale ted nebudeme potfebovat, staci védét, ze vyjdou regularni
matice.

Matice (J — AI,,)! ma nulové fadky odpovidajici pozici | koncovych vektort fe-
tizkd By, ..., B, v bazi B (pokud je néjaky fetizek kratsi, pak uvazujeme vsechny).
Vynechame-li je, dostaneme matici v fadkové odstupniovaném tvaru a jadro matice

Ker (J — AI,,)! je rovno linedrnimu obalu (e;, , ..., ), kde indexy i1, ..., odpovidaji
pozicim [ pocatecnich vektord fetizkl By, ..., B, v bazi B. Takze

Ker (f — Mid)! = <V%,...,vl1,vf,...,v12,...,VI,...,VD .
(Pro fetizky B; délky mensi nez [ musime z obalu vynechat vektory vzi IRTRR ,vf,

které neméame.) Jadro operatoru (f —\id)! je rovno linedrnimu obalu I po¢ateénich
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vektort z kazdého Fetizku prislusnému vlastnimu ¢&islu A (z fetizka délky mensi nez
[ bereme vSechny vektory.)

Z toho také vyplyva dilezité pozorovani: Pocet fetizkti prislusnych vlastnimu
¢islu A délky alespoti [ je roven dim Ker (f — Aid)! — dim Ker (f — Aid)!~L.

Obraz rovnéz spoc¢teme obdobné jako v pripadu [ = 1.

P¥iklad 9.73. Vratime se k ptikladu 9.72. Operatory (f — 7id)?, (f — 7id)® maji

vzhledem k B matici

0

(J—TIg)* =

O OO OO oo

Jadra jsou

Ker (J —7I3)* = (e, ...

a proto

0

OO DD OO OO

SO OO OO OO

00 000 000 0O0UO0 O
00000 000 0O0UO0 O
00000 000 0O0UO0 O
00100 s oo o000 o0
00000’(‘]*”8)_0000000
00000 000 0O0UO0 O
00 0 4 4 00000 0 16
000 0 4 000 0O0UO0 O
,es), Ker (J —7Ig)% = Ker (J —TIg)* = --- = (ey,...,eq)

Ker (f — 7id)2 = <vi,v%,v§,v§,vg>, Ker (f — 7id)3 = <v%,v%,v§,v‘;’,vg,v§> .

Obrazy jsou

Im (J — 7I3)* = (eq,er,eg), Im (J —TIg)* =Im (J — TIg)* = --- = (er, eg)

a proto

Im (f —7id)? = <V§’,V%,V3>, Im (f — 7id)® = <v‘11,v‘21> .

Shrneme nabyté poznatky.

Tvrzeni 9.74. Necht f : V — V je operdtor na prostoru V dimenze n a B je bdze
vznikld spojenim Jordanovych tetizki operdtoru f. Pak plati:

(1) Operdtor f md n vlastnich ¢isel véetné ndsobnosti.

(2) Pro libovolné vlastni islo A operdtoru f je jeho algebraickd ndsobnost rovna
souctu délek Jordanovijch tetizkiu v B prislusnych vlastnimu cislu .

(3) Pro libovolné vlastni ¢islo A operdtoru f a libovolnél € N je jadro operdtoru
(f — Xid)! rovno linedrnimu obalu | pocdtecnich vektori z kazdého vetizku v
B prislusnému vlastnimu ¢éislu A (z fetizka délky mensi nez | bereme vSechny

vektory.)

(4) Pro libovolné vlastni ¢islo X operdtoru f a libovolnél € N je obraz operdtoru
(f —Xid)" roven linedrnimu obalu viech vektori v B kromé | koncouvyjch vek-
tord z Tetizki pislusnych vlastnimu islu A (z Tetizkd prislusnygch vlastnimu
Gislu A délky mensi nez | nebereme Zdadny vektor).

Specidlne pro libovolné vlastni ¢islo A operdtoru f plati:

(5) Geometrickd nasobnost vlastniho éisla A je rovnd poctu Tetizkd v B prislu-
Sngch vlastnimu éislu A a prostor My = Ker (f — Aid) je roven linedrnimu
obalu pocdtecnich vektoriu téchto retizki.

SO OO oo

—_ =
(@200 \V]




242 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

(6) Pocet fetizki prislusnygch vlastnimu &islu A délky alespoti | je roven
2 = dim Ker (f — Aid)! — dim Ker (f — Xid)'™! .

(Aby mél viraz smysl i pro | = 1 definujeme (f — Xid)? = id.)
(7) Pocet fetizki prislusngch vlastnimu &islu X délky prdve | je z; — z41.

Z prvniho bodu vyplyva nutnd podminka pro existenci Jordanova kanonického
tvaru — operator musi mit dostatek vlastnich ¢isel (véetné ndsobnosti). Tato pod-
minka je i dostacujici podle nasledujici dulezité véty.

Véta 9.75 (o Jordanové kanonickém tvaru). Bud f : V — 'V linedrni operdtor
na konecéné generovaném vektorovém prostoru V dimenze n. Pak jsou ndsledujici
turzenti jsou ekvivalentni.

(1) Pro operator f existuje Jordaniv kanonicky tvar.
(2) Operdtor f (resp. matice A) md n vlastnich éisel véetné algebraickych nd-
sobnosti.

Dusledek 9.76. Pro kazdy operdtor f : V. — V na koneéné dimenziondlnim
prostoru V nad télesem komplexnich cisel C existuje Jordaniv kanonicky tvar.

Diikaz chybéjici implikace odlozime na pozdéji. Poznamenejme, ze Jordantiv tvar
operatoru je uréen jednoznaéné ve smyslu, ze jsou-li matice [f]5 a [f]S obé v Jor-
danové tvaru, pak se mohou lisit pouze poradim Jordanovych bunék. To vyplyva
z tvrzeni 9.74, protoze matice je urcena vlastnimi Cisly A operatoru, jejich alge-
braickou nasobnosti, a dimenzemi podprostorit Ker (f — Aidy)’. Témto &selnym
charakteristikdm operatoru f fikdme algebraické invarianty operatoru f.

Algoritmus pro hledani Jordanova tvaru je mozné odvodit z tvrzeni 9.74. Obecna
diskuze by byla dost neptehlednd, proto ukazeme postup na prikladech.

9.4.6. Jordanuv tvar v dimenzi 2. Jediny pfipad, kdy ma operator f na prostoru
dimenze 2 dvé vlastni ¢isla véetné nasobnosti a neni diagonalizovatelny je situace,
kdy f méa vlastni ¢éislo A algebraické nasobnosti 2 a geometrické nasobnosti 1. V
tom pripadé mame jeden Jordantv fetizek délky 2.

Piiklad 9.77. Uvazujme operator f4 na R? uréeny matici

a=( )

Charakteristicky polynom je pa(t) = t* +2t+1 = (t+ 1)%. Operator f4 ma vlastni
¢islo —1 algebraické nasobnosti 2, existuje pro néj proto Jordaniv kanonicky tvar.
Spocitdame M_; = Ker (fa +id).

wa-wa(33)=((3))

Geometrickd nésobnost vlastniho ¢éisla —1 je 1. Operator neni diagonalizovatelny a
budeme hledat Jordantv fetizek délky 2:

fa+id fa+id
Vo b AL o .

Vektor v; zvolime jako libovolny nenulovy vlastni vektor, napiiklad v, = (1,2)%.
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Podle tvrzeni 9.74 je Im (fa + id) = Ker (fa + id) = (v1), takZe specidlné vy €
Im (fa + id), proto mizeme vzdy pocéatecni vektor v; doplnit vektorem vq, aby
platilo (fa +id)(v2) = v;1. Najdeme takovy vektor va:

. 2 -1 1 . 0
(A+1id)vy = vy, (4 _2>V2<2), napr.vQ<_1>

Podle véty 9.71 o linedrni nezévislosti zobecnénych vlastnich vektort je B = (vq, va)
béze (v takto malém pFipadé to vidime okamzité, ve vétsich dimenzich uz ne nutné).

Matice f4 vzhledem k B je
5 (-1 1
[fA]B - ( 0 1 )

9.4.7. Jordanuv tvar v dimenzi 3. Pro nediagonalizovatelny operator na prostoru
dimenze 3 s tfemi vlastnimi ¢isly v€etné nésobnosti mizou nastat nasledujici moz-
nosti.
(1) Operator f ma dvé rizna vlastni ¢isla Aj, A2, kde A\ ma algebraickou (i
geometrickou) nasobnost 1 a A2 mé algebraickou nasobnost 2 a geometric-
kou nasobnost 1, v tom pfipadé mame jeden fetizek délky 1 pfislusny A; a
jeden fetizek délky 2 prislusny Ao:
f=xid
Vi —— 0
f=Xaid
v

f—Xgid
o o
(2) Operator f mé vlastni ¢islo A\ algebraické nasobnosti 3 a geometrické na-
sobnosti 2. Pak mame dva fetizky pfislusné vlastnimu ¢islu A a tim padem
nutné jeden z nich mé délku 1 a druhy ma délku 2:
| i
Vi —— o0
, A

f—xid
2
Vl k

Vo it

o
(3) Operator f mé vlastni ¢islo A\ algebraické nasobnosti 3 a geometrické na-
sobnosti 1. Pak mame jede fetizek délky 3:

f=Xid f—=Xid f=Xid
V3 t V3 t V3 t o

Piiklad 9.78. Uvazujme operator f4 : R> — R3 uréeny matici

-1 0 1
A= 0 -1 0
-4 0 3

Charakteristicky polynom operatoru fa je pa(t) = —t3+t2+t—1= —(t—1)%(t+
1). Vlastni ¢éisla operatoru A jsou 1 (algebraicka nasobnost je 2) a —1 (s algebraickou
nasobnosti 1), existuje pro néj Jordantiv tvar. P¥islugné prostory vlastnich vektori
jsou

M, =Ker(fa—id)=Ker| 0 -1 0 | =0 |, M_;=Ker(fa+id)=| 1
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Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla 1 je 1, takze operator neni diagonlizovatelny
a Jordanovy fetizky budou tvaru

fa+id
Vl > O
2 , fA—id 9 , fA—id

\e Vi o

Za vektor vi zvolime libovolny nenulovy vektor z M_q, napi. vi = (0,1,0)T. Za
vektor v? zvolime libovolny nenulovy vektor z M, napt. vZ = (1,0,2)7, protoze
(podobné jako v pifkladu 9.77) z tvrzeni 9.74 plyne, ze vZ € Im (fa — id), takze

fetizek mizeme doplnit. ReSenim soustavy

-2 0 1 1
(A-IL)vi=v], ti.| 0 -1 0 |vi=[0
-4 0 2 2

najdeme napiiklad vektor v3 = (0,0,1)T. Podle véty 9.71 je B = (vi,v?,v3) bazi
prostoru R3. Matice operatoru f4 vzhledem k B je

~1.0 0
[fal={ 0 11
0 01

Piiklad 9.79. Uvazujme operator f4 : R? — R3 uréeny matici

2 2 -4
A=10 0 O
1 1 -2

Charakteristicky polynom operatoru fa vyjde pa(t) = —t3. Operator f4 méa vlastni
¢islo 0 algebraické nasobnosti 3, existuje pro néj Jordantv tvar. Prostor vlastnich
vektoru pfislusnych nule je

—2 —1
M():Ker(fA—Oid):KerfA:KerA:< 0 , 1 >
1 0

Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla 0 je 2, proto operator neni diagonalizova-
telny, budeme mit dva Jordanovy fetizky tvaru

1 fa
vi—— o0

2IfA 2|fA
V5 vi o

Podle tvrzeni 9.74 je Im f4 = (v}) a Ker f4 = (v{,v?). P¥i hledani vektort v
fetizku postupujeme od pocéatku nejdelsiho fetizku. Vektor v? zvolime v Im f4,
napt. vZ = (2,0,1)T. Pak je vi € Ker fa. Doplnime v na bézi (v}, v}) prostoru
Ker fa, tieba vektorem vi = (—1,1,0)7. Nakonec najdeme v3 tak, aby fa(v3) =
v?. To mus jit, protoZe v € Im f4. ReSenim rovnice Av3 = v? je napiiklad vektor
vZ=(1,0,0)T.

Pocatky fetizki tvori z konstrukce linedrné nezavislou posloupnost, takze podle
véty 9.71 je B = (v}, v?,v3) baze prostoru R®. Matice operatoru f4 vzhledem k B
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je

[fal =

o O O
o O O
o = O

Piiklad 9.80. Uvazujme operator f4 : R? — R3 uréeny matici
0

-1 0
A= 1 1 —4
1 1 -3
Charakteristicky polynom operatoru fa je pa(t) = —(t + 1)3, mame jedno vlastni

¢islo —1 algebraické nasobnosti 3.

0
M_,4 :Ker(fA+id):Ker(A+Ig):< 2 >
1

Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla —1 je 1. Operator f4 neni diagonalizovatelny,
existuje pro néj Jordanuv tvar a prislusna baze B bude obsahovat jeden fetizek

fa+id fa+id

fa+id
V3 ! Vo ¢

Vit

o .

Prodle tvrzeni 9.74 je Ker (fa+id) = Im (f4+id)? = (v1), takZe za po¢atek mtizeme
zvolit libovolny nenulovy vektor v tomto prostoru, napiiklad v; = (0,2,1)7. Vektor
vy musime zvolit tak, aby (f4 +id)(va) = v a aby lezel v Im (f4 + id), abychom
pak mohli nalézt vektor vi. Prvni podminka je

0 0 0 0
(A + id)Vg =V, 1 2 —4 Vo = 2
1 1 -2 1

Resenim soustavy je (0,1,0)7 + ((0,2,1)T) = (0,1,0)T + Ker (A + id). Néktery z
takovych vektorti lezi v Im (f4 + id), protoZe ale Ker (f4 +1id) C Im (f4 +id) (viz
opét tvrzeni 9.74), kazdy z téchto vektort lezi v Im (f4 + id). Druhd podminka je
splnéna v tomto ptipadé automaticky a mizeme zvolit tieba vy = (0,1,0)7. (Pokud
bychom méli vice fetizk®, neplatilo by Ker (f — Aid) C Im (f — Aid), takze volba
by nemohla byt libovolnd.) Nakonec najdeme vektor vy, aby (fa + id)vy = va.
Miizeme vzit napiiklad v = (—1,1,0)7.

Podle véty 9.71 je B = (v1, V2, v3) baze prostoru R3. Matice operatoru f4 vzhle-
dem k B je

pl={ 0 11

9.4.8. Jordanuv tvar ve vyssich dimenzich. Do dimenze 3 je mozné o poctu a dél-
kach fetizkt rozhodnout pouze z algebraickych a geometrickych nasobnosti. Stejné
je tomu v dimenzi 4 kromé pfipadu, Zze ma operator vlastni ¢islo A\ algebraické na-
sobnosti 4 a geometrické nasobnosti 2. Pak mé bazi ze dvou Jordanovych fetizk,
nevime ale, jsou-li oba délky 2, nebo jeden z nich délky 1 a druhy délky 3.
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Piiklad 9.81. Uvazujme operator f4 : R* — R* pro matici

10 -1 O
01 0 -1
4= 10 -1 O
01 0 -1

Vypoctem charakteristického polynomu zjistime, ze f4 méa jediné vlastni ¢islo al-
gebraické nasobnosti 4. Prostor vlastnich vektort piislusnych vlastnimu ¢islu 0 je

0 1
1 0
1 0

Geometrickd ndsobnost nuly je 2, takze hledana baze B, vzhledem ke které je | f]g v

Jordanové tvaru, bude spojenim dvou fetizkd prislusnych vlastnimu ¢islu 0. Nevime,
ale zda délky budou 1,3 nebo 2,2. Vypoc¢teme proto jesté jadro operdtoru (fa —
0id)2.

Ker (fa — Oid)2 = Ker A? = Ker 0454 = R*
Dimenze jadra operatoru (f4 + 0id)? je o 2 vys$si nez dimenze jidra operatoru
(fa + 0id), takze podle tvrzeni 9.74 budou v B pravé 2 fetizky délky alespon 2.
Tim padem je B slozenim fetizki

fa fa

fa fa

Protoze (opét podle tvrzeni 9.74) je Im f4 = Ker f4 = (vi,v}), mizeme za vi, v}

zvolit libovolnou bazi Ker fa, naptiklad vi = (0,1,0,1), v¥ = (1,0,1,0), a pak
nalézt vektory v} a v3 tak, aby fa(vl) = via fa(v3) = v?, tfeba vi = (0,1,0,0)T
av:=(1,0,0,0)T. Pak B = (v},v},v? v2) je podle véty 9.71 baze a plati

01 0 0
s o000
[f]B - 00 0 1
0 0 0 O
Piiklad 9.82. Uvazujme operator f4 : R* — R* pro matici
5 0 0 -1
1 4 0 -1
A= 0 1 3 0
01 -1 4

t) = (t — 4)%, operdtor fa ma vlastni &islo 4

—~

Charakteristicky polynom vyjde pa
algebraické nasobnosti 4.

0 -1

0 -1 |
-1 0 |~

-1 0

My = Ker (fa—4id) = Ker (A—41,) = Ker

S O = =
= -0 O
_0 O
O = = O
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Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla 4 je 2. Operator bude mit dva fetizky.
Abychom zjistili jejich délky spoéitame Ker (f4 — 4id)2.

I -1 1 -1 1 ~1 1
: I -1 1 -1 0 0 1

Ker (fa — 4id)? = Ker 1 -1 1 -1 :< o'l 1 'l o >
1 -1 1 -1 1 0 0

Dimenze je o 1 vySsi nez dimenze Ker (A — 41,), takze pocet Fetizkti délky alespoii
2 je 1. Hledané béaze B je tedy spojenim fetizku délky 1 a fetizku délky 3.
fa—4id
vi——— 0
fa—4id fa—4id fa—4id
el Vo v o

Protoze Im (f — 4id)? = <v1> vektor v? zvolime v tomto prostoru napi. v? =
(1,1,1,1)T. Je Ker (f — 4id) = <v1,v1> doplnime vektor v§ na bazi prostoru
Ker (f — 4id), naptiklad vektorem vi = (1,0,0,1)T.

Vektor vZ musime zvolit tak, aby (f4 —4id) (VQ) =v? aaby v3 € Im (f4 —4id)
(druhou podminku jiz nemuZzeme ignorovat jako v piikladu....). Mnozina vSech
feSeni soustavy (A — 414)v3 = (1,1,1,1)7T je

1
1
0 +
0

Obraz operatoru f4—41id je linearni obal sloupcti matice A—41y, coz je <(17 1,0,0)T,(0,0,1, 1)T>.
Obéma podminkém vyhovuje napiiklad vektor vi= (17 1,0,0)T. Nyni uz sta¢i vzit
libovolny vektor vZ, aby (fa — 4id)v3 = v2, napi. v3 = (1,0,0,0)7.

—_o O -
O~ = O

Podle véty 9.71 je B = (vi,v?,v3,v2) baze. Vzhledem k B mé operator f matici
4 0 0 0
5_| 0 410
1z = 0 0 4 1
0 0 0 4

Na prikladu si rozmyslime postup v jesté vyssi dimenzi.

Piiklad 9.83. Operator f: V — V na prostoru V dimenze 15 spliiuje nasledujici
podminky:

(1) f ma vlastni ¢islo 31 algebraické nasobnosti 11 a vlastni éislo 47 algebraické

nésobnosti 4,

(2) dimKer (f —31id) =4, dimKer (f — 47id) = 2

(3) dimKer (f —31id)? = 7 dim Ker (f — 47id)? =

(4) dimKer (f — 31 ld)3

(5) dimKer (f —31id)* = 11
Rozmyslime si, ze existuje baze B, pro které je [f]5 v Jordanové tvaru, z jakych
bloli se [f]5 skldda a jak bychom takovou bazi hledali.

Z prvni podminky vidime, ze pro f existuje Jordaniv kanonicky tvar, celkovy

pocet vektora v Fetizcich prislusnym vlastnimu ¢islu 31 je 11 a celkovy pocet vektori
v Tetizcich pfislusnych vlastnimu ¢islu 47 je 4.
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Zamérime se nejprve na vlastni ¢islo 47 a prislusné fetizky. Z druhé podminky
vyplyva, ze fetizky jsou 2, takze zbyvaji dvé moznosti: délky 1, 3, nebo délky 2,2.
Ze tieti podminky mame dim Ker (f —47id)? —dim Ker (f —47id) = 1, takZe mame
pravé jeden fetizek délky alespoil 2, coz vyluéuje prvni moznost. Retizky p¥islusné
vlastnimu ¢islu 47 tedy budou

| f4Tid
Vi —— o0

, f—4Tid f-d7id L f-47id
vy ! V5 ! vi o

Pocet fetizkt pro vkastni ¢islo 31 je podle druhé podminky 4. Ze tfeti podminky
méame dim Ker (f — 31id)? — dim Ker (f — 31id) = 3, takze t¥i fetizky maji délku
alesponn 2. Moznosti délek jsou 1+2+2+6,1+24+3+5,1+2+4+4,1+3+3+4.
Z ptedposledni podminky vime, Ze pocet fetizkt délky alesponi 3 je 2 (protoze
dim Ker (f — 31id)3 — dim Ker (f — 31id)? = 2). Zbgyvaji dvé moznosti 1 +2+3+5
a 2+ 4+ 4, prvni moznost vylucuje posledni podminka:
f—31id
V] —— 0
f—31id

f—31id
V4 b

f—31id

Vy

Vzhledem k bazi B slozené z téchto fetizku bude
(15 = diag(Jaz 1, Jar,3, J31,1, J31,2, J31,4, J31,4) -

Retizky bychom opét hledali od pocatktl. Zaméiime se na vlastni &islo 31. ProtoZe
Im (f — 31id)®* N Ker (f — 31id) = (v}, v$), vektory v?,v} bychom zvolili tak, aby
tvorili bazi tohoto priiku. Tyto dva vektory bychom doplnili vektorem v} do baze
prostoru Ker (f —31id) NIm (f — 31id). A vektory v{, v}, v$ doplnili vektorem v3
do béaze prostoru Ker (f — 31id). Pak bychom pro kazdy pocateéni vektor postupné
doplnili zbylé vektory do fetizku. Rozmyslime si druhy z fetizki. Vektor v§ bychom
zvolili tak, aby (f—311id)(v3) = v} a zaroven v5 € Im (f —31id)? (druh4 podminka
je nutnd, abychom mohli pokracovat). Déle vektor v bychom zvolili tak, aby (f —
31id)(v3) = v5 a v3 € Im (f — 31id). Koneéné vektor v§ bychom zvolili tak, aby
(f — 31id)(v3) = V.
Podobné bychom posupovali pro dalsi fetizky a druhé vlastni ¢islo 47.

9.4.9. Reseni diferencidlni rovnice. V odstavci 9.3.6 jsme ukézali, jak vyfesit sou-
stavu diferencidlnich rovnic x'(t) = Ax(t) v pifipadé, ze A je diagonalizovatelna
matice. ReSeni spoéivalo v tom, Ze jsme piivodni soustavu pievedli na soustavu
y'(t) = Dy(t), kde D je diagonalni matice, a takovou soustavu jiz umime Fesit.
Stejny postup lze pouzit pro matici podobnou matici v Jordanové tvaru, ziskame
soustavu y'(t) = Jy(t), kde J je v Jordanové tvaru.

Zopakujeme tento postup. Predpokladejme, Ze pro fa existuje Jordaniv ka-
nonicky tvar. Pak umime najit matici J v Jordanové tvaru a regularni matici R
takovou, ze J = R~'AR. (Pfipometime, Ze R je matice ptechodu od baze B tvoiené
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spojenim Jordanovych fetizkii matice A ke kanonické bézi a J = [fa]5.) Upravou
dostaneme A = RJR™! a rovnici miizeme ekvivalentné prepsat

x'(t) = RJR 'x(t)
R™X(t) = JR 'x(t)
Definujeme y(t) = R™'x(t) a dostaneme
y'(t) = Jy(t)

Pivodni funkce x(¢) dopocteme ze vztahu x(t) = Ry(t).
Stac¢i tedy umét Fesit diferencidlni rovnice tvaru y'(¢t) = Jy(t), kde J je v Jor-
danové tvaru. Pro diagonalni matici J jsem v 9.3.6 ukézali, Ze feSenim soustavy

yé (t) 0 )\2 e 0 Y2 (t)
yh (1) 0 0 ... X\, Yn(t)
funkce
y1(t) y1(0)e? eMt 0 0 y1(0)
Ya(?) y2(0)er?! 0 et 0 2(0)
alt) yn(0)eM! 0 0 e )\

Pro Jordanovu bunku fadu 2 potfebujeme vyresit soustavu
(yi(t)>:<A 1>(y1(t)>
Ya(t) 0 A va(t) ) 7

yr(t) = Ay (t) + v2(t)
Ya(t) = Aya(t) -
(V feci operatorti: yo(t) je vlastnim vektorem operédtoru derivovéni, y; (t) je zobec-

nénym vlastnim vektorem.) Z druhé rovnice mame y(t) = y2(0)e*’. Dosazenim do
prvni rovnice dostavame

neboli soustavu

i (1) = Ay (t) + y2(0)e .

Uhédneme, Ze feseni bude tvaru y;(t) = cte* + de* (jak na to piijit prenechdme
do kurzu analyzy). Zderivovanim a dosazenim vyjde

ce™ + exteM 4 dheM = A(cteM + deM) + o (0)eM
(c—y2(0))eM =0 .

Z toho plyne, ze pro ¢ = y2(0) je funkce y;(¢) skuteéné feSenim. Dosazenim t = 0
do y (t) = cte* + de* dostaneme d = y;(0). Resenim soustavy jsou tedy funkce

(0 )= (" 50d 7 )= (% 5 (0

Podobné jako v piikladu 9.15 lze odvodit, ze jind FeSeni neexistuji (ukaze se, Ze
derivace funkce (f — cte*)e™ je rovnd 0).
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Piiklad 9.84. Vyfesime soustavu

(5)=+(20) -0 %) (26)

(1) (t) 4 -3 (1)

s poc¢atedni podminkou z1(0 ) =3 xQ(O =4V rlkladu 9.77 jsme vypocetli, Ze
vzhledem k bazi B = ((1,2)7, (0, -1)T) je [f]B = J_12, tj. plati

_ 1 (-1 1 _wqB _ (1 0
J =RAR ,kdeJ-( 0 1>aR—[1d]K—<2 _1)

Pivodni soustavu si pfipiSeme do tvaru

o ()3 2 ()

Oznacime-li
plati
Resenim je

takze

[ BeTt42tet
T\ de7t 4 4te?
Piiklad 9.85. Tt chemikilie F, F, G spolu reaguji podle schématu

EFE—F—G .

To znamend, ze F se pii reakci méni na F' a F' se méni na G. Rychlost premény je
pfimo tmérna koncentraci, pro jednoduchost bude v nasi reakci koeficient imérnosti
rovny 1. Na zacatku, v ¢ase t = 0, bude pritomna pouze chemikalie E. Zajima nas,
jak se budou koncentrace vyvijet

Ozna¢me x(t) = (zp(t),rr(t),rq(t))T vektor koncentraci v ¢ase t. Z popisu
reakce vyplyva, ze koncentrace spliuji

2p(t) = —p(t)
2p(t) = 2p(t) — 2p(t)
2o(t) = zx(t) .
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Navic vime, ze x(0) = (1,0,0)%. Maticové zapsdno mame

-1 0 0 1
x'(t) = Ax(t), kde A= 1 -1 0 |,x(0)=1{0
0 1 0 0
Nyni jiz sta¢i aplikovat probrany postup. Zjistime, Ze matice A je rovna
0o -1 0 -1 1 0
A=RJR™' kdeR=| -1 1 0 |, J= 0 -1 0
1 0 1 0o 0 0

(R je matice pfechodu od baze B tvorené spojenim Jordanovych fetizkti a J =
[fa]B.) Oznac¢ime y(t) = Rx(t) a ptivodni soustava se piepise na

y'(t) = Jy(t)

-1 1 0
— | o -1 0]y
0 0 O
et te7t 0
yt)y=1 0 e* 0 |y(0)
0 0 %
7 toho
et tet 0 et
x(t)=R™! 0 et 0 |Rx(0)= te~t
0 0 % —e t—te P41

Koncentrace chemikalii F, F,G v ¢ase t tedy bude xg(t) = e !, xp(t) = te ?,
zg(t) = —et —te ! + 1.
OBRAZEK

Poznamejme, ze obecnéji pro Jordanovu buitku J) ,, jsou feSenim soustavy y’(¢) =
JIxny(t) funkce

At A 2 ) t" At

yl(t) e 1€ 7€ o ﬁi’f Y1 (O)

) 0 M e e | [ w©)
yn—l(t) 0 0 . 6)‘t %e)‘t yn—l(o)

Yn(t) 0 0 .0 et Yn(0)

9.4.10. Inwariantni podprostory. Invariantni podprostory operatoru f jsou podpro-
story, které operator f zachovava v nasledujicim smyslu.

Definice 9.86. Je-li f: V — V linearni operator na vektorovém prostoru V, pak
podprostor W < V nazyvame invarianini podprostor operdtoru f, pokud plati pro
kazdy vektor x € W, ze také f(x) € W.

Invariantni podprostor ¢tvercové matice A definujeme jako invariantni podpro-
stor operatoru f4 urceného matici A.

Priklad 9.87. Kazdy operdtor ma dva trividlni invariantni podprostory {o} a V.
Z geometrického nahledu vidime, Ze rotace v R? m4 pouze trivialni invariantni
podprostory.



252 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Osové soumérnost v R? podle piimky (v) ma kromé trividlnich podprostort
jesté dva invariantni podprostory: (v) a v (ortogonalni doplnék je vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu souéinu.)

Pro rotaci v R? kolem piimky (p) jsou (p) a p* invariantni podprostory. Rotace
o ™ ma jesté dalsi invariantni podprostory.

Kazdy podprostor prostoru V je invariantnim podprostorem operatoru id a také
operatoru tid pro libolny skalar t.

Tvrzeni 9.88. Pro kazdy linedrni operdator f : V. — 'V jsou ndsledugjici podprostory
V invariantni podprostory operdtoru f:

(1) Ker (f),

(2) Tm (f),

(3) podprostor (u) generovany libovolngm nenulovgm vlastnim vektorem u ope-
ratoru f,

(4) obecnéji, podprostor (vy,...,vy) generovany Jordanovym fetizkem (vy, ..., Vi)

operdtoru [ prislusnym vlastnimu islu .

Dikaz. Bod (1) je trividlni.

Pro dtikaz (2) uvazujme libovolny vektor x € Im (f). Pak existuje vektor y €
Im (f) takovy, ze f(y) = x. Obrazem vektoru x je vektor f(x) = f(f(y)), takze
f(x) €lImf.

Bod (3) je specidlnim pfipadem bodu (4).

Pro ditkaz (4) uvazujme libovolny vektor x = a;vy + ... agvg. Jeho obraz je po
apravé

f(x) = a1 f(vi)Fasf(va)+: - +arf (Vi) = arAvitas(Ave+vi)+- - +ar(Avi+vi_1) .

Vyraz na pravé strané jde vyjadrit jako linearni kombinaci vektord vy, ..., vy, takze
skuteéné f(x) € (vi,...,Vk). O

Dalsi invariantni podprostory mtizeme ziskat priniky a soucty invariantnich pod-
prostorti.

Tvrzeni 9.89. Jsou-li U a W dva invariantni podprostory operdtoru f : V — 'V,
pak jsou podprostory UNW a U+ W rovnéz invariantnimi podprostory operdtoru

1.

Diikaz. Je-li x € UN W, pak f(x) € U, protoze U je invariatni, a f(x) € W,
protoze W je invariantni. Z toho plyne f(x) € UNW.

Je-li x € U 4+ W, pak existuji vektory u € U, w € W takové, ze x = u + w.
Z invariance U a W vime, ze f(u) € U a f(w) € W, proto f(x) = f(u+w) =
fl@)+ f(w)eU+W. O

7 ptredchozich dvou tvrzeni vyplyva, Zze lineadrni obal spojeni libovolného poctu
Jordanovych fetizk néjakého operatoru je jeho invariantnim podprostorem.

Je-li W invariantni podprostor operatoru f, pak ztzeni g = f|w operdtoru f
na podprostor W je linearni operator na prostoru W. Je zfejmé, ze kazdé vlastni
¢islo operatoru g = f|w je vlastnim ¢islem operdtoru f a kazdy vlastni vektor
operatoru g je také vlastnim vektorem operatoru f (piislusny stejnému vlastnimu
¢islu). Dokézeme silngjsi tvrzeni. Metodu dikazu jsme pouzili uz v dikazu véty o
tom, Ze geometrickd nasobnost libovolného vlastniho ¢isla operatoru f je nejvyse
rovné jeho algebraické nasobnosti.
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Tvrzeni 9.90. Bud f : V — V linedrni operdtor na konecné dimenziondlnim
prostoru 'V nad télesem T a W < 'V invariantni podprostor operdtoru f. Potom
charakteristicky polynom zuzZeni g = flw operdtoru f na podprostor W déli cha-
rakteristicky polynom operdtoru f.

Dikaz. Zvolme néjakou bazi C = (v, ..., vg) podprostoru W a dopliime ji na bézi
B = (V1,...,Vk, Vit1,...,Vy) prostoru V. Pro kazdy vektor v;, j = 1,..., k plati
f(v;) € W, nebof W je invariantni podprostor operatoru f. Vyjadieni [f(v;)]s
vektoru f(v;) v bazi B proto bude mit slozky k +1,...,n nulové a vektor tvofeny
prvnimi k slozkami bude rovny [g(v;)]c. Matice [f]5 operdtoru f vzhledem k bazi

B m3 potom blokovy tvar
A FE
B _
[f}B - < 0 F > 3

kde A = [g]S, F je néjakd étvercova matice fadu n—k a E je matice typu k x (n—k).
Potom
A=) E
B _ _ k
ik M”‘( 0 F/\In_k> ’

pr(A) = det([f]B —AlL,,) = det(A—\I},) det(F — A, k) a pg(N) = det([f]S — AI,)
det(A — AIj). Takze py(A) skutecné déli ps(A).

ol

Formulujeme dilezity dusledek.

Dusledek 9.91. Nechf f : V — V je operdtor na prostoru 'V dimenze n a W
je invariantni podprostor operdtoru f dimenze k. Pokud md operdtor f prdvé n
vlastnich cisel véetné ndsobnosti, pak md operdtor g = flw : W — W prdvé k
vlastnich cisel véetné ndsobnosti.

Diikaz. Bez dikazu pouzijeme tvrzeni, které dokazete v kurzu algebry: pokud se
polynom rozklada na linearni faktory, pak se na linearni faktory rozklada i libovolny
jeho délitel.

Pokud ma operator f pravé n vlastnich ¢isel véetné nasobnosti, pak se jeho
charakteristicky polynom p()) rozkldada na linearni faktory. Polynom p,()) podle
pfedchoziho tvrzeni déli polynom py (), z toho vyplyva, Ze se py(\) rovnéz rozklada
na linearni faktory, operator g ma tedy k vlastnich ¢isel véetné nasobnosti. ([l

Piiklad 9.92. Uvazujme operator f = f4 : R3 — R? uréeny matici

-1 0 1
A= 0 -1 0
-4 0 3

Ukazeme, ze W = =
Plati f(u) = (0, -1 O) ( )
kombinace vektord u, v:

flu)=—u, f(v)=-2u+v.

7Z toho vyplyva, ze kazdy vektor z W se zobrazi do W: Je-li totiz x = au + bv,
pak f(x) = af(u)+bf(v). Podprostor W je tedy invariantni podprostor operatoru
f. (Operator fa je shodny s operatorem v piikladu 9.78, podprostor W je rovny
linedrnimu obalu vlastnich vektor.)

< 0,1,0)7, (1 1,2)T> je jeho invariatni podprostor.
= (1,—1,2)T. Obrazy obou generatort jsou linearni
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Podivejme se jesté na operator g = f|y . Jeho matice vzhledem k bazi C' = (u, v)

ai=( 3 1)

Charakteristicky polynom operatoru g je pg(A) = (A —1)(A+ 1) a pFislusné vlastni
podprostory jsou

wie=(( ) meie=((3)) -

My = (—u+v)=((1,0,2)"), M1 =(u)=((0,1,0)")
Matice operatoru g vzhledem k bazi D = ((1,0,2)7,(0,1,0)T) je

[Q]B=<(1) 01)

Geometricky, operator g je reflexe podle piimky ((1,0,2)”") ve sméru piimky ((0,1,0)7).
To ndm déava predstavu, jak operator f ,vypada“ v roviné W.

Pro ilustraci predchoziho tvrzeni jesté uvedme, Ze py(N) = —(A — 1)%2(A + 1).
Polynom pg(A) skutecné téli polynom pg(A).

je

neboli

Na zavér si jesté vSimneme, Ze mnozina operatori, pro které je dany podprostor
W prostoru V invariantni, je uzaviena na sc¢itani a nasobeni skalarem, neboli tato
mnozina operdtort tvori podprostor prostoru Hom(V, V).

Tvrzeni 9.93. Necht V je vektorovy prostor, W jeho podprostor, f,g linedrni
operdtory na 'V at € T. Pak plati:
(1) Je-li W invariantni podprostor operdtori f i g, pak je W invariantni pod-
prostor operdtoru f + g.
(2) Je-li W invariantni podprostor operdtoru f, pak je W invarianini podpro-
stor operdtoru tf.

Diikaz. (1). Jellix e W a f(x) € W, g(x) € W, pak (f+g)(x) = f(x)+g(x) € W.
(2). Je-lixe W a f(x) € W, pak (tf)(x) =t(f(x)) € W. O

Napriklad, je-li W invariatni podprostor operatoru f, pak je také invariantnim
podprostorem operatoru f — Aid pro libovolné A € T

9.4.11. Dukaz véty o Jordanové kanonickém tvaru. Nyni dokdzeme chybéjici impli-
kaci ve vété 9.75 o Jordanové kanonickém tvaru. Pfedpokladejme, ze V je konecné
generovany prostor dimenze n a f : 'V — V je linearni operator, ktery ma n
vlastnich ¢isel véetné algebraickych nasobnosti. Chceme dokazat, ze pro operator f
existuje Jordantiv kanonicky tvar.

Vétu dokazeme tak, Ze najdeme bazi V, ktera je spojenim Jordanovych fetizka
operatoru V. Postupovat budeme indukci podle dimenze n.

Je-li n = 1, matice f vzhledem k jakékoliv bazi B prostoru V ma fad 1 a je
tedy Jordanovo buiikou a baze B je tvofena jednim Jordanovym retizkem délky 1.
Predpokladejme, 7ze n > 1 a zZe tvrzeni plati pro vSechna mensi n.

Ozna¢me A libovolné vlastni ¢islo operatoru f a pro prehlednost oznac¢me g =
f — Aid. Pak dim(Kerg) > 0 (protoze prostor Ker g je tvofen vlastnimi vektory
operatoru f piislusnymi vlastnimi ¢islu ) a podle véty o dimenzi jidra a obrazu
je dim(Img) = n — dim(Ker g) < n.
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Podprostor Im g je podle tvrzeni 9.88 invariantnim podprostorem operatoru g,
takze také operdtoru f = g+ \id (viz tvrzeni 9.93). Charakteristicky polynom zi-
zeni h operatoru f na Im g déli charakteristicky polynom operatoru f, a ten ma n
vlastnich ¢isel véetné nasobnosti. Podle dtisledku 9.91 mé operator h dim Im g vlast-
nich ¢isel Cisel véetné nasobnosti, takze na prostor Im g mizeme pouzit indukéni
predpoklad. Existuje tedy baze C' prostoru Im g, ktera je slozenim Jordanovych
fetizkd operatoru h (ty jsou samofejmé rovnéz Jordanovymi fetizky operatoru f).
Jordanovy fetizky pfislusné vlastnimu ¢islu A oznacime podle schématu

1 1 g g
Vi, =t Vg b vy o

Vi e Vh vi o

r

(V bazi C' mohou byt jesté fetizky piislusné jinym vlastnim ¢&islim.) Podateéni

vektory vi, ..., v] tvoii linedrné nezavislou posloupnost v Ker g, doplnime tyto
vektory na bazi (vi,...,v) prostoru Kerg. Pro kazdé i = 1,...,r lezi koncovy

7 . .’ 7 7~ 1 o 1
vektor v; v prostoru Im g, existuji proto vektory v; ., takové, ze g(vkiﬂ) =V,
Tim nam vznikne soubor fetizki

1 g 1 1Y 1 Y
Vi41 F—— Vg, —> = Vg vy o
r 9 r r g T 9
Vk7.+1 —_— Vk?,- — s — V2 t V1 t o
r+1 g

plus fetizky v bazi C, které prislusi jinym vlastnim c¢islim. Zkonstruovali jsme
novou posloupnost B, kterad je spojenim Jordanovych fetizki operatoru f. Zbyva
ukézat, ze B je béze.

Podle véty 9.71 je B linearné nezavisla, protoze pocateéni vektory prislusné vlast-
nimu ¢islu A\ tvofi z konstrukce linearné nezavislou posloupnost a pro jina vlastni
¢isla jsme nic nezménili. Nyni staci spocitat, ze pocet vektori v B je n. V bazi C
je dim Im g vektort k nim jsme doplnili dim Ker g — r vektorti z Ker g a poté jsme k
existujicim fetizktim doplnili r vektori, ke kazdému z r fetizkti jeden. Dohromady
je v B dimImg + (dimKer g — r) + r = dimIm g + dim Ker g = n vektort. Tim je
dikaz ukoncen.

9.4.12. Cayleyho-Hamiltonova véta. Uvazujme &tvercovou matici A fadu n nad
télesem T (nebo operator f na prostoru V dimenze n). Posloupnost matic

(I, A, A2, A%, A7)

(resp. operatort (id, f, f2, ..., f"Q)) je linearné zavisla posloupnost v prostoru T"™*"
resp. Hom(V, , protoze tento prostor ma dimenzi n?. Existuji proto skalary
Hom(V,V toze tent t 4 di i n?. Existuji proto skal
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ap,ai, ... takové, ze
2
aOIn+a1A+a2A2+~~~+anzA” = Opxn

(resp. agid +ay f + -+ + apz f”2 = 0). Cayleyho-Hamiltonova véta iiké, Ze takova
zévislost existuje mnohem dfive — staci prvnich n + 1 ¢lend posloupnosti, pri¢emz
za koeficienty lze vzit koeficenty charakteristického polynomu matice A (resp. poly-
nomu f). Zhruba Feceno, kazd4 matice (resp. kazdy operator) je ,kofenem* svého
charakteristického polynomu.

Definujeme dosazeni matice (operatoru) do polynomu.

Definice 9.94. Necht T je téleso, p(t) = ag + at + ast® + - - + a,t™ polynom s
koeficienty ag,...,a, v T, A ¢tvercova matice fadu k& nad T a f linedrni operator
na prostoru V nad télesem T. Dosazenim matice A do polynomu p(t) rozumime
matici

p(A) = aply + ar A+ ap A% + -+ a, A" .

Doszenim operdtoru f do polynomu p(t) rozumime operator
p(F) = aoidy +arf +asf? 4o+ anf”

Priklad 9.95. Je-li f operdtor na V, pak dosazenim operatoru f do polynomu
p(t) =t — 3 je operator p(f) = f — 3id.

Piiklad 9.96. Uvazujme redlnou matici

1 3
(5 1)
Jeji charakteristicky polynom je
pat) =t -5t -2 .

Dosazenim matice A do tohoto polynomu ziskdme matici

pa(A) = A*—bA-2I, = ( 170 ;g ) + ( —150 —5(5) ) + ( 02 —02 ) = Uzx2 -

Pred dikazem Cayleyho-Hamiltonovy véty si vSimneme, ze dosazovani do sou-
¢inu polynomt 1ze provadét po ¢initelich: Je-1i p(t) = p1 (¢)p2(t) . . . pi(t), pak p(A) =
p1(A)p2(A)...p;(A). Divodem je, Ze pfi roznasobeni maticového vyrazupi (A) ... p;(A)
je koeficient u A7 stejny jako koeficient u t/ p¥i roznasobovani vyrazu py (t)pa(t) . . . p;i(t)
(pro kazdé j € {0,...,i}). Podobné pro operatory p(f) = p1(f)p2(f)...pi(f)-

Véta 9.97 (Cayleyho-Hamiltonova véta). Je-li f linedrni operdtor na koneéné
generovaném prostoru V dimenze n nad télesem T (resp. je-li A ¢tvercovd matice
rddu n nad T), pak pr(f) =0 (resp. pa(A) =0).

Diikaz. Dokézeme si operatorovou verzi, maticovou prenechame ¢tenafi. Vétu do-
kazeme pouze v pripadé, Zze f ma n vlastnich ¢isel véetné nasobnosti. V piipadé, ze
tomu tak neni, je nutné napred rozsitit téleso T do vétsiho télesa tak, aby v tom
vétsim télese mél charakteristicky polynom dostatek kofent. To lze udélat vzdy a
bude to v kursu algebry ve druhém roc¢niku.

Oznacme Ay, ..., A\, vlastni ¢isla operdtoru f aly, ..., L, jejich ndsobnosti. Podle
predpokladu je I; 4 - - - + ., = n a charakteristicky polynom je proto

Po(B) = (Z1(t = A" (= da)'? - (= M)
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Podle véty 9.75 o Jordanové kanonickém tvaru existuje baze B takovd, ze J = [f]5
je v Jordanové tvaru. Podle pozorovani nad vétou plati

pr(f) = (=1)"(f = Mid)" (f = Aid)2 - (f = Apn)'m
a tedy

s (NG = [(D™(f = Mid)" (f = Azid) - (f = Aw)'™ 5
= (=1)"([f = MidI5)" - ([f = Amid]F)™
= (=1)"(J = ML) - (J = A dn)'™
Matice v soudinu jsou blokové diagondlni (bloky odpovidaji Jordanovym burikdm
matice J), mizeme je nasobit po blocich. Uvazujme libovolny blok K. Ten odpovida
néjaké Jordanoveé buiice Jy, , pficemz k je nejvyse [;, protoze velikost zadné bunky
pfislusné vlastnimu ¢&islu A; nemtize byt vétsi nez jeho algebraickd nasobnost (viz
tvrzeni 9.74). Pak je ale (J — \;1,,)l = J(l)k nulové matice podle tvrzeni 9.62, takZe
v celém soucinu bude blok K nulovy. Dokazali jsme, Ze [pf(f)]5 = Onxn, takze
ps(f) = 0. O

9.5. Google. Ukazeme si jednu moderni aplikaci vlastnich ¢isel a vlastnich vektort.
Myslenku uspotadani webovych stranek podle dulezitosti si napted pfedvedeme na
jednoduchém prikladu. Poté odvodime obecnou formulaci problému.

Piedstavme si malou sit Sesti webovych stranek, které na sebe odkazuji. Odkazy
si zapiSeme do matice A = (a;;), kde a;; = 1 pravé kdyz stranka j odkazuje na
stranku i. NagSe sif je zaddna matici

001 000
1 01 0 0 O
1 0 000 O
A= 0 00 0 11
001 1 00
0001 10
Protoze az; = 1, stranka 1 odkazuje na stranku 2. Dale ass = 1, také stranka

3 odkazuje na stranku 2. Zadna jina stranka na stranku 2 neodkazuje. Takto si
muZzeme nakreslit graf sité.

[

OBRAZEK 25. Google

Z vrcholu j vede sipka do ¢ pravé kdyz stranka j odkazuje na stranku i. Matice A
je tak matici incidence grafu sité. Z prvniho semestru vime, ze prvek na misté (i, 7)
v mocniné A* ¥ika, kolik orientovanych cest délky k vede z vrcholu j do vrcholu i.
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Zakladni myslenka vyhledavace Google spoc¢iva v tom, ze méri dilezitost stranky
pravdépodobnosti, s jakou se na stranku dostaneme nahodnym klikanim. Drlezi-
tosti stranky se dopracujeme tak, ze na zacatku pfifadime vsem strankam stejnou
dulezitost 1/6. Pocatedni aproximaci vektoru dulezitosti stranek tak bude vektor
ro = (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6)T, i-t4 slozka je diilezitost i-té stranky.

Nyni musime matici incidence webu upravit tak, aby jeji hodnoty fikali, s jakou
pravdépodobnosti klikneme na link ze stranky j na stranku ¢. Pokud ze stranky j
vede vice odkazti, feknéme k, pak na kazdy z nich klikneme s pravdépodobnosti 1/k.
Matici A si upravime tak, ze kazdou jednotku v j-tém sloupci nahradime ¢islem
1/k, kde k je pocet prvki rovnych 1 v j-tém sloupci matice A. Dostaneme tak
matici

0 0 1/3 0 0 0

1/2 0 1/3 0 0 0

g_| Y20 0 0 o0 0
“1 0o 0o 0o o 1/2 1
0 0 1/3 1/2 0 0

0 0 0 1/2 1/2 0

Vs8echny prvky matice H jsou nezaporné a soucet kazdého sloupce se rovnd bud
1 nebo 0. Druha moznost nastane v pripadé, ze z prislusné stranky nevede zadny
odkaz. Jako treba ze stranky s pdf souborem téchto prednasek.

Prvni iteraci vektoru dutlezitosti stranek v nasi siti pak ziskdme jako r; = Hrg.
Slozka i tohoto vektoru ika, s jakou pravdépodobnosti se na stranku i dostaneme
z ndhodné vybrané stranky po jednom kliknuti. Plati

0 0 1/3 0 0 0 1/6 1/18

/2 0 1/3 0 0 0 1/6 5/36
120 0 0o o o 16 | | 1/12
n=Hro=10 g 0 0 12 1 16 | | 1/4
0 0 1/3 1/2 0 0 1/6 5/36

0 0 0 1/2 1/2 0 1/6 1/6

Druhou iteraci vektoru dulezitosti ro dostaneme jako Hr;. Mzeme ji slovné po-
psat tak, ze uvadi, s jakou pravdépodobnosti se na i-tou stranku dostaneme jednim
kliknutim z néjaké stranky, pricemz pocateéni stranky volime s pravdépodobnostmi

vvvvvvvvvvvv

ni odkazuji. Vyjde

0 0 1/3 0 0 0 1/18 1/36

1/2 0 1/3 0 0 0 5/36 1/18

e _| W20 0 0 0 0 112 | | 1/36
AR 0 0 0 0 172 1 /4 | 7| 17/72
0 0 1/3 1/2 0 0 5/36 11/72

0 0 0 1/2 1/2 0 1/6 14/72

Hledani vektoru dulezitosti jednotlivych stranek tak vede na diferen¢ni rovnici
rp, = Hrp_1, kterd jak vime mé feSeni ri, = H kyo. Tento vektor miZeme interpre-
tovat tak, ze udava, s jakou pravdépodobnosti se dostaneme na danou stranku po
k nadhodnych kliknutich.

Pro porovnavani dulezitosti vSech webovych stranek bychom museli uvazovat
matici celého webu, tedy matici fadu n, kde n je ¢islo v soucasnosti vétsi nez tricet
miliard. Kazda iterace navic vyzaduje spocitat soucin matice tohoto fadu s jednim
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n-slozkovym vektorem, pocet aritmetickych operaci je tak fadu n2. To vsechno se
zda byt zhola nemozné. Nicméné matice H je velmi fidka, naprosta vétsina jejich
prvki se rovna 0. Pro ty jsou vypracované efektivni metody ukladéani. Dale v kazdém
sloupci matice H je v primeéru 10 odkazti na jiné stranky, aspon tak je jejich pocet
odhadovan. Takze sou¢in matice s vektorem vyzaduje pouze 10n operaci. A to uz
je v soucasnosti vypocetné zvladnutelné.

Popsana diferencéni rovnice vyvolava fadu dilezitych otazek:

e Konverguje posloupnost vektoru ry k néjakému vektoru nebo je cely proces
nestabilni?

e Miize se stat, ze posloupnost vektoru osciluje kolem nékolika rtiznych limit-
nich vektoru?

e Za jakych podminek na matici H proces konverguje k jedinému vektoru?

e Pokud konverguje, dava vysledny limitni vektor dobrou miru dilezitosti
jednotlivych webovych stranek?

e Zavisi konvergence na pocatecni aproximaci rg?

e Pokud proces konverguje, kolik iteraci musime provést, abychom dostali
dobrou aproximaci limitniho vektoru?

Uz pfi prvnim hrani si s nasim malych ptikladem zjistime jeden problém tohoto
pristupu. Diky tomu, Ze v nasem ptikladu ze stranky 2 nevede zadny odkaz, dilezi-
tost této stranky se nijak neprojevi na dtlezitosti jinych stranek. Na druhou stranu
pri kazdé iteraci do sebe nasaje néco z dilezitosti jinych stranek a celkova suma
dilezitosti vSech stranek se postupné snizuje. Strankou 2 tak dulezitost ,odtéka“.
Mnohem zévaznéjsi je skutecnost, ze klastr stranek 4,5,6 odkazuje pouze na stranky
4,5,6, a zddné z nich neodkazuje na zadnou ze stranek 1,2,3, zatimco stranka 3 od-
kazuje na stranku 5 z tohoto klastru. Klastr stranek 4,5,6 tak bude akumulovat
dulezitost stranek z celé sité. Skutecné, jiz t¥inacté iterace ri3 ma prvni tfi slozky
zanedbatelné malé a zbylé tii slozky v poméru (2/3) : (1/3) : (1/5).

Problém se strankami, ze kterych nevede zadny odkaz, vyresime predpokladem,
ze z takové stranky muzeme nadhodné preskocit na jakoukoliv jinou stranku, na
vSechny se stejnou pravdépodobnosti. V nasem malém piikladu je takovou strankou
strdnka 2, nulovy sloupec v matici H nahradime sloupcem ze samgch hodnot 1/6.
Dostaneme tak matici

0 1/6 1/3 1/2 0
0 1/6 0 1/2 1/2

0 1/6 1/3 0 0 0

1/2 1/6 1/3 0 0 0

s | vz e 0 0 0 o0
| o 156 0 o0 1/2 1
0

0

V obecném pripadé bychom matici H nahradili matici
L 7
S=H+ —ea",
n

kde e je sloupcovy vektor se vSemi slozkami rovnymi 1 a a je vektor, jehoz j-t4
slozka je rovna 1, pokud z j-té stranky nevede zadny odkaz, a rovna se 0, pokud z
j-té stranky néjaky odkaz na jinou stranku vede. Matice S je markovovska matice,
to znamend, Ze jeji prvky jsou nezaporné a kazdy sloupec méa soucet rovny 1. O
takovych maticich uz vime, zZe ¢islo 1 je jejich vlastnim ¢islem.
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Problém klastru stranek, které akumuluji dulezitost vSech ostatnich stranek,
touto Gpravou nevyfesime. V nasem prikladu bude porad platit, ze mezi klastrem
stranek 1,2,3 a klastrem stranek 4,5,6 vedou odkazy pouze jednosmérné, ze stranek
1,2,3 na stranky 4,5,6. Nase brouzdani po webu upravime jesté jednim zptisobem.
Zvolime si néjaké ¢islo a € (1/2,1). Toto ¢islo je pravdépodobnost, se kterou volime
nasledujici krok pfi prohlizeni webu tak, ze klikneme na néjaky odkaz. Pravdépo-
dobnost 1 — a je pak pravdépodobnost, ze sko¢ime nahodné na jakoukoliv jinou
stranku webu. Dostaneme tak dalsi matici

1
G=aS+—(1-a)ee’ .
n

Tato Google matice je matice, kterou zakladatelé firmy Google Larry Page a Ser-
gey Brin uvedli ve svém prvnim ¢lanku o jejich algoritmu PageRank na porovnévani
dilezitosti webovych stranek. Vsimnéme si, ze vSechny prvky matice G jsou kladné
a soucet prvki v kazdém sloupci ztstava rovny 1.
N&s maly priklad vede pfi volbé o = 0,9 na matici

1/60 1/6 19/60 1/60 1/60 1/60

7/15 1/6 19/60 1/60 1/60 1/60

7/15 1/6 1/60 1/60 1/60 1/60

1/60 1/6 1/60 1/60 7/15 11/12

1/60 1/6 19/60 7/15 1/60 1/60

1/60 1/6 1/60 7/15 7/15 1/60

1
G:0,9-S+0,1-6eeT:

Diferen¢ni rovnice ry = Grj_; s po¢ateénim vektorem ry mé pak feseni r = GFry,
které konverguje k jednoznac¢né uréenému vektoru

0,03721
0,05396
0,04151
0,3751
0,206
0, 2862

Tento limitni vektor interpretujeme tak, Ze ndhodny brouzdal po webu fidici se
nasimi pravidly stravi v praméru 3, 721% ¢asu na strance 1, 5,396% ¢asu na strance
2, 37,51% c¢asu na strance 4, atd.

Vlastnosti vlastnich ¢isel matice G plynou z Perronovy véty, kterou dokazal jiz
v roce 1907 némecky matematik Oskar Perron. Uvedeme si bez dikazu jeji dusledky
pro Google matici G.

Véta 9.98. Pro Google matici G plati

(1) Cislo 1 je vlastnim cislem matice G,

(2) geometrickd i algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla 1 se rovnd jedné,

(3) ezistuje vlastni vektor r prislusng vlastnimu &islu 1, ktery ma vsechny slozky
kladné,

(4) pro jakékoliv jiné vlastni ¢islo A matice G plati |\| < 1.

Pokud kladny vlastni vektor r spliiuje navic podminku ||r| = 1, nazyva se
Perroniv vektor matice G. Prvni vlastnost jsme si uz ukazali diive, protoze ma-
tice G je markovovskd (tj. nezédpornd a soucet kazdého sloupce se rovnd 1) a 1
je proto vlastni cislo G. Mizeme si také ovérit, ze z dalsich uvedenych vlastnosti
matice G plyne konvergence vektori r, = G*ry. Pokud si matici G prevedeme
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do Jordanova kanonického tvaru J = R~'GR pomoci né&jaké regularni matice R,
mizeme predpoklddat, Zze prvni Jordanova bunka J; = J;; odpovidad vlastnimu
¢islu 1 a Perrontiv vektor r je prvnim sloupcem matice R, jejiz sloupce tvofi bazi
B = (r = uj,uy,...,u,) aritmetického prostoru R™ slozenou ze Jordanovych fe-
tizkd. Potom pro matici J = diag(Jy, Ja, ..., Js) plati

ry = RJ*R™'rq = Rdiag(Jy,J5, ..., J" )R ry .

Protoze |A\| < 1 pro jakékoliv vlastni ¢islo matice G riizné od 1, plati J¥ — O
pro jakoukoliv Jordanovu buiiku riiznou od J;. Matice J* tak konverguje k matici,
kterd mé na misté (1,1) prvek 1 a vSechny ostatni prvky nulové. Odtud plyne, ze
posloupnost vektoru

r, = RI*R 'rq = Rdiag(JF, J%, ..., J")R™r,

konverguje k néjakému skaldrnimu nasobku vektoru r. Protoze za¢iname s vektorem
rg, ktery ma soucet slozek rovny 1, a nasobime jej markovovskou matici, kazdy
vektor ry mé soucet slozek rovny 1 a tedy jej ma rovny 1 i limita posloupnosti
vektori ry. Posloupnost vektort ry tak komverguje k néjakému kladnému nasobku
Perronova vektoru r, ktery mé vsechny slozky kladné.

Tento vypocet ukazuje, Zze vhodny néasobek Perronova vektoru odpovidd na
vSechny otazky spojené s Fesenim diferenéni rovnice ry = G¥ry_; s v§jimkou rych-
losti konvergence. Rychlost konvergence posloupnosti ry zévisi na tom, jak rychle
konverguji k O mocniny Jordanovy bunky pfislusné vlastnim ¢islam A # 1. Nej-
pomaleji z nich konverguji buniky odpovidajici vlastnimu ¢islu A # 1, ktery ma co
nejvétsi absolutni hodnotu |A|. Rychlost konvergence tak zavisi nejvice na |Aq|, kde
A2 je druhé nejvétsi (pokud jde o absolutni hodnotu) vlastni ¢islo matice G.

Pokud jde o volbu parametru «, autori algoritmu uvadéji o = 0,85. Na volbé
« zavisi rychlost konvergence a numericka stabilita vypoctt. Z odhadd absolutni
hodnoty druhého nejvétsiho vlastniho ¢isla matice G vyplyvéa, ze pfi této volbé «
stac¢i k pfesnosti na tifi desetinnad mista zhruba 50 iteraci, tj. staci spocitat vektor
r50. Rychlost konvergence vypoctu také zavisi na volbé pocatecniho vektoru rg.
Otéazka volby rq je teoreticky podrobné zkouméana, zadné definitivni vysledky zatim
nejsou. Firma Google uvadi, ze kazdy vypocet zacina vzdy od stejného pocatecniho
vektoru ry = (1/n)e. Zatim se nepodafilo najit zptusob, jak vyuZit pfedchozich
masivnich vypocti pfi vypoctu nové aktualizace vektoru dulezitosti stranek.

Uvedené pouziti Jordanova kanonického tvaru pro diikaz konvergence posloup-
nosti vektord ry dobfe ilustruje vyznam teoretickych vysledkid. Pii vlastnim vy-
poctu iteraci ry = Gri_1 jej nepotiebujeme, soucin pocitdme piimo. Jordanav
kanonicky tvar nam umoziuje dokazat, ze uvedeny numericky postup vede k oce-
kévanému vysledku.

Posledni poznamka se tyka rychlosti ndsobeni matice s vektorem. Matice G uz
neni Fidka, vSechny jeji prvky jsou nenulové. Jeji tvar je

1 1
G=aS+(1-a)—ee’ = H+aeal + (1 —a)—eel .
n n

Matice H je tidka, s naprostou vétsinou prvki rovnych 0. Matice G se od ni 1isi
pri¢tenim dvou matic s hodnosti rovnou 1. Nasobime-li matici G libovolny vektor
X, pocitame

1 1
Gx=(aS+ (1 —a)—ee’)x = Hx+aea’x + (1 —a)—ee’x .
n n



262 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

T T

Clen aea”x vyzaduje pouze vypocet standardniho skaldrniho soudinu a”x, coz
je n nasobeni, doplnéného o jedno dal$i nasobeni a(a®x). Stejny pocet nasobeni
vyzaduje vypocet tfetiho ¢lenu. Cela slozitost vypoctu Gx tak zavisi na slozitosti
vypoctu soucinu velmi fidké matice H s vektorem x.

Tento tvar matice G tak stale umoznuje fadu optimalizaci vypocta vytvorenych
pro pocitani s fidkymi maticemi.

Oznacime-li £ = %eeT matici, jejiz vSechny prvky jsou rovné 1/n, muZeme
rovnici definujici vektor r napsat ve tvaru

(aS+(1—a)E)r=r .

Jeji jednoduchost a elegance vede nékteré autory k nazoru, ze by méla byt zarazena
do pfistiho vydéani knihy It Must Be Beautiful: Great Equations of Modern Science,
jejiz prvni vydani vyslo v roce 2002.

9.6. Unitarni diagonalizovatelnost. M4-li operdtor f vzhledem k néjaké béazi
diagonalni matici, mame docela dobrou pfedstavu, co operator “déla”. Vime-li na-
piiklad, Ze operator f na prostoru R? mé4 vzhledem k bazi B = (vi,vs) matici
D = diag(1,2), vime, ze f zachovava vektor v; a dvakrat prodluzuje vektor vs.
Tim je diky linearité operator f zcela urcen.

Informace, Ze matice f je vzhledem k néjaké bazi diagondlni, ale neni uplné
uspokojiva. Nelze naptiklad snadno odpovédét na otazku, jaky je obraz jednotkové
kruZnice. Na obrazku.... je zndzornén obraz pro vi = ... a vo = ... (pfipomeiime
znovu, Ze ztotozitujeme bod a jeho polohovy vektor). Z obrazku odhadujeme, Ze jde
o elipsu, smér poloos a jejich velikosti ale nejsou v jednoduchém vztahu s bazi B a
matici D.

OBRAZEK

S tim souvisi problém numerické stability vypoct. Baze, kde nékteré vektory
jsou ,,témét rovnobézné“, vedou na numerickou nestabilitu (jak jsme vidéli u soustav
linedrnich rovnic), jsou totiz p¥iliz blizko linedrné zavislym mnozinam.

Idealni je, kdyZ je baze B ortonormélni. Pak v piipadé [f]5 = diag(1,2) vidime,
Ze obraz jednotkové kruZnice je elipsa s osami (vy), (va) a velikostmi poloos 1, 2.

OBRAZEK

V této ¢asti se budeme zabyvat otdzkou, kdy pro operator f na prostoru V se
skalarnim sou¢inem existuje ortonormalni baze B takové, Ze [f]5 je diagondlni, tj.
B je ortonormaélni baze z vlastnich vektort. Takovym operdtorim fikdme unitarné
diagonalizovatelné. Protoze na V mame skalarni soucin, bude V vzdy realny nebo
komplexni vektorovy prostor.

Definice 9.99. Necht V je kone¢né generovany vektorovy prostor nad C (resp. R)
se skaldrnim souéinem (|) a f je linedrni operator na V. Rikdme, 7e f je unitdrné
diagonalizovatelny (resp. ortogondiné diagonalizovatelny), pokud existuje ortonor-
mélni baze B prostoru V takova, Ze [f]5 je diagonalni.

Nasledujici tvrzeni je obdobou véty 9.51 charakterizujici unitarné diagonalizo-
vatelné operatory. Formulaci uvedeme v operatorové verzi, maticovou verzi prene-
chame Ctenari.

Véta 9.100. Bud f : V — V linedrni operdtor na koneéné generovaném vektoro-
vém prostoru V. dimenze n se skaldrnim soucinem nad télesem C (resp. R). Pak
jsou ndsledujict tvrzeni ekvivalentni.
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(1) Operdtor f je unitdrné diagonalizovatelny (resp. ortogonalné diagonalizo-
vatelny).
(2) Operdtor f
e md n vlastnich cisel vcetne algebraickijch ndsobnosti,
e geometrickd ndsobnost kazdého vlastniho cisla operdtoru f je rovnd
jeho algebraické ndsobnosti a
o pro libovolnd dvé riznd vlastni cisla A1, Ao operdtoru f plati My, L

My, .

Diikaz. Dikaz je podobny jako ve vété 9.51. Pro dikaz (2) = (1) vybereme v
kazdém z prostorit M, ortonormalni bazi a vznikla baze bude z predpokladi orto-
normalni.

Piepodklddejme naopak, 7e B je ortonormélni baze prostoru V takova, Ze [f]5
je diagonélni. Z dikazu implikace (1) = (2) ve vété 9.51 vyplyvd, Ze béze B je
slozend z bazi prostort My, , ..., My, , kde A1, ..., A\x jsou vSechna navzajem rizna
vlastni ¢isla. Protoze vSechny vektory v B jsou navzajem kolmé, jsou navzijem
kolmé i podprostory M), (viz pozorovani 7.24 o kolmosti linedrniho obalu). (]

Jinymi slovy véta tiké, Ze operator je unitarné diagonalizovatelny pravé tehdy,
kdyz je diagonalizovatelny a vlastni vektory pfislusné riznym vlastnim ¢islim jsou
na sebe kolmé.

Je-li f operator na V, B = (v1,...,V,) ortonormalni béze prostoru V a [f]5 =
diag(A1, ..., An), pak pro libovolny vektor x € V je podle tvrzeni 7.19

Xl = ((vilx) s (va )T
Obrazem vektoru x je vektor

[F(x)]3 = (A1 (vi[x), o A (Vi [x))T
FE) =M vi|x)vi+ -+ A (Vi |x) vy

Vektor (v; |x) v; je roven ortogonélni projekci vektoru x na pfimku (v;). Oznaéime-
li p; ortogonalni projekci na (v;) chapanou jako linedrni zobrazeni, tj. p;(x) = X(v,),
milzeme psat

f:)‘lp1+)\npn .
Unitarné diagonalizovatelny operator lze tedy vyjadiit jako linedrni kombinaci pro-
jekci na vzajemné kolmé jednodimenzionalni podprostory.

Hlavni vysledky v této ¢asti jsou, Ze tzv. hermitovské operatory (resp. syme-
trické) a unitdrni operdtory (resp. ortogondlni) jsou unitdrné diagonalizovatelné.
Tyto vysledky vyplynou z charakterizace unitarné diagonalizovatelnych operatort
jako tzv. operatorti normaélnich.

Pojmy hermitovsky (symetricky), unitarni (ortogondlni) a normélni pouzivame
také pro ¢tvercové matice, kromé norméalnich matic jsme jiz dokonce vSechny defi-
novali. Pfedem poznamejme, Ze matice A je hermitovskad, ...pravé tehdy, kdyz je
operator f4 na prostoru C" (resp. R™) se standardnim skaldrnim sou¢inem hermi-
tovsky, . ...

9.6.1. Sdruzené linedrni zobrazeni. Pro komplexni matice (ne nutné étvercové) jsme
v kapitole o skalarnim soucinu definovali matici hermitovsky sdruzenou jako ma-
tici komplexné sdruzenou k transponované. Pro redlné matice tento pojem splyva
s transponovanou matici. Nyni obecnéji definujeme pojem sdruzeného linearniho
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zobrazeni mezi prostory se skalarnim soucinem. Tim také ukazeme geometricky
vyznam hermitovsky sdruzené matice.

Reélna matice A typu m x n a piislusna transponovana matice AT spliuji pro
libovolné vektory x € R™, y € R” vztah

ATx . y=x-Ay .

(Na levé strané znaéi - standardni skaldrni souéin v R™, na pravé strané v R™.)

Skuteéns, ATx -y = (ATx)Ty = xTAy = x - Ay. Tento vztah transponovanou

matici k A charakterizuje — A7 je jedina takova matice B, pro kterou plati formulka

Bx-y = x- Ay, jak se presvéd¢ime dosazenim vSech dvojic vektort kanonické baze.
Pro komplexni matici A je obdobné

A'x y=x-Ay ,
protoze A*x -y = (A*x)*y = x*Ay = x - Ay.
Tento pohled na hermitovské sdruzovani vyuzijeme k definici sdruzeného opera-
toru.

Tvrzeni 9.101. Necht V a W jsou konecné generované vektorové prostory nad C
(nebo R) se skaldrnimi souciny (které jsou jako obuvykle znacdeny (|)) a f : V —
W je linedrni zobrazeni. Pak existuje pravé jedno linedrni zobrazeni g : W — 'V
spliiugict pro kazdé x € W,y € V rovnost (g(x)|y) = (x|f(y))-

Dikaz. Dokadzeme nejprve existenci. Zvolime libovolnou ortonormalni bazi B =
(V1,...,Vy) prostoru V a ortonormalni bazi C' = (wy, ..., w,,) prostoru W. Kazdé
linearni zobrazeni z W do V muzZeme zadat matici vzhledem k bazim C a B.
Definujeme operator g tak, aby [g]§ = ([f]2)*. Ovéiime, Ze g splituje pro libovolné
vektory x € W,y € V vztah (g(x) |y) = (x|f(y)). Skute¢n&, uzitim tvrzeni 7.21 o
skalarnim soucinu vzhledem k ortonormalni bazi dostavame

(9 ly) = ls®)]py1s = (65K yls = Ko (9)5) v]s
= Xolf1Ely]s = Kolf (¥)le = (x1£(¥))
Jednoznaénost ukdzeme dosazenim dvojic vektort bazi B, C' do rovnosti (g(x) |y )

<’x |f(y)). Prolibovolné i € {1,...,m}, j € {1,...,n}je (g(w;) |v;) = (w;|f(v;)).
Upravou obou stran dostaneme

wile(9)5) Vil = Wils[f1Elvils
ei(lgz) e; = eilf]Ce;
Na pravé strané je prvek na misté (i, j) v matici [f]2, na levé strané je prvek na misté
(i,7) v matici ([g]G)*. Plati tedy ([9]G)* = [f]Z, neboli [9]G = ([f]2)*. Ukézali jsme,

7e pro g splitujici rovnost (g(x)|y) = (x|f(y)) musi nutné platit [g]G = ([f]2)*.
Protoze operator W — V je jednozna¢né uréen svou matici vzhledem k C' a B,

dtikaz je ukoncen. O

*

Alternativné jde tvrzeni dokdzat pouZzitim véty 8.46 o reprezentaci linedrnich
forem skalarnim soucinem, viz cviceni.

Definice 9.102. V situaci tvrzeni 9.101 nazyvame g sdruZen€ linedrni zobrazent k
linedrnimu zobrazeni f a znacime f* = g.

Definujici vztah pro f* je tedy

(&) ly) = x[f)



LINEARNI ALGEBRA 265

Piiklad 9.103. Plati id* =id, 0* = 0.

ProtoZe (ax |y) = a (x|y) = (x|ay), je sdruZené zobrazeni k aid rovno (aid)* =
aid.

Sdruzené zobrazeni k rotaci f : R — R? o tihel « je rotace o tthel —c, jak je

vidét na obrazku (v prostorech R? bereme standardni skalarni souéin):
OBRAZEK

Priklad 9.104. Na prostoru, ktery neni koneéné generovany, nemusi sdruZené li-
nearni zobrazeni obecné existovat (lze ukazat, ze pokud existuje, je uréené jedno-
znacné). Ukdzeme, ze operator derivovani na vhodném prostoru sdruzeny operator
ma.

Ozna¢me V vektorovy prostor vSech hladkych redlnych funkci f na néjakém
intervalu, napft. [0, 1], takovych, ze f(0) = f(1) = 0, se skaldrnim sou¢inem

o= s

Uvazujme operator D, ktery kazdé funkci f prifazuje jeji derivaci D(f) = f’.
Pomoci integrace per partes vypocitame, ze sdruzeny operator k D existuje a je
roven —D:

1 1 1
<*D(f)|g>:<ff’lg>:/0 ff’g:/o fg’—[fg}é:/o i =/ 1D(g))

7 dtkazu tvrzeni 9.101 vyplyva, Ze matice linedrniho zobrazeni f* vzhledem k
bazim C' a B je hermitovsky sdruzena k matici linedrniho zobrazeni f vzhledem k
BacC:

Dusledek 9.105. Necht f je linedrni zobrazeni’ V.— W, kde V. a W jsou konecné
generované komplexni (resp. redlné) vektorové prostory se skalarnim soucinem, B
je ortonormdlni bdze prostoru V a C je ortonormdlni baze prostoru W. Pak

1115 = (1716)" -

Timto vztahem by také bylo mozné sdruzené linearni zobrazeni definovat, museli
bychom ale ukazat, ze f* nezavisi na volbé ortonorméalnich bazi.

Ujasnime si vztah hermitovsky sdruzené matice k matici A a sdruzeného linear-
niho zobrazeni k linedrnimu zobrazeni f 4.

Pozorovani 9.106. Pro libovolnou komplexni (resp. redlnou) matici A typu m X n
plati

(fa)" = fa-,

kde sdruzovani na levé strané je vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

Diikaz. Plyne z dfisledku 9.105 volbou kanonickich bézi: Protoze [(fa)*]5 = ([fa]%)* =
A*7je (fA)*:fA* O

V redlném piipadé tedy (fa)* = far.

Piiklad 9.107. Sdruzené linedrni zobrazeni k linedrnimu zobrazeni f, : C3 — C?
(na obou prostorech uvazujeme standardni skaldrni soucin), kde

A_( 1+ 3 2
“\3-2 444 1
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je linedrni zobrazeni (f4)* = fa+ urcené matici.

1—¢ 3+2
A = 3 4—44
2 1

Nasledujici tvrzeni shrnuje nékteré jednoduché vlastnosti sdruzovani, které bu-
deme pouzivat automaticky.

Tvrzeni 9.108. Necht V, W jsou konecné generované vektorové prostory se ska-
ldrnim soucinem nad C (resp. R), f,g jsou linedrni zobrazeni V.— W, a a € C
(resp. a € R). Pak plati

(1) f=

(2) (f+g) =f"+g,

(3) (af)" =af,

) (fo =971

(5) je-li f izomorfismus, pak je f* izomorfismus a plati (f=1)* = (f*)~1.

Diikaz. Vsechny uvedené vlastnosti miizeme dokazat porovnanim matic operatori
vzhledem k néjakym ortonormdlnim bazim B, C, vyuzitim disledku 9.105 a vlast-
nosti hermitovského sdruzovani (resp. transponovani) matic. Lepsi moznost je vyjit
pfimo z definice.

Napftiklad pro dikaz (2) muZeme pocitat

[(F+9)"15 = ([f+918)" = ([f1e+91E)" = (F1E)+19lE)* = [F*15+19"15 = [/ +9"]5

tedy (f +¢)* = f* + g*. Pro ovéfeni z definice spo¢itame

(fF+g)X) y) =(f(x)+g" &) y) =Xy + ") y)
= (x|f(y)) +{xlg(y)) = x|f(y) +9(y)) = x|(f+9)(¥)) ,

takze plati (f +¢)* = f*+ g*.
Ostatni vlastnosti pfenechame jako cviceni ctenafi. O

Opustime obecnd linedrni zobrazeni a vratime se zpét k operatorim. DiileZitou
vlastnosti sdruzenych operatort je, Ze jejich vlastni ¢isla jsou komplexné sdruzena
k vlastnim ¢islim ptvodniho operatoru.

Tvrzeni 9.109. Necht'V je konecné generovany komplexni (resp. redlny) vektorovy
prostor se skaldrnim soucinem a f je linedrni operdtor na V. Pak A € C (resp.
A € R) je vlastni ¢islo operdtoru f prdvé tehdy, kdyz je X (resp. \) vlastni &islo
operdtoru f*.

Dikaz. Diky vlastnosti f** = f staéi dokazat jednu implikaci. Pfedpokladejme,
ze X je vlastni ¢islo operatoru f. Pak operator f — Aid neni prosty, tedy neni to
izomorfismus. Pak ani (f —\id)* = f* — X\id* = f* — Xid neni izomorfismem, takze
neni prosty (pfipometime, %e pro operdtory na koneéné generovaném plati ,prosty
& na < izo“). Z toho vyplyva, ze A je vlastni &islo operdtoru f*. (I

Pomoci pozorovani 9.106 mizeme tvrzeni preformulovat pro matice: A je vlastni
¢islo komplexni ¢tvercové matice A pravé tehdy, kdyZ je A vlastni ¢islo matice A*.
Specialné, redlné étvercova matice A a transponovana matice A7 maji stejna vlastni
cisla.

)
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Jako cviceni dokazte, Ze charakteristicky polynom operatoru f je ,komplexné
sdruzeny polynom* k charakteristickému polynomu operatoru f*. To dava alterna-
tivni dikaz predchoziho tvrzeni.

Tvrzeni nedava zadnou informaci o pfislusnych vlastnich vektorech, zadny jed-
noduchy vztah totiz obecné neplati.

Priklad 9.110. Redlnd matice

a=(73)

m4 vlastni ¢isla 1 a —2 a pifslusné podprostory vlastnich &isel My = ((—1,4)7),
M_5 = {(=1,1)"). Matice transponovana ma stejna vlastni &isla a M; = ((1,1)7),
M—2 = <(47 1)T>

9.6.2. Normdlni operdtory.

Definice 9.111. Operator na komplexnim (resp. redlném) prostoru V se skaldrnim
soucinem se nazyva normdlni, pokud f*f = ff*.

Definice 9.111*%. Komplexni (resp. redlnd) ¢tvercova matice A se nazyva nor-
mdlni, pokud A*A = AA* (v realném pifpads mizeme psat AT A = AAT).

Pojem normalni matice je zaveden v souladu s pojmem normalni operator —
matice A je normélni pravé tehdy, kdyZz je normalni operator f4 na prostoru C"
(resp. R™) se standardnim skaldrnim souc¢inem.

Piiklady normaélnich operatort zahrnuji operatory unitarni (v realném piipadé
ortogonalni) a operdtory hermitovské, kterymi se budeme zabyvat v dalsim od-
stavci. Piiklady normélnich matic jsou tedy unitarni matice (ortogonalni matice) a
hermitovské matice (symetrické matice). Déle také naptiklad diagondlni matice a
antihermitovské (antisymetrické) matice, tj. matice spliiuci —A* = A.

Priklad 9.112. Realnd matice

1 1 0
A=10 1 1
1 01
je normaélni, protoze
2 1 1
ATA=4AT =1 2 1
1 1 2

Matice A neni symetrickd, antisymetricka, ani ortogonélni.

Skalarni nasobek normaélniho operatoru je rovnéz normaélni a sdruzeny operator
k normélnimu operatoru je normalni (cviceni). Soucet ani slozeni dvou norméalnich
operatord ale normalni byt nemusi, staci ale, aby operatory komutovaly. Budeme
potfebovat pouze specialni pripad:

Tvrzeni 9.113. Je-li f normdlni operdtor na komplexnim (redlném) vektorovém
prostoru 'V se skalarnim soucinem at € C (t € R), pak je operdtor f — tidy také
normdlni.

Dikaz. Je (f — tid)*(f — tid) = (f* — (tid)*)(f — tid) = (f* — £id)(f — tid) =
Fof —tf* —1f + ttid. Stejné vyjde i (f — tid)(f — tid)*. O
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Normalni operatory se vyznacuji tim, ze se normy f-obrazu a f*-obrazu libovol-
ného vektoru rovnaji.

Tvrzeni 9.114. Necht f je normdlni operdtor na komplexnim (resp. redlném) vek-
torovém prostoru V se skaldrnim soucinem a v € V. Pak plati

F)I =17

Diikaz. Protoze norma je vzdy nezaporné realné ¢islo, stac¢i dokazat rovnost druhych
mocnic norem.

PP = (FW) F(V) = f ) Iv) = (£ () V)
(

= (O V) = W) =17
O

Jako cviceni dokazte, Ze vlastnost v pfedchozim tvrzeni normélni operatory cha-
rakterizuje.

7Z tvrzeni 9.109 vime, 7e A je vlastni ¢islo operatoru f pravé tehdy, kdyz je A
vlastni ¢islo operatoru f*. Prislusné vlastni vektory ale nejsou obecné v jednodu-
chém vztahu. Pro normalni operatory je situace daleko prehlednéjsi.

Tvrzeni 9.115. Necht f je normdlni operdtor na komplexnim (resp. rediném) vek-
torovém prostoru V se skaldrnim soucdinem, A € C (resp. A € R) a v € V. Pak
v je vlastni vektor operdtoru f prislusny vlastnimu c¢islu A prdvée tehdy, kdyz je v
vlastni vektor operdtoru f* prislusny vliastnimu cislu .

Dikaz. Predpokladejme, Ze v je vlastni vektor operatoru f prislusny vlastnimu
¢islu \. Z tvzeni 9.109 jiz vime, Ze X je vlastni &islo operatoru f*, zbyva dokazat, Ze
v je piislusny vlastni vektor. Plati (f — Aid)(v) = o, tedy také ||(f — Aid)v]|| = 0.
ProtoZze f je normaélni, je podle tvrzeni 9.113 normélni také operator f — \id. Z
tvrzeni 9.114 o norméch vyplyvé ||(f — Aid)*(v)|| = ||(f* — Xid)v|| = 0. Z toho
(f* — Xid)(v) = o, tedy v je skutecné vlastni vektor operatoru f* piislusny vlast-
nimu ¢islu \.

Pro diikaz druhé implikace sta¢i pripomenout, ze f* je normalni operator a

f** — f‘ |:|

Dostavame se k hlavni vété o normalnich operatorech.

Véta 9.116 (Spektrélni véta pro normalni operatory). Necht V je koneéné gene-
rovany vektorovy prostor nad C se skaldrnim soucinem a f linedrni operdtor na V
(resp. necht A je étvercovd matice nad C) . Pak ndsledugici turzend jsou ekvivalentny.
(1) Operdtor f (resp. matice A) je unitdrné diagonalizovatelny (-d).
(2) Operdtor f (resp. matice A) je normalni.

Diikaz. (1) = (2). Je-li B ortonormalni baze takové, ze [f]5 = D = diag(t1,...,tn)
je diagonalni, pak
15 = [F1B[f1E = (f15)*[f1§ = D*D

a podobné [ff*]B = DD*. Protoze D*D = DD* = diag(|t:|%,...,|t.|?), plati
[F* 1B = [£F*]5, tedy také f*f = ff*.

(2) = (1). Tvrzeni dokdzeme indukci podle dimenze n prostoru V. Pron =1
tvrzeni zfejmé plati. Pfedpokladejme, ze f je normalni a kazdy normalni operator
na prostoru dimenze n — 1 je unitarné diagonalizovatelny. Chceme ukazat, ze f je
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unitarné diagonalizovatelny, ekvivalentné, pro f existuje ortonormalni baze slozena
z vlastnich vektord.

Kazdy operéator na kone¢né generovaném prostoru nad C ma vlastni ¢islo A (viz
dusledek 9.38). Vezmeme libovolny nenulovy vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢éislu
A, znormujeme jej a oznacime v,.

Ukézeme, ze W = v;- je invariantni prostor operatoru f. Necht tedy x € W je
libovolny vektor. Protoze x je kolmy na v,,, plati (v, |x) = 0. Pak také

(Vi [f(x)) = (F*(va) ) = (Av ) = A{vn [x) =0,

kde v druhé tpravé jsme vyuzili tvrzeni 9.115 o vlastnich vektorech normélniho
operatoru. Takze skuteéné je f(x) € vii = W.

Prostor W je ortogonalni doplné€k jednodimenzionalniho prostoru, ma tedy di-
menzi n—1 (viz vétu 7.29). Na ztzeni f|y pouzijeme indukéni pfedpoklad a ziskdme
ortonormélni bézi C' = (vy,...,v,_1) prostoru W tvofenou vlastnimi vektory ope-
ratoru f. Pak je posloupnost B = (vi,...,V,_1,V,) tvofend vlastnimi vektory
operatoru f, je ortonormalni (protoZze C je ortonormalni, v,, je jednotkovy a kolmy
na v8echny vektory z C'), takze B je ortonormélni béze prostoru V tvofend vlastnimi
vektory operatoru f.

Alternativné lze vétu dokazat uzitim Jordanova kanonického tvaru, viz cviceni.

O

Specidlné, normalni realnd matice je unitarné diagonalizovatelné, chapeme-li
ji jako matici nad C. Neni pravda, Ze je nutné ortogonalné diagonalizovatelna
nad R! Realné matice, které jsou ortogonalné diagonalizovatelné, charakterizujeme
v dtsledku 9.120 — jsou to pfesné symetrické matice.

Piiklad 9.117. V piikladu 9.112 jsme vidéli, Ze readlnd matice
1 10
A=10 1 1
1 01
je normalni. Jeji charakteristicky polynom je

pat) = —t3+3t2 =3t +2=—(t—-2)(t* —t+1) .

Tento polynom mé pouze jeden redlny kofen A = 2 nésobnosti 1, matice A tedy
neni ortogonalné diagonalizovatelna.

Chéapejme nyni A jako matici nad C. Podle spektralni véty je unitarné diagona-
lizovatelna. M4 tii vlastni ¢isla

1 V3 — 1 3
M=2, a=-+—i, \g=dg=—-— —i,
1 275 + 5 3 2= 5 5

prostory vlastnich vektori maji tedy dimenzi 1 a sta¢i v kazdém z nich zvolit
jednotkovy vektor.

1 —1+v/3i —1-V3Bi
— i 1 , Vo = i —1—2\/51‘ ,V3 = Vg = i —1—2\/31‘
VAW sl T2 A

Vi
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Vzhledem k bazi B = (vy,va,Vv3) je matice operatoru f4 : C3 — C3 rovna
2 0 0
Falf={ 0 =2 0
0 0 1—v31

To nam také dava maticovy rozklad
A= [falg = idZ[faBld)E = (A [fa]E((d]R) " = GdR[fal3(d)E)"

*1+2\/§i *1*2\/51' 2 0 0 1 1 1

_ b 1 =1=VBi -1V 0 V& 0 1 —1-v3i  —14+vBi
V3 2 2 2 _ V3 2 _ 2

1 1 1 0 0 1—£/§1 —1—;\/51 —1—2\/51 1

9.6.3. Hermitouvské a symetrické operdtory. Dulezitou podtfidou normélnich ope-
ratorit jsou operatory hermitovské (v redlném piipadé symetrické).

Definice 9.118. Operator na komplexnim (resp. redlném) prostoru V se skaldrnim
sou¢inem se nazyva hermitovsky (resp. symetricky), pokud f* = f.

Pojem hermitovského (symetrického) operatoru je zaveden v souladu s pojmem
hermitovské (symetrické) matice — matice A je hermitovskd (symetrickd) pravé
tehdy, kdyZ je hermitovsky (symetricky) operator f4 na prostoru C™ (resp. R™) se
standardnim skaldarnim soucinem.

Hermitovské operatory jsou pfesné ty normalni operatory, jejichz vlastni cisla
jsou realna.

Véta 9.119 (Spektralni véta pro hermitovské operatory). Necht V je koneiné
generovany vektorovy prostor nad C se skaldrnim soucinem a f je linedrni operd-
tor na V (resp. necht A je ctvercovd matice nad C). Pak ndsledujici tvrzend jsou
ekvivalentni.

(1) Operdtor f (resp. matice A) je unitdrné diagonalizovatelny (-d) a vSechna
jeho (jeji) vlastni ¢isla jsou redind.
(2) Operdtor f (resp. matice A) je hermitovsky (-d).

Dikaz. (1) = (2). Je-li f unitdrné diagonalizovatelny a vSechna jeho vlastni éisla
jsou redlna, pak existuje ortonormélni baze B prostoru V takovd, ze [f]5 = D je
realnd diagonalni matice. Plati tedy

[f15 =15 =D =D=[f1} ,
neboli f* = f.

(2) = (1). Protoze kazdy hermitovsky operator je normélni, sta¢i podle spek-
tralni véty o normdlnich operédtorech (véta 9.116) ukdzat, Ze vSechna vlastni ¢isla
operatoru f jsou realna. To nahlédneme z tvrzeni 9.115 o vlastnich vektorech nor-
malnich operatort: Je-li A € C vlastni ¢islo operatoru f a v nenulovy vlastni vektor
piislusny A, pak v je vlastni vektor operatoru f* = f p¥islusny vlastnimu éslu .
Jeden nenulovy vektor nemtize pifsluset vice vlastnim &sltim, plati tedy A = A,
neboli A € R. |

Dusledek 9.120 (Spektralni véta pro symetrické operatory). Necht V je koneiné
generovany vektorovy prostor nad R se skaldrnim soucinem a f je linedrni operd-
tor na V (resp. necht A je ctvercovd matice nad R). Pak ndsledujici tvrzend jsou
ekvivalentni.
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(1) Operdtor f (resp. matice A) je ortogonalné diagonalizovatelny (-d).
(2) Operdtor f (resp. matice A) je symetricky (-d).

Diikaz. Diikaz (1) = (2) se udéld stejné jako v predchozi vété.

Dokazeme implikaci (2) = (1) v maticové verzi. Pfedpokladejme tedy, ze A je
realnd symetrickd matice. Chapejme nyni A jako matici nad C. Protoze je A her-
mitovska, podle pfedchozi véty je unitarné diagonalizovatelnd a vSechna vlastni
¢isla jsou realnd. Z toho vyplyva (viz vétu 9.100), Ze A mé n realnych vlastnich ¢i-
sel véetné nasobnosti, geometricka nasobnost kazdého vlastniho ¢isla je rovna jeho
algebraické ndsobnosti a prostory M) jsou navzdjem kolmé (vzhledem ke standard-
nimu skaldrnimu soucinu). Algebraickd (geometrickd) ndsobnost nad C je rovna
algebraické (geometrické) nasobnosti nad R, takZe chapeme-li A opét jako redlnou
matici, bude spliiovat podminky z véty 9.100, a bude proto ortogonalné diagonali-
zovatelna. (]

Piiklad 9.121. Jako ilustraci spektralni véty pro realné symetrické matice na-
jdeme pro operator f, urceny matici

01 0
A= 1 0 O
0 0 1

ortonormalni bézi slozenou z vlastnich vektori.
Operator f4 mé charakteristicky polynom p(A) = (1 — \)(A\? — 1) a tedy vlastni
¢isla 1 a —1. Prislusné prostory vlastnich vektord jsou

M; = ((1,1,0)7,(0,0,1)") ,M_; = {(1,-1,0)")

V prostoru M; je ortonormélni baze naptiklad (vi,vs), kde

Béze B = (v1,V2,V3) je ortonormélni baze prostoru V a [f4]58 = diag(1,1,-1).
Zapiseme jesté vysledek maticové. Oznacme

V2 g 2

I A
Q_[ld]K_ 5 0 —~3
0 1 0

Matice @ je ortogonélni, takze Q! = Q7 a mfizeme psét
diag(1,1, -1) = [fa]5 = [id]5[fa]K[i[d]} = Q'4Q = Q" AQ
nebo ve formé rozkladu matice A

A= Qdiag(1,1,-1)Q" = Qdiag(1,1,-1)Q" .
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9.6.4. Pozitivné (semi)definitni operdtory. Je-li f hermitovsky operator na V, pak
pro libovolny vektor x € V' plati

(x[f(x)) = {f"(x)[x) = (f(x) [x) = x[f(x)) -
Z toho plyne, ze (x|f(x)) je vZdy realné ¢islo. Pro x = o je rovno 0. Ty operatory,
pro které je jinak toto ¢éislo vzdy kladné (resp. nezdporné) nazyvame pozitivné
definitni (resp. semidefinitni).

Definice 9.122. Operétor f na kone¢né generovaném komplexnim (resp. redlném)
prostoru V se skalarnim soucinem se nazjva
e pozitivné definitni, pokud je hermitovsky (resp. symetricky) a pro vSechna
o #x €V plati (x|f(x)) > 0;
e pozitivné semidefinitni, pokud je hermitovsky (resp. symetricky) a pro vSechna
x € V plati (x|f(x)) > 0.

Pro matice je pojem jako obykle definovan pomoci pfislusného operatoru a stan-
dardniho skalarniho souc¢inu. Explicitné:

Definice 9.122*. Ctvercova matice A nad C (resp. R) se nazyva

e pozitivné definitni, pokud je hermitovska (resp. symetrickd) a pro vSechna
o # x € V plati x*Ax > 0;
e pozitivné semidefinitni, pokud je hermitovskd (resp. symetrickd) a x*Ax >
0.
Pozitivné definitni operatory nebo matice Ize ekvivalentné definovat tak, Ze jsou
hermitovské (symetrické) a vSechna vlastni ¢isla jsou kladnd. Podobné pro semide-
finitnost.

Tvrzeni 9.123. Necht f je hermitovsky (symetricky) operdtor f na kompleznim
(redlném) vektorovém prostoru V se skaldrnim soucinem. Pak f je pozitivné defi-
nitnd (resp. semidefinitni) pravé tehdy, kdyz jsou vsechna vlastni éisla operdtoru f
kladnd (resp. nezdpornd).

Dikaz. DokadZzeme pouze verzi pro pozitivné definitni operatory. Pro semidefinitni
je dikaz témeér totozny.

Je-li f pozitivné definitni a A je vlastni ¢islo operatoru f (to je nutné reélné), pak
pro nenulovy vlastni vektor v pislusny A plati 0 < (v [f(v)) = (v|Av) = A|v]>.
ProtoZe norma je kladnd, plyne odsud A > 0.

Jsou-li naopak vSechna vlastni éisla operatoru f kladna, existuje podle spektralni
véty pro hermitovské matice (véta 9.119) ortonormélni baze B prostoru V takova,
ze [f]8 = D = diag(t1,...,tn), kde t; jsou vlastni ¢isla operatoru f, tj. t; > 0
pro vSechna i € {1,...,n}. Pak uzitim tvrzeni o skaldrnim sou¢inu vzhledem k
ortonorméalni bazi dostavame pro libovolny vektor x vztah

(x|f(x)) = (Kp) [f )]z = (X]) [fIEX5 = (X]p) Dlx]5 -
Oznacime-li [x]p = (71,...,2,) je viraz roven t1|x1]? + -+ + t,|2,|2, coZ je ostie
vétsi nez 0, kdykoliv x # 0. |

Vsimnéte si také, ze pozitivné definitni operator je vzdy izomorfismus (a pozi-
tivné definitni matice je reguldrni), protoze nemtize mit vlastni ¢islo 0.

Priklad 9.124. Realni matice

()
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neni pozitivné definitni ani semidefinitni, protoze ma zaporné vlastni ¢islo —1.

Realna matice
1 2
=5 1)

ma vlastni ¢isla 0, 5, je proto pozitivné semidefinitni, ale neni pozitivné definitni.

Realna matice
1 2
= (s 3)

je pozitivné definitni. Pro libovolny nenulovy vektor (a,b) € R? je proto é&slo
(a,b)A ( z ) = a? + dab + 5b°

kladné.

Mnoho soustav linearnich rovnic vzniklych pfeformulovanim tloh z pfirodnich
véd mé pozitivné (semi)definitni matici. Je to ¢asto zptsobeno tim, Ze matice sou-
stavy je tvaru AT A pro néjakou redlnou obdélnikovou matici, nebo obecnéji AT DA
pro matici A typu m x n a diagonédlni matici D = diag(dy,...,d,,) fddu m s nezé-
pornymi prvky na diagonale.

Matice tvaru AT A jsou skuteéné pozitivné semidefinitni, protoze jsou symetrické

(ATA)T = ATA=ATA
a pro libovolny vektor x € R™ plati
xTATAx = x - AT Ax = Ax - Ax = || Ax|]* .

(Stejny vysledek miizeme ziskat piimo maticovym vypoctem x7 AT Ax = (Ax)T Ax =
| Ax||*.) Také vidime, Ze matice ATA je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz mé
soustava Ax = o pouze trividlni feSeni, tzn. pravé tehdy, kdyZ méa matice A linedrné
nezavislou posloupnost sloupcovych vektoru.

Matice tvaru ATDA, kde D = diag(dy,...,dn), d; > 0, lze psat ve tvaru
(VDA)T(VDA), kde v/D znaéi matici diag(v/dy,...,/dn), jsou tedy také pozi-
tivné semidefinitni.

Podobné, kazda komplexni matice tvaru A* A je pozitivné semidefinitni. Formu-
lujeme verzi pro linearni zobrazeni.

Tvrzeni 9.125. Necht V, W jsou vektorové prostory se skaldrnimi souciny a
f:V =W je linedarni zobrazeni. Pak je operator f*f pozitivné semidefinitni.

Dikaz. Operéator f*f je hermitovsky, protoze (f*f)* = f*f** = f*f. Pro libovolny
vektor x € V plati (x|f*f(x)) = (f(x) |f(x)) = | £(x)||*> > 0, takze operétor f*f
je pozitivné semidefinitni. (I

Naopak plati, ze kazdy semidefinitni operator g lze psat ve tvaru g = f*f pro
néjaky operator f. Dukaz prechame ¢tenari jako cviceni.

9.6.5. Unitdrni operdtory. Dalsi dilezitou podtifidou normaélnich operatord jsou
operatory unitarni, v redlném pripadé ortogonalni. Pfipomenme, ze f je unitarni,
pokud f zachovava normu. V tvrzeni 8.49 jsme uvedli fadu ekvivalentnich definic.
Pomoci sdruzeného operatoru mizeme unitarni operatory charakterizovat pomoci
vlastnosti f* = f~!, podobné jako unitarni matice:
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Tvrzeni 9.126. Operdtor f na konecné generovaném prostoru V nad C (resp. R)
je unitdrni (resp. ortogondlni) pravé tehdy, kdyz f* = f~1.

Diikaz. Je-li zobrazeni f unitarni, pak je podle pozorovani 8.48 prosté, tedy f je
izomorfismus. Inverzni zobrazeni f~! proto existuje. Pro libovolné x,y € V plati

@ ly) = ) IY) = xIfy)) -
(V prvni tpravé vyuzivame toho, Ze unitarni zobrazeni zachovava skalarni souéin,
viz tvrzeni 8.49.) Z toho vyplyva f* = f~1.
Plati-li naopak f* = f~1, pak
£ = V) F(x) = V{FF) [x) = Vx[x) = [Ix]| -

Zobrazeni f je tedy unitarni. O

Z tvrzeni také vidime, Ze unitarni{ (ortogonalni) operédtory jsou skuteéné nor-
malni, protoze f*f = ff* =id.

Véta 9.127 (Spektralni véta pro unitéarni operdtory). Necht V je koneéné genero-
vany vektorovy protor nad C se skaldrnim soucinem a f je linedrni operdtor na V
(resp. necht A je étvercovd matice nad C). Pak ndsledugict tvrzeni jsou ekvivalentny.
(1) Operdtor f (resp. matice A) je unitdrné diagonalizovatelny (-d) a pro vsechna
vlastni ¢isla A € C plati |\ = 1.
(2) Operdtor f (resp. matice A) je unitdrni.

Diikaz. (1) = (2). Jsou-li splnény predpoklady, pak [f]5 = D, kde B je ortonor-
malni a na diagonéle D jsou komplexni ¢isla s absolutni hodnotou 1. Sloupce matice
D tvori ortonormalni posloupnost vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu,
takZe f je unitdrni podle bodu (5) tvrzeni 8.49.

(2) = (1). Protoze kazdy unitarni operator je normalni, sta¢i podle véty 9.116
ukdzat, Ze pro vSechna vlastni ¢isla A operatoru f plati |A\| = 1. Vezmeme libovolny
nenulovy vlastni vektor v pfislusny vlastnimu ¢islu A. ProtoZe f zachovava normu,
plati [|[v]| = ||lf(W)]| = |Av|| = |A| ||v]]- Z toho plyne |A| = 1, jak jsme chtéli. O

9.6.6. Ortogondlni operdtory v dimenzi 2. Jak vypadaji ortogonalni operatory f na
realném prostoru dimenze 2?7 Pro zjednoduseni zépisu budeme uvazovat prostor R2
se standardnim skaldrnim soucinem.

Necht tedy f : R? — R? je ortogonalni operator. Obrazy vektor né&jaké or-
tonormélni béaze (napf. kanonické) jsou jednotkové a na sebe kolmé. Z toho lze
geometricky nahlédnout, ze f je bud rotace nebo reflexe (osové soumérnost). Toto
pozorovani ted dokdzeme.

Oznacme si A matici f vzhledem ke kanonické bézi, tj. f = fa. Nékdy budeme A
chapat jako komplexni matici a f = f4 jako operator na C2. Podle charakterizace
unitarnich operdtorii pro vSechna vlastni ¢isla matice A plati |A\| = 1. ProtoZe mé
charakteristicky polynom matice A realné koeficienty, jsou obé vlastni ¢éisla bud
realnd nebo je tvori dvojice komplexné sdruzenych ¢&isel cos¢ + ising = e*® a
cos ¢ —ising = e~*. Oznaé¢me C = (vy,Vvy) n&jakou ortonormélni bazi prostoru
C? slozenou z vlastnich vektorti matice A.

Nejdiive probereme prfipad, kdy vlastni ¢isla matice A, tj. operatoru f, jsou
realna. Pak mizeme zvolit oba vlastni vektory vy, vy redlné. Zde mame tii moznosti.

e Obé vlastni ¢isla se rovnaji 1. Matice [f]S se pak rovna I a operator f se

rovnéa identickému zobrazeni.
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e Obé vlastn{ ¢fsla se rovnaji —1. Matice [f]S se pak rovna —I5 a operator f
se rovna stredové symetrii - stejnolehlosti s koeficientem —1.

e Jedno vlastni ¢islo se rovna 1 a druhé —1. Matice [f]& se pak rovnd

(o 5)

Zobrazeni f je reflexe (osovd soumérnost) vzhledem k pfimce generované
vektorem vi.

Zbyva pfipad komplexnich vlastnich cisel, kterda nejsou redlni. Oznacme v =
(a + bi,c + di) vlastni vektor pFislusny ¢islu A = cos¢ + isin¢g. V ¢asti 9.3.4 jsme
ukézali, Ze ¥ je vlastni vektor piislusny vlastnimu éslu A a vzhledem k bazi C' =
(wi,wa) = (V+V,i(v —V)) = (2Re(v), —2Im(v)) mé operdtor matici rovnou
matici rotace o thel ¢.

Protoze v a ¥ jsou na sebe kolmé, plati

e . . a—ib 2 2 2 2 .
vV = (a—ib|c—id) ( o id ) =a°—b"+c*—d°—2i(ab+ed) =0 .
7 imaginarni c¢asti vyrazu vidime, Ze ab + c¢d = 0 a realné vektory wi; = 2Rev =
(2a,2¢)T a wo = —2Imv = (—2b, —2d) jsou na sebe kolmé. Z redlné ¢asti vyrazu
vidime, Ze oba vektory wi, ws maji stejnou normu e = v4a2 + 4c¢2 = V402 + 4d?

Baze

B = (wy/e,wsy/e)
je ortonormélni béaze prostoru R2. Protoze vznikla vynasobenim vektorti baze C’
stejnym skaldrem je
B _rpc _ [ cos¢ —sing
[f]B_[f]C/_<Sin(b COS¢ )

a zobrazeni f je tedy rotace.

Pokud vezmeme do tvahy, ze stfedova symetrie je rotace o tthel 7w a identické
zobrazeni je rotace o thel 0, dokazali jsme nasledujici klasifikaci ortogonalnich zob-
razeni v R?.

Tvrzeni 9.128. KaZdé ortogondini zobrazeni f v prostoru R? se standardnim ska-
ldrnim soucinem je bud rotace nebo refleze. Rotace je to pravé kdyz det[f]58 =1 a
reflexe je to pravé kdyz det[f]5 = —1, kde B je libovolnd bdze R2.

Protoze slozeni dvou ortogonalnich zobrazeni je opét ortogonélni zobrazeni, do-
stavame s pouzitim véty o soucinu determinanti tento dusledek.

Dutisledek 9.129. SloZeni dvou rotaci v R? je opét rotace, sloZeni dvou reflexi je
rotace a sloZend rotace s reflexi (v libovolném potadi) je opét néjakd reflexe.

vy

9.6.7. Ortogondlni operdtory v dimenzi 3. Rozsifime klasifikaci ortogonélnich zob-
razeni na realné prostory dimenze 3.

Necht f : R3 — R? je ortogonalni operator na prostoru R? se standardnim skalar-
nim soudinem a A = [f]X jeho matice vzhledem ke kanonické bazi v R3. Zobrazeni
f = fa budeme také chapat jako unitdrni operator na C3. Charakteristicky poly-
nom ma vSechna vlastni ¢isla rovna v absolutni hodnoté 1 a existuje ortonormalni
baze C' = (v1,va,Vv3) prostoru C3 slozen4 z vlastnich vektorti matice A. Protoze ma
navic realné koeficienty, jsou bud vSechna vlastni ¢isla redlnd (rovnd +1) a nebo je



276 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

jedno reélné a zbyla dvé jsou komplexné sdruzend é&isla e’ a e~® pro néjaky thel
o.

Predpokladejme, ze pouze jedno vlastni ¢islo je redlné. K nému ptislusny vlastni
vektor vi miizeme proto také zvolit realny. Podprostor (va,v3) prostoru C? (orto-
gonélni doplnék vektoru vy) je invariantni podprostor operatoru f. Na tomto pod-
prostoru dimenze 2 je zuZeni f také ortogondlni operator a ma komplexni vlastni
Cisla €' a e *?. Podle piedchozi diskuze je matice ziZeni operatoru f na podpro-
stor (va, vs) vzhledem k ortonormalni bazi (a Re vy, —a I'm vy) tohoto podprostoru

, kde a = |[Reva| ™1, rovna
cos¢ —sing
sing cos¢

Je-li realné vlastni ¢islo rovné 1, méa potom f vzhledem k ortonormalni bazi B =
(v1,a Re vy, —a Imvsy) prostoru R? matici

1 0 0
[f15=] 0 cos¢p —sing
0 sing cos¢

a jde tedy o rotaci kolem osy generované vektorem v; o thel ¢.
Je-1i jediné realné vlastni ¢islo operatoru f rovné —1, plati

-1 0 0 -1 0 O 1 0 0
[f15 = 0 cos¢p —sing | = 0 1 0 0 cos¢p —sing
0 sing cos¢ 0 0 1 0 sing cos¢

a zobrazeni f je tedy slozenim rotace kolem osy generované v; o thel ¢ s reflexi
(zrcadlenim) uréenou rovinou kolmou na vektor v;.

Jsou-li v8echna vlastni ¢isla operatoru f redlna, muzeme zvolit ortonormalni bazi
C? slozenou z realnych vektorit a matice [f]5 ma (aZ na pofadi prvkt na hlavni
diagonéle) jeden ze tvart

100 10 0 1 0 0 -1 0 0
o1o0l),lo1 o |,[lo -1 0o |,[ 0o -1 0
00 1 00 -1 0 0 -1 0 0 -1

V prvnim piipadé jde o identické zobrazeni (tj. rotaci o tihel 0), ve druhém ptipadé
jde o zrcadleni vzhledem k roviné (vi,vs) = {v3}t, ve tfetim p¥ipadé jde o rotaci
kolem osy generované vy o thel 7 a ve ¢tvrtém pfipadé jde o slozeni této rotace s
reflexi (zrcadlenim) uréenou rovinou (va, vs).

Plati proto nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 9.130. KaZdé ortogondlni zobrazeni v euklidovském prostoru R® je bud
rotace kolem néjaké osy, ortogondlni reflexe vzhledem k néjaké roviné a nebo sloZeni
rotace s ortogondlni reflexi. Rotace je to prdavé tehdy, kdyZ determinant matice
tohoto zobrazeni vzhledem k jakékoliv bazi je rovny 1.

Dutisledek 9.131. SloZeni dvou rotaci v R? je zase rotace v R3, sloZeni dvou reflexi
je rotace (osa rotace je rovnd priniku rovin reflext).

9.7. Singularni rozklad. Najit ortonormdalni bézi, vzhledem ke které ma dany
operator diagonalni matici, jde v komplexnim pfipadé pro normalni operatory a v
realném piipadé pro symetrické operatory. Kdyz slevime z pozadavku, ze baze pro
vzory a obrazy jsou stejné, lze ,unitarné diagonalizovat® kazdy linearni operator,
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dokonce kazdé linearni zobrazeni (mezi kone¢né generovanymi prostory se skaldrnim
sou¢inem). Navic na diagonale budou neziporné realnd ¢isla.
Zacneme ilustrativnim prikladem.

Piiklad 9.132. Uvazujme ,zkoseni® f4 : R? — R?, kde

(3 1)

Budeme umét spocitat, ze vzhledem k bazim B a C, kde

0,526 —0,851
B=(vi,va) = <( 0,851 >< 0,526 )) !
0,851 —0,526
¢ =(u,u) ~ (( 0,526 )( 0,851 )) ’
s _ [ 1,618 0
[fA]C ~ ( 0 0,618 )
Z toho vidime, Ze vektor v se pfi zobrazeni f, zobrazi na pfiblizné 1,618-nasobek
vektoru u; a vektor vo se zobrazi na ptiblizné 0,618-nasobek vektoru us. Obecnéji,
obraz vektoru x o soutadnicich [x]p = (z1,22)T vzhledem k bazi B je vektor Ax o
soufadnicich [Ax]c ~ (1,61871,0,618z2)7 vzhledem k bazi C.
OBRAZEK
Vyhodou matice fs vzhledem k bizim B a C' oproti matici f4 vzhledem ke
kanonickym bézim (tj. matici A) je, ze snadno uréime obraz jednotkového kruhu
O = {x : ||x|| < 1}. Protoze B je ortonormalni baze, plati ||x|| = ||[x]|z]|. Vektor
x proto lezi v O pravé tehdy, kdyz jeho soufadnice [x]p = (71,72)7 vzhledem
k bazi B spliuji 2% + 23 < 1. Obrazem vektoru x je vektor Ax o soufadnicich
[Ax]c = (y1,vy2)T ~ (1,61821,0,6182z2)". V obrazu kruhu O tedy budou pravé ty
body, jejichz soufadnice vzhledem k C' spliuji

2 2
m \T () o
1,618 0,618

Z toho vidime, Ze obrazem je elipsa s délkami poloos (pfiblizné) 1,618, 0,618. Sméry
poloos jsou urceny vektory ui,us baze C.

Uzite¢nd je také maticova verze. Oznacime-li U = [id]% a V = [id]Z, dostaneme
z [falZ = D vztah A = UDV ~!. Protoze V je ortogonéln{ matice, plati V=1 = V7T,
takze také muizeme psat A = UDVT.

B r (0851 —052 \ [ 1618 0 0,526 0,851
A=UDVE = ( 0,526 0,851 ) ( 0 0618 ) ( —0,851 0,526 )

Na tento rozklad se také muzeme divat tak, Ze zobrazeni f4 vyjadfujeme jako
slozeni fa = fufpfyr, kde fu a fir jsou ortogonalni zobrazeni a fp je zobrazeni
urcené diagonalni matici. Zobrazeni f4 je tak v nasem pripadé sloZzenim zobrazeni
fvr, coz je rotace o pfiblizné —58,28°, zobrazeni fp, které natahuje vektory 1,618-
krat ve sméru prvni osy a zkracuje 0,618-krat ve sméru druhé osy, a zobrazeni
fu, coz je rotace o pfiblizné 31,72°. I z tohoto pohledu vidime obraz jednotkového
kruhu: Zobrazeni fyr = fi-1 zobrazi O na O (pfi¢emz vektor vy se zobrazi na e;
a vektor vo na e3). Zobrazeni fp kruznici deformuje ve sméru souradnicovych os,
¢imz vznikne elipsa s osami (e1), (e3). Tuto elipsu zobrazeni fy; otodi.
OBRAZEK

mé f matici
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Uvazujme linearni zobrazeni f : V — U, kde V a U jsou konecné generované
vektorové prostory nad C (nebo oba nad R) se skaldrnimi sou¢iny. Chceme najit
ortonormélni bézi B prostoru V a ortonormélni bazi C' prostoru U tak, Ze | f]g je
“diagonalni” s nezdpornymi redlnymi ¢isly na diagonéle.

Tato matice nemusi byt étvercovéd, pojem diagonalni matice proto rozsiiime. Ri-
kame, ze matice D = (d;;) typu m x n je obdélnikovd diagondini matice, pokud
di; = 0, kdykoliv ¢ # j (kde i € {1,...,m}, j € {1,...,n}). Obdélnikovou diago-
nalni matici budeme zapisovat D = diag(ds1,. .., d,) nebo obsirnéji

D= diangn(dll, ey drr) s

chceme-li zvyraznit typ matice D. Budeme casto vypisovat pouze nenulové prvky,
tj. je-li # < min(m, n), rozumi se, ze zbylé diagonélni prvky jsou nulové.

Pokud [f]8 = D = diag,,y,(d11,-..,dw), dii > 0, pak podle diisledku 9.105
o hermitovském sdruzovani vzhledem k ortonormalni bazim plati [f*]G = D* =
diag,, ., (d11, ..., dy). Z toho

[f*f]g = [f*]g[f]g = diagnxn(d%h e ,d?r) .

Vidime, Ze na diagonale matice [f]Z musi nutné byt druhé odmocniny vlastnich
Cisel operatoru f*f a baze B musi sestavat z vlastnich vektoru tohoto operatoru.
Navic ze vztahu [f]5 = D vidime, Ze obraz i-tého vektoru baze B musi byt d;;-
nésobkem i-tého vektoru v bazi C (pro i < min(m,n)). Tato pozorovani davaji
navod k dtkazu véty o singuldrnim rozkladu.

Véta 9.133. [o singuldnim rozkladu] Necht V a U jsou konecné generované kom-
plexni nebo redlné vektorové prostory a f : V. — U je linedrni zobrazeni. Pak existuji
ortonormdalni baze B, C prostori V, U takové, Ze [f]g je obdélnikova diagondlni
matice.

Dikaz. Operator f*f : V — V je podle tvrzeni 9.125 pozitivné semidefinitni, takze
podle spektralni véty pro hermitovské (resp. v redlném pi¥ipadé symetrické) opers-
tory (véta 9.119 nebo diisledek 9.120) existuje ortonormdlni baze B = (vy,...,Vvy,)
prostoru V slozen4 z vlastnich vektorti operatoru f*f a [f* f]B = diag(\1, ..., \n),
kde Aq1,..., A, jsou nezapornd redlnd vlastni ¢isla operatoru f*f. Vektory v bazi
B uspofadame tak, aby A\; > Ay > --- > \,. Reknéme, Ze prvnich r vektori je
nenulovych.

Pro i € {1,...,7r} oznadime o; = VA a u; = ai_lf(vi). Pak pro libovoln4
i,7 € {1,...,r} plati

(; [u;) = (o7 ' f(vi) |o; ' f(vg)) = of 1ffjl<f(Vi)|f(Vj)>
‘771 71 (fr f(Vz>|VJ>_U 0; Y (vilvj)

Z toho vyplyva, ze pro i@ 7é J jsou vektory u;,u; € U na sebe kolmé a navic
(u;|u;) = 0;2)\1- = 1, takze kazdy z vektori uy,...,u, mé jednotkovou normu.
MiuZeme tedy tuto posloupnost doplnit na ortonormélni bazi C = (uy,...,u,;)
prostoru U.

Nyni pro ¢ € {1,...,r} je f(v;) = oyu;, neboli [f(v;)]c = ose;, a proi > k
je [f(vi)]e = o. Matice linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazim B a C' je tedy
skutecné

[f]g = diagmxn(alv R UT) .
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Je zvykem vektory v bazich B a C uspoiddat tak, Ze na diagonéle matice [f]Z

jsou prvky usporadany sestupné podle velikosti. Tyto prvky jsou podle pozorovani

nad vétou rovny druhym odmocnindm vlastnich ¢isel operatoru f*f, nazyvaji se

singuldrni hodnoty linedrniho zobrazeni f. Z technickych davoda budeme singular-
nimi hodnotami nazyvat pouze nenulové prvky na diagonéle.

Definice 9.134. Necht f : V — U je linedrni zobrazeni mezi koneéné generova-
nymi komplexnimi nebo redlnymi vektorovymi prostory se skalarnim soucinem,

B,C jsou ortonormalni baze V,U takové, Ze [f|& = diag,,.,(o1,...,0,), kde
o1 > 09 > -+ > o, > 0. Pak disla oq,...,0, nazyvame singuldrni hodnoty li-

nearniho zobrazeni f.

7 pozorovani nad vétou 9.133 také vyplyva, Ze nenulova hodnota ¢ je na diago-
néle tolikrat, kolik je nasobnost o2 jako vlastniho ¢isla operatoru f*f.

Rozmyslime si podrobnéji, co vztah [f]8 = diag,,.,(01,...,0,) Fka o linedr-
nim zobrazeni f. Ozna¢me B = (vi,...,vy) a C = (uy,...,u,). Podle definice
matice operdtoru je f(vy) = ojuy, ..., f(v,) = oru,. Pro zbylé vektory v bézi
Bje f(vy41) = -+ = f(vs) = 0. Obecnéji, obraz vektoru x spocitdme vzorcem

[f(®)]c = [f12[x], tedy

(1) Vektor x vyjadiime v bazi B. Protoze B je ortonormélni, miizeme explicitné

pséat
X|g = (z1,...,2,)7 , kde z; = (v; |x)
(2) Vynasobime zleva matici [f]Z.
[f®)e = [18xs = (o121, .., 002,,0,...,0)"
m slozek
Slozky vektoru [x]p tedy vyndsobime postupné o1, ..., o, a piipadné dopl-

nime nulami na m-slozkovy vektor
(3) Z toho dostavame vyjadfeni pro f(x):
f(x) =o1z1uy + -+ - + orx 0,

=0 (vi|x)w + -+ o (v, |x)u,

OBRAZEK

Z vyjadieni [f]8 také vidime jadro a obraz operatoru f. Vzhledem k béazi B
je [Ker flg = (er41,...,en), takize Ker f = (vyy1,...,vp) = (v1,... ,v,) "t Pro
obraz mame [Im f]c = (eq,...,e,), takze Im f = (uy,...,u) = (Upp1,..., W)

Specialné dimIm f = r.

Priklad 9.135. Piedpoklddejme dimV =5, dimU = 4, B = (vy,...,v3), C =
(1,...,u4) a [f]8 = diag,,5(10, 9, 0,1).

Vektor x s vyjadienim [x]p = (21,22, 73, 24,75)7 se zobrazi na vektor f(x) s
vyjadfenim [f(x)]c = (1021,922,0,123,0), ¢li vektor f(x) = 10x1uy + 9zaus +
0,1zzus. To lze interpretovat tak, ze nejvétsi vliv na f(x) maji prvni dvé slozky
21, %2 odpovidajici vektortim vy, vy. Tyto slozky se p¥iblizné zdesetindsobi, f(x)
bude ,,blizko“ roviny (uj,us) a bude mit pf¥iblizné desetkrét vétsi normu (pokud
neni tieti slozka ptili§ velkd). Vliv t¥eti slozky x3 je maly a dalsi slozky nemaji na
vysledek zadny vliv.

Jadrem f je prostor Ker f = (v4,vs) = <v1,vQ,V3>L a obrazem [ je prostor
<LI1,UQ, ll3> = ui_'
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Jaka je souvislost unitarni diagonalizace operatoru a singularniho rozkladu? Uva-
zujme normalni operator f na konecné generovaném prostoru V a ortonormalni bazi
B = (v1,...,vy,) prostoru V takovou, e [f]58 = D = diag(\1, ..., \,). Vektory v B
si usporadame tak, aby A1,..., A, 0 a App1 = --- = A, = 0. Singularni hodnoty
zobrazeni f jsou druhé odmocniny nenulovych vlastnich ¢isel operatoru f* f, které
mizeme spocitat jako (nenulovd) vlastni ¢isla matice

[F*f1E = [[F1BI/]8 = D*D = diag(|\ ;... [\a)
Proto plati:

Pozorovani 9.136. Singuldrni hodnoty normdlniho operdtoru jsou rovny absolut-
nim hodnotdm jeho nenulovych vlastnich cisel.

Z tvaru [f]B = D navic mfizeme snadno ziskat singularni rozklad. Pro i < r po-
lozime u; = (A;/|\;])v;. Posloupnost (uy,...,u,) je ortonormélni, protoze vznikla
vynasobenim vektort vq,...,v, komplexnimi ¢isly s absolutni hodnotou 1. Tyto
vektory doplnime na ortonormalni bazi (uy,...,u,). ProtoZe pro i < r je f(v;) =
Aivi = |\iju; a pro i > r je f(v;) = 0 = A\uy, plati

[f]g = diag(|/\1|a R |/\n|) :

gularni rozklad splyvaji.

9.7.1. Singuldrni rozklad matice. Nasledujici véta je maticovou verzi véty 9.133.
Poskytne nam také dalsi geometrickou interpretaci.

Véta 9.133*. [singuldrni rozklad matice] Necht A je komplexni (resp. reilnd)
matice typu m x n. Pak existuji unitarni (resp. ortogonélni) matice U,V fadt m,n
a obdélnikova diagonalni matice D typu m x n takové, ze

A=UDV~'=UDV* .

Diikaz. Dukaz budeme formulovat pro komplexni piipad. Pouzijeme vétu 9.133 na
linearni zobrazeni f4 : C* — C™ mezi aritmetickymi prostory se skalarnim souci-
nem. Existuje ortonormalni baze B prostoru C" a ortonormalni baze C' prostoru
C™ tak, ze [fa]2 = D je obdélnikova diagonalni matice. Oznaé¢me U matici pie-
chodu od C' ke kanonické bazi prostoru C™ a V matici pfechodu od B ke kanonické
bazi prostoru C". Matice U,V jsou unitarni, takze U~ = U* (a V~! = V*). Pak

[falk = (A% [falElidls = [dZ[falé((d]g) "t =UDV ' =UDV* .
O

Rozklad A = UDVT = UDV~! miizeme geometricky interpretovat jako fa =
fufpfy-1.V pripadé realné ¢tvercové matice fadu n je tedy fa : R™ — R"™ sloZenim
poradé ortogonalniho zobrazeni fi, -1, zobrazeni fp, které natahuje nebo zkracuje
soufadnicové osy a ortogonalniho zobrazeni fy.

Pro zobrazeni f4 = fufpfyr : R” — R™ sledujme postupné obraz n-dimenzionalni
koule O = {x : ||x|| < 1}. Zobrazeni fir je ortogonalni, proto zobrazi O opét na
O. Zobrazeni fp pak sféru O natdhne nebo smrsti ve sméru souradnicovych os
(pfipadné jesté ubere nebo pfida slozky pokud m # n), tim vznikne tzv. zobecnény
elipsoid s poloosami o€, 09€,, . ... Nakonec se na vzniklou mnozinu aplikuje zob-
razeni fi7, které vektor e; zobrazi na vektor u;. Tim vznikne zobecnény elipsoid s
polosami oiuy, 0ous, ... velikosti 1,09, ....
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Piiklad 9.137. Spoéitadme singularni rozklad zkoseni f4 : R? — R? diskutovaného
v pfikladu 9.132 daného matici

(1)

Postupujeme podle dtikazu véty 9.133. Najdeme ortonormélni bazi B = (vq,va)
prostoru R? se standardnim skalarnim soucinem takovou, Ze matice operatoru
(fa)*fa = fara vzhledem k B je diagonalni.

Vlastni ¢isla matice
1 1
T4 _
AT A= < 1 9 )

jsou Aj 2 = (3 +1/5)/2, singularni hodnoty jsou proto

3+6
2 b

O12 = o1~ 1,618, o092 ~0,618 .
Piislusné prostory vlastnich vektort matice AT A jsou jednodimenzionalni, vybe-
reme v nich vektory jednotkové velikosti. Vyjde priblizné

0,526 (0851
Vi~ ( 0,851 > € My, vam ( 0,526 ) €M,

Vektory ui, up vypocteme ze vzorce u; = o, L Av,.
(0851 _{ —0,526
W o526 )0 "27 0\ 0851
Vzhledem k bazim B = (vi,vs) a C = (uy,us) mé f4 matici

1618 0
DZ[fA]ﬁ"“( 0 0618>

Piiklad 9.138. Spocitame singuldrni rozklad pro redlnou ¢tvercovou matici

1 10
A= 0 1 1

1 0 1
Tato matice je normalni, v piikladu 9.117 jsme ji unitarné diagonalizovali. Pokud by
nas zajimali pouze singularni hodnoty, miZzeme je spocitat jako absolutni hodnoty
vlastnich ¢&isel 2, (1 + v/3i)/2, (1 — v/3i)/2, tj. o1 = 2 (nésobnost 1), 0o = 03 = 1
(ndsobnost 2).

Z unitarni diagonalizace lze také urcit singularni rozklad, budeme ale postupovat
podle ditkazu véty 9.133. Najdeme ortonormélni bazi B = (v1, Vs, v3) prostoru R?
se standardnim skaldrnim souc¢inem takovou, Ze matice operatoru (fa)*fa = fara
vzhledem k B je diagonalni. Matice

ATA =

i )
— N =
DO =

mé vlastni ¢islo \; = 4 nasobnosti 1 a vlastni ¢islo A = A3 = 1 n&sobnosti 2.
Singularni hodnoty matice A jsou 07 = 2 a 0o = o3 = 1. Pfislu$né prostory
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vlastnich vektort jsou

1 ~1 —1
M4< 1 > M1< 1 |, o >
1 0 1

V' nich najdeme ortonormalni baze. V prostoru Ml je ortonormalni baze tieba
(V \Y ) = 1 11 1 }
2, V3 = A ’
v prostoru My

1 1

— | 1
V31

Vektory baze C' = (uy,uz,us) vypocteme ze vztahu u; = o, 1fA( i)

V] =

110 1 1 1 1
=2 M4vs =201 1 | =1 ]=—11
1 0 1 V3 1 V3 1
0 1 2
AV2 1 s usz = AV3 = — -1 y
~1 6\ —1
Vzhledem k ortonormalnim bazim B a C je
2 00
[falé={0 10
0 0 1
To ndm déava singularni rozklad matice A
1 2 1 1
O (R WG I B W B
= [falg = [idk[falcfid]5 = oIV 01 (1) RN
s v w00 VARV

Obrazem jednotkové koule pfi zobrazeni fa je elipsoid s osami (ui), (us), (us) a
velikosti poloos 2,1, 1. Protoze velikosti druhé a treti poloosy jsou stejné, je tento
elipsoid rota¢né symetricky podle osy (uj).

OBRAZEK

Piiklad 9.139. Spocitame singularni rozklad pro realnou matici

1 2
A= 2 4
1 2

Vlastni ¢isla matice

v, [ 6 12
AA_<12 24>

jsou 30 a 0, singularni hodnota matice A je tedy o1 = +/30. Pfislusné normované

vlastni vektory jsou
1 1 1 -2
V1= % 2 | Vo = % 1

w OS5

S
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Vektor

_ 1
u; =0, 1AV1 = —

Vo 4

[N

doplnime do ortonormalni baze R? napiiklad vektory

V30 0
[falé = 0 0 ;
0 0
coz nam dava rozklad
1 1 1
Vo V2 VB V30 0 1 2
R R
R U 0 0 VAV
V6 V2 NG

Obrazem jednotkového kruhu pii zobrazeni f4 je ,elipsoid* s osami (u;), (us), (us)
a poloosami velikosti 1/30,0,0, takze ve skute¢nosti tise¢ka spojujici —v/30u; a
\/%ul.

OBRAZEK

Uvazujme singularni rozklad A = U DV™* matice typu m x n hodnosti r, kde U =
(ui|...|um), D = diag,,,(01,...,00) a V = (vq|...|vy). Formulku A = UDV*
miizeme také psat

*

A=ocywmvi + - +ouv)

¢imz vyjadiujeme matici A jako soucet matic hodnosti 1.

Usporngjsi forma, tzv. kompaktni singuldrni rozklad, je A = U'D'(V')*, kde
U' = (uy|...|u,) je typu m x r, D' = diag(o1,...,0,) je étvercovid matice fadu r
aV’' = (vi|...|v,) je typu n x r (¢li (V')* je typu r x n). Napiiklad pro matici z
prikladu 9.139 mizeme psat

1
)= 5 (5 %)
1 2 %

Za zminku v souvislosti se singuldrnim rozkladem stoji tzv. poldrni rozklad A =
RW ¢tvercové matice A, kde R je pozitivné semidefinitni matice a W je unitérni.
Ze singularniho rozkladu A = UDV'T jej dostaneme tpravou A = (UDUT)(UVT).
Matice UDUT je pozitivné semidefinitni a matice UV” je unitarni, takze mfizeme
polozit R = UDUT a W = UV™. Polarni rozklad lze chépat jako zobecnéni roz-
kladu komplexniho ¢isla na soucin nezaporného realného ¢isla a komplexniho ¢isla
jednotkové velikosti.
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9.7.2. Spektrdlni norma. Singularni rozklad lineadrniho zobrazeni f nam umoznuje
odpovédét na otazku, jaky nejvyse (nejméné) muze byt podil || f(x)|| / ||Ix|| pro x #
o. Jinymi slovy, jak nejvic se mize zménit délka vektoru pii zobrazeni f. Pro které
vektory se tohoto maxima (minima) nabyva?

Nejprve si vSimneme, Ze
U®|%V(XM
1] x|l

takze se staci zabyvat otazkou, jaké je nejvétsi, nebo nejmensi hodnota || f(x)|| pro
vektory x jednotkové velikosti (tj. pro vektory na jednotkové sféfe). Geometricky
je v pfipadé redlnych matic odpovéd patrné z diskuze o obrazu jednotkové koule.
Ukazeme algebraické odvozeni v obecném pripadé.

Necht B, C jsou ortonormélni baze takové, ze [f]Z = diag,,,(01,...,0.), 01 >
-+« >0, > 0. Ozna¢me [x|p = (z1,...,Ty). Protoze ||x| = 1 a B je ortonormélni,
je ||[x]B|l =1, ¢ili

lz1? + |z + -+ x> =1 .

Norma vektoru f(x) je potom

1 = FGlel = @121, o 0, 0T = /o ar[2 + -+ o2l 2

Protoze 01 > 09 > ... je tento vyraz vétsi nebo roven

\/U%(\$1|2 ot lan]?) =01,

pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz |z;| = 0 pro kazdé i takové, ze o; < o1,
neboli pravé pro vektory x v linearnim obalu vektort baze B pfislusnych singularni
hodnoté o1, neboli pravé pro vlastni vektory operatoru f*f prislusné vlastnimu
¢islu o2. Odvodili jsme nésledujici tvrzeni

Tvrzeni 9.140. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni mezi redlnymi nebo
komplexnimi vektorovymi prostory se skaldrnim soucinem. Pak pro libovolny vektor
o#x eV plati

1/

[l

~01 ,

kde o1 je mejvétsi singuldrni hodnota operdtoru f. Rovnost nastdvd prdvé tehdy,
kdyz x je vlastni vektor operdtoru f*f prislusny vlastnimu ¢islu o3 .

Podobné tvrzeni samoziejmé mzeme formulovat pro matice a vyraz | Ax| / ||x|.
Maximu vyrazu || f(x)|| / ||x| (resp. || Ax| / ||x]|) se také Fiké spektrdini norma ope-
ratoru f (resp. matice A). Je rovné nejvétsi singuldrni hodnoté. Budeme ji znadit
1] (resp. ||A]|). Podle definice je

IFG < A, LA < AN 1]
Obdobné tvrzeni se odvodi pro minima:

Tvrzeni 9.141. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni mezi redlnymi nebo
komplexnimi vektorovymi prostory se skaldrnim soucinem, dimV = n. Pak pro
libovolny vektor o # x € V plati

(eIl

1]

= Umin >
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kde omin je nejmensi singuldarni hodnota operdtoru f v pripadé, Ze f je prosty, nebo
Omin = 0 v opacném pripadé. Rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz x je vlastni vektor
operdtoru f*f prislusny viastnimu &islu o2, .

Priklad 9.142. Matice

110
A=10 11
1 01
z pitkladu 9.138 m4 spektralni normu ||A|| = 2, tj. pro libovolny vektor x € C3
plati
A
o3/

Rovnost nastavé préavé tehdy, kdyz o # x € My = (vi) = ((1,1,1)T) (znaceni
pfebirdme z ptikladu 9.138).
Pro libovolny vektor x € C? plati
[[Ax]]

[l

)

pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz o # x € My = (va,v3) = <(71, 1L,0)T, (~1,0, 1)T>.
Piiklad 9.143. Pro matici

b
I
[ gy
ST

z prikladu 9.139 plati
A
o< I4xl a5

= Il
(Prvni nerovnost je trividlni.) Rovnost v prvni nerovnosti nastdvid pro o # x €
Ker A = (vo) = ((—=2,1)T), v druhé nerovnosti pro o # x € (v1) = ((1,2)7).
Spektralni norma matice A je || A|| = v/30.

9.7.3. Numerickd stabilita Tesent soustavy linedrnich rovnic s requldarni matici. Uva-

vvvvv

x = A"1b.

Reknéme, Ze vektor b ziskdme méfenim, které je zatizeno chybou db (vyraz éb
chapejte jako oznaceni vektoru, nikoliv jako souéin). Ve skute¢nosti tedy neznamé
hodnoty x budou zatizené chybou dx, kde

A(x+0x) =b+6b | tj. 6x = A"'6b .
Velikost chyby bude
lox]| = [|A~"db|| < ||~ b -

(Pfi¢emz rovnost muZe nastat.) Pokud je spektralni norma ’A’1| vysoka, napf.
109, velikost chyby nezndmjch hodnot miize byt az 10%-krat vétsi nez velikost chyby
naméfenych hodnot. To je neuspokojivé a je nejspise potieba zménit model. VSim-
néte si, Ze norma HA*1 H je rovna prevracené hodnoté nejmensi singuldrni hodnoty
matice A (cvifeni).

V praxi nés spise bude zajimat odhad na velikost relativni chyby ||dx|| / ||x]|
neznadmych hodnot v zavislosti na velikosti relativni chyby ||db]| / ||b|| méfeni. K
tomu si vSimneme

Ibll = | Ax|| < [IA[ ]l
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takze
9%y 4-1 1Al |0b|
T S AT b
x| <l || [b]] bl
Cislu [|A|| [|[A7!|| se ¥ika cislo podminénosti matice A, je rovno podilu nejvétsi a
nejmensi singularni hodnoty. Relativni chybu feSeni lze tedy odhadnout relativni
chybou méfeni krat ¢islo podminénosti.

<l oo A0 = g a-s Lo

Piiklad 9.144. Cislo podminénosti matice

1 10
A=10 1 1
1 01

z prikladu 9.138 je 2/1 = 2. Relativni chyba feSeni soustavy Ax = b bude tedy
nejvyse dvakrat vétsi nez relativni chyba méfeni pravé strany.
9.7.4. Aprozimace matici niZsi hodnosti. Uvazujme linearni zobrazeni f : R® —
R™ hodnosti 7, tj. 7 = dimIm f. Chceme najit linedrni zobrazeni f :R” - R™
dané hodnosti s < r, které co nejlépe aproximuje f ve smyslu, ze spektralni norma
H f— f H je co nejmensi. To se ndAm muze hodit pfi komprimaci dat nebo pii zjed-
nodusovani matematickych modeli.

Necht B = (v1,...,V,), C jsou ortonormalni baze R™, R™ takové, ze [f]Z =
diag,,,(01,...,0.), kde 01 > 09 > -+ > 0, > 0. UkdZeme, Ze hledand nejlepsi

aproximace f linearniho zobrazeni f je urcena vztahem
~ B )
[f1é = diag,, xn (01, .., 05) .
Pri této volbé je
~B )
[f — flé = diag,,,(0,...,0,0541,...,0)

nejvétsi singuldrni ¢islo linedrniho zobrazeni f — f je o511, takze

Zbyva ukazat, ze lepsi normy nelze dosdhnout. Predpoklddejme, ze g : R® — R™
je linedrni zobrazeni hodnosti nejvysSe s. Protoze dim (vi,...,vs11) = s+ 1 a
dimKerg = n — dimImg > n — s, plyne z véty o dimenzi souc¢tu a prtniku, ze
se tyto dva prostory protinaji. Uvazujme libovolny nenulovy vektor x v jejich pri-

niku a ozna¢me [x|p = (z1,...,Zn), tj. g(X) =0 a 542 =+ =, = 0. Pak
gl W =961 _ eI _ Fele] _ v, oo ot 0, 0)7]
- x| x| 115l (@1, @s41,0,...,0)T|
[(Gsr121,. .., 00117541,0,...,0)7| Y
= (@1, 2551, 0,...,0)7 st

Tedy norma je skutecné alespon o, .

V maticovém pohledu mizeme vysledek formulovat nasledujicim zptusobem. Je-li
singuldrni rozklad matice A roven
A=UDVT =Udiag,,y,(01,...,0.) VT = oyuyvi +--- +o,u,vi |

kde oy > --- > 0, pak nejlepsi aproximace A matice A matici hodnosti s je

A=Udiag,,,,(01,...,0)VT = oyuvi + - + oqu,v’
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K uloZeni matice A typu m x n v pocitaci potfebujeme mn skaldrt. K ulozeni
aproximace A stadi s(m+n+1) skalarii (protoze mame s s¢itanct a kazdy s¢itanec
obsahuje skalar o;, m-slozkovy vektor u; a n-slozkovy vektor v;). Toho lze vyuzit
pro komprimaci dat.

Priklad 9.145. Nejlepsi aproximace matice

1 10
A=10 11
1 0 1
z piikladu 9.138 matici hodnosti 1 je
A *211 1(111)2111
=o1u1vy = — = —
sl ) VB 3\ 111
Aproximace je nejlep$i v tom smyslu, Ze HA — AH = 09 = 1 a pro zadnou matici B

hodnosti 1 neplati |4 — BJ| < 1.
Aproximovat A matici hodnosti 2 se nevyplati, protoZe norma rozdilu A — A by
byla také rovna o3 = 1, takze bychom v tomto smyslu nedosahli zddného zlepseni.

9.7.5. Pseudoinverze. Uvazujme soustavu rovnic Ax = b, kde A je redlna matice
typu m X n. Soustava nemusi mit zadné feSeni. V tom pfipadé vime, Ze aproximace
feSeni metodou nejmensich ¢tvercil jsou pravé vsechna feSeni soustavy rovnic

AT Ax = ATb .
Tato soustava muze mit feSeni vice, najdeme takové, pro které je norma ||x| nejme-
nsi.
UvaZzme nejprve specialni ptipad, kdy A = D = diag,,,,.,,(01,...,0,),kdeoy,... 0,
jsou nenulova realné ¢isla. Chceme najit feSeni soustavy

D"Dx =D"b ,
s nejmensi normou. Oznaéme x = (21,...,2,) a b = (by,..., b, ). Pak
DTDx = diag,,,.,(03,...,02)(x1,...,2,)" = (6321,...,020,,0,...,0)"

DTb = diag,, ., (1, ..,0.)(b1,...,bm)T = (o1b1,...,0.b,,0,...,00" .
Reseni x s nejmensi normou bude tedy
(z1,...,2,)" = (blal_l,...,brar_l,O,...,O)T .
Oznacime-li
D' = diag,,,, (o7 ..., 071) |
milzeme vztah maticové zapsat

x=D'b .
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Pomoci singularniho rozkladu ted tento vysledek zobecnime na obecnou matici
A =UDVT, Hleddme x s nejmensi normou, aby

ATAx = ATb
vDTUT UDVTx =V DTUTD
vDTDVTx =vDTUTb
DTDVTx = DTUTD .

Protoze ||[VTx|| = [|x|| (matice V7 je ortogonalni), pro hledané x podle pfedchoziho
vysledku plati
VTix=DU"b
a vynasobenim matici V' zleva ziskdme
x=VD'U™b

Matice AT = VDUT je tzv. Moore-Penroseova pseudoinverze matice A. Pii pouziti
zapisu
A=ocwmvi+---+ou,v;,
miZzeme psat
Al =o'viul + -+ o lv,ul .

Ukézali jsme, Ze pro soustavu Ax = b je vektor x = A'b nejkratsim vektorem,
ktery je zaroven aproximaci feseni metodou nejmensich ¢tverct. Specialné, pokud
Ax = b mé pravé jedno feseni, pak je timto fesenim vektor x = Afb (tj. pro
regularni matice A je AT = A~!). M4-li soustava Ax = b vice feseni, pak je
x = A'b feSenim s nejmensi normou.

Piiklad 9.146. UvaZujme soustavu

1 2 2
Ax=b, A=\ 2 4 |, b= 2
1 2 0
Aproximace soustavy metodou nejmensich &tvercii jsou feseni soustavy AT Ax =
AThb:
6 12 _ 6
(12 24)"‘(12)
1 -2
<<(o)+{(7)
OBRAZEK

Z obréazku je vidét, ze aproximace s nejmensi normou ma smer <( 1, 2)T> a snadno
vypoéteme x = (1/5,2/5)T.

Toto TeSeni mtzeme vypocitat pomoci pseudoinverze. V piikladu 9.139 jsme
nalezli singulérni rozklad

1
B 12
A=cuvi=v30| = ()
1U1Vvy ﬁ \/5
NG
Pseudoinverze je

1 L 1 2 1 1 /1 2 1
v () G- (333)
o Viug @(jg V6 V6 V6 30\ 2 4 2
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takze hledané aproximace je
2
1 1 21
— AtH — _
-ty () oy

10. BILINEARN{f FORMY

=)

ot =
N =
N——

Cil. Bilinedrni formu lze chdpat jako zobecnéni skaldrniho sou-
¢inu. Ponechdme pouze vlastnosti linearity v kazdé sloZce a vzdame
se symetrie a pozitivni definitnosti. Takovd zobecnéni skaldrniho
soucinu se pouzivaji napriklad ve fyzice, konkrétné ve specidlni
teorii relativity. Nasi hlavni motivaci pro studium bilinedrnich fo-
rem je porozuméni kvadratickym formam, které uréuji ,kvadra-
ticke utvary“. UkdazZeme, Ze kvadratické formy vzajemné jednozna-
¢né odpovidaji symetrickym bilinedrnim formdm. Hlavni ndplni
bude nalezeni bdaze, vzhledem ke které md symetrickd bilinedrni
forma, a tim i prislusnd kvadratickd forma, jednoduchy tvar. To
ndm umozni analyzovat tvar kvadratickych dtvari.

Bilinearni forma je zobrazeni pfirazujici kazdé dvojici vektoru prvek télesa, které
je linearni v obou slozkach.

Definice 10.1. Nechf V je vektorovy prostor nad télesem T. Bilinedrni forma na
prostoru V je zobrazeni f : V x V — T, které je linedrni v obou slozkach, tj. pro
libovolné u, v, w € V, t € T plati

(1) f(ll—|—V,W) :f(u,v)+f(v,w), f(W,ll—FV) :f(w,u)+f(w,v) a
(2) f(tV,W) = t(vﬂw)ﬂ f(V,tW) = tf(V,W).

Piiklad 10.2. Bilinearni formou na R? je napiiklad zobrazeni

F((z1, 29, 23)T, (y1,92,93)7) = 22191 — 321y + 521y3 + 622y1 + Toys + 10z3y2

2 -3 5 Y1
== (.731 xTo 56'3) 6 0 1 Y2
0 —10 0 3

Uvidime, ze kazda bilinearni forma na aritmetickém vektorovém prostoru T" je
tvaru f(x,y) = x’ Ay, pro né&jakou étvercovou matici fadu n nad T.

Piiklad 10.3. Libovolny skalarni soudin na redlném vektorovém prostoru V je
bilinedrni forma na V (kterd je navic symetrickd a pozitivné definitni). Bilinedrni
formy tedy muiZeme chapat jako zobecnéni skaldrniho soucinu. Axiomy (1) a (2)
jsme vyuzili k odvozeni formulky pro standardni skalarni soucin.

Obecnéji, pro libovolny operator g na redlném prostoru V se skalarnim souc¢inem
(1Y je f(x,y) = (x]|g(y)) bilinedrni forma. Takové bilinedrni formy jsme potkali pti
sdruzovani linedrnich zobrazeni.

Pozor! Skalarni souc¢in na komplexnim vektorovém prostoru bilinearni forma
neni — vlastnost f(tu,v) = f(u,v) bychom museli nahradit vlastnosti f(tu,v) =
tf(u,v). Takovym formam se ¥ka seskvilinedrni a nebudeme se jimi podrobnéji
zabyvat.
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P¥iklad 10.4. Zobrazeni T? x T2 — T definované vztahem f(x,y) = det (x,y) je
biline4rni forma na T?2. Axiomy (1) a (2) byly také zdkladni vlastnosti pouzité pii
odvozeni vzorce pro determinant matic 2 x 2.

Pro matice vyssich fadu je determinant prikladem tzv. multilinedrni formy, tedy
zobrazeni V X V x -+ x V — T linearni v kazdé slozce.

My vyuzijeme bilinearni formy hlavné pii studiu kvadratickych forem.

Definice 10.5. Je-li f bilinearni forma na vektorovém prostoru V nad télesem T,
pak zobrazeni fs : V — T definované pfedpisem

fa(v) = f(v,v) prokazdéveV
nazyvame kvadratickou formou vytvofenou bilinearni formou f.
Rovnéz fikdme, ze fo je kvadratickd forma prislusna bilinearni formeé f.
Piiklad 10.6. Pro bilinedrni formu na R? z ptikladu 10.2 je
fo((x1, 20, 23)T) = 227 — 3w129 4 52123 + 62921 + Tow3 + 102320
= 2xf + 3x129 + dr123 + 11023
Maticove,
fa(x) =xTAx
kde A je matice fadu 3 ze stejného prikladu.

Priklad 10.7. Je-li f skaldrni soufin na redlném vektorovém prostoru V (tj.
2
f(xy) = (x|y)), pak fa(x) = [Ix]".

Kvadratické formy se vyskytuji pfi analyze funkci vice proménnych. Naptiklad
nés zajimé, jak vypad4 dand hladks funkce h : R?> — R v okoli n&jakého bodu
d € R?, feknéme d = (0,0)7. Velmi hrub4 aproximace je nahradit funkci jeji
funkéni hodnotou ¢ = h(d)

h(xy,22) = c .
Presnéjsi je linearni aproximace, kdy nahradime funkci jeji te¢nou rovinou

h(l’l,xg) ~c+bixy + boxy .

Nekonstantni ¢ast g(z1, z2) = bix1 + boxo je linedrni forma na R?, koeficienty b1, ba
se vypoctou pomoci parcidlnich derivaci. Jesté presnéjsi je aproximace polynomem
stupné 2:

2 2
h(xl, .’EQ) ~c+ bl.’El + bQZL'Q + a1y + 2(1121’1.’E2 + 229

Kvadraticka ¢ast f(x1,72) = a112? + 2a107172 + a3 je kvadratickd forma na
R? (koeficienty se vypoc¢tou z druhych parcialnich derivaci). Tato aproximace je
dtlezitd napriklad pri hledani extrémi.

Proto néas zajima, jak vypada graf kvadratické funkce vice proménnych. Obecnéji
nas zajima, jak vypada implicitné zadany kvadraticky utvar, napfiklad mnozina
bodt v R? spliiujicich rovnici

1022 + 1322 + 1322 + 4oy 20 + 42123 + 8023 = 9 .

Zakladni myslenka na feSeni takovych problému je stejnéd jako u linedrnich opera-
tord: najit bazi, vzhledem ke které je bilinearni forma piehlednd.
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10.1. Matice.
Podobné jako v ivodu do determinantt spocitame, ze kazda bilinearni forma je
urc¢ena obrazy dvojic prvki libovolné béaze. To ndm dava maticovou reprezentaci
bilinedrnich forem a tzv. analytické vyjadfeni. Necht f je bilinedrni forma na V
a B = (v1,va,...,v,) je baze prostoru V. Vezmeme dva vektory x,y € V a
vyjadiime f(x,y) pomoci soufadnic vektori x,y v bazi B a pomoci hodnot a;; =
f(vi’ Vj):
)T

[X]B = (xlax% sy Tn ), [y]B = (ylvaa o 7yn)T

fxy) = f@1vi+ 2V, y1vi + -+ ypvy) = f (Z xszZym>
i=1 i=1

S UTIED SN B 3 TR

i=1 i=1 j=1

n n
= Z Z TilYjQij

a1l a2 A1n 1

a21 Y2
= (Il T2 In) .

anl an2 e Ann Yn

To vede k pojmu matice bilinearni formy vzhledem k bazi.

Definice 10.8. Necht B = (vy,...,V,) je baze vektorového prostoru V nad téle-
sem T a f je bilinearni forma na V. Matici bilinedrni formy f vzhledem k B ro-
zumime étvercovou matici fadu n nad T, ktera mé na pozici (4, j) prvek f(v;,v;).
Tuto matici znacime [f]p.

Tvrzeni 10.9. Je-li B baze koneéné generovaného prostoru V a x,y € V, pak

fxy) = [x5lf]Blyls -

Jsou-li soutadnice vektort [x|g = (z1,...,2,)7, [ylz = (y1,---,un)T a [fl =
(aij)nxnv pak

n n
= E E Qi TiYj5 -
=1 j=1

Tomuto vyjadieni také fikame analytickée vyjddrent bilinedrni formy f.
Naopak, kazdou bilinearni formu na konecné generovaném prostoru muzeme
vztahem f(x,y) = [x]5 Aly]s definovat a matice A je timto uréend jednoznacné:

Tvrzeni 10.10. Nechi V je konecné generovany prostor nad télesem T, B =
(Vi,...,Vyn) je jeho bdze a A je ctvercovd matice nad T tdadu n. Pak zobrazeni
f:V xV =T definované vztahem

f(X7 Y) = [X]EA[y]B pro kaZdé x,y € V

je bilinedrni forma na 'V a plati [f]p = A.
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Diikaz. Pro libovolné u, v, w plati
flatv,w) = [ut+v]EAw]p = ([u]} + [VI5)Alw]s = [u]5Alw]p + [VI5A[W]s
= f(u,w) +f(V,W) :

Ostatni axiomy se ovéri podobné.
Dosazenim x = v; a y = v; ziskdme

f(vi,vy) = [VilpAlv;] = ] Ae; |
coz je prvek na misté (4, j) v matici A, takZe skuteéné [f]p = A. O

P1i pevné zvolené bazi B tedy takto bilinearni formy na V vzajemné jednoznacné
odpovidaji ¢tvercovym maticim nad T fadu n.

Piiklad 10.11. Zobrazeni f : R? x R? — R definované predpisem

F(zr,22), (y1,y2)") = 20191 + daays = (21 22) ( ‘21 8 ) ( z; )

je bilinearni forma na R2. Jeho matice vzhledem ke kanonické bazi je

=5 0)-

Vezmeme jinou bazi R?, napiiklad

p=((5)(5))

Matice f vzhledem k B je podle definice
_ f((la_]-)Tv(la_]-)T) f((]_,—]_)T,(ZO T) _ -2 -4
e = faoraon feorcon )=(7 3 )

kde naptiklad prvek na misté (1,2) spoc¢teme

ra-vneon=a-n (30 )(§) a0 (g )=

Matice bilinearni formy f vzhledem k B ndm umoziiuje rychle spoéitat f((z1,22)7, (y1,y2)7)
zname-li vyjadieni vektord vzhledem k bazi B:

[(x17$2)T]B = (x/la‘r/Z)T’ [(y17y2)T]B = (yllayé)T7

flere o) =) (750 ) ()

Ya
= —2x1y; — 4x\ys + dasyy + 8ahys
Matici [f]p spocitame jesté jednim zptisobem, ktery ndm ziroven ukéze, jak

se obecné méni matice bilinearni formy pfi prechodu od baze k bazi. Ozna¢me X
matici pfechodu od B ke kanonické bazi K.

XM&(flﬁ)
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T

Pro libovolny vektor z € V' plati [z]x, = X|[z]p a transponovanim ziskdme [z]3, =

25 XT. Pak
s =t (5 5) (32 ) = (30 ) (5 0) (40 0) (3
- (75 ()

Z jednoznacnosti maticového vyjadfeni f nyni plyne, Ze matice f vzhledem k B je
stejnéa jako u predchoziho vypoctu.

2

Zobecnénim vypoctu v predchozim prikladu dostavame vztah o zméné matice
pri prechodu od béaze k bazi.

Tvrzeni 10.12. Necht [ je bilinedrni forma na vektorovém prostoru V, B a C
jsou bdze V a X = [id|% je matice prechodu od C k B. Pak [flc = XT[f]sX.

Diikaz. Pro libovolné vektory x,y € V plati
fx,y) = X5/l = ((d5xe) [fls(idsye) = XKEXT[flsXy]e -

Z jednoznaénosti matice bilinearni formy vzhledem k bazi nyni plyne [f]c = XT[f]pX.
O

Ctvercova matice A fadu n mé ted pro nas dva geometrické vyznamy: linerni
operator f4 na T™ a bilinearni forma x” Ay na T". Vsimnéte si rozdilu pii zméné
béaze. Je-li R matice pfechodu od B ke kanonické bazi, pak matice piislusného
linedrniho operatoru vzhledem k B je R~ AR zatimco matice piislugné bilinedrni
formy vzhledem k B je RT AR.

10.2. Symetrické a antisymetrické formy. Kvadratickd forma muze byt vy-
tvofena riznymi bilinedrnimi formami, napriklad bilinearni formy
(@1, 22)7, (y1,92)") = 2001 +321y2 201, g((w1,22)7, (y1,42)") = 2211 +4w00

vytvari stejnou kvadratickou formu

fa((z1, 332)T) = gz((l‘hxz)T) = Qx% + 4dx19

V této Casti si, v pripadé téles charakteristiky rtizné od dva, jednoznacné rozlozime
kaZzdou bilinearni formu na soucet symetrické a antisymetrické, a ukdzeme, ze vy-
tvorend kvadratickd forma je urcena symetrickou ¢éasti.

Definice 10.13. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru V se nazyva
e symetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = f(y,x);
e antisymetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = —f(y,x).

Prikladem symetrické formy je skalarni soucéin na redlném vektorovém prostoru.
Zda je forma symetrickd (antisymetrickd) poznadme snadno z matice vzhledem k
libovolné béazi.

Tvrzeni 10.14. Necht V je konecné generovany vektorovy prostor, B je baze V a
f je bilinedrni forma na V. Pak

o f je symetrickd prdvé tehdy, kdyZ je [f]p symetrickd matice;
o f je antisymetrickd prdvé tehdy, kdyz je [f]p antisymetrickd matice.



294 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Dikaz. Dokazeme prvni ekvivalenci, druhd se dokadze podobné. Oznacme B =
(Vla s 7vn)‘

Prvek na misté (¢, j) v matici [f]|p je podle definice rovny f(v;,v;). Je-li tedy f
symetricky pak prvek na misté (4, j) je stejny jako prvek na misté (j, ), takze [f]p
je symetrickd matice.

Je-li naopak [f]|p symetrickd matice, pak pro libovolné vektory x,y € V plati

fx,y) = X5[flelyls = X5fEy]e = (KB = VElsXE = f(y.x)

kde ve tieti rovnosti jsme vyuzili, ze (t)7 =t pro libovolny skalar t € T. O

Bilinearni formy mtzeme pfirozenym zpusobem sc¢itat a nasobit skaldrem. Jsou-li
f,g dvé bilinearni formy na V a ¢t € T pak definujeme

(f+9)(xy) = f(xy) +9(xy), @f)(xy)=tf(xy)

S témito operacemi tvoii mnozina vSech bilinearnich forem na V vektorovy prostor.
Je-li B konec¢na baze V, snadno se ovéri vztahy

[f +9ls=1[fls + 9], [tflz =t[f]B -

Zamyslime se nyni, jak rozlozit danou bilinearni formu f na prostoru V nad
télesem T na soucet symetrické formy f, a antisymetrické formy f,. Pro konecné
generované prostory je tento kol ekvivalentni rozkladu ¢tvercové matice na soucet
symetrické a antisymetrické. Pro libovolné dva vektory x,y € V chceme, aby platilo

fxy) = fo(x,5) + fa(x,¥)
f(Y7X) = fs(yvx) +fa(yvx) = fs(X7Y) - fa(xvy)

Dostali jsme pro fs(x,y) a f.(x,y) soustavu dvou rovnic s FeSenim

Fuy) = 5 (FGy) + F5%), falo¥) = 5 (F60y) — Ty ) -

Je snadné nahlédnout, Ze bilinearni forma f; definovana timto pfedpisem je sy-
metrickd a f, je antisymetrickd. Problém je pouze v pfipadé, kdy soustava ma
singularni matici, tj. v pfipadé, ze 1 = —1, ekvivalentné, charakteristika télesa T
je 2. V opacném pripadé z postupu vyplyva, ze fs, f, jsou urCeny jednoznacné.
Dokézali jsme

Tvrzeni 10.15. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky rizné
od 2. Pak kaZdou bilinedrni formu f na 'V lze psdt jako soucet f = fs + fq, kde fs
je symetrickd a f, je antisymetrickd. Tento rozklad je jednoznacny a plati

Fuo¥) = 5 G63) + F50), faleoy) = 5(F66y) = F3,%)) -
Diikaz. (]

Mnozina symetrickych bilinearnich forem na V i mnozina antisymetrickych bi-
linearnich forem na V tvofi podprostory prostoru vsech bilinearnich forem na V
(cviceni). Tvrzeni lze formulovat také tak, ze vektorovy prostor vSech bilinedrnich
forem na V je direktnim souc¢tem téchto dvou podprostori.

Piiklad 10.16. Biline4rni forma f na R?

2 2
F((@1,22)7, (y1,92)7) = 22151 + 422y1 + 2210 = (1 22) ( 40 > < Z; )
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je souctem

2
fs((@r,22)", (y1,92)") = 2151 + 3xay1 + 3x1y2 = (21 22) ( 3 ) < ” )

fa((ffl,m)T» (yluyZ)T) = T1Yy2 — X2y1 = (T1 T2) < _01 (1) )

To odpovida maticovému vztahu

(15)-(30)+(5)

Pro télesa charakteristiky dva, napfiklad T = Zs, je teorie bilinedrnich forem
odlisné, ale timto piipadem se nebudeme zvlast zabyvat. Poznamenejme jen, Ze
pojmy symetrickd a antisymetrickd v tomto pfipadé splyvaji (cviceni).

Bilinearni formy vyuzivame mimo jiné ke studiu prislusnych kvadratickych fo-
rem. Tato kvadratickd forma zavisi pouze na symetrické ¢asti bilinearni formy:

Tvrzeni 10.17. Necht f,g jsou bilinedrni formy na vektorovém prostoru 'V nad
télesem charakteristiky rizné€ od 2. Pak fo = go pravé tehdy, kdyz fs = gs. Navic

Fu6,¥) = 3 (falx +¥) ~ )~ ly) -

Dikaz. Je-li g antisymetrické forma, pak pro libovolny vektor x € V plati g(x,x) =
—g(x,x). Pokud je charakteristika télesa rtizna od dva, vyplyva z tohoto vztahu
g2(x) = g(x,x) = 0. Pro libovolnou bilinedrni formu f pak méame

fQ(X) = f(va) = fS(X,X) —|—fa(X,X) = fS(X’X) :

Vytvorena kvadraticka forma tedy zavisi jen na symetrické ¢asti. Odtud plyne im-
plikace zprava doleva.
Vzorec z tvrzeni ovéfime piimocarym vypoctem.

SR Y) — )~ Faly)) = Ul 47X+ Y) — fo66%) — fi(y,¥)
= %(fS(X,X) + fs(an) + fs(Y>X) + fs(y7y) - fS(X,X) - fs(YaY))

1
= 5(2fS(XaY)> = fS(X7Y)
Implikace zleva doprava je nyni zfejma. [

Vztah v pfedchozi vété je varianta polarizac¢ni identity z tvrzeni 7.7. Dava ex-
plicitni vzorec na vypocet hodnoty symetrické bilinearni formy pomoci prislusné
formy kvadratické. Tuto jednoznac¢né urcenou symetrickou bilinearni formu také
nazyvame symetrickd forma prislusnd dané kvadratické formeé.

Piiklad 10.18. Uvazujme kvadratickou formu
fg((,’El, QTQ)T) = 21’% + Tx1x0 + 51}3

Pro nalezeni symetrické formy f neni tfeba pouzivat vzorec z predchoziho tvrzeni,
staci si uvédomit z jakych clent bilinearni formy pochéazi Cleny fo. Je-li

f(($1,$2)Ta (ylva)T) = 01171Y1 + a12Z1Y2 + a2122Y1 + A22T2Y2
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a fol(z1,22)T) = f((z1,22)7, (21, 22)T), pak koeficient u 22 v kvadratické formé
fo musi pochazet ze ¢lenu aq1x1y1, tedy a1; = 2. Podobné ass = 5. Koeficient u
x129 vznikne souftem ais + as1 a kvili symetrii je aj2 = ag1 = 7/2. Takze je

Fl(@1,22)", (y1,92)") = 22743,501y2+3,52201 457212 = (1 22) ( 325 355 ) ( z; )
)
10.3. Ortogonalni baze.

V celém zbytku kapitoly se budeme vénovat pouze symetrickym formam nad
télesy charakteristiky rtizné od 2. Budeme se snazit najit bazi vzhledem k niz ma
dand bilinearni forma co nejjednodussi matici, idedlné diagonalni. Narozdil od li-
nearnich operatort to vzdy lze provést.

Symetrické bilinearni formy vzajemné jednoznacné odpovidaji kvadratickym.
Vsechny pojmy a vysledky pro symetrické bilinearni pojmy budeme proto pouzivat
i pro prislusné kvadratické formy.

Co pro bilinearni formu f znamen4, Ze matice vzhledem k bazi B = (vi,va,...,vy)
je diagonalni? Podle definice musi pro dva rtzné vektory v;, v;, ¢ # j platit
f(vi,v;) = 0. To motivuje pojem ortogonality vektort.

Definice 10.19. Necht f je symetricka bilinearni forma na V a x,y € V. Rikdme,
Ze x a'y jsou f-ortogondlni, pokud f(x,y) = 0. Zapisujeme x Ly y.
Béze B = (vy,...Vy) prostoru V se nazyva f-ortogondlni, pokud je [f]p diago-
nélni, tj. pro libovolné 4,5 € {1,2,...,n}, ¢ # j, jsou vektory v;, v, f-ortogondlni.
(Pokud je f zfejmé z kontextu, fikdme nékdy pouze ortogonalni.)

V pripadé, ze f je skalarni soucin na redlném vektorovém prostoru, se pojmy
shoduji s jiz zavedenymi. Na hledani ortogonalni baze v takovém pfipadé muzeme
pouzit napiriklad Gram-Schmidtiv ortogonalizacni proces. Pro obecnou symetrickou
bilinearni formu lze zavést obdoby dalSich pojmu z kapitoly o skalarnim soucinu
ji vénovat.

M4-1i f vzhledem k B diagonélni matici diag(ay,...,a,), pak pro pfislusnou
kvadratickou formu plati

fo(x) =azt + ... anz?, [X|p = (21,...,2,)

7Z takového vyjadreni lépe vidime, jak dana kvadraticka forma vypada. Na obrazku
jsou znazornény grafy nékolika kvadratickych forem na R2.
OBRAZEK

10.3.1. Hodnost. Je-li f bilinedrni forma na kone¢né generovaném prostoru V a
B, C jsou béaze prostoru V, pak podle tvrzeni 10.12 plati [f]c = XT[f]pX, kde
X je matice prechodu od C' k B. Protoze X je regularni, podle dusledku 5.83
o hodnosti sou¢inu s regularni matici plati r([f]c) = r([f]5). To ndm umoziiuje
zavést hodnost bilinearni formy.

Definice 10.20. Hodnosti bilinearni formy f na konecné generovaném prostoru V
rozumime hodnost jeji matice vzhledem k libovolné bazi, znac¢ime r(f).

Je-1i matice symetrické bilinearni formy f vzhledem k B diagondlni matice D =
[f]5, pak hodnost (D) je rovné po¢tu nenulovych prvka na diagonale. Podet nul
tedy nezavisi na volbé f-ortogonalni baze.
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10.3.2. Metoda symetrickych uprav. Predpokladejme, Ze f je bilineadrni forma na
vektorovém prostoru V dimenze n nad télesem T, C je badze V a A = [f]c. Vy-
tvofime matici typu n x 2n tak, Ze vedle A napiSeme jednotkovou matici, tj. (A|l,,).
S touto matici provadime tzv. symetricke upravy. Jedna symetrickd prava sestava
z elementarni fadkové tpravy a nasledné ,stejné“ tpravy na sloupce. Mame tedy
tfi typy symetrickych dprav:
e prohozeni i-tého a j-tého radku, nasledné prohozeni i-tého a j-tého sloupce,
e vynasobeni i-tého Ffadku nenulovym prvkem ¢ € T, nésledné vynasobeni
i-tého sloupce prvkem t,
e prficteni t-nasobku i-tého fadku k j-tému, kde ¢t € T a i # j, nasledné
pricteni ¢t-nasobku i-tého sloupce k j-tému.
Radkové tpravy provadime s celymi fadky (vektory z T?"), sloupcové tpravy se
vzdy tykaji jen levého bloku matice.

Odvodime maticovy popis symetrické upravy matice (X|Y) typu n x 2n. Ozna-
¢ime E matici prislusné fadkové tpravy. Po provedeni fadkové tpravy vznikne ma-
tice E(X|Y) = (EX|EY). Piislusna sloupcova uprava odpovidd nésobeni matici
ET zprava, takze po provedeni obou tiprav mame matici (EX ET|EY). Zaéneme-li
tedy s matici (A|I,,) a provedeme nékolik symetrickych tiprav, dostaneme posloup-
nost matic

(A|L,), (F1AET|Ey), (ByEy AE] EY|EyEy), ..., (Ey ... EyAET .. . EF|Ey ... Fy) .

7 maticového popisu je vidét, ze sloupcové tpravy pfislusné radkovym tpravam
neni nutné provadét okamzité. Mlzeme je provést kdykoliv, musime ale zachovat
poradi. Rovnéz si vsimnéte, ze po kazdém kroku je levy blok symetricka matice.

Oznaéme F = (Ej...E;)7, tj. posledni matice je (FTAF|FT). Matice F je
regularni, protoze je transponovanym soucinem elementarnich matic. Ozna¢me B
bazi V takovou, Ze [id]Z = F, tj. vyjddieni vektorti baze B vzhledem k béazi C' je ve
sloupcich matice F, neboli v fadcich pravého bloku vysledné matice (FT AF|FT).
Podle tvrzeni 10.12 o zméné matice bilinearni formy pti zméné baze je matice F7 AF
v levé bloku matice (FTAF|FT) rovné matici f vzhledem k B.

Tyto tvahy vedou na metodu diagonalizace bilnearni formy f. Symetrickymi
upravami pfevedeme matici (A|l,) do tvaru (D|G), kde D je diagonélni. V f4d-
cich matice G pak mame vyjadfeni vektoru jisté baze B v puvodni bazi C a plati
[f]lB = D, tj. specidlné B je f-ortogonalni. Jak pfevod do diagalniho tvaru provadét
ukazeme na prikladé.

P¥iklad 10.21. Najdeme f-ortogonélni bazi pro bilinearni formu f na Z3.

01 2
flg,=A=11 01
2 10

Upravujeme matici (A|l,) symetrickymi tpravami do tvaru (D|G), kde D je dia-
gonalni.
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2 0 01 1 0 2 0j1 1 0
~1 0 2 22 3 0]~10 02 3 0

0 0 114 3 1 114 3 1
Komentér k tpravam: V prvnim kroku potfebujeme na pivotni pozici (1,1) nenu-
lovy prvek, docilime toho pfi¢tenim druhého fadku k prvnimu (a naslednou symet-
rickou upravou — pFi¢teni druhého sloupce k prvnimu). Vsimnéte si, Ze prohozenim
rfadkt v tomto pripadé€ nic¢eho nedocilime. Kdybychom napiiklad prohodili prvni
a druhy fadek, a nasledné symetricky prvni a druhy sloupec, na pozici (1,1) by
byla stale nula. Po této Gpravé jsme pricetli 2-nasobek prvniho fadku ke druhému a
prvni fadek ke tfetimu, a symetricky se sloupci (tim se pouze vynuluji pozice (1, 2)
a (1,3)). Nakonec jsme pficetli 4-ndsobek druhého Fadku ke tfetimu, a symetricky
se sloupci.

Z diskuze nad ptikladem vyplyvé, ze B = ((1,1,0)7,(2,3,0)T,(4,3,1)T) je f-

ortogonalni baze a [f]p = diag(2,2,1).

Véta 10.22. Kazdd symetrickd bilinedrni forma f na konecné generovaném vek-
torovém prostoru nad télesem charakteristiky rizné od 2 md f-ortogondlni bdzi.

Diikaz. Podle diskuze nad prikladem se zbyva presvédcit, ze kazdou ctvercovou
matici A fddu n nad télesem T lze symetrickymi Gpravami pievést na diagonalni
tvar. Budeme postupné elimovat radky a sloupce — po provedeni i krokd bude mit
matice blokové diagonalni tvar
D 0
r_

kde D je diagonalni matice fadu i. Predpoklddejme, Ze jsme jiz provedli ¢ — 1 krokt
a provededeme i-ty.

Jsou-li vSechny prvky v i-tém sloupci nulové (a tim i prvky v i-tém Fadku),
nemusime nic d€lat.

Je-li pivot, tj. prvek na misté (z,7) v matici A’ nulovy a n&jaky prvek na misté
(4,4) nenulovy, feknéme b € T', pfi¢teme j-ty fadek k i-tému a nésledné j-ty sloupec
k i-tému. Tim prevedeme matici do tvaru, kdy prvek na misté (i,7) je roven 2b.
Tento prvek neni nulovy diky tomu, zZe charakteristika télesa neni 2.

Koneéné, je-li prvek na misté (7,7) nenulovy, pfi¢teme vhodné nasobky i-tého
fadku k ostatnim fadktm, aby prvky na mistech (j, ), j # 4, byly nulové. P¥islusné
sloupcové tipravy pak pouze vynuluji prvky na mistech (i, j), j # 1. [

10.3.3. Bez nulovych pivotd. Jak je vidét z dikazu pfedchozi véty, pfi pfevodu
symetrické matice A symetrickymi Upravami na diagonalni tvar si v fadé pripadi
vystacime jen s jednim typem symetrickych tprav, a to
(*) pficteni t-nasobku i-tého Fadku k j-tému, kde t € T a j > ¢ (!) (a nasledna
symetrickd sloupcové tGprava).

Nastane to v pripadé, ze v kazdém kroku mame nenulovy pivot nebo je cely
sloupec (a fadek) nulovy. V takovém piipadé vlastné providime Gaussovu elimi-
naci bez prohazovani radkt s tim, Ze po vyeliminovani sloupce vynulujeme také
nediagonalni hodnoty v prislusném fadku.

Po provedeni tiprav dostaneme diagonélni matici

D=E,...E,AET ... E}
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sloZzenou z pivotti. Matice E; faddkové Gpravy typu (*) je dolni trojihelnikové s
jednickami na diagonale, soufinem takovych matic je opét dolni trojihelnikova
matice s jednickami na diagonale a rovnéz invertovani tuto vlastnost zachovava. To
nam déava nasledujici rozklad.

Tvrzeni 10.23. Je-li A symetrickd matice takovd, Ze pri Gaussové eliminaci ne-
musime prohazovat Tadky. Pak existuje dolni trojuhelnikovd matice L s jednickami
na diagondle a diagondlni matice D (sloZend z pivoti) tak, Ze

A=LDL" .

Drikaz. Staéi polozit L = (Ej ... E;)~!. Podle diskuze vyse je L dolni trojihelni-
kové s jednickami na diagonale a plati D = L='A(L~1)T, neboli LDLT = A. O

P¥iklad 10.24. Najdeme rozklad A = LDL" pro reidlnou symetrickou matici

1 1 2
A= 1 2 1
2 1 3
Symetrickymi tpravami typu (*) pfevedeme matici (A|I3) na tvar (D|G).
11 2|1 0 0 1 1 2 1 0 0
A= 121010 ]}~(0 1 —-1|-1 10
21 3(0 0 1 0 -1 -1}-2 0 1
1 0 0|1 00O 10 0|1 00
~{0 1 -1f-110}~01 -1|-1 10
0 -1 -1}-2 0 1 00 -2|]-3 11
10 0|1 00
~{ 01 0|-110
00 —2(-3 11
Nyni plati D = GAGT. Polozime-li
1 0 0
L=G'=|1 1 o0 ,
2 -1 1

plati A = LDLT.

Kvadratickou formu lze také diagonalizovat tzv. Langrangovou metodou doplio-
vani na ¢tverce. Tato metoda tizce souvisi s metodou symetrickych uprav. Ukadzeme
si princip na p¥ikladu kvadratické formy na R3, jejiz pFislusna symetricks bilinedrni
forma ma matici A = (ai;), tj.
fa(x) = fa(w1, @2, x3) = a117] + a9273 + az3a3 + 20120172 + 20132172 + 2237573 -

Pokud a1; # 0, smiSenych ¢lent z12, 13 se muZzeme zbavit doplnénim na ¢tverec

2
a ai:
fo(x) = an ($1 + 7a12 To + s x3>

11 ail

2 2
aia 2 ais 2 a12a13

+ <a22 — ) x5+ | a3z — — |3+ 2093 — 2 ToX3 .
ail ail ail

A (. b
Zvolime-li novou bazi B tak, aby [x]p = (2}, z}, z5), kde
a2 a13
!/ /! /!
T3 =%+ —T2+ —x3, Ty =2=2T2, T3=12T3,
arl aii
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pak analytické vyjadreni fo vzhledem k B je

o0 = )+ a2 — 22 ) (a7 (a2 ) (a2 (20— 22292 ) (a0

a1 a1

a matice prislusné symetrické bilinearni formy vzhledem k B je

ail 0 0
2
0 ooy e
__ @12013 _ 3
0 ass . asz — ;1

To je tataz matice jako po provedeni jednoho kroku metodou dikazu véty 10.22.
Vyelimovéni sloupce (a fadku) metodou symetrickych Gprav mtizeme tedy chépat
jako maticovy zapis doplnéni na ¢tverce. Symetrické tpravy jsou flexibilnéjsi v tom,
ze mame vice moznosti iprav a snadnou kontrolu zmén bazi.

10.4. Ortogonalni baze nad R.

10.4.1. Setrvacnost, signatura. Ortogonalni baze ani matice vzhledem k této bazi
neni urcend jednoznac¢né. Uvazme bilinedrni formu f na prostoru V nad télesem

T a f-ortogonalni bézi B = (vy,...,v,) prostoru V. Matice [f]p je diagondlni,
feknéme [f]p = diag(aq,...,a,). Vyndsobime i-ty vektor baze B prvkem ¢; € T.
Vznikla baze C = (t1v1,...,t,V,) je stéle f-ortogonalni (protoze f(t;v;,t;v;) =

tit;j f(vi,vj) = 0 pro ¢ # j) a na diagonale matice [f]c jsou prvky f(t;v;, tiv;) =
t2f(vi,vi) = t2a;, tj. [flo = diag(ait?, ..., ant2).

V piipadé, ze T = C z provedené ivahy vyplyva, ze pro kazdou bilinearni formu
na V muZeme najit bazi takovou, ze [f]¢ = diag(1,1,...,1,0,0,...,0), protoze
ziejmé pro kazdé a; € C mlzeme najit t; € C tak, Ze a;t? = 1.

Pro T = R miizeme volbou t; = +/]a;| docilit toho, Ze [f]c mé& na diago-
nale pouze ¢isla 1, —1,0, tj. pfi vhodném usporadéni bazovych vektort je [f]c =
diag(1,1,...,1,-1,-1,...,-1,0,0,...,0). Pocet jedni¢ek je roven poc¢tu kladnjch
prvki na diagonéle [f] 5, apod.

Vime, ze pocet nul nezavisi na volbé béaze, je roven hodnosti bilinearni formy f.
Na prvni pohled ale neni jasné, ze pocet jednicek a minus jednicek také na volbé
baze nezévisi. Véta 10.25, tzv. zdkon setrvacnosti kvadratickijch forem ¥ika, ze tomu
tak skutecéné je.

Véta 10.25 (Zdkon setrvac¢nosti kvadratickych forem). Necht f je symetrickd bili-
nedrni forma na rediném vektorovém prostoru V dimenze n a C,C’ bdze V takové,
Ze

[flc = diag(1,1,...,1,-1,—1,...,-1,0,0,...,0)
—_——— — — ——

kx Ix mX
[f]lcr = diag(1,1,...,1,—-1,—1,...,-1,0,0,...,0)
—_——— — — ——

k' % U'x m’ X

Pakk=K l=U'm=m'.

Dikaz. Jiz vime, ze m = m/ = r(f).

Pfedpoklddejme pro spor, Ze k > k'. Oznaéme C = (U1, ..., Uk, Vi,..., V], Wi,..., Wp,),

_ ! ! / / ! /! ! — !/ !/ /
U=(u,...,u),C" = (uy,...,up,vi,...,v,wi,...,w, )aW =(v],...,v],wi,..., W

!
m

).
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Plati dimU =k, dim W =1I'+m' = n—k’ a dim(U + W) < n. Podle véty o dimenzi
souctu a pruniku je

dim(UNW) =dimU +dimW —dim({U+W)>k+n—k —n>0,
takze prinik U N W obsahuje nenulovy vektor x € U N W. Protoze x € U, ve
vyjaddfeni [x|c = (a1,...,ak,b01,...,b;,¢1,...,¢p) méme by = -+ = by = ¢; =
- = ¢y, = 0. Plati tedy

fo(z) = X|EfleXle = 1af + ... 1a} + (=1)b] + -+ - + (=1)b] + 0c} + -+ + 0c2,

:af+---+aﬁ>0.

(Nerovonost je ostra, protoze x # 0, takze alespoil jedno a; je nenulové.)
Podobné, z x € W plyne, ze ve vyjadieni [x], = (af,...,a}., b, ..., 0}, ¢4, ... )
jea) =---=a), =0 a proto

fa(x) = 1a))® + .. A(ag)? + (“1)(0) + - + (=1)(0)* + (c))* + -+ 4+ 0(ch )
2 <

=—)*+...—(b)* <0,
Spor.
Obdobné se ukaze, Ze nemiize platit k < k’. Dokazali jsme, ze m =m’ a k =k,
tedy také [ =1'. O

Definice 10.26. Necht [ je symetrickd bilinearni forma na realném koneéné gene-
rovaném vektorovém prostoru V. Cislo k (resp. [) z pfedchozi véty nazyvame po-
zitivnd (resp. negativni) index setrvacnosti formy f, znacime ny (f) (resp. n—(f)).
Signaturou formy f rozumime trojici (no(f),n4(f),n—(f)).

Piiklad 10.27. Uréime signaturu bilinearni formy f na R3, jejiz matice vzhledem
ke kanonické bazi je

2 11
A=[flgk=| 1 0 1
110
Symetrickymi tpravami prevedeme matici do diagonalniho tvaru.
2 1 1 2 1 1 2 0 0 2 0 0 2 0 0
101]|~(0 -3 1% 0o -+ 1 J~[0 -4+ L |~1l0 -1 o0
110 0o + -1 0o 3 -3 0 0 0 0 0 0

Vznikl4 matice je matici stejné bilinedrni formy f vzhledem k néjaké bézi (kterd
nés ted nezajimala). Signatura f je proto (1,1,1).

Priklad 10.28. Uréime signaturu kvadratické formy
fo(z1,29) = 42129 + 73

na prostoru R2.
Prislusna symetricka bilinearni forma ma vzhledem ke kanonické bazi matici

0 2
(5 7)
Symetrickymi tpravami ziskdme

(2 3)=(82)-(25)~(0 2)~(o %)
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(V tpravach jsme tentokrat nepostupovali podle diikazu véty 10.22 — v prvni Gipravé
jsme pro pohodli prohodili prvni a druhy fadek a nésledné prvni a druhy sloupec.)
Signatura kvadratické formy f2 je (0,1, 1).

10.4.2. Pozitivni definitnost. Ma-li bilinearni forma nenulovy pouze index n, (f) =
n, mluvime o pozitivné definitni formé. Obdobné se zavadi pozitivné semidefinitni
a negativné (semi)definitnd bilinedrni formy, o téch v8ak mluvit nebudeme.

Definice 10.29. Symetricka bilinedrni forma f na redlném vektorovém prostoru
V je pozitivné definitni, pokud fo(x) > 0 pro libovolny vektor o # x € V.

Tvrzeni 10.30. Symetrickd bilinedrni forma f na redlném vektorovém prostoru V
dimenze n je pozitivné definitni prdvé tehdy, kdyz ny(f) = n.

Diikaz. Je-li B ortogonélni baze a [f]p = diag(as, ..., a,), pak pro libovolny vektor
je fa(x) = f(x,x) rovno

fo(x) = a1zt + -+ an2?, kde [xX|p = (z1,...,7,) .
Z toho se snadno vidi obé implikace. Je-li fo(x) > 0 pro libovolné o # x € V, pak
volbou [x|p = e; ziskdme a; > 0 pro kazdé i € {1,...,n}, ¢ili no(f) = n. Naopak,
pokud ny(f) = n, neboli ay,...,a, > 0, pak je zfejmé fo(x) > 0 pro libovolny
nenulovy vektor x. O

Pro redlny vektorovy prostor V je pozitivné definitni symetricka bilinearni forma
totéz jako skalarni souc¢in. Vlastnosti (SL1), (SL2) a (SL3) z definice 7.3 skalarniho
souc¢inu Fikaji, Zze skalarni soucdin je symetrickd bilinedrni forma, a vlastnost (SP)
je pozitivni definitnost. Nazvy se pouzivaji podle toho, jak se na bilinearni formu
divame.

Pozitivni definitnost je definovana v souladu se stejnym pojmem pro operatory
ve smyslu, Ze operator g na prostoru V se skalarnim soucinem je pozitivné defi-
nitni pravé tehdy, kdyz je pozitivné definitni bilinedrni forma f(x,y) = (x|g(y) ).
Podobné, matice A fadu n je pozitivné definitni ve smyslu definice 9.122* pravé
tehdy, kdy# je pozitivné definitni bilinedrni forma f(x,y) = x Ay na aritmetickém
prostoru R™. Navic plati:

Pozorovani 10.31. Symetrickd bilinearni forma f na redlném koneéné generova-
ném prostoru V je pozitivné definitni prave tehdy, kdyz je pozitivné definitni jeji
matice vzhledem k libovolné bdzi B.

Diikaz. Vztah fa(x) > 0 plati pravé tehdy, kdyz [x]5[f]s[x]s > 0. Z toho vyplyva,
7e fa(x) > 0 pro kazdy nenulovy vektor x € V plati pravé tehdy, kdyz y*[f]py > 0
plati pro kazdy nenulovy vektor y € R4mV, O

7 Casti o unitarni diagonalizovatelnosti vime, ze pozitivné definitni matice jsou
pravé ty symetrické matice, jejichz vlastni cisla jsou kladna. Charakterizaci nyni
muZzeme doplnit o dalsi kriteria. Hlavnim minorem matice A fadu n rozumime
matici tvofenou prvnimi ¢ fadky a 4 sloupci matice A pro n&jaké i € {1,...,n}.

Véta 10.32. Necht A je redind symetrickd matice fddu n. Ndsledugici tvrzeni jsou
ekvivalentns.
(1) A je pozitivné definitnd.
(2) (Sylvestrovo kritérium) Viechny hlavni minory matice A maji kladny de-
terminant.
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(3) Gaussova eliminace pouzitd na matici A miZe probéhnout bez prohazovdni
rddku a vschny pivoty vyjdou kladné.

(4) A = LDLT pro né&jakou dolni trojihelnikovou matici L s jednickami na
diagondle a néejakou diagondlni matici D s kladnymi cisly na diagondle.

(5) (Choleského rozklad) A = RRT pro néjakou reguldrni dolni trojihelnikovou
matici R.

Diikaz. (1) = (2). Nejprve dokazeme, ze kazdy minor A; matice A tvofeny prvnimi ¢
fadky a i sloupci je pozitivné definitni. Vezmeme libovolny nenulovy vektor y € R?
a doplnime jej nulami na vektor x € R™. Protoze A je pozitivné definitni, plati
xAx > 0. Pak ale
ylAiy =xTAx >0 .

Matice A; je podle daskedku 9.120 ortogonalné diagonalizovatelna, ma proto i vlast-
nich ¢isel Aq1,...,\; vCetné nasobnosti a podle tvrzeni 9.123 jsou vsechna vlastni
¢isla kladna. Charakteristicky polynom pa(t) = (A1 —¢)...(A\; —¢) ma podle tvr-
zeni 9.25 absolutni ¢len rovny det (A). Roznasobenim vyrazu pro pa(t) ale také
vidime, Ze absolutni ¢len je rovny A1 As...A; > 0, takze det (4) > 0.

(2) = (3). Indukei podle i dokdzeme, Ze pred eliminaci i-tého sloupce jsou
v8echny pivoty (prvky na mistech (1,1), ..., (i,7)) kladné (specialng, Gaussova eli-
minace bude pouzivat pouze upravy typu pficteni ndsobku fadku k jinému fadku).
Pro ¢ = 1 neni co dokazovat, predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro i — 1. Pred
eliminaci i-tého sloupce ma matice tvar

XY
(5 7).
kde X je horni trojuhelnikova matice fadu ¢ — 1 s kladnymi prvky na diagonéle.

Vsechny dosud pouzité upravy byly typu pricteni nasobku fadku k jinému. Takové
Upravy neméni determinant Zzadného minoru, pro -ty minor B; matice B tedy plati

det (B;) = @11 ... %i—1,—1y11 = det (4;) >0 .

Z toho vyplyva, ze y11 > 0, takze pivot pred eliminaci i-tého sloupce bude skuteéné
kladny.

Implikace (3) = (4) je dusledkem v tvrzeni 10.23.

(4) = (5). Je-li A= LDL™ kde D = diag(dy,...,dy), di,...,d, > 0, pak po-
lozime R = Lv/D, kde VD = diag(/dy,...,V/d,). Matice R je regularni a dolni
trojuhelnikova, protoze je sou¢inem dvou reguladrnich dolnich trojihelnikovych ma-
tic, a plati

RRT = (LVD)(IVD)" = LVDVD' LT = L(WVDVD)L” = LDL” = A .
= . Pro libovolny nenulovy vektor x € ati X # 0, protoze e
(5) (1)P libovolny lovy vek R"pl'RT #o0,p VRTj
regularni. Potom
xT'Ax =x"RRTx = (R"x)"RTx = HRTXH2 >0 .
O

10.4.3. Ortonormdlni diagonalizace. Pro geometrické aplikace se hodi najit f-ortogonalni
bazi symetrické bilinearni formy, ktera je navic ortonormalni vzhledem k néjakému
skalarnimu souéinu. Takovou béazi miZzeme vzdy najit (ale nemtzeme vyzadovat,

aby koeficienty u kvadratickych ¢lenit byly z mnoziny {—1,0,1}).
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Tvrzeni 10.33. Necht V je redlny vektorovy prostor dimenze n se skaldrnim sou-
cinem (|) a f je symetrickd bilinedrni forma na V. Pak existuje bdze B prostoru
V, kterd je f-ortogondlni a zdrover ortonormdlni vzhledem k (|).

Dikaz. Pro skalarni soucin (|) existuje podle véty 7.43 ortonormalni béze C pro-
storu V. Ozna¢me A = [f]¢. V kapitole o unitédrni diagonalizaci jsme se dozveédéli,
Ze existuje ortonormalni béze (uy, ..., u,) prostoru R” (ortonormalita je zde vzhle-
dem ke standardnimu skaldrnimu soucinu!) sloZend z vlastnich vektort matice
A. Maticové napséno, oznacime-li U = (uy|...|u,), je U ortogondlni matice a
U 'AU = UTAU = D je diagonalni. Vezmeme B = (vy,...,Vv,), aby [vi]c = w,,
tj. baze B je zvolena tak, ze U je matice pfechodu od B k C. Podle tvrzeni 10.12 o
zméné baze je matice f vzhledem k B rovnd UL AU = D, takze B je f-ortogonalni
baze. Protoze vyjadieni vektort vy, ..., v, v bazi C tvori ortonormalni bazi vzhle-
dem ke standardnimu skalarnimu sou¢inu a C je ortonormélni baze vzhledem k (),
dostavame, ze vi,..., Vv, tvofl ortonormalni bazi vzhledem ke skalarnimu soucinu
(]) (viz tvrzeni 7.21). O

7 tvrzeni vyplyva, ze jsou-li f,g dvé symetrické bilinedrni formy na realném
konecéné generovaném prostoru V, z nichz alespon jedna je pozitivné definitni,
pak existuje baze B, kterd je zaroven f-ortogonalni a g-ortogonalni. To obecné
neplati, vynechdme-li zvyraznény pozadavek, Ze alespon jedna z forem je pozitivné
definitni, viz cviceni.

10.5. Priklady. Podivame se na aplikace nabytych poznatkt na uréeni tvaru ,kva-
dratického utvaru®.
Piiklad 10.34. Podivdme se na mnozinu bodt (71, z2,r3)T € R? spliujicich z3 =

—22 4+ 2129 — 323. Je to graf kvadratické formy fo((z1,22)7) = —22 + 2129 — 323.
P¥islusné symetrické bilinearni forma f na R? je

f((ilfl,@)Ta (yhyz)T) = —x1y1 + 1/22192 + 1/222y, — 313%

a jejl matice vzhledem ke kanonické bazi je

== %)

Méame |[AV| = —1 <0, |[A®)| = 3—1/4 > 0, takze signatura je (0,0,2). Analytické
vyjadfeni fy vzhledem k jisté bazi B je proto

Fo(w1,22)7) = =(1)? = (23)?, kde [(21,22) ] = (2}, 25)".

Grafem x3 = —z% — 22 je rota¢ni paraboloid otevieny smérem dolt (viz obrazek).
Tak vypada graf vzhledem k bazi B. To nam dava pfedstavu, jak vypada puvodni
atvar — jde o ,linearné zdeformovany“ rotacni paraboloid. Ve skute¢nosti je to
elipticky paraboloid (ale neni to zfejmé).
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Abychom pfesnéji uréili tvar utvaru, museli bychom najit B-ortogonalni béazi,
ktera je zaroven ortonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu.

P¥iklad 10.35. Uvazujme mnozinu bodt (x1, x5, 23)7 € R? splitujicich
101‘% + 1333% + 13x§ 4+ dx1x9 + 42123 + 8123 =9 .

Leva strana je kvadraticka forma fo na R3. P¥islusnd symetricka bilinearni forma
f méa matici

10 2 2
fle,=A=| 2 13 4
2 4 13

Signatura f je (0,3,0). Vzhledem k jisté bazi B mé tedy ttvar rovnici ()% +
(z4)% + (25)% = 9, takZe jde o ,linedrné zdeformovanou® sféru.

Ve skutecnosti jde o elipsoid, ale opét to neni zfejmé. Abychom uréili utvar pies-
néji, najdeme ortonormalni bazi (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu souéinu),
ktera je zaroven f-ortogondlni. Jako ortonormalni bazi C' v tvrzeni 10.33 zvolime
kanonickou, tj.

fle,=A=| 2 13 4
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Najdeme ortonormalni bazi sloZzenou z vlastnich vektorti. Vlastni ¢isla vyjdou A\; =
A2 = 9 (dvojnésobné) a A3 = 18. V piislusnych podprostorech vybereme ortonor-
malni bazi, v My je to napf. (vq,va) a v Mig (v3).

1 21?2\
(V1,v2,v3) = 3 —2 '3 1 '3 2
1 -2 2
Matice f vzhledem k (ortonormalni) bazi B = (v1,va,vs) je [f]p = diag(9, 9, 18),
takze vzhledem k B je rovnice naseho utvaru

9(x1)? +9(25)* + 18(x5)* = 18

() () -t

Vidime, Ze jde o elipsoid s poloosami v/2v;, v/2vs, v3, viz obrazek.
OBRAZEK

a po drobné upraveé

Piiklad 10.36. Budeme analyzovat nasledujici atvar v R?:
U = {(z1, xQ)T € R?: 327 + 22109 + 325 — 102, — 1425+ 7 = 0}

Vyraz z definice je sou¢tem kvadratické formy fo((21,22)7) = 322 + 2z129 + 323,
linearni formy h((x1,22)7) = —10z1 — 14z a konstanty 7.
Najdeme nejprve ortonormalni f-ortogonalni bazi R?, kde f je symetricka bili-

nearni prislusna fo:
Pea=( 2 5
K2 - 1 3

Vlastni ¢éisla matice [f]k, jsou 2 a 4 a pFislusné znormované vlastni vektory jsou
¥2(1,-1) a ¥2(1,1). Hledand béze B a je tedy

pe- (20 14)2(1)

Vyjadiime utvar U v bazi B. Matice f vzhledem k bdzi B je diag(2,4), matice
linearni formy h vzhledem k B je

g, = Wiag, = om0 (L 1) =vae i)

takze U méa vzhledem k B vyjadieni
U)p = {(h,4)" € R : 2(a4)? + 4(a})? + 2120, — 12v/22 +7 = 0} .

Doplnénim na ¢tverce a drobnymi tipravami ziskame

2 2
2 3V2
(x’l,x’Q)TER2:2<x’1+f> —|—4<x’2—\2/> =12

Vs i

2 2
:L'/+@ 1'/73\/5
= (@, )T eR?: [2—2 | + 2 —2 ] =1
(1 2) \/6 \/g

Z toho vidime, Ze vzhledem k B je ttvar elipsa se stfedem (—g, %)T a velikostmi

poloos V6 a /3.
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T
4
] \
Vi,

La))
W,

-3 —2 -1 ‘1 2‘
[ [ [

24

Prepocteme stfed do ptvodnich souradnic: —gvl + %VQ = (1,2)T. Vidime,
7e U je elipsa se stiedem v bodé (1,2)7, hlavni poloosou ve sméru (vi) a velikosti
V6 a vedlejsi poloosou ve sméru (vy) a velikosti /3.

)
4
3 \/> 2 .
2 {
W6
1 s
V2 \\
T
-1 1 2 3
[ \AN [ [

Jednodussim zptisobem lze tento itvar a podobné Gtvary analyzovat uzitim pro-
jektivnich prostort, to se nauc¢ime v kapitole ?7.
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11. AFINNf PROSTORY

Cil.

V této kapitole se za¢neme blize zaobirat geometrii. Zkoumanymi objekty jsou
mnoziny bodi, napfiklad mnozina bodd v prostoru, a mnoziny vektoru. Vektory si
predstavujeme jako ,Sipky“ urc¢ené dvéma body, pficemz dva vektory povazujeme
za stejné, pokud se lisi jenom umisténim. S vektory muzeme provadét zndmé ope-
race s¢itani a nasobenim skalarem. Dalsi pfirozenou geometrickou operaci je pric-
teni bodu a vektoru. To provedeme umisténim pocatku vektoru do daného bodu,
vysledkem je koncovy bod.

OBRAZEK (pricteni bodu a vektoru)

Tento pohled je prirozenéjsi lidskému vniméani. Prostor se sklada z bodt a bod je
tedy zékladnim objektem, vektor je pojem odvozeny. Doposud jsme tento nedosta-
tek TeSili tak, Ze jsme si v prostoru zvolili poatek a vektory umistovali do pocéatku.
Bod jsme pak ztotoznovali s jeho polohovym vektorem. Tento pohled mé nékolik
nedostatkd. Jednim z nich je, Ze prostor nemé apriori zadny vyznacény bod, takze
volba néjakého pocatku je nepfirozend. Podstatnéjsi nevyhoda vynikne, kdyz si pii-
pomeneme, Ze linedrni algebru lze chépat jako studium ,rovnych® Gtvart (pfimky,
roviny, atd.) a ,rovnych® zobrazeni mezi nimi. Odpovidajici objekty ve vektoro-
vych prostorech jsou podprostory a linedrni zobrazeni. Podprostory ale nepopisuji
vSechny rovné utvary, pouze rovné utvary prochdzejici pocdtkem, i kdyz jiné rovné
atvary se prirozené objevily, napiiklad jako mnoziny feSeni nehomogenni soustavy
rovnic. Podobné, linearni zobrazeni popisuji jen rovna zobrazeni zachovdvajici poca-
tek, tedy napiiklad zadné posunuti o nenulovy vektor nebylo objektem studia.

Nyni tedy zacneme rozliSovat body a vektory. V dalsi kapitole pak nahlédneme,
ze body a vektory lze vlastné chapat jako rtizné instance stejného geometrického
objektu, a tim se ponékud paradoxné vratime ke studiu rovnych atvard pouze
pomoci vektort. Tento pohled nam pfinese fadu vyhod.

V celé kapitole budeme pracovat vyhradné s prostory koneéné dimenze, které
jsou blizsi geometrickému nahledu. Rada pojmii a tvrzeni se pfirozené pienasi na
prostory, které nejsou konecné generované.

11.1. Definice afinniho prostoru. Jak jsme pfedeslali v tvodu, afinni prostor
je tvofen mnozinou bodd a mnozinou vektori. Na mnoziné vektort mame operace
s¢itani a nasobeni skalarem, které maji vSechny doposud pouzivané vlastnosti, tedy
mnozina vektori tvofi spolu s témito operacemi vektorovy prostor. Pf¥ibude operace
s¢itani bodu a vektoru. Pozadované axiomy jsou opét ve shodé s geometrickou
predstavou.

Definice 11.1. Nechf T je téleso. Afinnim prostorem A nad T rozumime mnozinu
A, jejiz prvky nazyvame body, spolu s vektorovym prostorem V nad T a operaci
4+ :AxV — A, kterd bodu a € A a vektoru v € V pfifadi bod a +v € A, spliujici
axiomy:
(aS2) Pro libovolny bod a € A a libovolné vektory v,w € V plati a + (v + w) =
(a+v)+w.
(aS1) Pro libovolny bod a € A plati a + o = a.
(aM) Ke kazdé dvojici bodti a,b € A existuje pravé jeden vektor v € V| pro ktery
a + v = b. Tento vektor znac¢ime b — a.
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v+ W ea+v+w
ae
ae v o)
v b—a
®
a+v
Axiom (aS2) Axiom (aM)

Séitat mizeme dva vektory a bod s vektorem. Séitani dvou bodt nedava (zatim)
zadny geometricky smysl. Pro body budeme pouzivat stejné jako v definici mala
pismena abecedy. Z axiomu (aS2) vidime, Ze ve vyrazech tvaru a + vy + vy +

-+ v, nemusime psat zavorky. Pfi popisu afinniho prostoru A budeme vétSinou
zdlraznovat jen mnozinu bodi A s tim, ze vektorovy prostor a scitani je ziejmé
z kontextu. Vektorovy prostor V budeme nékdy nazyvat prostor vektord afinniho
prostoru A.

Pokud v afinnim prostoru zvolime néjaky bod a € A, pak kazdému bodu b € A
miizeme podle (aM) pfifadit vektor b — a a naopak, kazdému vektoru v muzeme
pfifadit bod a + v. Jak se snadno ové¥i (cviceni), tato zobrazeni jsou navzdjem
inverzni bijekce bod a vektorti (bijekce nejsou pfirozené, zavisi na volbé bodu
a). V tomto smyslu si body a vektory vzijemné jednoznacéné odpovidaji, proto
napiiklad dava smysl mluvit o dimenzi afinniho prostoru.

Definice 11.2. Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho prostoru vek-
tort.

Afinni prostor dimenze 0 tvoii jeding bod A = {a}. Afinni prostor dimenze 1
nazyvame afinni primka, nebo jen primka, afinni prostor dimenze 2 nazyvame afinni
rovina, nebo jen rovina.

Mechanickym cvi¢enim jsou nasledujici vlastnosti operaci, které plati pro libo-
volné body a,b,c,d € A a vektory u,v € V. Geometricky vyznam je jasny z ob-
razku.

ea—-b=—(b—a)

e (a+u)—(b+v)=(a—b)+u—-v

e (a—b)+(c—d)=(a—d)+(c—0)

e (a—=b)+(b—c)=a—c
Tyto a podobné vlastnosti budou podrobnéji diskutovany v ¢asti o linedrnich kom-
binacich bodd.

(a+u)—(b+v)
b+ve °a+u

fort]:

= ea+u—v
b (a=b)+u—-v

Priklady. Pro libovolny vektorovy prostor V tvofi A =V spolu se séitanim ve
V afinni prostor. Mnoziny boda a vektora jsou tedy stejné, rozdil je jen v pohledu —
na prvky A se divame jako na body, na prvky V jako na vektory. Rozdilny bude také
napfiklad pojem podprostoru, jak jsme diskutovali v tivodu. Specialné pro V = T"
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dostavame aritmeticky afinni prostor. Budeme jej znacit stejné jako aritmeticky
vektorovy prostor, tj. T™, jeho dimenze je n.
Trochu jinym piikladem je

A=(1,2,3T +((2,3,97,(6,7,8)T), V=1(2,3,497T,06,7,8)T) .

Vektorovy prostor V je podprostor R? generovany vektory (2,3,4)” a (6,7,8)7 a A
je rovina v R3 se ,smérem*“ V prochézejici bodem (1,2, 3)7. (Séitani bodu a vektoru
probih4 po slozkach.) V tomto ptipadé A neni vektorovym podprostorem R?. Bod v
A muZeme seéist s vektorem ve V', ale soucet dvou bodu, pokud bychom ho pocitali
jako v R3, v A obecné nelezi. Toto je ptiklad podprostoru afinniho prostoru R®.
Jeho dimenze je 2, je to afinni rovina.

Obecnéji, pro libovolny afinni prostor A s prostorem sméri V je kazdd mnozina
bodi tvaru a+W, kde W < 'V se zdédénymi operacemi afinni prostor, jehoz prostor
sméri je W. Tento prostor je podprostorem A. Takové podprostory aritmetickych
prostorti vznikaji napriklad pii feSeni soustavy linedrnich rovnic. Podrobnéji se
podprostory budeme zabyvat zanedlouho, zatim jsme ani presné nepopsali, co je
podprostor. Vystacime s intuitivni pfedstavou.

Chceme-li jesté pracovat s metrickymi vlastnostmi, jako velikosti vektort, vzda-
lenosti bodti, atd., potfebujeme na V mit jesté dan skalarni soucin. V tomto pfipadé
musi byt T = R nebo T = C.

Definice 11.3. Afinnim eukleidovskym prostorem (resp. afinnim unitdrnim pro-
storem) rozumime afinni prostor A nad télesem R (resp. C) spolu se skaldrnim
sou¢inem (|) na jeho prostoru vektort.

Nejjednodussim prikladem afinniho eukleidovského prostoru je R™ se standard-
nim skalarnim sou¢inem. Nejjednodussim pfikladem afinniho unitarniho prostoru
je C™ se standardnim skaldrnim soucinem. V této kapitole budeme uvazovat pouze
afinni prostory a afinni eukleidovské prostory. Piimocaré rozsifeni na komplexni
pfipad si ¢tendf mize rozmyslet sam.

Jiz vime, co pro afinnim eukleidovsky prostor znamend velikost vektoru, thel
dvou vektort, kolmost, apod. Vzdalenost boda definujeme opét ve shodé s intuici.

Definice 11.4. Vzdalenosti dvou bodu a,b € A v afinnim eukleidovském prostoru
A rozumime ¢islo ||a — b]|.

11.1.1. Soustava soutadnic. Na bazi vektorového prostoru lze nazirat jako na jeho
soustavu soufadnic — zvolime-li bazi, mizeme vektory vyjadfovat jako n-tice ska-
lara (prvky T") a podcitat s nimi jako v T™ (viz odstavec 5.4.3). Soustava soufadnic
v afinnim prostoru ma podobnou roli. Sestava z bodu, tzv. po¢atku soustavy sou-
fadnic, a n-tice vektord, které si predstavujeme umisténé do pocatku. Méame-li
zadanou soustavu, mtizeme pfirozenym zpusobem vyjadiovat body i vektory jako
n-tice prvka télesa a pocitani pak probiha jako v aritmetickém afinnim prostoru
T".

Definice 11.5. Soustavou souradnic v afinnim prostoru A dimenze n s prostorem
vektorit V rozumime (n+1)-tici S = (a,us, ug, ..., u,), kde a € A je bod nazyvany
poddtek soustavy soufadnic a B = (uy,...,u,) je bdze V.

Je-1i S soustava soufadnic jako vyse, b € A je bod a w € V je vektor, pak sou-
radnice vektoru w v soustavé souradnic S definujeme jako souradnice w vzhledem
k bézi B a znadime [w]g, tj.

[wls = [wls
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a soutadnice bodu b v soustavé souradnic S definujeme jako soufadnice vektoru
b — a v bazi B, tj.

[b]s = [b—a]s =[b—a]p .

Soufadnice bodu jsou definovany ve shodé s geometrickou intuici. To je mozna
jesté lépe vidét s nasledujiciho preformulovani definice: Soufadnice bodu b v sou-

stavé S je rovno té jednoznaéné urcené n-tici prvka (t1,...,t,) € T, pro kterou
plati
b=a+tiuy +---+tyu, .
OBRAZEK
Soutadnice poc¢atku a vzhledem k S jsou [a]s = (0,0,...,0)T a [a + w]s = e;.

Piiklad 11.6. V aritmetickém afinnim prostoru R? je

s=@wuw=((3).(1).(7))

soustava soufadnic, protoze (uj, us) je bazi aritmetického vektorového prostoru R2.
Uréime soufadnice vektoru w = (—1,3)T a bodu b = (—1,3)” v S. K tomu potie-
bujeme nalézt vyjadieni vektoru (—1,3)7 a vektoru (—1,3)T — (3,2)T = (-4, )T
v bazi (u1,uz). To vede na Feseni dvou soustav rovnic se stejnou matici. Vyfesime

je soucasné.
1 -2 -1 —4 1 -2 -1 —4
1 -1] 3 1 0 1 4 5

7Z toho dopocteme feseni

wis=( 1), ms=(5)

Pro kontrolu mizeme ovérit, ze skuteéné w = 7u; + 4us a b = a + 6uy + du,.

Priklad 11.7. V aritmetickych afinnich prostorech mame vyzna¢nou soustavu sou-
fadnic, budeme ji nazyvat kanonickd:

S =((0,0,...,0)7 e1,es,...,e,) .

Je charakterizovand tim, Ze [a]s = a a [w]g = w pro libovolné bod « a libovolny
vektor w.

V afinnim eukleidovském prostoru jsou ,nejlepsi* soustavy souradnic kartézské.

Definice 11.8. Soustava soufadnic S = (a,uy,...,u,) v afinnim eukleidovském
prostoru se nazyva kartézskd, pokud (uy,...,u,) je ortonormélni béze.
V kartézské soustavé souradnic jsou tedy vektory uy, ..., u, jednotkové a navza-

jem kolmé. V aritmetickém afinnim prostoru se standardnim skaldrnim soucinem
(budeme mu fikat aritmeticky afinni eukleidovsky prostor) je kanonicka soustava
soufadnic kartézska.

Volba soustavy soufadnic pfevadi pocitani v afinnim prostoru na pocitani v
aritmetickém vektorovém prostoru, podobné jako baze pro vektorové prostory (viz
tvrzeni 5.65). Je-li prostor afinni eukleidovsky, tak v kartézské soustavé souradnic
se skalarni souéin prevadi na standardni (viz TODO).
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Tvrzeni 11.9. Je-li S soustava soutadnic afinniho prostoru A s prostorem vektori
V nad télesem T, pak pro libovolné vi,vo € V, b,c € A, t € T plati

[Vit+vals = [vi]ls+[vals, [tvi]ls =t[vils, [b+Vi]s = [bls+[vils, [b—c]s = [b]ls—[c]s -

Je-li navic A afinni eukleidovsky prostor a soustava S je kartézskd, pak
(vi|va) = [vi]s - [va]s -
Diikaz. cviceni (]
Nyni spocitame, jak se zméni souradnice bodu a vektori pfi zméné soustavy
soufadnic. Uvazujme dvé soustavy S = (a,uy,...,u,) a S’ = (d/,uf,...,u)).

Ozna¢me X matici pfechodu od baze B = (uy,...,u,) k bazi B’ = (u},...,u)).
Prepocitavat souradnice vektorti uz umime: pro libovolny vektor v € V' méame

[v]s: = X[v]s .
Pro bod b € A vyuzijeme vztahu b — a’ = (b — a) + (a — a’) a dostaneme
blsy =[b—a'ls =[b—alsr +[a—als = X[b—a]s+ [a —a'lsr = X[b]s + [a]s -
Shrneme vysledek do tvrzeni.
Tvrzeni 11.10. Necht S = (a,uy,...,u,) a S’ = (a’,u},...,u)) jsou soustavy

soutadnic v afinnim prostoru A s prostorem vektori V a X je matice pfechodu od
(ug,...,u,) k (uf,...,ul). Pak pro kazdé b€ A, v € V plati

[Vlsr = X[v]s, [blsr = X[b]s + [a]s' .

Priklad 11.11. Tlustrujeme pfechodové vztahy na soustavach soufadnic S, S’ arit-
metického vektorového prostoru R2.

smtwmmn=(3)-(1)- ()=t (1)-():

Najdeme matici pfechodu X od baze B = (uj,uz) k bazi B’ = (u}, u}).

g s = (3 2) (53T ) =2 (% ) (5T ) =(

Najdeme jesté [a]S/ = [a — a/]s/.

et =| ()], = () =705 D(F)=(%)

Pro libovolny bod b € A nyni méame

e = (5 3 )ms+ ()

Abychom jesté 1épe vidéli tvar piechodovych vztahti, oznadime [b]s = (z,y)T a
[b]s: = (2',y')T a vztahy prepiseme.

() =5 ) () (5)=(25%)

Nové soufadnice jsou tedy linedrni vyrazy ve starych soutadnicich (tj. vyrazy tvaru
linedrni forma + konstanta). Pro vektory dostaneme stejné vyrazy bez konstantnich
¢lenti.
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11.2. Linearni kombinace bodu. Tvofit ,linedrni kombinace* bodii nedava obecné
Zadny geometricky smysl, i kdyZ na nékteré smysluplné vyrazy (napft. vektor b —a
a bod a + (b — a) = b) lze nazirat jako na linedrni kombinace.

Abychom nahlédli, Zze vSem vyrazum skutecné nelze dat v afinnim prostoru ge-
ometricky smysl, podivejme se na vyraz a + b, kde a,b jsou body néjakého afin-
niho prostoru A s prostorem vektori V. Prirozenou myslenkou je zvolit v A sou-
stavu soufadnic S a definovat a + b jako ten bod, jehoz soufadnice vzhledem k
S jsou [a]ls + [b]s. Problém je, ze vysledny bod zdvisi na volbé soustavy sou-
fadnic. Naptiklad pro A = R? a = (0,0)7, b = (1,0)7 by vzhledem ke kano-
nické soustavé soutadnic vyslo a +b = (1,0)7, ale vzhledem k soustavé soufadnic
S =((2,3)7,(1,0)7,(0,-1)T) bychom méli

[a]S:(_32>7 [b]SZ(_?)l)v [a+b]s=<_63>,

takze a + b = (2,3)T + —=3(1,0)T + 6(0, —1)T = (—1,-3)T. Jesté by nas mohlo
napadnout, Ze a+ b je néjaky vektor, ale ani v tom pripadé bychom neuspéli — nasli
bychom dvé soustavy souradnic, ve které se vysledky lisi.

11.2.1. Afinni kombinace. Nékterym linedrnim kombinacim ale smysl lze dat. Po-
kud bychom naptiklad pocitali %a + %b stejnym postupem vysel by nam v obou
piipadech stejny bod (%,0)7. Je to proto, Ze tento bod lze vyjadfit jako a+ 3 (b—a)
(= b+3(a—b)) a tento vyraz je definovan — je to soucet bodu a a 1-nésobku vektoru
b — a. Geometricky, je to stied tsecky a, b. Nasledujici tvrzeni zodpovida pfesné na

otézku, kdy lze definovat bod jako linearni kombinace bod.
Tvrzeni 11.12. Necht A je afinni prostor nad T dimenze alespori 1, aq,...,a; € A
body a A\1,..., A\ € T skalary. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) Bodb o soutadnicich [bls = AM[a1]s+- - -+Ax[ak]s nezdvisi na volbé soustavy

soutadnic S.

(2) A+ + A =1
Diikaz. Snazsi je dokdzat implikaci (2) = (1). Je-li Ay + -+ + A\ = 1, stadi si
uvédomit, ze v libovolné soustavé soufadnic S diky podmince této podmince a
tvrzeni 11.9 o soufadnicich a operacich mame

Atlaa]s + -+ Alar]s = [ar]s + Aa([az]s — [a1]s) + -+ + Ae([ar]s — [a1]s)
= [a1+ Aa(a2 —a1) + - + Ap(ar —a1)ls

Protoze body jsou jednozna¢né uréené svymi soufadnicemi, bod b v (1) je nutné
roven (korektné definovanému) bodu a; + Aa2(az — a1) + -+ + Ap(ar — a1), ktery
samoziejmé na S nezavisi.

(1) = (2). O

To nam umoziiuje zavést afinni kombinaci bod.

Definice 11.13. Nechf A je afinni prostor nad T, ay,...,ax € Abodya;,..., \; €
T skalary takové, ze A+ - -+ g = 1. Afinnd kombinact bodi ay, . .. ,ax s koeficienty
A1, ..., A rozumime bod b € A takovy, Ze

[b]s = /\1[&1]5 + -+ )\k[ak]s

kde S je libovolné soustava soufadnic prostoru A. Znacéime b = A\jaq + - -+ + A\pag.
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Afinn{ kombinaci jsme zavedli pomoci (libovolné zvolené) soustavy soufadnic,
pricemz definice dava smysl diky predchozimu tvrzeni. Z dikazu tohoto tvrzeni
také plyne, Ze afinni kombinaci 1ze zavést bez volby soustavy, naptiklad vztahem

Arar + -+ Agak = a1 + Aa(ag —ay) + -+ Ap(ag —a1) -

Tento vyraz je ale ponékud nesymetricky.

Alternativni, symetricka definice a geometricky vyznam asi nejlépe vynikne z
fyzikalniho pohledu (i kdyZz ten mtizeme uplatnit pouze pro redlné afinni prostory
malych dimenzi a pouze pro afinni kombinace s nezdpornymi koeficienty). Afinni
bodl aq,...,ar s hmotnostmi Aq,..., A;x. To je 1épe vidét z nésledujici charakteri-
zace.

Tvrzeni 11.14. Necht A je afinni prostor nad T, a1,...,a; € Abodyaldy,..., A\, €
T skaldry takové, Ze Ay + -+ + A = 1. Pak bod A\a1 + - -+ + Arayr je roven tomu
jednoznacné urécenému bodu b, pro ktery

)\1(0,1—b)+)\2(a2—b)-l-"'-l-)\k(ak—b):O .

Dikaz. V A zvolime libovolnou soustavu soufadnic S s po¢atkem Ajaq+- - -+ Agag.
Pak pro libovolny bod b jsou souradnice vektoru na levé strané vzhledem k S rovny

Ai(ar —b) + Aa(ag —b) + - -+ Ap(ar — b)]s = [Mia1 + Aaas + - - - + Apar]s
— [/\1b+ S )\kb]s = —[b]g

(Pouzivame definici afinni kombinace a tvrzeni 11.9 o poéitani v soufadnicich.)
Vidime, ze vektor na levé strané je nulovy prave tehdy, kdyz b = A\ja1+- - -+ Agag,
coz jsme méli dokézat. O

OBRAZEK (ruzne afin. kombinace dvou bodu, trojuhelnik, 4.bod v rovnobez-
niku)

11.2.2. Barycentrické soutadnice. Podivame se bliZze na afinni kombinace dvou bod
na afinni pfimce. Méjme tedy afinni prostor A s prostorem vektorti V nad télesem
T, kde dim A (= dim V) = 1. Konkrétné napiiklad R nebo podprostor R? nebo R3
tvaru A = ¢+ (v), v # o.

Jsou-li a,b € A dva rizné body, pak kazdy bod ¢ € A lze vyjadiit pravé jed-
nim zpusobem jako jejich afinni kombinace. Existenci takového vyjadfeni mtuzeme
zdtvodnit napiiklad nasledujicim zptisobem. Protoze b — a je nenulovy vektor a
dimV =1, je kazdy vektor ve V jeho nasobkem. Existuje proto A € T takové, ze
¢—a = Ab— a). Nyni mtzeme psit ¢ = a + A(b—a) = (1 — N)a + \b (rovnost
dokéZeme napfiklad pomoci soufadnic a tvrzeni 11.9). Jednozna¢nost se nahlédne
napfiiklad z jednoznac¢nosti A ve vyjadieni ¢ — a = A(b — a). Dikaz obecnéjsiho
tvrzeni provedeme za okamzik.

Bod ¢ = Aa + A2b ,déli“ body a,b v poméru As : A;. Presnéji, A\i(c —a) =
A2(b — ¢). Pokud A je eukleidovsky tak tento vztah znamend, Ze pomér ,oriento-
vanych vzdalenosti“ ¢ od a a c od b je A\g : A1, tj. v pripadé, Ze c lezi na tsecce ab
(ekvivalentné A\, Ay > 0) je pomér vzdalenosti Ao : A1, v opa¢ném piipadé je pomér
vzdalenosti |A1] : |Az].

Piiklad 11.15. Vyjadiime bod ¢ = (2,3)T € R? jako afinni kombinaci bodt
a=(1,2)T ab=(5,6)T. Uloha dava smysl, protoze viechny t¥i body lezi na afinni
pimee (0,1)7 + ((1,1)T).
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OBRAZEK 26. Soufadnice dvou bodt vzhledem k barycentrické
soustavé soufadnic (ag,as). Afinni obal (a1, as).

Srovnanim prvnich slozek ve vztahu ¢ = Aja + A2b ziskdme \; + 5y = 2, coz
spolu s A1 + Ao =1 dava A\ = %,)\2 = i. Tedy ¢ = %a + ib. Skutecné, bod ¢ déli

body a,b v poméru i : % = 1: 3. Fyzikalni interpretace je takova, ze ma-li bod a

Vv

Vvey

Podobnym zpisobem lze definovat barycentrické souradnice bodu v roviné vzhle-
dem ke tfem bodim nelezicich na jedné pfimce, apod.

Tvrzeni 11.16. Necht A je afinni prostor dimenze n s prostorem vektori V a
ai,...,a € A jsou body. Pak ndsledujici tvrzend jsou ekvivalentni.

(1) Kazdy bod b € A lze jednoznacnygm zpisobem zapsat jako afinni kombinaci
bodu aq,...,ak.

(2) Posloupnost vektori (a2 — ai,as — ay,...,a — a1) tvoft bdzi prostoru V
(specidlné k =n+1).

Diikaz. K dtikazu obou implikaci si v§imneme, Ze pro libovolny bod b € A a skalary
AMyevoos Ay A+ -+ A = 1 vztah

b= ay+ -+ \pag
plati pravé tehdy, kdyz plati vztah
b—a; = )\2(@2 —(11) +)\3(CL3 —al) =+ .- +Ak(ak — al) .

(1) = (2). Pro libovolny vektor v najdeme vyjadieni bodu b = a; + v jako
afinni kombinaci bodd aq, ..., ax a druhd ekvivalentni rovnost ndm dava vyjadieni
vektoru b—a; = v jako linearni kombinaci vektord as —ayq, . .., ar —a1. To dokazuje,
Ze posloupnost generuje V. Je-li o = Aa(az — ay) + -+ + MAp(ax — a1) netrividlni
linearni kombinace a polozime-li Ay =1 — Ay — ... — g, b = a1 dostavame z prvni
rovnosti vyjadieni bodu b = a; jako afinni kombinaci bodu aq, ..., ax rozdilnou od
a1 = la; +0az+- - -+0ay. Tento spor dokazuje, Ze posloupnost (as —as,...,ar—a1)
je linedrné nezavisla, takze je to baze.

(2) = (1). Diikaz je rovnéz piimocary uzitim vyse uvedené ekvivalence. O

Prvni podminka nezavisi na poradi bodl ai,...,ax, tedy linedrni nezavislost
posloupnosti v druhé ¢asti rovnéZ nezavisi na poradi téchto bodt. Jako cviceni
dokazte toto pozorovani pfimo.

Jsou-li splnény ekvivalentni podminky v tvrzeni, fikdme, Zze Z = (ay,...,an+1)
je barycentrické soustava soufadnic a (n + 1)-tici koeficientt (A1,..., Any1)? ve
vyjadieni bodu b € A nazyvadme barycentrické souradnice bodu b vzhledem Z.
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Definice 11.17. Nechf A je afinni prostor dimenze n s prostorem vektori V.
Barycentrickd soustava soutadnic je (n + 1)-tice bodu (aq, ..., an+1), které spliuji
ekvivalentni podminky v tvrzeni 11.16.

Je-li Z = (aq,...,an+1) barycentrickd soustava soufadnic afinniho prostoru A a
b€ A, pak (n + 1)-tici skalartt (A1, ..., A\yy1)? nazgvame barycentrické souradnice
bodu b vzhledem k Z, pokud b = Aay + -+ + Apyr10n41.

Podle tvrzeni je Z = (a1,...,an4+1) barycentrickd soustava soufadnic prévé
tehdy, kdyz je S = (a1,a2 — a1,a3 — a1,...,a,41 — a1) soustava souradnic pro-
storu A. V dikazu jsme si v§imli, Ze pokud zname souradnice bodu b vzhledem k
S, feknéme [b]s = (A2, ..., A\ns1)T, pak snadno spoéitdme barycentrické souradnice
bodu b: (1 7)\2 — ... *Ak,7>\27--~7>\n+1)~

Piiklad 11.18. V afinnim prostoru R? vyjadiime b v barycentrické soustavé sou-
fadnic (a1, a2, as).

= () = (2)e (1) ()

Protoze vektory az —aj = (6,—6)T a az —a; = (=8, —12)7 jsou linearné nezavislé,
posloupnost (a1, as,a3) je skutecné barycentrickou soustavou soufadnic. Hleddme
A1, Ao, A3 takové, ze b = A1aq + Aoas +A3az a Ay + Ao+ A3 = 1. Pfepsanim do slozek
dostaneme soustavu tfi rovnic o tfech neznamych. Druhou moznosti je vypocitat
[bls = (M2, X3)T, kde S = (a1,as — a1,a3 — ay), a dopocitat ;. Zvolime druhou
alternativu. Dostavame soustavu

(4 — arlas — arlb— ay) = 6 —8|-2) (6 —8]| -2
27 A% A V=l -6 —12| -8 0 —201|—10

Vychazi A3 = %, de=Lad=1-)d—)N3= %. Barycentrické soufadnice bodu b

3
vzhledem k (a1, aq, az) jsou tedy (%, %, %)T

11.2.3. Afinni kombinace pomoct dvojic. Afinni kombinaci vice boda v afinnim pro-
storu A nad T lze, v pfipadé, Ze charakteristika T neni 2, ziskat pomoci afinnich
kombinaci dvojic. Napiiklad pro T = R, A1, Ao, A3 Z 0, A1+ Ao+ A3 =1, A1+ A2 #0
milzeme psat
A1 A2
a+ b))+ Asc .

A1+ Az A1+ Az ) s

Vyraz v zavorce je afinni kombinaci bodi a, b a celkové se jedna o afinni kombinaci
této kombinace a bodu ¢, cely vyraz tedy dava smysl. Fyzikdlni interpretace je

Vv

/\1& + )\gb + /\3C = (/\1 + /\2) (

vvvvvvvv

bodu (o hmotnosti A; + A2) a bodu c.

Uvazujme nyni konkrétni situaci trojice bodu a, b, ¢ v redlné afinni roviné, které
nelezi na jedné ptimce a polozme Ay = Ao = A3 = % Bodt = %a—l—%b—i—%cje tézistém
trojuhelnika s vrcholy a, b, c. Oznacime-li t, = %a + %b, tj. t. je stied usecky ab (co
je usecka jde forméalné definovat pomoci konvexnich kombinaci diskutovanych nize).
Podle vyjadieni v pfedchozim odstavci mame t = %te + %q tj. t lezi na tsecce ct.
(t&Znice) a tuto tsecku déli v poméru 2 : 1. Podobné se ukaze, Ze ¢ lezi na tseckich
at, a bty (kde t, atp, jsou stfedy stran be a ac) a déli tyto tisecku ve stejném pomeéru
2 : 1. Pfirozenym zptisobem jsme mimochodem nahlédli, ze tsecky spojujici vrcholy
a stfedy protilehlych stran se protinaji v jednom bodé a tento bod je déli v poméru
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2 : 1! Podobnym zptisobem lze dokézat fadu podobnych geometrickych poznatki
(viz cviceni).

a ¢
tp

11.2.4. Konvexni kombinace. Kratkou neformalni poznamku vénujeme tzv. konvex-
nim kombinacim v redlnych afinnich prostorech. Afinni kombinace A\jaj +- - -+ Agag
se nazyva konvezni, pokud jsou v8echny koeficienty nezdporné (a tim padem také
mensi nez 1). Konvexni kombinace souvisi s konvexnimi ttvary. Mnozinu bodi
nazveme konvexni, pokud s kazdymi dvéma body obsahuje celou tisecku, ktera je
spojuje. Neni tézké ukazat, ze kazda konvexni mnozina je uzaviena na konvexni
kombinace (cviéeni).

Mnozina vSech konvexnich kombinaci danych bodii aq, . . ., ax je proto nejmensim
konvexni mnozinou obsahujici tyto body. Této mnoziné fikime konvezrni obal. Roz-
myslete si, ze konvexnim obalem dvojice bodu a, b jsou pravé body lezici na tsecce
ab a Ze konvexnim obal trojice bodu a,b, ¢ je trojihelnik (i se svym vnitikem) s
vrcholy a, b, c. Naopak, tento geometricky nédzor miuzeme vyuzit k formalni definici
tsecky ab jako konvexniho obalu bodi a, b.

Priklad 11.19. UkéZeme, jak lze barycentrické soutfadnice pouzit p¥i zjistovani
zda dany bod lezi uvniti daného trojihelnika.

V piikladu 11.18 jsme zjistili, Ze barycentrické soufadnice bodu b = (0,—1)7
vzhledem k (a1, as,a3) = ((2,7)7,(8,1)T,(—6,-5)T) jsou (%, %, %) Bod b je tedy
afinni kombinaci bodi (a1, as,a3) s kladnymi koeficienty, proto lezi uvnitf troji-
helnika s vrcholy a1, as, as.

Konvexni mnoziny vznikaji naptiklad pii feSeni soustavy linedrnich nerovnic.

Reseni takovych soustav se tyka fada diilezitjch teoretickych i praktickjch pro-
blémai.
11.2.5. Linedrni kombinace odpovidajici vektorim. V tvrzeni 11.12 jsme ukéazali,
kdy linearni kombinace bodi urcuje bod nezavisle na volbé soustavy soufadnic, a
to ndm umoznilo definovat afinni kombinaci boda. Vyraz b — a napovida, kdy lze
linearni kombinaci bod@ smysluplné interpretovat jako vektor.

Tvrzeni 11.20. Necht A je afinni prostor nad T, a1, ...,ar € Abodyaly,..., \; €
T skaldry. Pak ndsledugici tvrzent jsou ekvivalentni.

(1) Vektor v o soutadnicich [v]s = Aila1]s + -+ + Ag[ak]s nezdvisi na volbé
soustavy soutadnic S.
(2) M+ + A =0.

Diikaz. Dukaz je obdobny jako u tvrzeni 11.12 a pfenechame jej do cviceni. (|

Podobné jako u afinnim kombinaci nyni mizeme v ptipadé, Zze \; +---+ A = 0,
definovat vektor Ajaq + ... Agyax predpisem

[Arar + -+ Agarls = Mfar]s + - - + Axfak]s



318 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

kde S je libovolna soustava soufadnic prostoru A, nebo napriklad vztahem
Arag + -+ Agag = Aalag —ay) + -+ Mg(ag —a1) -
Obecnéji, pro libovolny bod b € A plati
Arar + -+ Agar = A(ar —b) + Aa(aa —b) + -+ + Ag(ar — b) .

11.3. Podprostory. Podprostory afinnich prostortu definujeme analogicky jako pod-
prostory vektorovych prostort.

Definice 11.21. Necht A je afinni prostor nad télesem T s prostorem vektort
V. Afinni prostor B nad télesem T s prostorem vektorit W se nazyva (afinni)
podprostor prostoru A, pokud B C A, W < V a séitani bodu a vektoru v B je
zuzenim s¢itani bodu a vektoru v A.

Je-li A afinni eukleidovsky prostor pak B nazyvame (afinnim eukleidovskym)
podprostorem A, pokud je B afinnim podprostorem A a navic je skaldrni soucin v
B ztzenim skalarniho soucinu v A.

Jiz jsme se setkali s jednim typem podprostort: Pro libovolny bod a € A a (vek-
torovy) podprostor W < V tvofi mnozina bodd a+W (spolu se séitdnim zdédénym
z A) afinni podprostor prostoru A, jehoz prostor vektort je W. Nésledujici tvrzeni
ukazuje, ze takto ziskdme vSechny podprostory.

Tvrzeni 11.22. Necht A je afinni prostor nad télesem T s prostorem vektori V
a B je jeho podprostor s prostorem vektoru W. Pak pro libovolny bod b € B plati
B=b+W. Navic plati W ={c—b:ce B} ={d—c:c,d € B}.

Poznamka: Sc¢itani bodu z b a vektoru z W mutzeme provadét v libovolném z
prostori A nebo B, protoze se podle definice shoduji. Tim padem se rovnéz shoduje
odcitani: Jsou-li ¢,d € B dva body v B, pak vektor ¢ — d ve W je definovan jako
ten jednoznacné urceny vektor w € W, pro ktery plati d+w = c. Protoze scitani v
A a B se shoduji, vztah d +w = c platii v A, takze d — ¢ = w v A podle definice
od¢itani v A. Shoduji se také jakékoliv dalsi operace, které jsou odvozené z operaci
afinniho prostoru, naptiklad afinni kombinace.

Dikaz. Pro libovolny vektor w € W plati b + w € B, protoze B je uzaviena na
s¢itani bodu a vektoru. Proto plati b+ W C B. Naopak, pro libovolny bod ¢ € B
mame ¢ —b € W, takie c = b+ (¢ — b) € b+ W, coz dokazuje opacnou inkluzi.
Dodatek je rovnéz snadny, plyne naptiklad z korespondence bodid a vektori
diskutované za definici afinniho prostoru. O

Piiklad 11.23. Podprostory afinniho prostoru R3 jsou étyi typt:

e body, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) = 0, ¢ili W = {o} a
B ={b}

e piimky, tj. podprostory tvaru B =b+ W, dim(W) = 1, ¢ili W = (v), kde
v#o,aB=0b+(v)

e roviny, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) = 2, ¢ili W = (v, w),
kde (v, w) je linedrné nezévisla posloupnost, a B = b+ (v, w)

e cely prostor B = R3

Zavedli jsme ndzvy pro prostory dimenze 0 (body), 1 (pfimky) a 2 (roviny). Jesté
se pouziva pojem nadrovina, to je podprostor dimenze n — 1 v prostoru dimenze
n. Naptiklad nadroviny v R! jsou body, nadroviny v R? jsou piimky a nadroviny v
R3 jsou roviny.
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Podle tvrzeni je prostor vektord W podprostoru B prostoru A jednoznac¢né urcen
mnozinou bodt B, protoze W je mnoZina vSech rozdilti bodtd v B (jeden z bodt
mizeme libovolné zafixovat). Proto pfi zadavani podprostoru ¢asto uvadime jenom
mnozinu bodu B a fikdme, ze B je podprostor A.

K tomu, aby neprizdna mnozina B C A byla podprostorem afinniho prostoru
A je nutné a stac¢i, aby mnozina vektort W = {¢ —b: ¢ € B} (kde b € B je
libovolny bod) tvofila podprostor vektorového prostoru V. Podprostory lze také
charakterizovat jako mnoziny bodu uzaviené na afinni kombinace.

Tvrzeni 11.24. Necht A je afinni prostor a B C A, B # (). Pak B je podprostorem
A prdvé tehdy, kdyz kazdd afinni kombinace bodi z B lezi v B.

Dikaz. Je-li B podprostorem afinniho prostoru A, pak trividlné kazda afinni kom-
binace bodu z B lezi v B.

Predpokladejme naopak, ze kazda afinni kombinace bodi z B lezi v B a zvolme
libovolny bod b € B. Je potieba ukdzat, ze mnozina W = {c —b : ¢ € B} je
podprostorem prostoru vektori V afinniho prostoru A. K tomu je potieba ovérit,
7e W je uzaviend na s¢itani a ndsobeni skaldrem. Jsou-li ¢, ¢’ dva body z B, pak

(c=b)+(=b)=(c+c —b)—b,
kde ¢+ ¢’ —b je afinni kombinaci bodt z B, kterd v B podle predpokladu lezi, takze
(c—b)+ (¢ —b) € W a mnozina W je proto uzaviend na s¢itani. Je-li ¢ € B a
teT, pak
t(c—b) = (tc+ (1 —t)b) —b .
Zavorka na pravé strané je opét afinni kombinace bodt z B a dostavame uzavienost
W na néasobeni skalarem. (]

Podprostory vektorovych prostori ¢asto zaddavame pomoci mnoziny generatort.
Podobné, podprostory afinniho prostoru A casto zaddavame pomoci ,generujici®
mnoziny bodi X, fikdme napfiklad pfimka uréend body a,b nebo rovina urcend
body a, b, c, atd.

Definice 11.25. Necht X je neprdzdnd podmnozina bodt afinniho prostoru A
nad télesem T. Afinnim obalem mnoziny X rozumime mnozinu (X) v3ech afinnich
kombinaci bodu z X, tj.

<X> :{A1a1—|—~-~+)\kak:al,...,ak EX, A, o A ET, M+ -+ X = 1}

Pro afinni obal bodu uzivame stejné znaceni jako pro linearni obal. Musime si
proto vzdy uvédomit, zda prvky X jsou body nebo vektory.

Tvrzeni 11.26. Necht X je neprdzdnd podmnozina bodii afinnitho prostoru A nad
télesem T. Pak (X) je podprostor afinniho prostoru A a pro jeho prostor vektori
W plati
W:{)\lal—i—w'—i—)\kak:al,..‘,ak EX, M,..., €T, M+ + X :0}
={{c-b:ceX}) ,
kde b je libovolny bod v X .

Diikaz. Protoze afinni kombinace afinnich kombinaci je afinni kombinace, je (X)
je podprostorem A podle charakterizace podprostori pomoci afinnich kombinaci
v tvrzeni 11.24. Zvolme b € X libovolné. Prostor vektorda W podprostoru (X) je
roven (viz tvrzeni 11.22) W = {¢ —b : ¢ € (X)}. Kazdy bod ¢ v (X) je tvaru
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c = Aai + -+ Agag, kde Ay + --- + Ay = 1, takze kazdy vektor ¢ — b je tvaru
Arar + -+ Agag + (—=1)b, kde A; + -+ - + Mg + (—1) = 0. To dokazuje inkluzi C v
prvni rovnosti. Naopak, kazdy vektor tvaru Aja; +- - -+ Agag, kde Ay +---+ A =0,
lze psat ve tvaru (Ajag + -+ Agap +1-b) — b, kde Ay +---+ g +1 = 1, coz
dokazuje druhou inkluzi.

Druhou ¢ast prenechame do cviceni. ([l

Kazdy podprostor je uzavieny na afinni kombinace bodi. Proto kazdy podpro-
stor afinniho prostoru A obsahujici mnozinu X musi obsahovat také (X). V tomto
smyslu je (X) ,nejmensi“ podprostor A obsahujici X.

Priklad 11.27. Afinnim obalem dvojice bodt X = {a,b}, a # b je pfimka
<X> = {)\1@+)\2b2>\1+)\2 = 1}:a+W:b+W ,

kde
W:{/\1a+)\2b:)\1+)\2 :0}: (b—a>
Konkrétné, pro body a = (1,2)T, b = (4,6)T v afinnim prostoru R? je

() on(1) 2
() () (2 nened
SOREINOX()

11.3.1. Bodovy, parametricky a rovnicovy popis podprostoru. Podprostor afinniho
prostoru A dimenze n mizeme popsat nasledujicimi zptsoby:

[\

e Bodové, zaddnim mnoziny bodt X = {aq,...,q;}. Mnozina X urcuje pod-
prostor B = (X)) tvofeny vSemi afinnimi kombinacemi bodt z X. Prostor
vektorit W je roven linedrnimu obalu (as — aq, ..., a; — ay), takZe na zadéani
prostoru dimenze k potfebujeme alespon k + 1 bodi. Naopak, mame-li pro-
stor B dimenze k a zvolime a1, ..., ar+1 € B tak, aby (aa—aq,...,a5+1—a1)
byla linedrné nezavisla posloupnost, pak je (a1, .. ., art1) barycentrickd sou-
stava soufadnic prostoru B, tj. kazdy bod lze jednoznacnym zpisobem za-
psat jako afinni kombinaci bodt ay, ..., a1 (viz tvrzeni 11.16).

e Parametricky, zadanim bodu b a mnoZiny vektord {vy,...,v;}. Dany bod
a dané vektory urcuji podprostor B =b+ W = b+ (vy,...,v;). Na zadani
prostoru dimenze k potiebujeme bod a alespon k vektorti. Naopak, mame-li
prostor B dimenze k s prostorem vektord W, zvolime b € B libovolné a
zvolime k-tici linearné nezavislych vektoru z W, pak B = b+ W a kazdy
bod lze jednozna¢nym zptsobem vyjadfit ve tvaru b+ t1vy + -+ - + V.

Méme-li B zaddn parametricky jako B = b+ (v1,...,v;) a S je soustava sou-
fadnic prostoru A, pak vyjadfeni B v soustavé soufadnic S je afinni podprostor
[Bls = [b]s + {[vi]s,---,[Vi]s) < T™. Takové podprostory aritmetickych afinnich
prostorit vznikaji pii feSeni soustav linedrnich rovnic. To ndm dava dalsi mozny
popis podprostort.

e Rowvnicové, zadanim soustavy soufadnic S prostoru A a soustavy line-
arnich rovnic Rz = ¢ o n neznadmych. ReSeni soustavy je afinni podpro-
stor [B]s = {# € T" : Rz = c} prostoru T", ten urcuje podprostor
B = b+ W. Soufadnice [b]s bodu b jsou partikuldrnim feSenim soustavy a
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[W]s = Ker R. Mame-li | rovnic, pak jadro matice soustavy mé dimenzi ale-
spoit n—1, takze dim(W) > n—I. Pokud m4 matice soustavy plnou hodnost
I, pak dim(W) = n — [. K zadéni prostoru dimenze k proto potfebujeme
alespont n — k rovnic.

Ptechod od rovnicového popisu k parametrickému spociva ve vyfeSeni soustavy
linedrnich rovnic. Jak z parametrického popisu vytvofit rovnicovy popisuje dikaz
nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 11.28. Necht b+ W je podprostor dimenze k aritmetického afinniho pro-
storu T™. Pak existuje matice R typu (n — k) x n nad T a bod ¢ € T* takovy, Ze
mnozina Teseni soustavy rovnic Rx = ¢ je rovnd b+ W.

Dikaz. Oznatme vq,..., vy néjakou bazi W, tj. W = (vq,...,vg) a uvazujme
matici C = (v1]...|vy)T. Podle véty o dimenzi jadra a obrazu je dim Ker C = n—k.
Oznaéme (w1, ..., W, _}) néjakou bazi Ker C, R = (w1]...|w,_1)T a c = Rb.

Jadro matice R ma dimenzi n — (n — k) = k a obsahuje kazdy z vektort v,
protoze pro libovolné j € {1,...,n — k} plati W]»Tvi = vI'w; = 0 z volby vektortl
W1,..., Wy_g. Plati proto Ker R = W.

Protoze b je podle volby c¢ partikularnim feSenim soustavy Rx = ¢, je mnozina
vSech TeSeni soustavy Rx = crovna b+ Ker R =5b+ W. (I

V dikazu mame zaroven navod jak hledat rovnicovy popis podprostoru zada-
ného parametricky. Pokud vzhledem k soustavé soufadnic S je [B]s = b+ W,
napiseme néjakou bézi W (nebo mnozinu generdtortt W) do fadkt matice a vy-
feSime homogenni soustavu rovnic s touto matici. Bazi mnoziny feseni napiSeme
do Tfadkid matice R a uréime pravou stranu ¢ = Rb. Tim ziskdme rovnicovy popis
[Bls = {x € T" : Rx = c}.

Navic, je-li A afinni eukleidovsky prostor a S jeho kartézska soustava, pak radky
matice R generuji prostor ([W]s)t = [W]g, tj. generuji vyjadieni ortogonalniho
doplitku prostoru W vzhledem k S. Prvkiam ortogonalniho dopliku W fikame nor-
mdlove vektory.

Piiklad 11.29. Uréime parametricky podprostor B prostoru R® dany rovnicovym
popisem vzhledem ke kanonické bazi:

T1

12 -10 2 2o

2 4 0 1 -1 o=
T4
L5

Na tomto misté si rovnéz mizeme uvédomit, ze kazda netrividlni rovnice urcuje
nadrovinu v A (v nasem piipadé nadrovinu v R?), takZe rovnicové vyjadireni pod-
prostoru mtzeme chéapat jako vyjadreni pomoci priiniku nadrovin.

Soustavu vyfesime Gaussovou elimina¢ni metodou

12 -1 0 2|1 12 -1 0 2|1
24 0 1 —-1|4 00 2 1 —-5]|2
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2 -2 -1 1

0 1 0 0
B=b+W=] 1 -|—< 0 1 -1 1,1 5 >

0 0 2 0

0 0 0 2

Vidime, ze B je podprostor dimenze 3.

Nyni si pfedstavme, ze B je zadany parametricky a zapomenme na ptivodni rov-
nicové vyjadfeni. Chceme nalézt soustavu (R|c), aby jejim feSenim byl podprostor
B = b+ W. NapiSeme generatory prostoru W do fadkt matice a najdeme jeji jadro.

5 1

-21 0 00 1 0 5 0 2 10 2

Ker -1 0 -1 2 0 |=Ker| O 1 10 0 4 | = < -1 |, -1
1 0 5 0 2 00 4 2 2 2 0

Matici R tedy zvolime takto:
1 2 -1 0 2
k= ( 5 10 -1 2 0 >
Zbyva zvolit pravou stranu c tak, aby bod b byl partikularnim feSenim. Dosazenim
ziskdme ¢ = Ab = (1,9)”. Rovnicovy popis prostoru B je tedy napiiklad

I

1 2 -10 2 2
5 10 —1 2 0 R I
T4

x5

Vysel jiny rovnicovy popis nez puvodni. To neni piekvapivé, podprostor mizeme
parametricky i rovnicové zpravidla vyjadrit mnoha zptsoby.

Z rovnicového popisu vidime také normélové vektory — linearni obal fadkt matice
A tvoti pravé vektory kolmé na W vzhledem ke standardimu skaldrnimu soucinu.

Shriime rizné zpisoby vyjadieni pfimek a rovin v afinniho eukleidovském pro-
storu R? se standardnim skalarnim soucinem.

e Primku muzeme popsat jako afinni obal dvojice rtiznych bodti, paramet-
ricky ve tvaru b+ (v) , v # o, nebo dvéma rovnicemi aq1x1 +ai2T2+a13x3 =
C1, (9121 + A22%2 + a23x3 = Ca, priCemz normalové vektory této primky jsou
pravé vektory v <(a11, aro,a13)T, (as1, ass, &23)T>.

e Rovinu miuZzeme popsat jako afinni obal trojice bodu nelezicich na jedné
primce, parametricky ve tvaru b+ (v, va), kde (v1,vs) je linedrné nezavisla
posloupnost, nebo rovnici a;121 + a12x2 + a13x3 = ¢1, pricemz normélové
vektory této roviny jsou pravé vektory v <(a11, ais, a13)T>.

OBRAZEK

Stejné diskuze plati pro libovolny afinni eukleidovsky prostor dimenze 3, kde rov-
nicovy popis bereme vzhledem k néjaké kartézské soustavé souradnic. Vynechame-li
poznamky o normalovych vektorech, pak diskuze plati v libovolném afinnim pro-
storu dimenze 3, kde rovnicovy popis bereme vzhledem k libovolné soustavé sou-
fadnic.
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11.4. Afinni zobrazeni. Linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory je zobra-
zeni zachovavajici soucet a nasobeni skalarem, ekvivalentné, zobrazeni zachovavajici
linedrni kombinace. Obdobné zavedeme afinni zobrazeni mezi afinnimi prostory jako
zobrazeni zachovavajici afinni kombinace bodi.

Definice 11.30. Necht A a B jsou afinni prostory nad stejnym télesem T. Zobra-
zeni F' : A — B nazyvame afinni zobrazeni z A do B, znacime F : A — B, pokud
zachovava afinni kombinace, tj. pro libovolné k € N, aq,...,ax € A, A\1,..., \p € T,
AL+ -+ A = 1 plati

F()\lal—i----—i—/\kak) :AlF(al)—l—---—i—)\kF(ak) .

Slovy, obraz afinni kombinace je afinni kombinace obrazu se stejnymi koeficienty.
obrazi se stejnymi hmotnostmi.

Podivame se podrobnéji na pfipad & = 2 v definici. Zvolime pevné dva riazné
body ai,as € A a oznaime by = F(a1), bo = F(ag). Kazdy bod ¢ na piimce
(a1, az) lze zapsat jako afinni kombinaci ¢ = Aja; + Azas. Jeho obrazem musi byt
bod F(c) = A1by + A2bo. Obrazem je tedy bod v (b1, bs), ktery mé stejné poméry
worientovanych vzdalenosti“ od bodu by, by jako mé bod ¢ od bodd a1,as. V dege-
nerovaném piipadé kdy b; = by se vSechny body pfimky (a1, as) zobrazi do by. V
Casti 11.2.3 (viz cviceni ?77?) jsme diskutovali, Ze v pfipadé, Ze téleso méa charakte-
ristiku riznou od dva, lze kazdou afinni kombinaci napsat pomoci afinni kombinace
dvojic. Rozmyslete si (cvideni), Ze tim paddem by pro takové télesa stacilo v definici
pozadovat zachovavani afinnich kombinaci dvojic. Jinymi slovy, afinni zobrazeni je
takové zobrazeni, které zobrazuje primky na primky nebo body a zachovava poméry
yorientovanych vzdélenosti“ bodt na piimce (opét pfedpokldddme charakteristiku
riiznou od dva).

(a1, a2)

1=

(b1, b2)

OBRAZEK 27. Afinni zobrazeni F', kde b; = F(a;).

Dobrou pfedstavu o afinnich zobrazenich z prostoru A dimenze n do B (libo-
volné dimenze) si vytvofime, uvazime-li néjakou barycentrickou soustavu soufad-
nic (a1,...,an4+1) v A a obrazy b; = F(a;). KaZzdy bod a € A lze zapsat jed-
noznac¢né jako afinni kombinaci a = A\ja; + -+ + Ap116,41 a obraz je pak nutné
F(a) = Mby + -+ + Apt1bey1. Naopak, na barycentrické soustavé soufadnic si
muZzeme obrazy predepsat libovolné a to jednoznac¢né urcuje afinni zobrazeni. Tyto
skutecnosti jsou obdobou tvrzeni 8.4 o urceni linedrniho zobrazeni na bazi.

OBRAZEK (v R2)
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Tvrzeni 11.31. Necht A a B jsou vektorové prostory nad télesem T, dim A = n,
(a1, ... ,an4+1) je barycentrickd soustava soutadnic prostoru A a by,... by41 € B.
Pak ezistuje pravé jedno afinni zobrazeni F' : A — B spliiujict f(a;) = b; pro kazdé
ie€{1,2,...,n+1}.

Diikaz. Jednoznacnost plyne z definice. Abychom dokézali existenci, definujeme F
jak si vynucuje definice, tj. pro bod a € A polozime F(a) = A\1by + -+ 4+ Apt1bnt1,
kde (A1,..., \na1)T jsou barycentrické soufadnice bodu a vzhledem k dané bary-
centrické soustaveé. Je potfeba ovéfit, ze vzniklé zobrazeni je afinni, tj. podminka z
definice plati pro libovolné k a libovolné body. To pfenechame do cviceni. (I

Konkrétni priklady afinnich zobrazeni:

e Konstantni zobrazeni F' : A — B, které kazdému bodu v A pfifazuje pevné
zvoleny bod b € B.

e Posunuti o vektor v (ktery lezi v prostoru smért prostoru A) je afinni
zobrazeni F' : A — A. Posunutim o vektor v pfirozené myslime zobrazeni
definované F(c) = c+v.

e Rotace o néjaky thel, zrcadleni podle pfimky, zkoseni, projekce na pfimku
v néjakém sméru, posunuti a kazdé slozeni téchto zobrazeni je afinnim zob-
razenim F : R? — R2,

e Zobrazeni pfitazujici bodu A jeho soufadnice vzhledem ke zvolené soustavé
soufadnic je afinni zobrazeni F': A — T".

11.4.1. Afinnd a linedrni zobrazeni. Afinni zobrazeni mezi afinnimi prostory urcuje
pfirozenym zptsobem linearni zobrazeni mezi prostory vektord. Naopak, linearni
zobrazeni mezi jejich prostory vektord a obraz jednoho bodu urcuji jednoznacné
afinni zobrazeni.

Podrobnéji. Uvazujme afinni prostor A s prostorem vektort V, afinni prostor
B s prostorem vektort W (oboje nad télesem T) a afinni zobrazeni F' : A — B.
Zvolime libovolny bod a € A a definujeme zobrazeni f : V — W vztahem

f(v)=F(a+v)—F(a) prokazdy vektor veV .
Alternativné mtuzeme stejnou definici psat
fle—a)=F(c)— F(a) prokazdy bodce A .

Ukazeme, ze takto definované zobrazeni f nezéavisi na volb&é bodu a. Z definice
afinniho zobrazeni dostaneme, Ze pro libovolny bod a’ € A a vektor v € V plati

F@ +v)=F((a+v)—a+d)=F(a+v)—F(a)+ F(d) ,
coZ po upravé dava
F(a'+v)—F(d)=F(a+v)— F(a) ,

takze f skute¢né nezavisi na volbé bodu a. Jednoduchou tpravou definice f zjistime,
7e zobrazeni F je urené f a obrazem libovolného bodu a € A vztahem

F(c¢)=F(a)+ f(c—a) pro libovolny bod ¢ € A
nebo
F(a+v)=F(a)+ f(v) pro libovolny vektor v eV .

Jsou-li ay,...,ar € A libovolné body a Ay,...,\x € T skalary takové, ze \; +
<-4 = 0, pak ,linedrni kombinace“ Aja;+- - -+ Agar odpovidé néjakému vektoru
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ve V. Podivame se na jeho obraz pfi zobrazeni f. Podle definice f a definice afinniho
zobrazeni je
fvar + -+ Agag) = Fla+ Mar + -+ + Agay) — F(a)
= F(a)+ MF(a1) + -+ M\ F(ar) — Fl(a)
=MF(a1)+ -+ MF(ag) -
Jesté nahlédneme, ze f je skutecné linedrni zobrazeni: Pro libovolné dva vektory
u,v € V askalar A € T ozna¢ime b = a +u, ¢ = a + u + v a spocitdme
flutv) = flc—a)=F(c) = F(a) = (F(c) - F(b)) + (F(b) — F(a))
=fle=b)+ f(b—a) = flu)+ f(v)
J(AW) = F(Ab = Aa) = AF(b) — AF(a) = A(F(5) — F(a)) = Af(b— a) = Af()

Naopak, je-li f : V — W linearni zobrazeni a a € A, b € B, pak zobrazeni
F: A — B definované vztahem

F(c)=b+ f(c—a) prokazdéce A
ekvivalentné
Fla+v)=b+ f(v) prokazdé veV
je afinni zobrazeni F' : A — B (pro které F(a) = b), protoze pro libovolnou afinni
kombinaci A\ja; + -+ + A\pag (Z’f A; = 1) mame
F(Aar + -+ Agar) = b+ f(Mar + -+ + A\pag — a)
— bt fOu (@ — )+ + Aylag — a))
=b+Mflar—a)+ -+ X f(ag — a)
— b+ flar — @)+ Ao+ fla — a)
=MF(a1) + -+ M\ F(ag)

Shrneme ucinéna pozorovani.

Tvrzeni 11.32. Necht A, B jsou afinni prostory nad stejnym télesem T a V, W
jsou jejich prostory vektoru. Pak plati:
(1) Pro libovolné afinni zobrazeni F : A — B zobrazeni f : V — W definované
pro v . € V wztahem f(v) = F(a + v) — F(a) nezdvisi na volbé bodu a
a je linedrnim zobrazenim V. — W. Pro libovolné a,c € A plati F(c) =
F(a)+ f(c—a) a pro libovolnou kombinaci \yai+... Agag, A +---+A =0
plati

f()\1a1 + e+ )\kak) = )\1F(a1) + 4 )\kF(ak) .

(2) pro libovolné linedrni zobrazeni f : V. — W a body a € A, b € B je
zobrazeni F : A — B definované vztahem F(c) = b+ f(c — a) afinnd
zobrazeni A — B.

V situaci pfedchoziho tvrzeni fikdme, Ze afinni zobrazeni F' vytvaii linedrni zob-
razeni f nebo, ze f je linedrni zobrazeni pfislusné F, apod. Napfiklad afinni zob-
razeni F' : A — A vytvorena identitou jsou pravé posunuti, zobrazeni vytvorena
rotaci jsou rotace slozené s posunutim.

Nésledujici pozorovani shrnuje nékteré jednoduché, ale dulezité vlastnosti afin-
nich zobrazeni a pfislusnych linearnich.



326 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Pozorovani 11.33. Necht F : A — B je afinni zobrazeni a f : V — W pFislusné
linedrni zobrazeni. Pak plati:

(1) F je prosté pravé tehdy, kdyz f je proste,

(2) F je na prdvé tehdy, kdyz f je na.

(3) Obrazem podprostoru B = b+ U prostoru A pFi zobrazeni F je podprostor
F(B) = F(b) + f(U) prostoru B.

(4) Je-li G : B — C afinni zobrazeni a g prislusné linedrni zobrazeni, pak
slozen€ zobrazeni G o F je afinnim zobrazenim A — C a jemu prislusné
linedrni zobrazent je go f.

Drukaz. Cviceni. O

11.4.2. Afinni zobrazeni v soutadnicich. Na prikladu ukadZeme jak popsat afinni
zobrazeni mezi kone¢né dimenzionalnimi prostory v soutadnicich.

Piiklad 11.34. PopiSeme zobrazeni, které zobrazuje trojici bodfi a1, as, a; € R?
na trojici bodt by, ba, b3 € R? (v tomto poradi).

5 3 0
a1:<}),@:(‘f),as:(fl),bl: 3 | b={ -1 |b=| 3
2 4 —

Protoze D = (az — aj,a3 —a1) = ((=2,0)7,(1,-2)T) je baze R, tvoii trojice
(a1, as,asz) barycentrickou soustavu soutadnic, takze afinni zobrazeni F : R? — R?
je podminkami jednozna¢né uréené (viz tvrzeni 11.31). Uréime piislusné linearni
zobrazeni f : R? — R2. Obrazem vektoru as — a1 je vektor f(az —ay) = F(ag) —
F(ay) = by — by = (=2,—4,2)T a obrazem a3 — a; je f(az —a1) = b3 — by =
(—5,0,—3)T. Matice f vzhledem k D a K3 je proto

-2 -5

[flR,=| -4 ©

2 -3

takze vzhledem ke kanonickym béazim je
-2 =5 9 1 -1
s =R = =4 0 ) (L)
0 2
2 -3

-2 =5 1/ -9 1 1 3
= -4 0 1 0 2 )= 2 1
2 =3 -1 1

Nyni pro libovolny bod ¢ € R? a vektor v € R? je F(c+v) = F(c)+ f(v). Pouzijeme
tento vztah pro ¢ = (0,0)7 a v = (x1,72)” a dostavame obraz bodu (z1,22)7:

1

P() e (3 o) e (o) (2 1) (2)
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Misto uréovani F((0,0)T) piimo, mtizeme do vztahu dosadit napiiklad bod a; a

dopocitat.
1 3
P()=r ()2 1))
-1 1

Celkové dostévame

T 1 1 3 2 1+ 1 + 3:L'2
F<x1>: 0]+ 2 1 <x1>= 211 + T2
2 2 -1 1 2 2 — 11 + a9
Jako zkousku ovétime, ze skuteéné F(a;) = b;, i = 1,2,3.
Obecnéji, mame-li afinni zobrazeni F : A — B, soustavu soutadnic S = (a, vy, ..., V)
v prostoru A a soustavu soufadnic Q = (b, w1, ..., w,,) v prostoru B, pak soufad-

nice obrazu bodu ¢, ktery mame zadany v soustavé S, vzhledem k @ spocitame

[F(c)lq = [F(a)lq + [f(c —a)lq = [F(a)lq + XIc]s ,
kde X je matice f vzhledem k bazim (vy,...,v,) a (Wy,..., wy,). Heslovité, obraz
je tvaru ,bod plus matice krat vzor“. Kdyz na okamzik prestaneme rozliSovat body
a vektory (zvolime poclétek a bod ztotozitujeme z jeho polohovym vektorem), pak
linearni zobrazeni jsou ,,rovna zobrazeni®, kterd zachovavaji pocatky, a afinni zob-
razeni jsou vSechna rovné zobrazeni. Vzniknou z linearnich slozenim s posunutim.

11.4.3. Izometrie. Izometrie mezi afinnimi eukleidovskymi prostory je zobrazeni,
které zachovava vzdalenosti. Pouziva se také nazev shodnost, zejména v pripadé
zobrazeni mezi stejnymi prostory.

Definice 11.35. Necht A, B jsou afinni eukleidovské prostory. Zobrazeni F' : A —
B nazyvame izometrie, pokud zachovava vzdalenosti, tzn. pro libovolné a,c € A
plati

la —cll = [[F(a) = F(c)] -

Intuice napovida, ze izometrie je ,rovné“, tj. afinni zobrazeni, a prislusné line-
arni zobrazeni mezi prostory vektori je ortogonalni. Intuice se nemyli, jak ukazuje
nasledujici véta.

Véta 11.36. Necht A a B jsou afinni eukleidovské prostory konecné dimenze a
F: A — B je zobrazeni. Pak nasledujici tvrzent jsou ekvivalentni.
(1) F je izometrie.
(2) F je afinni zobrazeni A — B a prislusné linedrni zobrazeni mezi prostory
vektoru je ortogondlnd.

Diikaz. Ozna¢ime V,W prostory vektort afinnich prostora A, B.
Implikace (2) = (1) je jednoduché: Jsou-li a,c € A libovolné body, pak

[1F(a) = F(@ll = f(a =) = [la =]
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Zajimava je opafné implikace (1) = (2). UkéZeme myslenku dikazu a nékteré
technické detaily prenechame do cviceni.

e Pro libovolné dva body a1, a2 € A a jejich afinni kombinaci a = A\ja; + A2as
plati F(a) = A\ F(a1) + A2F(az2). K diikazu si vS§imneme, ze vztah ,bod je
afinni kombinaci dvojice boda s koeficienty A1, A2“ mizeme charakterizovat
pomoci jejich vzdjemnych vzdalenosti (cviceni).

e Protoze F' zachovava afinni kombinace dvojic, je F' afinni zobrazeni podle
cviceni ?7. Oznaéme f pfislusné linedrni zobrazeni mezi prostory vektora.

e Zobrazeni f zachovava normy: Pro libovolny vektor v € V a bod a € A
plati

IF I =lf((a+v) —a)l = [[Fla+v) = F(a)| = lla+v —al = [|v]]
e Protoze f zachovava normu, je podle tvrzeni 7?7 ortogonalni.
O

V prikladech ?? z kapitoly o vlastnich ¢islech jsme popsali vSechny ortogonalni
zobrazeni R? — R2 a R? — R3. Z dokézané véty tak ziskdme v téchto p¥ipadech
popis vSech izometrii. Izometrie F : R? — R? jsou rotace sloZené s posunutim a
ortogonalni reflexe sloZené z posunutim. Izometrie F : R? — R3 jsou rotace kolem
osy slozené z posunutim a rotace kolem osy slozené s ortogonalni reflexi vzhledem k
roviné a posunutim. Obdobné vysledky samoziejmeé plati pro izometrie mezi dvéma
libovolnymi eukleidovskymi prostory dimenze 2 nebo 3, staci ve pievést do R?
nebo R? pomoci kartézsk§ch soustav soufadnic.
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