Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Reseni
Verze ze dne 14. fijna 2021

14 Permutace a determinanty
Cile cviceni:

e Procvicit vypocet determinanti.

e Naucit se pocitat znaménko permutace.

Resené priklady:

Uloha 14.1. Necht p = (135)(4798)(26) a q = (18)(247693) jsou dvé permutace z Sy. Spoéitejte

permutace pogq, gop, p~ta gt

Reseni. Nejprve pifmo pouzitim definice snadno zjistime hodnoty (sklddame zprava doleva):
poq=(1495)(27)(368), gop = (129)(3587)(46).
Déle snadno nahlédneme, Ze inverzni permutaci je pravé ,zrcadlovy obraz® permutace, tedy
pt = (62)(8974)(531), ¢ ' = (18)(239674).
Uloha 14.2. Urdete znaménka permutaci p = (17)(36)(2458), p~!, ¢ = (245)(3687), r = (13)(2675),
poqor,g toroptoqe Ss.
Reseni. Nejprve spoéitame cykly sudé délky nebo pocet vsech (tedy i trividlnich) cyklf, abychom
zjistili, ze
sgnp = sgn((17)(36)(2458))
sgnq = sgn((1)(245)(3687))
sgnr = sgn((13)(2675)(4)(8)) = (—=1)** = 1.

V predchozi tloze jsme si mohli vS§imnout, Ze inverzni permutace ma stejné cykli jako permutace
ptvodni, proto sgnp~! = sgnp = —1. Koneéné tvrzeni z pfednasky nam ¥ik4, Ze znaménko slozeni
permutaci se rovna souc¢inu znamének, proto

(1) 1,
(-

83 _ _
1)%7% = -1,

sgn(pogor)=sgnp-sgnq-sgnr =(—1)-(-1)-1=1.
Spojenim poslednich dvou pozorovani dostavame:
sgn(qg loroptoq) =sgng-sgnr-sgnp-sgnqg=sgnr-sgnp = —1.
Uloha 14.3. Napiste permutace p = (13475) a ¢ = (19)(267)(3548) z Sy jako soucin transpozic.

ResSeni. P¥ipometime, 7e transpozice je permutace, kterd vyméiuje pravé dva prvky, tj. miZeme ji
v redukovaném cyklickém zapisu zapsat ve tvaru (ab). Snadno spocitame, Ze

(13475) = (15) o (17) o (14) o (13) = (13) o (34) o (47) o (75).

P¥imo z definice cyklického zapisu vidime, ze (19)(267)(3548) = (19) o (267) o (3548), proto nejprve
ulohu vyfesime pro kazdy z cyklu (19), (267) a (3548) a poté nalezené transpozice slozime. Dostaneme

(19)(267)(3548) = (19) o (267) o (3548) =
= (19) 0 (27) 0 (26) o (38) o (34) o (35) = (19) 0 (26) o (67) o (35) o (54) o (48).
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Uloha 14.4. Spoéitejte nad télesy Q, Zs a Z; determinanty matic
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Reseni. (a) Postupujeme pfimo podle definice. Rozmyslime si, ze S, = {Id, (12)}, proto det(A4) =
3-2—1-1=5nad télesy Q, R. Obvykla tvaha o pocitani v télesech Z, ndm umozni vyuzit vysledku
spoc¢itaného v télese racionélnich ¢isel, ktery nakonec sta¢i upravit modulo p. To znamen4, ze det(A) =
5 mod 5 = 0 nad télesem Zs a det(A) = 5 mod 7 = 5 nad télesem Zs.

(b) I tentokrat muzeme fakticky postupovat podle definice. Sudym permutacim Id, (123) a (132) z S5
odpovidaji po fadé souéiny 1-1-4,2-0-1a 1-2-4 (vidy bereme nejprve hodnotu z prvniho fadku,
poté z druhého a nakonec z t¥etiho) a lichym permutacim (12), (13) a (23) odpovidaji souciny 2 - 2 - 4,
1-1-1a1-0-4, proto

1
det A =det | 2 =1-1-441-2-4-2-2-4—-1-1-1=-5.
1
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To znamend, ze det(A) = —5 nad télesem Q, det(A) = 0 nad télesem Zs5 a det(A) = 2 nad télesem Z.

(c) Pouzijeme vétu, kterd ¥ika, ze det(A- B) = det(A) - det(B). Uz mame spocitany determinant matice
1 21
A=12 1 0]. Nyni spoc¢itame determinant

1 4 4

2 2 3 2 0 3 9 3
det B=det |1 3 2| =det|1 2 2 :2-det(1 3):6
11 3 10 3
nad @, det B =1 nad Zs a det B = 6 nad Z;. To znamend, Ze hledany det(A - B) je —30 nad télesem
Q, 0 nad télesem Zs a 5 nad télesem Zs;.

(d) Piipomenme, Ze tvrzeni z pfednasky nam fikaji, jak se zméni determinant matice, provedeme-li
nékterou z radkovych tuprav. Snadno si navic uvédomime, zZe determinantem trojihelnikové matice je
soucin hodnot na hlavni diagonale. Budeme-li tedy pomoci elementarnich iprav fadkt prevadét matici
D do odstupnovaného tvaru, vime v kazdém kroku, jak jsme ptivodni determinant zménili. Upravujme
a pocitejme tedy:

1021 o 2 1 1o 2 1| 1o 2 1
1103 jo1-22 Jo1 -2 2| o1 -2 2

©D)=lg 5 12 o2 1 2 oo 5 2 oo 5 —o LToL=>
1234 o2 13 oo 5 -1 oo 0 1

Zjistili jsme tedy, ze det(D) = 5 nad télesy Q, R, det(D) = 0 nad télesem Zs a det(D) = 5 nad
télesem Z-.

Uloha 14.5. Rozhodnéte, pro ktera redlna a jsou regularni redlné matice

1 1 0 a -1 -1
Play=a 1 a|, Q) =|a-1 1 1|, Pa) -Qa), P(a)* - Qa)*™.
1 a O a+1 1 0



1 10
Reseni. Nejprve spoé¢itdme determinanty det(P(a)) =det [a 1 a| =a—a? a
1 a O
a -1 -1 20—1 0
det(Q(a)) =det [a—1 1 1 | =det| a—1 1
a+1 1 0 a+1 1
Véta 7.22 z prednasky tika, ze je matice regularni, prave kdyz je jeji determinant nenulovy. Determinanty
matic P(a) a Q(a) uz jsme spocitali, zbyva nam s vyuzitim Véty 7.26 spocitat det(P(a) - Q(a)) =
det(P(a))-det(Q(a)) = a(l —a)(1—2a). Vidime, Ze je matice P(a) regularni, pravé kdyz a € R\ {0, 1},
matice Q(a) je reguldrni, pravé kdyz a € R\ {3} a soudin P(a) - Q(a) je reguldrni, préavé kdyz a €
R\ {0, 5,1}
Konec¢né indukéni aplikaci Véty 7.26 dostavame, ze

det(P(a)®" - Q(a)*™) = det(P(a))®" - det(Q(a))*™ = a®7(1 — a)®7(1 — 2a)*™.

1

Protoze polynom a®7(1 — a)*"(1 — 2a)*™ v proménné a nemé jiné kofeny nez 0, 3, 1, vidime, Ze je

matice P(a)*" - Q(a)*™ reguldrni opét pravé tehdy, kdyz a € R\ {0, 3,1}

Dalsi zakladni priklady k pocditani:

Uloha 14.6. Spocitejte determinant matice

1 3 =31 1
3 2 7 5 -9
H=12 1 -1 2 0
1 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7

nad télesem racionalnich ¢isel.
Reseni: Vyjde —344. Praci si vyrazné usnadnime, ode¢teme-li prvni sloupec od étvrtého.

Uloha 14.7. Rozhodnéte, pro kterd x € Z; je matice

2x r+3 2rx+1
r+4 3x+2 3
r+1 T 4x

nad télesem Zs singularni.
Reseni: Je singularni, pravé kdyz je = 3.

Uloha 14.8. (a) Vyfeste nad redlnymi ¢isly soustavu rovnic Ax = (1,0,0)7 s redlnym parametrem a,
kde

20+1 a 2a
A= a 1 a+1
2a 0 2a

Pouzijte Cramerovo pravidlo.

(b) Vyjadiete spoctené det A;, kde A; je matice A s i-tym sloupcem nahrazenym pravou stranou sou-
stavy, pomoci algebraickych doplitkit A;; = (—1)"*J det M;; (viz definice ve skriptech). Uz vidite, ze
opravdu plati A~! = %? (Napovéda: Determinant A lze spocist snadno pomoci determinanti A; az

Az. Déle x = A71(1,0,0)T je prvni sloupec A71.)



R adan’ - _ _ 2a _ _ _ 1 B v v s . . _
ReSenl: x1 = 29 = 5,009y = 737 843 = 55047) = —aq7 PrO G € R\ {0, —1}, feSeni neexistuje pro a = —1 a

1
(1,0,0)7 + LO{(0,1,-1)T} proa =0 .

Uloha 14.9. Uréete determinant matice nxn, kterd vznikne jako levy horni roh Pascalova trojthelniku:

11 1 1
12 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

Reseni: 1 pro vSechna n € N.

Uloha 14.10. K matici

urcete matici adjungovanou a matici inverzni.

Uloha 14.11. Uréete objem rovnobé&znosténu vytyceného vektory (1,1,0), (3,5, —2) a (4,0,7).

Obtiznéjsi priklady

Uloha 14.12. Spoctéte determinant

3 2 2 2 2
2 3 2 . 2 2
2 2 3 2 2
2 2 2 . 3 2
2 2 2 2 3

210 ...00
121 ...00
1 .00

A= . :
000 2 1
000 1 2




