Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Zadéani
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13 Typy a prostory linearnich zobrazeni
Cile cviceni:
e procvicit hledani jader a obrazii linearnich zobrazeni,

e naucit se vyuzivat dimenze jadra a obrazu k popisu typu linedrniho zobrazeni,

e naucit se pracovat s prostory linearnich zobrazeni a s linearnimi formami.
Resené priklady:

Uloha 13.1. Pro linearni zobrazeni f : Z} — Z? s matici vzhledem ke kanonickym bézim (le ; ?))

najdéte bazi podprostori Ker f a Im f a rozhodnéte je f monomorfismus, epimorfismus ¢i izomorfismus.
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Uloha 13.2. Uvazujme linedrni zobrazeni f : Z3 — Z3 s matici [f]){ = |2 2 1| vzhledem k bézi
4 0 3
3 1 2
M = 21,131,112 a kanonické bazi K3. Ovéite, ze f je izomorfismus, a najdéte matice f a
1 4 2

f~! vzhledem ke kanonickym bézim.

Uloha 13.3. Uvazujme linedrni zobrazeni ¢ : Z3 — Z2 nad télesem Z; dané podminkami

o % = (3). « § 1= (3). « § = (3)-

Najdéte matici [gp]ﬁ linedrniho zobrazeni ¢ vzhledem ke kanonickym béazim, spocitejte dimenze pod-
prostortt Ker ¢ a Im ¢ a rozhodnéte, zda jde o monomorfismus nebo epimorfismus.

Uloha 13.4. Najdéte né&jakou bazi realného vektorového prostoru Hom(R?, R?) a rozhodnéte, zda jsou
ve vektorovém prostoru Hom(R? R?) linedrné nezavisla posloupnost linedrni zobrazeni f, g, h, pokud

@ st )= () at(n]=(2) (v )= (2).
z ¥ ¥
(b) [/l = (; g f) 9] = (; _52 D (] = G ; f) kde K3 a Kj jsou kanonické baze,

() [f]g:(é ; ;),[g]g:@ ' D,[h]g:(é : g),kdijebazeRSaCjebazeRz.



Uloha 13.5. Uvazujme line4rni formy na vektorovém prostoru V = Z3 nad télesem Zs:

fi( ) = +2z2, fof Y=3z+y+2z, fi ) =4z +y+ 2.
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a) Ovéfte, ze posloupnost B = (f1, fa, f3) tvoii bazi dualniho vektorového prostoru V¢ = Hom(Z2, Zs),
5

(b) spocitejte souradnice [¢g]p linedrni formy g¢( ) =4z,

INEINSE

(c) najdéte bazi podprostoru 1, ,c. Ker (afi +bf2),

(d) najdéte bazi podprostoru vsech linedrnich forem, jejichZ jidro obsahuje vektor (1,1,2)7.

Dalsi zakladni priklady k pocditani:

Uloha 13.6. Urcete dimenzi jadra Ker h a obrazu Im h linedrniho zobrazeni h nad télesem T vite-li,
ze jeho matice vzhledem k (nezndmym) bazim B a C' je

(a) hg:(6 ;L §>proTzzll
4 7
hE = _
C( 3 3>proT]R
3 1 1
RE=12 -1 1] proT=Q
1 =31

2+Z 1l—2 743 =1 6-Tt
B
(d) [h]C— T_i 3 4—i 0 9 )proT—(C

Uloha 13.7. Najdéte baze jadra a obrazu linearniho zobrazeni ¢ z tilohy 13.3.

31
1 2 matice linedrniho zobrazeni f : Z7 — Z32 vzhledem k bazim M =
2 6

S O

2
Uloha 13.8. Je-li [ 1
1
)

((1,1,0,0)7, (0,1,1,0)7,(0,0,1,1)7, (1,0,0,0)”) prostoru Z2 a N = ((3,1,4)7,(3,3,0)7,(2,1,6)") pro-

storu Z3. Uréete béazi a dimenzi jadra Ker f a obrazu Im f.

Obtiznéjsi priklady:
Uloha 13.9. Necht k < n, V je vektorovy prostor V nad télesem Z, dimenze n a U jeho podprostor
dimenze k. Kolik existuje takovych linearnich zobrazeni ¢ : V' — U, ze U C Ker ¢?

Uloha 13.10. Pro parametrické linearni zobrazeni f,; : Z3 — Z2 najdéte vSechna (a,b) € Z2, pro

l14+a O 1
ktera je f,; izomorfismus, jestlize [f, ;)5 = 2 b 1+4+a
3 —a 1

Uloha 13.11. Necht (by,...,b,) je baze vektorového prostoru V. Dokazte, Ze je posloupnost linearnich
forem (fi,..., f,) bazi dudlu V%, pravé kdyz je matice (f;(b;));; regularni.



