Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Reseni
Verze ze dne 14. tijna 2021

13 Typy a prostory linearnich zobrazeni
Cile cviceni:
e procvicit hledani jader a obrazii linearnich zobrazeni,

e naucit se vyuzivat dimenze jadra a obrazu k popisu typu linearniho zobrazeni,

e naucit se pracovat s prostory linearnich zobrazeni a s linearnimi formami.
Resené priklady:

1 2 3
najdéte bazi podprostori Ker f a Im f a rozhodnéte je f monomorfismus, epimorfismus ¢i izomorfismus.

Uloha 13.1. Pro linearni zobrazeni f : Z} — Z? s matici vzhledem ke kanonickym bézim (4 L 2)

Reseni. Piipomenime, ze Ker f = {v| f(v) = 0} = {v| Av = 0}. Tedy Ker f je pravé mnozina vsech

2
feSeni homogenni soustavy s matici A, tj. Ker f = Ker A. Snadno spocitame, ze Ker f = LO{| 0 | },
1
2
tudiz | 0 | je baze Ker f.
1

Vezmeme-li libovolnou generujici mnozinu G vektorového prostoru Z$ (napiiklad kanonickou bazi),
potom f(G) tvoii generujici mnozinu podprostoru Im f = f(Z2). Vidime, ze f((1,0,0)7) = (4,1)7,
£((0,1,0)7) = (1,2)T a £((0,0,1)T) = (2,3)%, tj. obrazy vektorti kanonické baze tvoii pravé sloupce
matice A. To znamend, Ze Im f = Im A = LO{ (11) , (;) , (?))} = Z2. Dimenze Im f je jak vime také
podle Véty o dimenzi jiddra a obrazu rovna 3 — dim Ker A = 2 a bazi Im f je tudiz libovolna béze Z2,
napiiklad kanonicka baze. Protoze je jadro netrivialni, zobrazeni neni monomorfismus ani izomorfismus,
a protoze je na, jedna se o epimorfismus.

1 31
Uloha 13.2. Uvazujme linedrni zobrazeni f : Z3 — Z3 s matici [f]}{ = |2 2 1| vzhledem k bézi
4 0 3
3 1 2
M = 21,133,112 a kanonické bazi K3. Ovérte, ze f je izomorfismus, a najdéte matice f a
1 4 2

f~! vzhledem ke kanonickym bazim.

Reseni. Protoze plati f = f o Id, lze pomoci tvrzeni o matici sloZzeného zobrazeni vyjadfit hledanou
matici | f]ﬁg jako soucin matic:

-1

1 3 1 3 1 2
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Transponovany soucin spoc¢itame standardnim algoritmem pomoci rozsitené matice:

3 2 1)1 2
1 3 4|3 2
2 2 2111

W O =
o = O

1 0[1 1 1
~--~ |0 01 2 3
0 1/1 0 0
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1 11
Nyni vyuzijeme faktu, Ze [f*1]§2 = ([f}gz)*l =112 0 , a tlohu dopoc¢itdme znadmym postupem:
1 30
11 1|1 0 O 10 0j/0 3 3
1 20[{010)~---~1010|04 1]/,
1 3 0/0 01 00 1|1 31

tedy [f1]5 =

—_ o o
W ol W
— = o

Uloha 13.3. Uvazujme linedrni zobrazeni ¢ : Z3 — 72 nad télesem Z; dané podminkami

o % = (3). « ? 1= (3). « § = (s)-

Najdéte matici [gp]gi linedrniho zobrazeni ¢ vzhledem ke kanonickym bazim, spocitejte dimenze pod-
prostortt Ker ¢ a Im ¢ a rozhodnéte, zda jde o monomorfismus nebo epimorfismus.

1 3 2
Reseni. Nejprve si viimnéme, Ze posloupnost M = (| 5], [0],|0]) je baze prostoru Z2 a 7e je ze
1 1 2

. . 2 4 ... o R - .
zadani zjevna matice [c,p]J‘K/[2 = (i 3 6) UZzijeme-li vétu z prednasky, zjistime, ze

13 2
5 2 4

[o]5 = [l - 1d]5? =[], - (Md]3E) ' = -5 0 0

7 14 v (4 3 6) R

15 1\ [5 4
Nyni spoéitdme transponovany soucin ([(p]gz)T =13 01 . (2 3):
2 0 2 4 6
151 |5 4 101 (2 3 100 |0 O
301 |23|~1050 (3 1]~(010 |23
20 2 |46 005 |31 001 (2 3

Zjistili jsme, Ze [go]ﬁz = (8 g g) Odtud okamzité vidime, ze rank[@]gg = 1, proto dimKer¢ =

3—1=2adimIme = 1. Proto ¢ neni ani prosté ani na, tedy se nejednd ani o monomorfismus ani o
epimorfismus.

Uloha 13.4. Najdéte né&jakou bazi realného vektorového prostoru Hom(R?, R?) a rozhodnéte, zda jsou
ve vektorovém prostoru Hom(R? R?) linedrné nezavisla posloupnost linedrni zobrazeni f, g, h, pokud
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(b) [f]gz = (; g ?), [g]llgz = (; _52 1), [h]flg; = (1 ; :1))), kde K3 a K, jsou kanonické baze,

(c) [f1B = (; ; ;), [g]8 = (8 1 1), [h)B = ((1] g 3), kde B je baze R? a C je baze R.

Reseni. Uvédomime-li si, Ze zobrazeni ¢ — [go]% vektorového prostoru Hom(R3 R?) do vektorového
prostoru matic R3*? je linearni bijekce, tedy izomorfismus, sta¢i nam najit napiiklad bazi

M_(IOO 010 001 0 00 0 00 000)

~\0 0 0/)2\0 0 0/)’\0 0 0/’\1 0 0/)2\0 1 0/)”\0 O 1/)”
vektorového prostoru R3*2. Odpovidajici bazi (b ...,bs) prostoru Hom(R?, R?) mlZeme vyjadiit pro
v = (z,y,2)" predpisy

0= ) 2= () = )= () 0= ()= (0.

(a) Ulohu miizeme vyfesit bud v izomorfnim vektorovém prostoru R3*2| tj. rozhodnout, zda je linearné

nezavisla posloupnost matic (] f]gz, [g]ﬁg, [h]%) nebo ji vyfesit v soufadnicich vzhledem k bazi (b;)

prostoru Hom(R3, R?):

100 100010 1000 1 0
ey =101 000 1]~|0100 0 1
15 100001 0000 —1 1

Vidime, ze jsou soufadnicové vektory [f]w,), [f]®:), [f]) linedrné nezavislé, tedy je posloupnost f, g, h
linedrné nezavisla.

(b) Tentokrat standardnim postupem zjistime, Ze

2_132_151_113
2 01 3 =2 1) \1 2 1)’

a proto 2f — g = h, tudiz posloupnost f, g, h je linearné zavisla.

(c) Protoze také zobrazeni ¢ — [¢]Z je izomorfismus redlnych vektorovych prostori Hom(R3 R?) a
R3*2 stac¢i obdobné jako v piedchozich bodech nahlédnout, Ze je posloupnost matic

1 11 011 1 2 3
22 2)°\0 1 1)’\0 0 0
a tedy i linedrnich zobrazeni f, g, h linearné nezavisla.

Uloha 13.5. Uvazujme line4rni formy na vektorovém prostoru V = Z3 nad télesem Zs:

fi( )=x+22, fof )=3z+y+2z, f3 )=dr+y+z.

NS
IS IS
SIS

a) Ovéfte, ze posloupnost B = (f1, fa, f3) tvofi bazi dualniho vektorového prostoru V¢ = Hom(Z2, Zs),
5



(b) spocitejte souradnice [¢g]p linedrni formy g¢( ) =4z,

INEINSE

(c) najdéte bazi podprostoru 1, ,c. Ker (afi +bf2),
(d) najdéte bazi podprostoru vsech linedrnich forem, jejichZ jadro obsahuje vektor (1,1,2)7.

ResSeni. (a) Protoze vime, Ze dim V¢ = dim V = 3, sta¢i podobné jako v piedchozi tiloze ukazat, Ze je
posloupnost (fi, f2, f3) linearné nezavisla. K tomuto acelu staci prozkoumat hodnost

[f1]5s 1 0 2 10 2
rank [ [fo]®* | =rank [3 1 2| =rank [3 1 2| =3.
[f4]5 411 10 4
Tim jsme ovéfili, Ze je posloupnost B linedrné nezavisla, a proto i baze dim V<.

(b) Priklad spoc¢itame v soufadnicich matic linedrnich forem vzhledem ke kanonické bazi, tedy najdeme
soufadnice fadkového aritmetického vektoru [g]%* = (0,0, 4) vzhledem k bazi

([fl]K37 [fQ]K37 [f3]K3) = ((17 0, 2)? (3’ 17 2)7 (47 L, 1))

1 3 4|0
Snadno najdeme Teseni soustavy rovnic s matici [0 1 1[0 |, které je hledany souradnicovy vektor
2 2 1|4
3
9lp = 1|3
2
” o s . . (10 2\
(c) Staci, abychom vytesili homogenni soustavu linedrnich rovnic s matici 3 1 9 16z bézi ziejmé
3
tvofi naptiklad vektor | 4
1

(d) Resime tlohu dualni k piedchozi: hleddme podprostor feseni homogenni soustavy rovnic s matici
(1 1 2), ktery reprezentuje souradnice hledaného podprostoru lineadrnich forem. Zpétnou substituci

4 3
okamzité dostavame napiiklad bazi (| 1 |, [ 0 | ) soufadnicového podprostoru, proto napiiklad linedrni
0 1
x x
formy hi(|y|) =4z +vy, ho(|ly|) = 3z + z tvofi bazi podprostoru forem s jddrem obsahujicim
z z

vektor (1,1,2)T.

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

Uloha 13.6. Urcete dimenzi jadra Ker h a obrazu Im h linedrniho zobrazeni h nad télesem T vite-li,
ze jeho matice vzhledem k (nezndmym) bazim B a C' je

@ W= (3 § 3) proT=2u
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3
() [WE=12 -1 1| proT=Q
1 1

240 1—i T+3i —1 6-7i
_(7—¢ 3 4—i 0 2 )prOT_C

Resent: (a) 2,1, (b) 1,2, (c) 1,2, (d) 3,2.

Uloha 13.7. Najdéte baze jadra a obrazu linearniho zobrazeni ¢ z tilohy 13.3.
1 0 9

Reseni: Baze Ker ¢ je napt. (| 0|, |6 |) a baze Im ¢ je ((<3>)
0 1

3
Uloha 13.8. Je-li 1 matice linedrniho zobrazeni f : Z3 — Z2 vzhledem k bazim M =
2

DN =
S O

2
1
1
((1,1,0,0)T, (0,1,1,0)%,(0,0,1,1)T, (1,0,0,0)7) prostoru Z* a N = ((3,1,4)7,(3,3,0)T,(2,1,6)") pro-
storu Z3. Uréete bazi a dimenzi jadra Ker f a obrazu Im f.

Reseni: dim(Im f) = A([f]mn) = 2 a dim(Ker f) = 4 — dim(Im f) = 2.
Béze Ker f je napiiklad ((2,5,4,2)7,(3,6,0,1)T) a baze Im f je napiiklad ((6,5,6)T, (5,2,3)T).

vvvvvv

Uloha 13.9. Nechf k£ < n, V je vektorovy prostor V nad télesem Z, dimenze n a U jeho podprostor
dimenze k. Kolik existuje takovych linearnich zobrazeni ¢ : V' — U, ze U C Ker ¢?

Regeni: 2k(n—Fk)

Uloha 13.10. Pro parametrické linearni zobrazeni f,; : Z3 — Z2 najdéte vSechna (a,b) € Z2, pro

14+a O 1
které je f.p izomorfismus, jestlize [f,]5 = 2 b 1+a
3 —a 1

Uloha 13.11. Necht (by,...,b,) je baze vektorového prostoru V. Dokazte, Ze je posloupnost linearnich
forem (fi,..., f,) bazi dudlu V¥, pravé kdyz je matice (f;(b;));; regularni.



