Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Reseni
Verze ze dne 1. prosince 2021

12 Linearni zobrazeni
Cile cviceni:
e procvicit si linearni zobrazeni,

e naucit se pocitat matice linearniho zobrazeni,.
Resené priklady:

Uloha 12.1. Uvazujme pro matici A = 412 linedrni zobrazeni f4 : Z2 — 7Z2 dané maticovym
1 2 3 5 2
nasobenim. Najdéte matici f4 vzhledem
(a) ke kanonickym bazim K3 a Ko,

1 1 1
) kbazi B=|[1],(1],]0] ] a K,
1/ \o/ \o

(c) k bézi B aC = (@ , (g))

ResSeni. (a) Podle definice nejprve potfebujeme zjistit soutadnice vektort f4(e;) vzhledem ke kanonické

bézi prostoru Z2:
atenli = (e = (1)

fatenlie =13l = (3).
el =1(3 )1 = (5)

Nyni zbyva soutadnicové vektory uspotadat do sloupcti matice linearniho zobrazeni vzhledem ke kano-
4 1 2
e ;. Ky -
nickym bazim [fa]} = (1 5 3) = A.
(b) Opét postupujeme podle definice a dostavame soutadnice

1

({1 e = (3 5 3)- : -(3).

[fa(

—_

[fa(

S O = O = =
o O = O = =



Zjistili jsme, Ze [falf, = <? g le)

(c) Tentokrat mame najit soufadnice obrazi f4(B) vektort baze B vzhledem k béazi C. ZapiSeme-li
ziskané aritmetické vektory do sloupcii matice, dostaneme pravé matici hledanou matici [f4]2. Hleddme
tedy Teseni t¥i soustav rovnic se spole¢nou matici levych stran

2 312 2 310 2 34
3 0/1)7 \3 0(3)” \3 0]1)"

které miizeme standardnim postupem fesit najednou:
2 312 0 4 3 011 31 1 0/2 1 2
3 0/1 31 0 3(3 30 0 1|1 1 0)°
2 3\™' (20 4
(Mimochodem si vSimnéme, Ze [fa]8 = <3 O) - (1 3 1> .) Spocitali jsme tedy, ze [fa]Z =
2 1 2
11 0)°

Uloha 12.2. Ve vektorovém prostoru R? uvazujme bazi B = ((1,2)7,(1,3)7). Dale A = (1 _01)

Pro néasledujici linearni zobrazeni urcete matice jejich zobrazeni vzhledem ke specifikovanym béazim:
(a) Pro f:R? — R? dané piedpisem f(x) = o urcete [f]%, [f]%,, 15, (18
(b) Pro f:R?* — R? dané predpisem f(x) = x urcete [f]%, [f]}B(27 [f]gga 1f13

)
)

c) Pro f:R? — R dané predpisem f(x) = 2z — x5 urdete [f]%, [f1%,
) Pro f: R — R? dané piedpisem f(s) = (s, —s)T urcete [f]g;, [f]5!
)

(e) Pro f:R?* — R? dané ptedpisem f(x) = Ax urCete [f]%, [f]%, (115, [f’l]%, [f*l]?

(f) Pro f: R* — R¥?, f(x) = (x[2x)" wéete [f]¢, kde C' = (((1) 8) : (8 (1)> ’ (? 8) ’ (8 (1)))

Reseni. (a) Podle definice jsou viechny ¢ty¥i matice rovny Ogys.

(b) [f1x2 = ([f(e)lxal fle2)]x.) = ([e1] e le2]i,) = (erles) = I a podobné i [f]§ = I». Protoze f = id,
matice | f]ﬁ2 obsahuje ve sloupcich pravé souradnice vektorid baze B vzhledem ke kanonické bazi, tudiz
[f]ﬁ2 = é :1))) Spocitali jsme tak matici pfechodu od béze B k bazi Ky. Matice [f]5?, ktera je matici
prechodu od baze K k bazi B obsahuje ve sloupcich soutadnice vektorti baze B vzhledem ke kanonické

11
) a s vektory

bézi, potfebujeme tedy vyftesit dvé soustavy rovnic s matici levych stran [id]f%2 = (2 3

pravych stran z baze K,. Postupujeme tedy stejné jako pti hledani inverzni matice.

1 1|1 0 1 111 0 1 013 -1
2 3/0 1 0 1{-21 0 1/-2 1)
N o . v . K2 . B —1 3 _1
Spocitali jsme, ze [id]z* = ([id]%,) ™ = 9 1)
(c) Protoze K1 = ((1)), z definice dostavame [f]% =(2 -1),[f1% =(0 -1).

(d) Z f(1) = <_11> mame, ze [f]f; = (_11> Pro vypocet [f]5' potiebujeme tento vektor jeste

L vwes o 14 s SV . 11 "
vyjadrit vici bazi B. K tomu bud vyfesime soustavu rovnic s levou stranou (2 3>, nebo vyuzijeme

2



matici prechodu:

(), =[], = (5 ) ()= () =mme

(e) Z definice a z vlastnosti maticového nésobeni dostavame, Ze | f]% = A. Dalsi dvé matice plynou

z transformacni formulky:

mi=m%m&=(}}ﬁ(§§=(f‘f)
=g~ (5 (G -G )

1

Protoze matice A je regularni, inverzni zobrazeni f~ existuje a jeho matice je inverzni k jisté matici

zobrazeni f:

(f) Obrazy prvki baze B jsou f( (;)) = <; Z), f(<§>) = (; 2) Snadno je zapiSeme jako linedrni

kombinace matic z baze C' a ziskavame

=

QW

I
=N N =
DN W

Uloha 12.3. Necht g : Z2 — Z3 je zobrazeni uréené piedpisem

- 1 + 329
()=,
2 211 + dxo

Dokazte, ze se jedna o linedrni zobrazeni, a najdéte jeho matici vzhledem ke kanonickym béazim a

vzhledem k béazim
1 3 1 1 6
A:(<4>,<1)) o p=|{1].[o]. [0
2 3 5

Reseni. Snadno zjistime, Ze lze predpis definujici zobrazeni ¢g vyjadrit jako soucin matice a aritme-

1 3

tického vektoru: g(<§1>) =14 0 (il) Proto jde o linedrni zobrazeni a jeho matice vzhledem

2 2
2 5

1 3
ke kanonickym béazim je pravé tvaru [g]% = [4 0]. Pfi vypoc¢tu postupujeme obdobné jako v

2 5
uloze 12.1. Staci tedy dosadit vektory baze A do g a najit souradnice obrazti vzhledem k bazi B.
6 6
Protoze [g] IA}S =14 , TeSime tTi soustavy tii rovnic se spolecnou matici levych stran, které mizeme
1

5
4



zapsat do jedné rozsitené matice:

11 6|6 6 1 004 5 1 004 5 1 0014 5
1004 5|~|016|21]~101¢6/21]~(010|3 6
2 3 5|1 4 03 5/01 00 1|1 5 00 1|1 5

Spocitali jsme, Ze [g]a =

— W
ot O Ot

Uloha 12.4. Oznaéme D prvni derivaci na vektorovém prostoru Rlz], = {327 a;2% | a; € R} redlngch
polynomt stupné mensiho nez 4 a oznatme K = (z° z' 2% 2) bazi R[z];. Z matematické analyzy
vime, Ze je D linearni zobrazeni.

(a) Najdéte matici [D]X,
(b) je-li B néjakd baze R[z],, najdéte nejmensi n € N, pro které ([D]5)" = 0.

Reseni. (a) Staci derivovat jednotlivé polynomy béaze K a uréit soufadnice derivaci vzhledem k této

bézi: [D(2%)]x = [(«°)]x = [0]x = 8 DNk = (@) ]k = 2%k = 8 D)k = (%) ]k =
0 0
0 0 01 00
221k = (2) , [D(@*)]k = [(2%) ]k = [32%]x = g , takze [D]f = 8 8 3 g
0 0 00 0O

(b) Vsimnéme si, Ze slozenim n derivaci dostaneme pravé n-tou derivaci, tj. (D)"(p) = p™. Uvédomime-
li si, Ze polynom 22 se vynuluje teprve ¢tvrtou derivaci, a na druhé strané ¢tvrta derivace uz vynuluje
kazdy polynom stupné mensiho nez ¢tyti, pak staci jen opakované vyuzit tvrzeni o matici slozenych
zobrazeni z piednasky, abychom zjistili, Ze ([D]8)"* = ([D"]8) = 0, pravé kdyz n > 4. To ovSem
znamena, e nejmensi n, pro které ([D]8)" = 0, je n = 4. Viimnéme si, Ze tento vysledek je nezéavisly
na volbé baze B.

Uloha 12.5. Necht g : Z2 — Z? linearni zobrazeni s matici [g]Z =

W DN =~

3
4 | vzhledem k bazim B =
1

4 1 1 1 4
, a(C = 11,141,160 . Spocitejte matici
3 4 1 0 1

(a) [g] % linearniho zobrazeni g vzhledem ke kanonickym bézim,

(b) [fg]x* sloZeného linedrniho zobrazeni fg vzhledem ke kanonickym bézim, jestlize ]} =

— =
W N =
O O =

Reseni. (a) Potfebujeme spoéitat



Nyni uréime transponovany soucin ([g]llg)T =

4 3|13 2 2 1 471 4 4 1 0(3 2 2
1 411 4 4 0 214 11 0 1/2 3 3)°
3 2
Zjistili jsme, Ze [9]2 =12 3
2 3

(b) Uz znédme matice obou linearnich zobrazeni vzhledem ke kanonickym bazim, proto stac¢i diky tvrzeni
z pfednasky obé matice vynasobit

ol = L1k - Lol =

— ==
W N =
o O =
N DN W
W W N
Il
=N DN
— W W

Dalsi zakladni piiklady k pocitani:

Uloha 12.6. Je-li ¢ : R? — R? linedrni zobrazeni splitujici

() -0) +(()-6) L

overte, ze jde o bijekci, a najdéte vzhledem ke kanonickym bazim matice zobrazeni ¢, ¢~ a p°.

= . . (1 1 1 (1 1 3 0
Reseni: <2 1),3<2 1),(0 3>.

Obtiznéjsi priklady:

Uloha 12.7. Necht a € R a n € N. Najdéte matici piechodu od baze N = (1,z,2%,...,2") k béazi
N' =(l,z—a,(x—a)? ..., (x—a)") aod baze N’ k bazi N v prostoru vsech realnych polynomt stupné
nejvyse n.

Reseni: S vyuzitim binomické véty zjistime, ze [id]%, ma na pozici (4, j) nulu pro i < j a ¢islo?! (;) (—a)"7 pro

jako v prvni ¢asti. Ukéze se, ze [id]Y, mé na pozici (i, j) nulu pro i < j a ¢islo (;)ai_j pro i > j.

Uloha 12.8. Najdéte vsechna a,b, ¢ € Q, pro ktera existuje linearni zobrazeni ¢ : Q3 — Q? splitujici

1 1
b 1
(0)-0 ()0 (@)
) 1 0 c 1 2b
a 1 —1
Regenf: (b e | 0 | +LO([ 1 |).
c -1 2

Uloha 12.9. Ozna¢me R[z], = {p € R[z] | deg(p) < 4} podprostor vektorového prostoru relnych
polynomti a definujme zobrazeni 2 : R[z], — R* pfedpisem

p(0)
o) = | 1y
(3

hT 3

17Zde pochopitelné nejde o dvouslozkovy vektor, ale o kombinacni é&islo.



Ovéite, 7e je ) linedrni, najdéte jeho matici vzhledem k bazim (2, 2!, 2%, 23) a (ey, e, €3, €4) a rozhod-

néte, zda jde o bijekci.

10 0 O
- . .1 11 1| .
Reseni: 1 9 4 8 |iano jde.
1 3 9 27

1 3

Pro kazdé takové A\ najdéte néjakou bézi prostoru Ker (A — Al3). Sestavte z takto ziskanych vektori
bézi B prostoru R?. Uréete matici [f4]5 a ovétte, Ze je diagondlni. S pomoci této matice a transformacni
formule pro matici linedrniho zobrazeni spoc¢téte, ¢emu se rovna A'°.

Uloha 12.10. Pro matici A = (O B ) najdéte vSechna A € R takova, Ze matice A— A\, je singularni.



