Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Reseni
Verze ze dne 1. prosince 2021

11 Hodnost
Cile cviceni:

e procvicit pocitani a pouziti hodnosti matice,

e procvicit pocitani dimenze prinikt podprostort.
Resené piiklady:

Uloha 11.1. Pro matici A nad télesy Q a Zj; spocitejte jeji hodnost, redukovany odstupiiovany tvar a
dimenze prostorit Im A, Im AT, Ker A, Ker AT, jestlize
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Rozhodnéte nad jednotlivymi télesy, zda je soucet Ker A + Im A” direktni.

Reseni. Podle tvrzeni z prednasky a definice plati, 7e rank A = dimIm A = dimIm A7, a tvrzeni o
hodnosti a nulité matice typu n x m ¥iké, Ze dim Ker A = m — rank(A), dim Ker AT = n — rank(A).
Staci nam tedy standardnim postupem spocitat dimenzi fadkového vektorového prostoru matice:

1 2 1 2 1 2
(a) Upravime-li {2 1| ~ [0 =3 ~ [0 —3], vidime, Ze nad télesem Q i Zj; je rank(A) =
1 4 0 2 0 0
dimIm A = dimIm AT = 2 a dimKer A = 2 — rank(4) = 0 a dimKer AT = 3 — rank(A4) = 1.
10
Redukovany odstupnovany tvar je nad Q i Zs roven [ 0 1 | Protoze Ker A je nulové, je i podprostor
0 0

Ker A N Im A" nulovy, tedy Ker A + Im A” je direktni soucet. Podle véty o dimenzi souc¢tu a priniku
mé dimenzi 2 a protoze je podprostorem Q?, musi mu byt roven, tedy Ker A @ Im A7 = Q?

(b) Upravujme tedy matici posloupnosti elementérnich tiprav nejprve nad télesem Q:

1 2 3 1 2 3 12 3
21 1)]~10 =3 =5]~(0 1 O
1 4 3 0 2 0 0 0 =5

Protoze nad télesem Q plati, Ze rank(A) = 3, mame
rank(A) = rank(A”) = dimIm A = dim Im A" = 3.

Potom
dim Ker A = 3 — rank(A) = 3 — 3 = 0,dim Ker A" = 3 — rank(4") =3 -3 =0.

Podobné uré¢ime hodnost A nad télesem Zs:
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Tedy nad t&lesem Zs je rank(A) = rank(A?) = dimIm A = dimIm AT = 2 a Ker A = Ker AT =
3 —rank(A)=3—-2=1.

1 00 1 0 3
Redukovany odstupniovany tvarje |0 1 0] nad Qa [0 1 0] nad Zs.
0 01 0 00

ProtoZe je nad Q Ker A nulové a Im AT = Q3 je i podprostor je Ker A + Im A7 je direktni soudet a
Ker A @ Im AT = Q3.

Nad télesem Zs je Ker A = LO((2,0,1)7) a snadno spocitame, Ze
(2,0,1)" =3-(1,0,3)" € Im AT = LO((1,0,3)",(0,1,0)"),

proto Ker A C Im AT a soucet podprostorti Ker A + Im A" neni direktni.

(c) Opét upravujme matici posloupnosti elementarnich tprav nejprve nad télesem Q:

1 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2
4112)~(0 =7 -3 —6]~|0 -2 2 -1
2 2 4 3 0 -2 2 -1 0 0 20 5

Zjistili jsme, Ze nad Q plati rank(A) = dimIm A = dim Im AT = 3, a proto dim Ker A = 4—rank(A) = 1
a dim Ker AT = 3 — rank(AT) = 0. Nad télesem Zz upravenim 5 modulo dostavame, Ze rank(A) =
dimIm A = dim Im AT = 2, a proto dimKer A = 4 — rank(A) = 2 a dim Ker AT = 3 — rank(A”) = 1.

100 1 1031
Redukovany odstupnovany tvar je [0 1 0 % nad Qa [0 1 4 3| nad Zs.
00 1 i 0000

Nad Q je Ker A = LO{(1,3,1,—4)T} a snadno ovéiime, Ze matice

100 1
010 2
001 ;%
131 —4

mé hodnost 4. Prvni tii fadky této matice generuji Im A7, viechny ¢tyti dohromady tedy Im A7 +Ker A,
ale zaroven z hodnosti 4 plyme, Ze musi generovat i Q*. Z véty o dimenzi sou¢tu a priniku mame, ze

dim(Im A" + Ker A) — dimIm A7 — dimKer A =4 — 1 — 3 = 0 = dim(Im A" N Ker 4),

tedy Im AT N Ker A je nulovy podprostor a soucet Im A7 + Ker A je direktni.

Nad Zs je Ker A = LO{(2,1,1,0)T,(4,2,0,1)T}. Opét sestavime matici, jejiz fadky generuji Im AT +
Ker A, naptiklad

1 0 31
0143
2110
4 2 01

a opét nam vyjde, Zze ma hodnost 4. Stejnou tivahou jako u racionalniho pripadu zjistime, ze prinik je
nulovy a je tedy mozné psat Im AT @ Ker A = Z31.
(d) Protoze ma nulovd matice hodnost nula, vidime, Ze rank(4) = dimIm A = dimIm A" = 0 a

dimKer A = m a dimKer AT = n. Redukovanym odstupiiovanym tvarem je matice A. Soucet je
direktni, protoze Im AT je nulovy podprostor, dalsi argumentace je analogickd jako v bodé (a).

Uloha 11.2. Spocitejte dimenze podprostort U, V, U +V, UNV, jestlize



1 1 1 -1
(a) U =LO 21,10 aV =LO 1],[-1 v prostoru Q3,
1 2 0 1
1 0 0 1 0 0
B 1] 2] [o B 2| [1] [o .
(b) U =LO R alV =LO NERRE v prostoru Zs3.
1 1 2 1 1 2
Reseni. (a) Snadno zjistime, Ze
11 1 -1 1 1 1 -1
dimU =rank |2 0| =2,dimV =rank [1 —1] =2dim(U+V)=rank |2 0 1 —1| =3,
1 2 0 1 1 2 0 1
proto diky Vété o dimenzi souc¢tu a priniku podprostort dim(UNV') = dim U+dim V —dim(U+V) = 1.
1 0 0
. v . 1 2 0 C e s PO
(b) Nejprve snadno zjistime, ze posloupnost B = ( R ) je linedrné nezavisla, tudiz baze
1 1 2
1 0 0
.. 2 1 0 o A , .
U a podobné je posloupnost C' = ( NEREE ) linearné nezavisla, a proto baze V. ProtozZe
1 1 2
3 <dimU +V < 4, sta¢i nam rozhodnout, zda dimenze U + V je 3 nebo 4. Ukazeme, ze tato dimenze
0 0 0
. 9 p s . vr . 0 0 0 »
je aspon 4 (a tedy pravé 4). K tomu si staci v8imnout, ze vektor e, = ol = |1 + 9 lezi v
1 2 2

U +V, ale nelezi v U. To znamena, ze U + V obsahuje ¢tyiprvkovou linedrné nezavislou posloupnost
B U (ey4), a proto dimU + V = 4. Nyni zbyva pouzit Vétu o dimenzi souc¢tu a priniku podprostor,
abychom zjistili, ze

dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V)=3+3—-4=2.
Uloha 11.3. Najdéte béazi prostortt U +V a U NV z tlohy 11.2 (b).
Reseni. Pii pocitani dimenzi jsme zjistili, Ze naptiklad kanonické baze je bazi U + V = Z4.
Zbyva najit bazi U N V. Hledame tedy vsechny vektory, které lezi zaroven v U i ve V, coz si opét
vyjadiime rovnici:

1 0 0 1 0 0
1 n 2 n ol 2 n 1 n 0
xl 1 $2 1 x3 1 _y]. 2 y2 2 y3 2 )
1 1 2 1 1 2
kterou opét upravime na
1 0 0 2 0 0 0
1 n 2 n 0 n 1 n 2 n 0l |0
xl 1 372 1 I3 1 yl 1 ?/2 1 y3 1 - 0
1 1 2 2 2 1 0
Znovu pocitame vSechna feseni homogenni soustavy s matici:
100 200 100200 100 200 1 00200
D 120120 020220 020220 020220
1111101 011211 001101 001101
112 2 21 012021 002211 000012



Nyni obvyklym zptisobem spocitame bazi podprostoru Ker D; tou je napiiklad posloupnost vektort
((1,2,2,1,0,0)T,(0,2,2,0,1,1)T). Zjistili jsme, Ze:

1 1 0 0 1 0 0
2 1 2 0 2 1 0
9 =1 1 +2- 1 +2- 1 =1 9 +0- 9 +0- NE
1 1 1 2 1 1 2
0 1 0 0 1 0 0
1 1 2 0 2 1 0
1 =0- 1 +2- 1 +2- 1 =0- 9 +1- 9 +1- 9
0 1 1 2 1 1 2

Tudiz vektory (1,2,2,1)T a (0,1,1,0)% lezi v podprostoru U N V. Kone¢né si uvédomime, Ze libovolné
feSeni soustavy lze napsat ve tvaru

ap - (17 2a 27 17 07 O)T + Qg - (07 27 27 07 1a ]-)T = (ala 26Ll + 2&2, 2al + 2@2, ay, ag, a2)T7
kde ay, as € Zs, proto lze kazdy vektor z priniku vyjadrit:

ap - (1,1, 1, D)7 + (2a; + 2as) - (0,2,1,1)" + (2a; + 2a3) - (0,0,1,2)" = a; - (1,2,2,1)" +ay-(0,1,1,0)7,

1 0
.. e e s, 2 1
Tim jsme zjistili, ze kazdy vektor z podprostoru U NV lze napsat ve tvaru a; - 9 + as - R
1 0
1 0
. 2 1 ) . . ) , C
takze posloupnost ( NEE ) podprostor U NV generuje. Zjevné se jednd o posloupnost linedrné
1 0

nezavislou, tedy jde o bazi U N V. Neni pritom tézké si uvédomit, ze vysledné vektory budou jisté
linearné nezavislé, jestlize jsme hledali jejich souradnice vzhledem k bazim prostora U a V.

Zavérem si jesté vSimnéme, Ze jsme soustavu nemuseli dopocitavat, nebot nam stacilo najit soufadnice
baze feseni odpovidajici proménnym y; (tj. posledni 3 soufadnice) nebo z; (tj. prvni 3 soufadnice).

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

31 4 3
Uloha 11.4. Promatici A= [2 4 1 2| spoditejte nad télesy R, Zs, Z- hodnost matice, jeji redu-
1 2 41

kovany odstupiiovany tvar a dimenze prostorti Im A, Im A”, Ker A, Ker A”. Rozhodnéte nad danymi
télesy, zda je soucet Ker A 4+ Im A” direktni.

Reseni: nad R: rank A = dimIm A = dimIm A” = 3,dim Ker A = 1, dim Ker A” =0,
nad Zs a nad Z7: R: rank A = dimIm A = dimIm A7 = 2, dim Ker A = 2, dim Ker A7 = 1.

10 01 12 01 1 0 5 1
Redukovany odstupniovany tvarje |0 1 0 O] nad R, {0 O 1 O] nadZs, (O 1 3 O] nad Zs.
0010 00 00
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Soucet je direktni nad vSemi tfemi télesy.

Uloha 11.5. Rozhodnéte, zda lze nad télesem realnych ¢isel prevést posloupnosti elementérnich fad-

b2 3) na matici B, jestlize

kovych tiprav matici A = (1 11

4



b r-(83) ()
Reseni: (a) A # B, (b) A~ B.

Rozsirujici priklady:
Skeletnim rozkladem matice A € T™*™ hodnosti r > 0 rozumime rozklad tvaru A = BC, kde B € T™*"
aCeTlTrm

Uloha 11.6. Spoditejte skeletni rozklady A = BC matic z aloh 11.1 a 11.4 tak, aby byla matice C
redukovana odstupnovana.

1 2 L2\ 0y
ReSenf: 11.1 (a) [2 1| =2 1 (0 1) nad Q i Zs,
1 4 1 4
1 2 3 1 23\ /100 L2\ 1 o 3
(21 1|]=1211 0 1 0lnadQa=1|2 1 <010)nadZ5.
1 4 3 1 43/ \001 1 4
1
121 2 121 1003; L2\ 00 3 1
(@ (41 1 2f=|411)|010 3)ndQa=|4 1)(, | | 5)nadZs
2 2 43 2 24/ \0 01 3 2 2

(d) Skeletni rozklad neexistuje, protoze hodnost je rovna nule.
3 1 4 1 0 01 3 4 3 1

114 |2 4 1 01 0 0lnadR, [2 1 <é (2) (1] (1)> nad Zs, (2 4 <(1) ? g (1)> nad Zr.
1 2 4 0 01 0 1 4 1 2

Uloha 11.7. Ozna¢me A, prostor vsech realnych antisymetrickjch matic fadu n a S, prostor viech
realnych symetrickych matic fadu n. Dokazte, ze A, & S,, = R™ ", a ovéite platnost véty o dimenzi
sou¢tu a priniku pro tento pripad. Ukazte, Ze pro matice nad Z, soucet A, + S, neni direktni, a
s pomoci véty o dimenzi souc¢tu a pruniku ukazte, Ze musi existovat néjaka matice v Z5*", kterd se
neda zapsat jako soucet matice symetrické a matice antisymetrické.

Uloha 11.8. Najdéte dimenze prostora V, W, VW, V + W C R® v zavislosti na parametru A € R,
kde
V =LO{(3,-1,-2,2,1)",(1,4,0,1,-1)", (), 6, —4,6,0)"},

W = LO{(1,-3,2,-3,0)",(0,0,0,1,1)"}.

Uloha 11.9. Najdéte né&jakou matici A, pro niz soucet Ker A + Im AT neni direktni. MtZete nejprve
zkusit priklad, kdy Ker A = Im A", a pak néjaky, kde se pfimo nerovnaji.



