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9 Baze
Cile cvideni:

e naucit se hledat baze maticovych i obecnych vektorovych prostori.

Resené priklady:

1
Uloha 9.1. Najdéte pro matici A = | 2
1

NN Y

3
1 | nad Zs baze prostorii Im A, Im A", Ker A, Ker AT
3

Reseni. Z odstupniovaného tvaru matice

1 2 3 1 2 3
2 1 1) ~10 10
1 4 3 000
1 0
okamzité vidime, ze ([ 2], | 1]) je baze fddkového prostoru nasi matice, tedy Im A”. Snadno z ngj
3 0
2 2
také spocitame bazické feseni | 0 | homogenni soustavy s matici A, tj. bazi (| 0 | ) prostoru Ker A.
1 1

Pro nalezeni zbylych dvou bazi provedeme tytéz vypocty s transponovanou matici. Zac¢neme fadkovou
apravou AT:

1 21 1 21
21 4] ~10 2 2
31 3 000

1
Zpétnou substituci najdeme jednoprvkovou bazi ([ 4 | ) prostoru Ker AT. Zaroven vidime, Ze bazi Im A
1

1 0
je naptiklad posloupnost (| 2 | , | 2 | ) — nebo kterdkoli jina dvojice linedrné nezavislych vektort tohoto
1 2
prostoru, naptiklad prvni dva sloupce matice A.
1 2 1
oha 9.2. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektortu = , , azi vektorového
Uloha 9.2. Rozhodnéte, zda j 1 t vektora M 0 1 1 bazi vekt ch
2 1 1

prostoru Q3 nad télesem Q.

Reseni. Musime ovéfit, Ze je posloupnost linearné nezavisla a ze generuje cely prostor Q3. To nastéva

1 0 2
pravé tehdy, kdyz je matice A = [ 2 1 1 |, ktera v fadcich obsahuje pravé vektory posloupnosti M,
111



regularni. Budeme tedy matici A upravovat posloupnosti elementarnich iprav na odstupnovany tvar:

1 0 2 10 2 10 2
21 1)~101 -3|~(01 -3
1 11 01 -1 0 0 2

Zjistili jsme, ze odstupnovany tvar ¢tvercové matice A neobsahuje nulovy radek, proto je regularni a
M je béazi Q3. Poznamenejme jesté, Ze jsme stejné tak dobie mohli pracovat i s matici A”. nebot vime,
7e matice A je regularni pravé tehdy, kdyz je regularni matice A”.

Uloha 9.3. Najdéte néjakou bézi podprostoru U aritmetického vektorového prostoru 7* nad télesem
T, jestlize

)
)
¢) U=L0{(1,0,2,1)7,(2,0,1,1)7,(1,0,1,—1)"} pro T = Q,
)
¢) U=1L0{(2,0,3,4
)

( )7 ( ) (
U=LO{(2,1,1,1)7,(4,2,1,3)T,(3,4,3,0)T, (1,3,4,2)T} pro T = Zs,
( )7, (3,3,1,2),(3,1,1,2)T} pro T = Zs,

( )7 ( )"

f) U =L0{(1,1,3,6)7,(5,5,1,0)7,(3,3,2,6)T} pro T = Z;.

Reseni. (a) Protoze podprostor {(0,0,0,0)7} je generovan prazdnou posloupnosti, je pravé prazdna
posloupnost () bazi U.

(b) Snadno nahlédneme, Ze bazi celého aritmetického vektorového prostoru 7 tvoii napiiklad kanonicka
béze, tedy posloupnost sloupcovych vektort obsazenych ve sloupcich jednotkové matice.

(c) Sefadime vektory generujici podprostor U do fa4dkti matice A, &imZ prostor U vyjadiime jako Im AT
Matici upravime na odstupiiovanou. Radkové tpravy matice A neméni Im A7 a v odstupriovaném tvaru
jsou nenulové radky vzdy linearné nezavislé. Proto nenulové fadky odstupnovaného tvaru tvoii hledanou

bézi U:

1 02 1 10 2 1 1 0 21
A=(2 01 1 |]~]100 -3 —-1]~10 0 3 1
1 01 -1 00 -1 =2 0 001

Béze U je tedy napiiklad ((1,0,2,1)T,(0,0,3,1)T,(0,0,0,1)T). Rovnéz vidime, %e fadky matice A jsou
linedrné nezavislé, proto je i piivodni posloupnost ((1,0,2,1)7,(2,0,1,1)T,(1,0,1, —1)T) bazi U.

(d) Stejné jako v (c) si podprostor U vyjadiime jako fadkovy prostor jisté matice B, kterou nasledné
upravime na odstupnovany tvar:
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Zjistili jsme, Ze posloupnost ((1,3,4,2)T,(0,0,3,2)7) je baze podprostoru Im BT = U.

(e) Opét upravujme matici, do jejichz fadki jsme sepsali generujici vektory podprostoru U:

20 3 4 2 0 3 4 20 3 4
331 2|~10341]~(03 41
31 1 2 0141 00114



Tedy napiiklad posloupnost ((2,0,3,4)7,(0,3,4,1)7,(0,0,1,4)T) tvoii bazi podprostoru U.

(f) I zde upravujme matici, jejiz fadky jsou generujici vektory podprostoru U:

1136 1136 1136
551 0)~1000535]~(000O05
33 26 000 2 0000

Vidime, 7e bazi U tvoii napiiklad posloupnost ((1,1,3,6)%,(0,0,0,5)).
Uloha 9.4. Najdéte néjakou bazi podprostort vektorového prostoru redlnych polynomi R[z] nad téle-
sem R:

(a) Ur ={p € Rlz] | degp < 3},

(b) Uy = LO{2? + x4+ 1,2% + 2z, 2% + 2},

(c) Us=LO{z + 1,2 — 2,2*> —x + 3,22 + 1}.

ReSeni. (a) Nejprve si uvédomime, Ze podprostor U; vsech polynomti stupné nejvyse tfi generuje
posloupnost B = (1,z, 2%, 23). Ted chceme dokazat, Ze B je linedrné nezavisla, aby to byla baze.

P oz’ = 0. ,Nula® je v tomto
ptipadé nulovy polynom (vSechny koeficienty nulové). Rovnost Z?:o a;x* = 0 tedy ¥ikd, Ze polynom
® a;z" mé viechny koeficient nulové, neboli ayg = --- = a3 = 0. Z toho vidime, Ze posloupnost B je
1=0 y y J
linearné nezavisla, a tudiz baze U;.

" .. o o . . (s 3
Méjme néjakou linedrni kombinaci prvka B, kterd nam dava nulu: )

(b) Pfipomenime, %e na minulém cvideni jsme spocitali, Ze je mnozina {x* + x + 1,2% + 2z, 2% + 2}
linearné zavisla, protoze pro linearni kombinaci poloZenou rovnu nulovému polynomu

0= (2 +ax+1a+ (2> +220)b+ (2> +2)c=2*(a+b+c)+z(a+2b) + (a+2c) =0

dostavame homogenni soustavu linearnich rovnic s matici a ekvivalentni odstupnovanou matici

1 11 1 1 1
12 0]~10 —-11
1 0 2 0 0 O

a neznamymi a, b, c. Snadno najdeme parametricky popis vSech feseni soustavy, tedy
(a,b,¢)" € {(=2t,t,t)" | t € R}.
ProtoZe je jednim fesenim (—2,1,1)7, vidime, Ze
?4+2=2 (2 +z+1)— (2% +27).
To znamena, ze LO{x? +x+1, 2°+2x, 2>+ 2} = LO{z?+x+1, 2% +22}. Nyni uz snadno stejnou tivahou

zjistime, Ze posloupnost (2% + x + 1,22 + 27) je linearné nezavisla, takze se jedna o bazi zkoumaného
podprostoru Us.

(c) Vsimnéme si, ze Us je také podprostor prostoru vSech redlnych polynomt v x stupné nejvyse 2.
Pracovat v tomto prostoru bude pohodlnéjsi nez pocitat v celém R[z].

Kazdy polynom z Us mtZeme jednoznacné napsat jako linedrni kombinaci polynomt B = (1,z, z?%) (to
je vidét podobné jako v TeSeni ¢asti (a)). Pro kazdy ze zadanych polynomt ag + aix + axz? si zapisme
do fadku matice aritmeticky vektor (ag, a1, as)® (takovému vektoru budeme brzy fikat vektor soufadnic
vzhledem k bazi B) a hledejme bazi fadkového vektorového prostoru této matice:

1 1 0 1 1 0 100
2 1 0 0 3 0 010
3 -1 1|7 o =4 1] 71001
1 0 1 0 -1 1 00 0



Odtud vidime, Ze kazdy z ptvodnich polynomt dostaneme linearni kombinaci polynomi z {1, x, z?} a
7e linerni obaly spliiuji LO{z + 1,7 — 2, 2% — 2 + 3, 2% + 1} = LO{1, z, 2%}, takZe posloupnost (1, z, z?)
je jedna z moznych bazi Us. (Moznych béazi U; je ale hodné; jinou moznosti by byla napfiklad prvni
trojice generatort, tj. posloupnost (x + 1,z — 2, 2% — z + 3).)

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

Uloha 9.5. Najdéte né&jakou béazi prostoru W = LO{(0,1,-3,4)7,(2,2,2,2)7,(1,-1,3,7)T} < R4,
ktera obsahuje vektor (1,4, —4, —1)T.

Reseni: Naptiklad ((1,4, —4,-1)T,(0,1,-3,4)T,(2,2,2,2)7).
Uloha 9.6. Najdéte néjakou bézi nasledujicich podprostort vektorového prostoru R™*™:

a) podprostoru vsech diagonalnich matic

(a)

(b) podprostoru v8ech hornich trojahelnikovych matic

(c) podprostoru vSech takovych symetrickych matic ,Ze soucet prvkd na hlavni diagonale je nula.
)

(d) podprostor vsech antisymetrickych matic (tj. splitujicich AT = —A.)
Reseni: (a) Napiiklad mnozina vsech (redlnych) matic A typu n x n takovych, které maji na diagonéle pravé
jednu jednicku a jinak jsou vSude nulové.

(b) Napfiklad mnozina vSech (redlnych) matic A typu n x n, které maji jednicku na néjaké pozici (i, j) pro
1 < j a vSude jinde jsou nulové.

(c) Podobné jako (a), (b) je to naptiklad sjednoceni dvou mnozin redlnych matic n x n: Prvni mnozinu tvori
matice, pro které existuji 1 < i < j < n, ze 4;; = Aj = 1, a vSude jinde je Ay = 0. Druhou mnozinu
tvori diagonalni matice, pro které existuje i € {1,2,...,n — 1} takové, ze Ay, = 0 vSude krom A;; = 1 a
Afit),i+1) = —1-

(d) Naptiklad ¢tvercové redlné matice fadu n, pro které existuji 1 < i < j < n, ze A;; = 1, A;; = —1.
(Antisymetrické matice nad télesem charakteristiky rizné od 2 maji na diagonale samé nuly.)

Uloha 9.7. Najdéte bazi podprostoru U redlného vektorového prostoru polynomii R[z], jestlize
(a) U =LO{a® + 1,2 + 23, 2},

(b) U=LO{z3+ a2 —x+2, 23 +52> + o +4,2° — 2% — 22 + 1,222 + v + 1},
(c) U={peR[z]|p0)=0,degp <5},

(d) U={peR[z]|p(1)=0,degp <5} N{p € Rz] | p(3) = 0,degp < 5}.

Reseni: (a) Naptiklad (z® + 1,2° + 23, 23); (b) napiiklad (23 + 22 — x + 2,2 + 522 + = + 4); (c) napiiklad

Uloha 9.8. Vyberte z posloupnosti X = ((0,0,0,0)7,(3,1,4,2)7,(2,3,5,1)7,(1,5,6,1)T) bazi podpro-
storu U = LO X aritmetického vektorového prostoru Z3 a dopliite ji na bazi celého prostoru Z3.

Reseni: Posloupnost ( ) je maximalni LN v U a napf. ji dopliiuje na bézi Z3.

N = = W
_ Ot W N
o O = O
o = O O



Uloha 9.9. Urcete dimenzi vektorového prostoru
W =10{(3,2,3,4)",(a,1,3,5)", (4,1,2,3)", (4,0,4,7)"} <R*

v zavislosti na a € R, vyberte z dané mnoziny generatorti bazi W a pripadné tuto bazi dopliite na béazi
celého R%.
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jsou podprostory vektorového prostoru Zj3 nad télesem Zsz, najdéte baze podprostori U+ V a UNV.

Reseni: Bézi U + V tvoii napiiklad celd kanonicka baze Zj a baze UN'V je teba (

— N N =
O Rk = O
S~—

Uloha 9.11. Je-li U = LO{(2,-1,1,1)T,(4,1,5, )7, (1, -2, -1,1)7, (1,1,2,0)T} podprostor aritme-
tického vektorového prostoru Q*, najdéte bazi takového podprostoru V, aby UNV =0a U +V = Q*.

Reseni: Naptiklad (e, es).
Uloha 9.12. Najdéte né&jakou bazi

(a) vektorového prostoru redlnych polynomu R[z] nad télesem R,

(b) racionalniho vektorového prostoru Q[v/2] = {a + b¥/2 + c¢v/4 | a,b,c € Q}.
Reeni: (a) Napifklad (z°)£%; (b) tieba (1, v/2, V/4).

Uloha 9.13. Mé&me mnozinu vektortt M = {(a;,...,a;,)T € C*i =1,...,n}. Dokaite, Ze pokud pro
viechna j plati |a;;| > > i, ., fai], pak je M bazi C™.



