Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Zadéani
Verze ze dne 14. tijna 2021

8 Linearni (ne)zavislost
Cile cviceni:
e motivovat a procvicit pojmy linearni zavislosti a nezavislosti,

e naucit se vybirat linearné nezavislou generujici posloupnost.

Resené piiklady:

Uloha 8.1. Dokaite, 7e je mnozina Q[v/2] = {a + b3/2 + c¢v/4| a,b,c € Q} podprostor racionilniho
vektorového prostoru R, a navic, Ze o - 3 € Q[v/2] pro kazdé a, 5 € Q[/2].

Uloha 8.2. Najdéte nenulovy polynom stupné (nejvyse) 3 s racionalnimi koeficienty, jehoz kofenem je
realné &slo 1 — /2. Névod: z druhé ¢asti predchozi tlohy vime, Ze mocniny 1 — v/2 patii do Q[v/2], a
tedy kazdé z nich odpovida néjaka usporadana trojice racionalnich cisel a, b, c. Hledany polynom dava
urcitou raciondalni linedrni kombinaci téchto trojic a naopak.

Uloha 8.3. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektortt X ve vektorovém prostoru V linedrné zévisla, ¢i
nezavisla, jestlize
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= (*+ 2+ 1,22 + 22,2? + 2) a V = R[x] nad télesem R.

Uloha 8.4. Vyberte z posloupnosti

X =((2,4,0,1,4)",(4,3,0,2,3)",(1,2,3,4,0)",(3,1,1,1,2)", (4, 3,4,0,2)")

linearné nezavislou podposloupnost, kterda generuje cely podprostor U = LO X vektorového prostoru
Z3 nad télesem Zs.

Uloha 8.5. Dopliite linedrné nezavislou mnozinu B = {(2,4,0,1,4)7,(1,2,1,0,3)”} na linearné neza-
vislou posloupnost, kterd generuje cely aritmeticky vektorovy prostor Z2.



Dalsi zakladni piiklady k pocitani:

Uloha 8.6. Dokazte, ze je mnozina realnych polynomt redlnym vektorovym prostorem, ktery neobsa-
huje zaddnou kone¢nou generujici mnozinu.

Uloha 8.7. Vyberte z mnoziny
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ve vektorovém prostoru Zj nad télesem Z, maximélni linedrné nezévislou mnozinu a dokazte, Ze generuje
prostor Zj.

Obtiznéjsi priklady:

1 1 2 1
Uloha 8.8. Popiste podmnozinu LO 11,13 N LO 11,10 vektorového prostoru Z2.
2 1 0 2

Uloha 8.9. Dokazte, ze priinik dvou podprostorii vektorového prostoru V je vizdy podprostor. Najdéte
n&jakou mnozinu generatort podprostortt Wy N Wy, Wiz N Wy a Wi N W3 < Z32, kde
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0,4,1,1,0)7,(2,0,1,3,4)7}

Wi :=LO{(1,2,1,4, ,
0 2,0,1,4, )"}
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Plati, ze sjednoceni dvou podprostoru V je vzdy podprostor?

Uloha 8.10. Rozhodnéte, zda je posloupnost (sinx,cosz,sin 2z, cos 2x) prvki redlného vektorového
prostoru vsech realnych funkci redlné proménné linearné nezavisla.

Uloha 8.11. Necht (a,)$°, (b,)$°, (¢,)$° jsou tii nekoneéné realné posloupnosti. Za jakych podminek je
posloupnost ((an)5°, (0,)7°, (¢,)7°) linedrné nezavisld v prostoru vsech realnych posloupnosti za predpo-
kladu, ze jsou vsechny tfi posloupnosti

(a) aritmetické?

(b) geometrické?

Uloha 8.12. V prostoru R?*2 uvazujme matici A. Ukaite, Ze posloupnost (I, A, A?) je linedrné z4visla.

Uloha 8.13. Ukazte, ze fadky libovolné 3 x 3 antisymetrické (A = —AT) matice nad télesem T,
jehoz charakteristika je rtizna od dvou, tvori linearné zavislou posloupnost. Pro téleso charakteristiky
2 najdéte protipiiklad.



