Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1
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7 Vektorové prostory
Cile cviceni:

e porozumét pojmim podprostor, linearni kombinace, linearni obal a mnozina generatorii.

Resené priklady:

1 3 1
Uloha 7.1. Pro U := LO 41,11 rozhodnéte, zda (a) [1] e Ua (b) |1] € U, jeli U
3 1 4 1

podprostor aritmetického vektorového prostoru Z32 nad télesem Zs. .

Uloha 7.2. Rozhodnéte, zda je podprostorem realného vektorového prostoru R? mnozina vektort:

2
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(a) r4+yl|z,yeR,, (b) r+1]|z,yeR}, (c) 2r | |z €R
2y 2y T
0 x 0
(d) —z|lzeRy, (o) Q°, (f) z+y|lz,yeQyp, (o) 0
x 2y 0

V pripadech, kdy se jedna o podprostor, jej zapiste jako linearni obal vhodnych vektort.

Uloha 7.3. Rozhodnéte, zda mnozina X generuje vektorovy prostor Z3 nad télesem Zs, jestlize

1\ /3 1N\ /3\ /4 1N\ /3\ /4
@ X=<13].[2]3F ® x=<{[3].{2].[3]} © x=<[3].[2].]3
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Uloha 7.4. Rozhodnéte, zda je ve vektorovém prostoru Z+ nad télesem Z; vektor v linearni kombinaci
vektori mnoziny

1 2 4
3 1 5
X = 317101711 ’
2 6 1
jestlize

6 0 1 1
6 6 0 6
(a) V= 2 ) (b) V= 2 ’ (C) V= 0 ) (d) V= 2
0 6 0 6

V pripadé, ze ano, urcete koeficienty této linearni kombinace.



Uloha 7.5. Rozhodnéte, zda je mnozina U podprostorem aritmetického vektorového prostoru Z3 nad
télesem Zs, jestlize vite, ze

(a) U= {(07070)T}’ (b) U= {(070’ O)Tv (1’ 273)T}7 (C) |U| =4alUC Z?:
(d) U= {(0,0, O)T, (1, 2,3)T, (2,4, 1)T, (3, 1,4)T, (4,3, 2)T}, (e) |U| =125alU C Zg, (f) U =0.

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

2
Uloha 7.6. Vyjadiete ve vektorovém prostoru Q? vektor | 0 | jako linedrni kombinaci vektort
1
1 1 1 1 1 3 1 1 1
(a) Ty, (1), (0}, (b Ly, 1o, (1)1, (o 11,10],
1 0 0 3 2 6 3 2 1

Uloha 7.7. Rozhodnéte, zda jsou pro obecné téleso T' podprostorem

(a) FeSeni homogenni soustavy rovnic o n neznamych v prostoru 7™,
(b) feSeni nehomogenni soustavy rovnic o n neznamych v prostoru 7",

(c) ¢tvercové matice, které komutuji s danou ¢tvercovou matici A, ve vektorovém prostoru vsech
¢tvercovych matic stejného stupné,

(d) realné polynomy v realném vektorovém prostoru spojitych realnych funkei,

(e) sudé funkce v redlném vektorovém prostoru vsech realnych funkei.

Uloha 7.8. Rozhodnéte, zda je podprostorem

(a) podmnozina vSech redlnych posloupnosti spliiujicich rekurentni vztah Vn € N : a,40 = 5a,11 — ay,
v prostoru R¥.

(b) podmnozina vSech redlnych posloupnosti spliiujicich rekurentni vztah Vn € N : a,,0 = 5a,4q — 1
v prostoru R¥.

(c) podmnozina vSech hornich trojthelnikovych matic v prostoru vSech ¢tvercovych matic n X n
nad 7.

(d) podmnozina vSech neklesajicich funkei v prostoru vsech funkci z R do R.

(e) podmnozina vSech polynomd, jejichZ stupen neni prvocislo, v prostoru vSech polynomt v pro-
ménné z s koeficienty v obecném télese T'.



Obtizn&jsi priklady:

Uloha 7.9. Ozna¢me A, B nenulové matice, R reguldrni matici. Ukazte na piikladech, Ze (a) Ker AR
nemusi byt rovno Ker A, (b) Ker BA nemusi byt rovno Ker A, (¢) Im RA nemusi byt rovno Im A, (d)
Im AB nemusi byt rovno Im A.

Uloha 7.10. Necht V je podprostor aritmetického vektorového prostoru 7. Existuje soustava linear-
nich rovnic nad 7', ktera ma feseni pravé vsechny vektory z V7 Naleznéte ji pro podprostory z tlohy 7.2.

Uloha 7.11. Ukazte, ze pro libovolnou ¢tvercovou matici A a libovolné n € N plati Ker A™ < Ker A™*!,
a Im A" > Im A""!. Navic, pokud pro n&jaké n € N plati Im A" = Im A", pak pro vSechna j € N
plati, ze Im A™ = Im A", Zformulujte a dokazte i analogické tvrzeni pro Ker .

Uloha 7.12. Najdéte matici A takovou, aby ImA = Ker A = Im AT = Ker A”. Muze byt takova
matice realna? A komplexni?



