Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Reseni
Verze ze dne 15. listopadu 2021

7 Vektorové prostory
Cile cviceni:

e porozumét pojmim podprostor, linearni kombinace, linearni obal a mnozina generatorti.

Resené piiklady:

1 3 1 4
Uloha 7.1. Pro U := LOS [4], |1 rozhodnéte, zda (a) {1 | e Ua(b) |1| € U, jei U
3 1 4 1

podprostor aritmetického vektorového prostoru Z2 nad télesem Zs. .

Reseni. Ptame se, zda existuji hodnoty z,y € Zs, které fesi vektorovou rovnici

1 3
z |4l +yl|l] =v,
3 1

neboli chceme zjistit, zda existuje feSeni soustavy t¥i rovnic o dvou neznamych (pro kazdou souradnici
dostédvame jednu rovnici) s maticemi, které snadno upravime na odstupriovany tvar.

(a)

1 3|1 1 3|1 1 31
4 11| ~[0 4]2]~|0 1|3
3 14 0 21 0 00
1 1 3 1
Vidime, ze TeSeni existuje, a proto je vektor | 1 | linedrni kombinaci vektord |4 ], [ 1],tj. [ 1] € U.
4 3 1 4
(b)
1 3|4 1 3|1 1 31
4 1(1|~1(0 4{0])~ {0 1]0
3 1)1 0 24 0 04
4
Tentokrat soustava zjevné Feseni nemé, tudiz [ 1 | ¢ U.
1

Mimochodem, mohli jsme si usnadnit praci tim, ze bychom fesili rovnici s obéma pravymi stranami
soucasné — jako v tloze 7.4.

Uloha 7.2. Rozhodnéte, zda je podprostorem realného vektorového prostoru R? mnozina vektort:

2

x x x
(a) r+y||lz,yeRy, (b) r+1]|z,yeR (c) 20 | |z eR,,
2y 2y x

0 x 0
(d) —z|lzeRy, (o) Q@  (f) c+y|lzyeQp, (9 0
x 2y 0



V pripadech, kdy se jedna o podprostor, jej zapiste jako linedrni obal vhodnych vektort.

Reseni. Ve viech tlohach mame rozhodnout, zda dand mnoZina je, ¢ neni uzaviena nasobeni redlnym
skaldrem a na séitani. Negativni odpovéd tedy ovéfime tak, Ze najdeme dvojici vektorti z mnoZiny,
jejichz soucet v mnoziné nelezi nebo vektor z mnoziny, jehoz né€jaky skalarni nasobek v mnoziné nelezi.
Pozitivni odpovéd mitizeme ovéfit piimocaie tak, Ze pro dvojici vektort u a v mnoziny a skalar a
ukidzeme, ze u+v a au opét v dané mnoziné lezi. My obvykle zvolime radéji rychlejsi argumentaci
vyuzivajici fakt, Ze linearni obaly jsou podprostory, kdy ukazeme, Ze je dand mnozina linearnim obalem
néjakého systému vektort.

x 1 0 1 0
(a) Ano, protoze r+yl||lr,yeRy=Raz (1| +y|1l]]|z,yeR;=LO 1],11
2 0 2 0o/ \2
0 0 0 T
(b) Ne, nebot vektor | 1 | lezi, zatimco vektor | 2 | =2 [ 1 | neleziv r+1]]|x,y€R}, protoze
0 0 0 %
x 0
jak snadno zjistime, rovnice | + 1| = [ 2 | nema zadné feSeni.
2y 0
4 x? 4 2 x?
(c) Vidime, ze |4 | € 2¢ | |z € R 3, oviem kdyby rovnice 5 [ 4| = [ 2| = [ 22 | méla FeSen,
2 x 2 1 T

pak by 12 = 2?2 = 2, coz je spor. To znamend, Ze mnoZina neni uzaviena na ndsobeni, a tudiZ neni
podprostorem.

0 0
(d) Ano, nebot —x | |zeR)=LO -1
T 1
s T 1
(e), (f) Ne, protoze tfeba | 27 | nelezi v Q?® ani v x4y || xz,yeQ;,ackoli [ 2| v obou podm-
2m 2y 2
nozinach lezi.
0
(g) Ano, protoZe 0 =LO 0.
0
Uloha 7.3. Rozhodnéte, zda mnozina X generuje vektorovy prostor Zg nad télesem Zs, jestlize
1 3 1 3 4 1 3 4
(a) X=<¢1|3],(2]¢, (b)) X=<13]|,12],(3],;, () X=<¢[3],[2],]3
3 4 3 4 2 3 4 1
Reseni. (a) Ptame se, zda kazdy vektor y vektorového prostoru Z: lze napsat jako linearni kombinaci
1 3 1 3
vektori 31,12 , tedy zda ma TeSeni soustava | 3 2| x = y. Na to ma ovSem matice prili§
3 4 3 4

malo sloupcti (v odstuptiovaném tvaru bude totiz posledni fadek nulovy), dané vektory tedy celé Z3
negeneruji.

1 3 4
(b) Obdobné jako v (a) Fesime otazku, zda ma soustava | 3 2 3 | x =y TeSeni pro kazdy vektor y.
3 4 2
1 3 4 1 3 4
Upravime-li matici posloupnosti elementarnich tprav |3 2 3| ~ |0 3 1], vidime, ze odstupiio-
3 4 2 000



vany tvar matice obsahuje nulovy fadek, tudiz existuje vektor pravych stran y, pro ktery soustava
nebude mit feseni. Opét jsme zjistili, Ze dané vektory celé Z3 negeneruji.
1 3 4

1 3
(c) Obdobné jako v (b) upravujeme tentokrat matici {3 2 3| ~ [0 3 , kterd je zfejmé re-
3 1 0 0

=~

1 3 4
gularni. Ke kazdému y proto lze nalézt feSeni soustavy |3 2 3| x = y, coz znamend, ze dand
3 41

posloupnost vektori generuje celé Z3.

Uloha 7.4. Rozhodnéte, zda je ve vektorovém prostoru Z2 nad télesem Z; vektor v linearni kombinaci
vektort mnoziny

1 2 4
3 1 5
X = 31710711 ’
2 6 1
jestlize
6 0 1 1
6 6 0 6
(a) V= 2 ) (b) v = 2 ) (C) V= 0 ) (d) V= 2
0 6 0 6
V pripadé, ze ano, urcete koeficienty této linedrni kombinace.
1 2 4
SO , o - .. 3 15 s
Reseni. Resime tlohu, kterou mutzZeme zapsat rovnici Ax = v pro matici A = 30 110V jejichz
2 6 1

sloupcich jsou prave vektory mnoziny X. Resime tedy ¢tyfi nehomogenni soustavy rovnic se stejnou
matici levych stran A, proto celou tlohu miZeme fesit pomoci jediné rozsirené matice:

1 2 4/6 0 1 1 12 4/6 011 1 2 4/6 01 1
315(6606 020[(26 43 010[13265
3012202710135 246| 7o03/4621
26 1/06 0 6 020[(265 4 000[0O0T11

Odtud vidime, Ze ulohy (c) a (d) nemaji feSeni, pfislusné vektory tedy nelezi v linedrnim obalu. Pro
tlohy (a) a (b) zjevné existuje (pravé jedno) feseni soustavy, tudiz dané vektory jsou linedrni kombinaci,

1 0
jejichz koeficienty spocitdme z dané soustavy zpétnou substituci: (a) [ 1 |, (b) | 3
6 2

Uloha 7.5. Rozhodnéte, zda je mnozina U podprostorem aritmetického vektorového prostoru Z3 nad
télesem Zs, jestlize vite, ze

(a) U={(0,0,0)"}, (b) U={(0,0,0)",(1,2,3)"}, (c) [U[=4aU CZ

(d) U ={(0,0,0)",(1,2,3)",(2,4,1)",(3,1,4)7,(4,3,2)"}, (e) [U|=126a U CZ, (f)U=0.
Reseni. (a) Protoze (0,0,0)” + (0,0,0)" = (0,0,0)" a ¢(0,0,0)" = (0,0,0)” pro kazdé t € T, je
mnozina {(0,0,0)”} podprostorem Z3.

(b) Vidime, ze (1,2,3)" + (1,2,3)T = 2(1,2,3)T = (2,4,1)" ¢ U, takZe U neni uzaviené na s¢itani

vektord (a mimochodem ani na nasobeni skaldrem), a proto neni podprostorem.

3



(c) Je-li u = (uy,us,u3) nenulovy vektor, potom mnozina LO{u} = {au | a € Zs} obsahuje pravé
tolik riznych vektort, kolik prvka obsahuje téleso Zs. Proto ¢tyfprvkovy podprostor (ktery by nutné
obsahoval nenulovy vektor) nad télesem Zs nemuze existovat.

(d) Snadno spocitame, ze U = LO{(1,2,3)T}, jedna se tedy o podprostor.

(e) Vsimneme-li si, Ze 125 prvki ma cely aritmeticky prostor Z32, vidime, ze U = Z32. Tudiz U skutecné
je podprostorem Z3.

(f) Prazdn&d mmnozina sice trividlné splituje podminku uzavienosti na operace, ale za podprostor ji
nepovazujeme.

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

2
Uloha 7.6. Vyjadiete ve vektorovém prostoru Q® vektor | 0 | jako linedrni kombinaci vektort
1
1 1 1 1 1 3 1 1 1
(a) Ty, (1,10}, (b Ty, 1o, (1)1, (o 11,10],10
1 0 0 3 2 6 3 2 1
1 -3 0
Regeni: (a) | =1 |, () [ -4, (c) | -1
2 3 3

Uloha 7.7. Rozhodnéte, zda jsou pro obecné téleso T' podprostorem

(a) FeSeni homogenni soustavy rovnic o n neznamych v prostoru 7™,
(b) feSeni nehomogenni soustavy rovnic o n nezndmych v prostoru 7",

(c) étvercové matice, které komutuji s danou ¢tvercovou matici A, ve vektorovém prostoru vsech
¢tvercovych matic stejného stupné,

(d) realné polynomy v realném vektorovém prostoru spojitych realnych funkei,

(e) sudé funkce v redlném vektorovém prostoru vsech realnych funkei.
Reseni: (b) ne, ostatni ano.
Uloha 7.8. Rozhodnéte, zda je podprostorem

(a) podmnozina vSech redlnych posloupnosti spliiujicich rekurentni vztah Vn € N : a,, 19 = ba,11 — ay
v prostoru R¥.

(b) podmnozina v8ech redlnych posloupnosti spliiujicich rekurentni vztah Vn € N : a, 10 = 5a,1 — 1
v prostoru R¥.

(c) podmnozina vSech hornich trojthelnikovych matic v prostoru vSech ¢tvercovych matic n X n
nad 7.

(d) podmnozina vSech neklesajicich funkei v prostoru vsech funkci z R do R.

(e) podmnozina vSech polynomd, jejichZ stupen neni prvodcislo, v prostoru vSech polynomut v pro-
ménné z s koeficienty v obecném télese T'.

Reseni: (a), (c) ano, ostatni ne.



Obtizn&jsi priklady:

Uloha 7.9. Ozna¢me A, B nenulové matice, R reguldrni matici. Ukazte na piikladech, Ze (a) Ker AR
nemusi byt rovno Ker A, (b) Ker BA nemusi byt rovno Ker A, (¢) Im RA nemusi byt rovno Im A, (d)
Im AB nemusi byt rovno Im A.

Uloha 7.10. Necht V je podprostor aritmetického vektorového prostoru 7. Existuje soustava linear-
nich rovnic nad 7', ktera ma feseni pravé vsechny vektory z V7 Naleznéte ji pro podprostory z tlohy 7.2.

Uloha 7.11. Ukazte, ze pro libovolnou ¢tvercovou matici A a libovolné n € N plati Ker A™ < Ker A™*!,
a Im A" > Im A""!. Navic, pokud pro n&jaké n € N plati Im A" = Im A", pak pro vSechna j € N
plati, ze Im A™ = Im A", Zformulujte a dokazte i analogické tvrzeni pro Ker .

Uloha 7.12. Najdéte matici A takovou, aby ImA = Ker A = Im AT = Ker A”. Muze byt takova
matice realna? A komplexni?



