Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Reseni
Verze ze dne 28. listopadu 2021

6 Regularni matice

Cile cviceni:
e naucit se pro regularni matice hledat (jednostranné) inverzni matice,

e procvicit rozklad na soucin elementarnich matic.

Resené piiklady:

Uloha 6.1. Existuje-li, najdéte nad télesy Zs a R néjakou zprava inverzni matici k matici

@ (4, O (f ! 5))’ © @ f)‘

Reseni. Pro kazdou z matic A feSime maticovou rovnici AX = I, pro jednotkovou matici 7,,. Tuto
ulohu umime fesit jako systém soustav rovnic se spoleénou matici levych stran A.

(a) Hleddme néjaké feSeni rovnice 3z 4+ 4y = 1. Snadno spocitame nejprve nad télesem R parametricky
1-4¢

o, = L L. . w —1
popis vSech Teseni ve tvaru { ( %” ) | t € R}, moznym prvym inverzem je tedy napiiklad vektor ( 1 ) .

2+ 2t

; ) |t e Z5} a piikladem je

Pro téleso Zs5 dostavame parametricky popis vSech feseni ve tvaru { (

potom vektor <le)

(b) Upravujeme posloupnosti elementérnich tiprav rozsifenou matici
21 0|1 0 1 1 1(0 1 11 1] 0 1 10 -1} 1 -1
1 1 1{0 1 21 011 0 01 2-1 2 o1 2 |-1 2)/)°
1 4
Odtud okamzité vidime, ze zprava inverzni matici je naptiklad matice | —1 2 | nad Ra [4 2
0 0

nad Z5

(c) Opét upravujeme nad R rozsifenou matici:
1 2710 1 211 0 10
3 110 1 0 =5]-3 1 01

- . . L . . -1 2
Odtud vidime, Ze zprava inverzni redlnou matici je matice % . ( 3 _ 1).

10
2 1)

Nad télesem Zs dostavame soustavu,ktera nema reSeni

1 2|1 0 1 2
3 110 1 00

tedy zprava inverzni matici v tomto pripadé nenajdeme.
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Uloha 6.2. Rozhodnéte, které z nasledujicich matic jsou regularni, a k reguldrnim maticim najdéte
jejich inverzni matice.

T

12 1+i 0 124 1 2 4
(a) (3 1) nad R, Zs, (b) ( 9 —i) nadC, (¢) {3 2 6| nadZ;, (d) [3 2 6] nadZ;.
1 05 1 05

Reseni. Potfebujeme obdobnou tivahou jako v piedchozi tiloze nejprve zjistit, zda odstupiiovana matice
kazdé ze uvedenych ¢tvercovych matic obsahuje ¢i neobsahuje nulovy fadek. V prvnim pripadé jde o
singularni a v druhém o regularni matici. Inverzni matice potom pocitame standardnim algoritmem.

(a) Ulohu uz jsme vyfesili v predchozim piikladé. Nad télesem Zs neexistuje zprava inverzni matice,
proto neexistuje ani (oboustranné) inverzni matice. Nad télesem redlnych ¢isel mé inverzni matice tvar
(712

5 3 —=1)°

14

(b) Oznac¢me D = o
&

2
isel, béhem vypoctu pritom zjistime, ze inverz existuje:

a postupujeme stejné jako vySe s vyuzitim aritmetiky komplexnich

1+i 0[1 0 1+i 0 1 0 10| & 0
2 —il0 1 0 —i|—1+4i 1 0 1|—1—i i
(50
R -1 5
Spocitali jsme, ze D (—1—2 z)
1 2 4
(c) Polozme G = |3 2 6 |. Poc¢itdme tentokrat nad Zr:
1 0 5
1 2 4]1 0 0 1 0 5/0 01 1 0 0[2 5 5
3 26/010])]~10225/014]~1010|1 3 4
1 0 5/0 0 1 02 6|1 06 0 0 1|1 6 2
2 5 5
Dostali jsme G~'= |1 3 4
1 6 2
(d) Staci vyuzit predchozi vysledek a tvrzeni z prednéasky, které iika, ze
2 5 5\ /211
GH1t=@GEH'=(1 3 4| =[5 3 6
1 6 2 5 4 2

Uloha 6.3. Napiste viechny regularni matice z piedchozi tilohy jako soucin elementarnich matic.

ResSeni. Sta¢i ndm zaznamenat inverzni elementarni tpravy k tém, které jsme provadéli pii prevodu
matice na inverzni, do elementarnich matic:

2
Matici C' = 31 nad télesem realnych cisel jsme pfevedli na jednotkovou tak, Ze jsme nejprve
odecetli trojnésobek prvniho fadku k druhému, poté vydélili druhy fadek c¢islem —5 a nakonec odecetli

dvojnéasobek druhého fadku od prvniho. To znamena, ze

b )6 2) )66,



proto hledané elementarni matice dostavame prenasobenim rovnosti zleva prislusnymi inverznimi ele-
mentarnimi maticemi, které jsou samoziejmé také elementarni:

O M O A (K N(IAR )

1+7 0

2 —i
jsme (1 — i)-nésobek prvniho fadku odecetli od druhého a poté jsme prvni Ffadek vynésobili hodnotou
%ﬂ. a druhy radek hodnotou i. Nyni zbyva elementarni matice opac¢nych elementarnich aprav sepsat do

matic
I14+2 0 1 0 . 1+2 0 . 1 0
2 —)  \1—-17 1 0 1 0 —i)°

V pripadé€ matice D = nad télesem komplexnich ¢isel jsme postupné upravovali: nejprve

1 2 4
Podobné pro matici G = | 3 2 6 | nad télesem Z, stac¢i zaznamenat provedené elementarni upravy
1 0 5
do inverznich elementarnich matic G =
0 01 100 100 1 00 1 00 1 0 5 1 00
010 310 010 010 015 010 0 20
100 0 01 1 01 011 0 01 0 01 0 01

Konec¢né pro matici transponovanou ke G stac¢i transponovat cely soucin elementarnich matic, tedy

GT =

OO =
O N O
— o O
ol O
O = O
— o O
OO =
ol = O
OO =
O = O
— = O
o O
O = O
—_ O =
OO =
O = W
_ o O
— o O
O = O
o O

Uloha 6.4. Spocitejte souciny realnych matic

o CNETL D) w (e

Cilem tlohy je skrze tivahy o maticich elementarnich tprav najit jiny (rychlejsi) zptisob, nez spocteni
inverze a vynésobeni této inverze druhou matici. (Tento typ tlohy se bude pfirozené objevovat pozdéji
pii préci se zobrazenimi a bazemi.)

11 2 0 -1 2
budeme-li vzniklou matici (A | B) upravovat stejné jako v pfedchozich tlohach takovymi elementarnimi
upravami, abychom vlevo obdrzeli jednotkovou matici. Vyuzijeme-li faktu, ze

Reseni. (a) Oznacme A = (2 3) a B = (1 51 _1>. Rozsifime-li matici A o matici B a

(A|B)~ A (A]|B)=(I| A7'B),

dostaneme vpravo hledany souc¢in A~!B. Pocitejme:
2313 1 -1 11712 0 -1 2
11712 0 -1 2 23|13 1 -1

1112 0 -1 2 1 05 -3 —4 7
0 1/-3 3 3 -5 0 1(-3 3 3 =5)°



~1
o . (2 3 13 1 -1\ (5 =3 -4 7
Spocitali jsme, ze (1 1) . (2 0 -1 9 ) = (_3 3 3 _5)' U

2 0
(b) Ozna¢me C' = [ -1 3| aD = (g ;l) Vyuzijeme-li tvrzeni z pfednasky, dostaneme
1 2

(C . Dfl)T — (Dfl)T . CT — (DT>71 X CT,

a proto muzeme postupovat stejnym zptsobem jako v bodu (a), ovSem pro soucin transponovanych
matic v obraceném potadi:

3 212 -1 1 12 818 —4 4 3212 —-11
4 3|10 3 2 12 910 9 6 0 1]-8 13 2
3 018 =27 -3 1 06 -9 -1
0 1{-8 13 2 0 1|-8 13 2/
6 -8

),aprotoC’-D‘lz -9 13 |. O
-1 2

6 -9 -1
-8 13 2

Zjistili jsme, ze (DT)71.CT = (
Dalsi zakladni priklady k pocitani:

Uloha 6.5. Pro matici A =

L

2 1
3 2| urdete A7L, (AT)7! a (A%)7! nad télesy Zs, Z; a Q.
10

-2 1 1 -2 2 -1 5 -2 =3
Reseni: A '1=12 -1 0], A t=1 -1 1], (4% 1=1-6 3 2 | nadQ.ProZs, resp.
-1 1 -1 1 0 -1 5 -3 0

Z7 staci matice upravit modulo 5, resp. 7.

Uloha 6.6. Spoditejte nad télesy R a Z; soucin (% 2 2) :

- 9 —-10 2 6 5 6
w1
Reseni: ¢ < i 15 2> R a <2 3 1> nad Zr.

Uloha 6.7. Rozhodnéte, pro kterd a z télesa je matice A, reguldrni, a pro tato a spocitejte AL,

1 a a 1 0
(a) A, = 9q — 1 nad Zr, (b) A, =1 0 a| nad Zs.
@ = 12 a

a —1

Resent: (a) A, = ﬁ <1 —2aa ) pro a € Z7 \ {1}

a ! 3a7! 2a7!
m)yAt=1| 0 2 3 pro a € Zs \ {0}.



Rozsirujici priklady:

Pojem LU rozkladu, ktery predstavuje maticovy popis Gaussovy eliminace, letos na predndsce zaveden
nebyl, ale seznamite-li se s nim miZete ve skriptech cast 4.5.2, muZete si niZe spocitat nekolik prikladi.

Uloha 6.8. Existuje-li, najdéte LU rozklad reélnych matic:

co (A oy
(a) ) (b) -4 -1 1], (c) -2 2 3|, (d)
00 0 3
1 1 2 1 00 1 1 2
Resent: (a) (i 3):(2 ?)((2] g )[4 1 1 ]=[-410 03 9 7
2 5 -1 2 1 1 0 0 —14
2 1 -2 1 00 9 1 -9 2 0 0 O % 0 0 O 20 0 O
3 1 2 1 = 1 0 O o1 2 1
@©f(-22 3)=(-110]-]l03 1],(@ — |2 :
2 7 2 1 2 1) \o o 2 1113 I'110] |00 -1 2
00 0 3 0 0 0 1 00 0 3
2 1 =2
Uloha 6.9. Pomoci LU rozkladu realné matice A= [ —2 2 3 | (z tlohy 6.8 (c)) spoéitejte viechna
2 7 2

feSeni soustavy rovnic Ax =y pro vektor pravych stran y = (—3,2, —1)7.

Uloha 6.10. Pro realnou matici

1 1 2 2
-1 -1 -2 1
A:2101
2 2 -1 1

ovétte, ze nemé LU-rozklad, najdéte permutacni matici P tak, aby matice PA méla LU rozklad, a ten
spocitejte.

1 0 00 1 1 2 2 1 0 00 1 1 2 2
Regeni: napf. 0 01 0 -1 -1 -2 1 _ 2 1 00 0 -1 —4 -3
0 0 01 2 1 0 1 2 010 0 0 -5 -3
01 00 2 2 -1 1 -1 0 0 1 0 O 0 3
L - A B : L 1 .
Uloha 6.11. Uvazujme blokovou matici X = c D) kde A je regularni a Z := D — CA™' B také.

-1 “1VA-1 _A-1py-1
Ukazte, Ze pak je X také regularni a X ! = (A (I+BZ7'CA™) —A"'BZ )

—Z7t0At zZt
Uloha 6.12. Tvoif mnozina { (i i T € R} s operacemi souctu a soucinu matic téleso? Pokud ne,

ktery axiom nebo jeho dusledek neni splnén? Pokud ano, co je v ném nulovym prvkem a co jednotkovym
prvkem? Zménilo by se néco, kdyby x nalezelo jinému télesu nez R?

Uloha 6.13. Necht T je téleso a a € T™. Za jak§ch podminek je matice I, +aa” regularni a jak vypada
jeji inverzni matice?

Uloha 6.14. Nechf B je regularni matice a A je matice splitujici A% = B2. Musi byt A nutné regularni
matice?

Uloha 6.15. Jak se zméni inverzni matice k regularni matici 4, pokud v A vyménime i-ty a j-ty fadek?
A jak, pokud v ni vynéasobime i-ty sloupec nenulovym prvkem télesa?



