Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Reseni
Verze ze dne 5. fijna 2021

4 Téelesa a matice
Cile cvideni:

e procvicit pocitani v télesech Z, a vypocet feSeni soustavy linedrnich rovnic nad télesy Z,,

e naucit se pocitat s maticemi nad obecnymi télesy.

Resené piiklady:

Uloha 4.1. Spocitejte v Z,:
(a) v Zs hodnoty 271, 371 47 a (=2)71- ((2+4)- (44+4)7") + 3,
(b

(c

(d) v Zs hodnotu a spliiujici rovnici 3a + 4 = 1 a vSechna z a y spliiujici rovnici 4z — 3y + 1 = 2.

) v Z7 hodnoty 271, 371, 471 571 67 a (—=2)7! - ((244) - (4+4)71) + 3,
)

v Z, pro liché prvoéislo p hodnoty 27! a (p — 1)~

eSeni. (a) Vidime, Ze v Zs médme 2 -3 = 1, proto 27! = 3 a 37! = 2, a protoze 4 - 4 = 1, vidime, 7e
471 = 4. Déle

(=2)7'-(2+4)-4+4)H+3=3"1.(1-3)+3=2-24+3=2.

b) Podobné dostdvame nad Z;, 7e 271 =4,371 =5 471 =2 51=3a6"! =6, neboft 2-4=3-5=
6-6 =1. Dale

(-=2)7' (244 - d+4)H+3=5"-(6-1")+3=3-6+3=0.
(c) Pro liché p je 1%1 €Za?2- 1%1 = p+ 1, takze v télese Z, plati, ze 2 - ’%1 = 1. Proto 27! = ’%1.
Vime z prednasky, Ze v jakémkoli télese je (—1) - (—1) =1, a tedy (—1)~' = (—1). ProtoZe v télese Z,
méame (p— 1)+ 1 =0, je p — 1 &islo opaéné k ¢islu 1. To znamend, ze —1 = p — 1, a podle pfedchozi
tvahy tedy (p— 1) =p—1.
(d) Budeme zptsobem, na néjz jsme zvykli napfiklad v télese redlnych ¢isel, upravovat rovnici ekviva-
lentnim tpravami. Nejprve od obou stran odecteme hodnotu 4, coz v Zs; znamena pric¢ist hodnotu 1
(nebot —4 = 1), a dostaneme ekvivalentni rovnici 3a = 2. Nyni vydélime trojkou, tj. vynasobime ¢islem
5 = 37! =2, a dostaneme jediné FeSeni a = 4.
V druhé tloze postupujeme obdobné. Nejprve odecteme od obou stran 1 a uvédomime si, ze —3 = 2.
Obdrzime rovnici 4x + 2y = 1, kde vezmeme y = s € Zj; libovolné a zpétnou substituci za dalsiho
vyuziti ekvivalentnich aprav dopocitame

dr=1-2s=1+3s = x=4"1+3s)=4(1+3s)=4+2s.

Mnozina vSech feseni je pétiprvkova tvaru

W) () eem=10) () 6)- 6) ()



Uloha 4.2. Najdéte nad télesem Z; vSechna feSeni soustavy rovnic s matici
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Reseni. Stejné jako v pripadé soustavy nad redlnymi ¢isly upravime rozsifené matici soustavy na
odstupniované matici s poc¢itanim v Z;.

(a)

31 5 211 31 5 2]1 31 5 21
32 46(1]~101¢6 4/0]~1016 4]0
2 56 01 0 25 1|5 0 00 05

Protoze posledni fadek predstavuje rovnici 0 = 5, ktera neplati pro zadny vektor nezndmgych, je mnozina
vSech TeSeni soustavy prazdna.

(b)
31 5 2|1 31 5 2]1 31 5 2/1
32 46(2]~1016 4]1]~1016 41
25 6 05 0 25 1|2 00000

Tentokrat feseni soustavy existuje a my ho obvyklym zptisobem nalezneme zpétnou substituci pro volbu
za volné proménné x3 =r a x4 = s:

To+6r3+4dry, =1 = wy=1+x3+3x4=1+71+3s,

321+ my + 513+ 204 =1 = 13 =31+ 61+ 273+ 51y) =
=5(1+6(14+r+3s)+2r+5s)=>5(r+2s)=5r+3s.

Nasli jsme mnozinu vSech TeSeni soustavy:

+r- +5- | 7,5 €Zy

o O = O
O = = Ot
— O W W

Uloha 4.3. Uvazujme vektory

S GRS N )

a matice

nad télesem R, Z; a Zq;.

a) Spodcitejte souéty B+ C, C + B, BT + CT.

(a)
(b) Spocitejte souciny A - by, A-by, A-bz, al -B,al-B,5-C.
(c) A-B, BT-AT, BT-A, BT-C, CT-B,

)

(d) A-(A—B-C")+(C-BT-AT)T — A,



ReSeni. Ve viech piipadech tilohu vyfesime nejprve v realnych éislech (coZ je piiklad télesa charakte-
ristiky 0) a poté vysledek pouze upravime modulo ptislusné prvoéislo.

(a) Postupujeme nejprve piimo podle definice sou¢tu matic:

1 0 -1 120 1+1 04+2 —-1+0 2 2 —1
B+C_<12 1)+(351)_(1+3 245 1+1)_<47 2)'
Na prednasce bylo ukazano, ze je s¢itani matic komutativni, tudiz samoziejmé nemusime druhy soucet

2 2 _1> nad R a

pocitat a pfimo vidime, ze C+ B =B + C = (4 _

2 26
4 0 2

2 2 10

C+B:B—|—C:< )nadZ7 a C+B:B+C:(4 7 2) nadZH.

Podobné bylo na piednasce ovéteno, ze BT + CT = (B + C)7, takze ndm staci jen bez dalstho pocitani

2 4
transponovat matici B + C, abychom dostali BY + C? = | 2 7| nad télesem redlnych ¢&isel,
-1 2

2 4 2 4
B'"+C"=(2 0| nadZ, a B"+CP=|2 7| nad Z.
6 2 10 2

(b) Pro sou¢in matice se sloupcovym vektorem postupujme podle definice :
1 2 1 1 2 3 1 2 0 2 4
630660 65 6)-6)-()
1 2 -1 1 2 1
(2) () =26) 1 6)-6)
Pro tadkovy vektor miizeme k vypoctu vyuzit transpozici souc¢inu
(1 2)- Lol =1(1 0 -1)+2(1 2 1)=(3 4 1)
1 2 1 ’

10 -1
(3 5)-(1 ) 1):3(1 0 —1)+5(1 2 1)=(8 10 2).
4 2
Koneéne CT-B=CT . (BT)T =(BT-C)'= (7 10 3| a
1 1
5.1 5:2 5-0 5 10 0
5'0_(5-3 5-5 5~1)_(15 25 5)'

Nyni zbyva upravit vysledky modulo 7 v télese Zr:

=) am= () an-()

a,-B=(3 4 1),aj-B=(1 3 2),5-C

o) aon (3) ().

3

I
Y
— ot
B~ W
o O
~_~

a modulo 11 v télese Zqy:



a{.B:(B 4 1),a2T-B=(8 10 2)75'02(451 130 g)

(c) Postupujme podle definice nasobeni matic: A - B =

12\ (10 -1\ _ (/1 2y (1 1 2y (0 12y (1)) _(3 4 1

3 5 1 2 1) \\3 5 1 3 5 2 3 5 1 S \8 10 2)°
Miizeme si také vSimnout, Ze tento souc¢in jsme jiz dvakrat spocitali v pfedchozim bodé (po sloupcich
a po fadcich).
ProtoZe bylo na prednasce ovéieno, ze (A - B)T = BT - AT vidime, Ze

T 3 8
T a7 _ (3 4 1 B
B -A" = (8 10 2) 11 120

To nam ovsem nepomtize pro vypocet BT - A ktery opét provedeme podle definice, nebo pomoci tvrzeni
o radkovém zpuisobu nasobeni matic z prednasky

1 1 L 9 4 7
B A=|(0 2 -(3 5): 6 10
-1 1 2 3

Pii vypoctu soufinu B - C nam pomiiZe rozklad matice C na dva bloky C = (A | S), kde A je matice,

. 0 L , ;- . . w1 ..
se kterou pracujeme, a S = ( ) Vypodet ndm usnadni jednak to, Ze jsme jiz spoéitali souc¢in B” - A,

1
a déle pozorovani, ze sou¢in BT - S pravé vybere z matice BY druhy sloupec:
1 1 1 210 4 7 1
B'.-C=B"-A|B"-S)=| 0 2 -(3 51): 6 10 2
-1 1 2 3 1
Konecné
4 6 2
ch.B=B"-0)'=|7 10 3
1 2 1

Nasli jsme vysledky v télese realnych ¢isel, nyni je jen upravime nad télesem Zr:

3 4] 3 1 4 0
A'B:(l 3 2>» B”-AT=(4 3], B"-A=(6 3],
1 2 2 3
4 0 1 4 6 2
B".C=[6 3 2], ¢c"-B=[0 3 3
2 31 1 21
Vysledky nad Z,; vypadaji stejné jako nad R, protoze vSechny elementy ve vSsech maticich jsou cela

¢isla od 0 do 10 vc¢etné.
(d) Vyuzijeme pocetnich pravidel a nejprve upravime:
A-A-B-CH+(C-B" AT —A=A-A-A-B-Cc"+AH-BH.CcT-A =
=A-(A-1I,)-A-B-C"+A-B-C"=A.-(A-L).

Nyni snadno dopocitame A - (A — 1) = <:1,) g) : (g Z) = (165 ;2) nad Ra A-(A—-1Ip) = (fli g)
nad Zr.
OJ



Uloha 4.4. Najdéte nad télesy T = R, Zs, Z5 viechny vektory x € T° spliiujici rovnici
1 2 2 0
2 01)-x=1]1
11 2 1

Reseni. Ulohu muzeme snadno pfepsat na otazku nalezeni feSeni soustavy rovnic s matici

1 2 2|0
2 0 11
1 1 2]1

Déle ulohu vyfesime standardnim postupem nad realnymi cisly:

12 20 12 210 12 210 10 0] 0

20 1{1|~(0 —4 3[1]~101 O |-1])]~(0 1 0]-1

11 2|1 0 -1 0|1 00 —=3|-3 00 1|1
0
Zjistili jsme, ze nad R existuje jediné feseni soustavy | —1
1

Nad Z3 upravujeme obdobné, ovSem modulo 3, proto dostaneme odstupnovanou matici v odlisném
tvaru:

1 2 2]0 1 2 2|0 1 2 2]0

2 0 11| ~{0 2 0[1]~]|010]2

11 2|1 0 2 0]1 0 0 0]0
Zpétnou eliminaci tak dostavame tii feseni s parametrickym popisem

2 1 2 0 1

21 4+t|0| | teZsp = 21,12]),12

0 1 0 1 2

Zatimco pfi upravovani realné soustavy jsme délili tfemi, coz neni ,povolend“ uprava v télese Zg,
nad télesem Zs k zadné ,nepovolené” tpraveé nedoslo, proto vypocet modulo 5 probéhne stejné jako
v realném pripadé, a tedy staci modulo 5 upravit vysledek.

1 2 20 1 2 210 1 2 20 1 0 01]0
2 0 1|1 ~101 2|1} ~10 104 ~|0 1 0/4],
11 21 0 4 0|1 00 2|2 0 0 1|1
0
takze nad Zs existuje jediné feSeni x = | 4
1

Dalsi zakladni piiklady k pocitani:

Uloha 4.5. Najdéte nad télesem Zs vSechna feseni soustavy rovnic s matici

3112 4|1
1 21 2 1|2
4 3 01 3|4
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Uloha 4.6. Uvazujte téleso Z, (p je prvocislo). Plati vzdy, ze Va, Vb # 0 3c takové, ze a = bc? Proc?

Reseni: Ano, sta¢i vzit c:=a-b"1.

Obtiznéjsi priklady:
Uloha 4.7. Dokazte, Ze mnozina R? s operacemi

(x,y)+ (r,s) == (x+r,y+s)
(,y).(r,8) = (z -1,y -5),

kde x,y,r,s € R a + a - na pravé strané je bézné s¢itani a nasobeni realnych cisel, neni téleso. Které
axiomy jsou splnény a které ne? Byla by télesem mnozina vSech m X n matic nad télesem 7', na
které bychom sc¢itani zavedli jako bézné maticové a nasobeni pfedpisem (A.B);; := a;;b;; pro vSechna
ie{l,....m},7€{l,...,n}?

Uloha 4.8. Dokazte, Ze nasledujici mnoziny tvoii spolu s bé&Znymi operacemi télesa:

(i) {a+ b7 |a,be Q},
(ii) {a +bv2+cv4|a,b,ceQ}.

Pro¢ je v druhé mnoziné ¢len c4/4? (Odpovéd na tuto otdzku neni potieba formélné dokazovat.)



