Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1
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Verze ze dne 5. fijna 2021

3 Soustavy linearnich rovnic

Cile cviceni:
e procvicit maticovy zapis a vypocet feSeni soustavy linearnich rovnic Gaussovou eliminaci,
e procvicit pochopeni geometrické interpretace SLR jako priniku nadrovin
e vyzkousSet pocitani v télese Z,,.

Resené priklady:

Uloha 3.1. Zapiste soustavu do matice a najdéte vechna, jeji redlna TeSeni:

r + 2y + z =1
r + 2y + z =1
(@) —22 + y + 2z = 2 (b) B
r 4+ 3y — 2z =0 2r + y + 22 = 2

Reseni. (a) Sepsani soustavy do matice znamena jen pozi¢né zapsat tdaje rovnice do tabulky

1 2 1|1
-2 1 2 |2
1 3 —-1/0

Matici poté pomoci elementarnich tprav upravujeme do odstupnovaného tvaru a Upravy zapisujeme
opét pomoci maticového zapisu. Pripomenme, ze soustava rovnic nalevo od symbolu ~ mé stejnou
mnozinu feSeni jako soustava rovnic napravo od néj:

1 2 1|1 12 1|1 1 2 1|1 12 1|1
-21 22| ~105 4|4 ]~(01 =2|-1)]~1(01 -2|-1
1 3 =110 01 -2|-1 05 4|4 00 14| 9

Druhy tadek prvni upravené matice, ktery odpovida rovnici by + 42z = 4, jsme dostali pfictenim dvojna-
sobku rovnice x+2y+z = 1 k rovnici —2x+y+2z = 2 (tedy pFi¢tenim dvojnasobku Ffadku (1 2 1 ‘ 1)
k radku (—2 1 2 ‘ 2)) a podobné tfeti fadek vznikl z ptivodniho tietiho fadku odec¢tenim prvniho.
V dalsim kroku jsme jen pfehodili fadky (tedy rovnice) a poté jsme odecetli pétindsobek druhého
radku od tretiho. Nyni uz vysledek ziskdme zpétnou substituci. Z posledni rovnice 14z = 9 okamzité
dostavame z = 1% a dale dopocitame

1+2 1+ )2 1-2 1.9 5
= — z = — —_ = — A Tr = — — 2 = PR N —
Y 777 Y 714 14
3
v !
Vidime, Ze jediné feSeni soustavy je |y | = %
z

Uvédomme si, ze miizeme k vysledku dospét i v maticovém zapisu, tj. mizeme levou stranu matice
posloupnosti elementarnich tprav prevést az na jednotkovou matici: :

12 11 1211 1005
~10 1 =2/-1]~|010|5]~|0 10 2
00 1|2 00 1| 00 1] 2



(b) Znovu si soustavu zapiSeme do matice a poté ji pomoci pfic¢teni vhodného nésobku jedné rovnice
k rovnici druhé upravime stejné jako v predchozi tiloze:

1 2 171 1 2 1)1
-2 1 2|2 0 5 4(4)"

Vidime, Ze se pivoty (v druhé matici vyznaceny tuéné) nachazi v prvnim a druhém sloupci a volna pro-
ménna je tedy ta, kterda odpovidajici tfetimu sloupci. Nyni si uvédomime, Ze dosadime-li za z libovolnou
hodnotu, pak jednoznac¢né dopocitame y a x. Polozime-li naptiklad z = 0, pak z rovnice 5y +4-0 =4
dostavame, ze y = % a z rovnice z + 2 - % + 0 = 1 spocitame, ze x = —%. Nasli jsme tedy jedno Teseni

dané soustavy, které mizeme zapsat do trojice (z,y,2)" = (=2, 2,0)". Dosadime-li za z obecny redlny
prvek t, mizeme zpétnou substituci dopocitat y:
4 4
Sby+4-t=4 = =—-——t

Y Y 5 &

a poté stejnym zptlisobem i x:
+2-y+ 1 = 1—-2 1 4t t 5 + =t
x : z= r=1-2-(-—=t)| —t=—<-+=
Y 5 5 5

Obecné feseni ma tedy tvar

3,3 3 3
z -5+ 5t —5 5
— 4_ 4y — 4 ¢ -2
Yy 5 5 5 5
z t 0 1
a mnozina vsech Teseni soustavy je prave
_3 3
5 5
4 4
5 +i|—3 | teR
0 1

Uvédomme si geometricky vyznam feSeni dané soustavy: kazdou z rovnic chdpeme jako rovinu v R3
(tvofenou vSemi trojicemi (z,y, z)T, které rovnici fesi) a mnoZina feseni celé soustavy je priinik téchto
dvou rovin. V8imneme-li si navic, Ze roviny zjevné nejsou rovnobézné, musi mnozinu vsech feseni tvorit
primka, jejiz jeden bod (—%, %, 0)7 uz jsme nagli a jejiz smér je dan vektorem (3, —4,5)T, ktery je pravé
netrividlnim feSenim soustavy rovnic se stejnymi levymi a nulovymi pravymi stranami. Z geometrického
néhledu tedy vidime, Ze mnoZin vechna fedeni je pfimka, kterou mizeme vyjadrit ve tvaru {(—2 +

3t,: —4t,5t)"| t € R}.

Uloha 3.2. Najdéte vSechna realna feSeni soustavy rovnic s matici

11 3 2|2
0 1 1]2
10 1 11 1101 2 —1]1
(&) 1%;’1 ® a1 1o @ (2210—1 13)
2.2 1 2|1

Jaka je vzajemnd poloha rovin v pripadé (a)? (Jsou rovnobézné apod.?) Pokud bychom ménili pravou
stranu rovnice, co to znamena geometricky? Pokud zménime pravou stranu, jak muze vypadat nova
mnozina FeSeni (bod, pfimka, ...)? Najdéte alesponn dvé pravé strany, pro které néjaké feseni soustavy
existuje.

Reseni. Ve viech pifpadech postupujeme standardné posloupnosti elementérnich tGprav:

(a)

01 1|2 11 2]1 11 2]1
1 23/1],~(011{0},~(0 1 1]0]},
1 1 2]1 01 1|2 0 0 0]2



Vidime, ze ptvodni soustava je ekvivalentni se soustavou pozadujici rovnost 0 = 2, tedy mnozina
feSeni je prazdna. Z obecnych rovnic rovin (tedy z fadka soustavy) vidime, Ze jsou jednotlivé roviny
ruznobézné, tedy nutné piimka uréend prinikem dvou rovin je rovnobézna (bez spoletného bodu) se
zbjvajici rovinou. Soustava bude mit feseni napiiklad pro vektory pravych stran (0,0,0)” nebo (0,1, 1).
Neni tézké si uvédomit, Ze soustava bude mit feSeni pravé pro vektory pravych stran tvaru (a,b,b—a)7,
kde a,b € R a mnozina feseni bude v takovém pripadé primka.

(b)

11 3 2|2 10 1 1]1 10 1 111
10 1 11 11 3 2|2 01 2 11
21 -1 10721 =1 1lo] o1 =3 —1]-—2|"
2 2 1 21 2 2 1 2|1 02 -1 0 |-1
10 1 111 101 1]1
01 2 11 01 2 1|1
“loo0o -5 —2/-3[" 1005 2|3
00 -5 —2|-3 000 0|0

Obdrzeli jsme matici hodnosti 3 s ¢tvrtym volnym sloupcem (pivoty jsme opét vyznadili tuéné). Zvolime-
li opét za ¢tvrtou neznamou u parametr libovolnou realnou hodnotu ¢, dopocitame zpétnou substituci:

3 2 1 1 2 3
z=—-—=t, y=——-—<-t, rv=-——t.
5 9D 5 5 5 5

Zjistili jsme, ze

[S24]\)
|

1 —
5

|teR

GUDNUT =T W

—_

je mnozina vsSech TeSeni soustavy. Mizeme zkusit i najit hezci, celociselné Teseni. Z odstupnovaného
tvaru tipneme a ovéiime, Ze &tvefice (1,0,1, —1)7 rovnéZ fesi danou soustavu. Vektor (%, —%, —%, nHT
fesi homogenni variantu nasi soustavy (tj. stejné levé strany, nulové pravé strany), a tedy ji fesi i jeho

pétindsobek, vektor (3,1,2,—5)T. Vidime tedy, Ze mnoZinu vSech fegeni také miiZeme popsat ve tvaru

1 3
0 1
L o |teR
—1 -5

1101 2 -—-1/1 110 1 2 -—-1|1

2210 -1 113 001 -2 -5 3 |1)°
Ziskali jsme odstupnovanou matici, v niz jsou bez pivotu 2., 4., 5. a 6. sloupec, tedy volné jsou jim
odpovidajici proménné. Oznacime-li si neznamé postupné xy, ..., zg, pak pro libovolna to,t4, 5,16 € R
polozime

Tog =1tg, Xy4=1y, T5=15, Tg=1p
a zpétnou substituci dopocitame
$3:1+2t4+5t5—3t6 apoté l’1=1—t2—t4—2t5+t6.

Nyni obvyklym zptisobem popiSeme mnozinu vSech feSeni soustavy:

( 3

1 —1 —1 -2 1
0 1 0 0 0
1 0 2 5 -3
0 + &y 0 + 1y 1 + t5 0 + tg 0 | to,ta, t5,t6 €R
0 0 0 1 0
L \o 0 0 0 1




Uloha 3.3. Vyfeste soustavy s parametry a, b, ¢ € R:

@ (o1}

Jaky maji feSeni geometricky tvar? V ¢em se Tfeseni pro rizné hodnoty parametri lisi a v ¢em jsou
stejna?

a 1 1 0fa
b) ) (b) 01 1|0
00 1]c¢

Reseni. Obé soustavy maji matice v odstupniovaném tvaru, proto staci zpétnou substituci pfimocare
spocitat

a—>b 1
(a) parametricky popis feseni b +t|l-1||teRy,,
0 1
a—b+c
(b) bod b—c
c

Vidime, Ze v tloze (a) je feSenim vzdy pfimka, jejiz smér nezavisi na parametrech a, b a v tloze (b) jde
vzdy o bod, jehoz umisténi zavisi na parametrech a, b, c.

Uloha 3.4. Pro pfirozené p ozna¢me Z, = {0,1,...,p — 1} a na Z, zavedme operace
a+b=(a+b) mod p, a-b=(a-b)mod p,

kde v zavorce uvazujeme obvyklé operace na celych ¢islech a mod p znamena zbytek po celoc¢iselném
déleni ¢islem p. Urcete tabulky operaci + a - na Zs, Zs a Zs a ukaizte, Ze zde pro kazdé nenulové a
existuje b, pro néz a - b = 1.

Reseni. Tabulky operaci uré¢ime pfimocarym vypoctem. Pro Z,; mame

+]0 1 |0 1
00 1, o]0 0,
110 1]0 1
pro Zs
+]0 1 2 -]o 1 2
0fo0 1 2 0[0 0 0
1120 1/0 1 2
2|2 0 1 210 2 1
a pro Zs
+]/0 1 2 3 4 -0 1 2 3 4
0/0 1 234 0[0 00 00
111 2 3 40 1{0 1 2 3 4
2(2 3 40 17 2[0 2 4 1 3°
3|34 012 3/03 14 2
414 0 1 2 3 4|0 4 3 2 1

Na kazdém tadku pfislusném nenulovému prvku a najdeme ve vSech tabulkidch nasobeni hodnotu 1,
nachazi-li se ve sloupci prislusném hodnoté b, pak a - b = 1.

Dalsi zakladni priklady k pocditani:
Uloha 3.5. Sestavte a vyfeste soustavy rovnic pro

4



a) kvadratickou funkci y(z) = az? + bz + ¢, jejiz graf prochazi body (—1,0), (1,5) a (2,2).

(a)

(b) kubickou funkci, jejiz graf prochazi body (—1,1) a (1,5).

(c) kruznici v roviné, kterd prochazi body (—3,—1), (1,7) a (4,6).
)

(d) kruznici v rovinég, ktera prochazi body (2,3) a (0, 1).

Reseni: (a) —(112? — 15z — 26), (b) {ta® + sa? + (2—t)z + (3 —3s)|t,s € R},
) {(z,y) | (x —1)>+ (y —2)2 =52}, (d) {(z,y) |22 +y? -2tz + (2t —6)y+5—2t =0} | t € R}.

a; ag as 0
Uloha 3.6. Popiste vSechna mozn4 feseni soustavy: | by by b3 | 0 |. M4 soustava feseni vzdy?

Ci C2 C3 0
1+ 3 2—4]3—1

2—1 1+1

Uloha 3.7. Najdéte viechna komplexni feSeni soustavy rovnic s matici (

-3 — 51 -7
Resent: 0 +s i | seC
3i—1 2+ 31

Obtiznéjsi priklady:

Uloha 3.8. Rozhodnéte pro, kterd a € R existuje TeSeni soustavy rovnic s matici

1 1 all a a a |l
(a) 2 2 311, (b) a 2 3|1
1 1 212 1 1 2ala

Reseni: (a) pouze pro a = g, (b) pro a € R\ {0, %, 2}
Uloha 3.9. Rozhodnéte, které dvojice soustav maji stejnou mnozinu feseni:
(1 2 1 10) (1 2 1 11) (4 4 4 31)
323 2(1)7 \3 2 3 20/ \20 2 1|1}
Reseni: 1. a 3.
Uloha 3.10. V Z, jsme operaci — zatim nedefinovali. Je mozné odec¢itani ngjak pfirozené zavést? A co

déleni? (Zavedeni je spojeno s pojmy opa¢né ¢islo a inverzni ¢islo, analogicky k realnym ¢isliim.) Pokud
mate, vyfeste zcela obecné rovnici ax + b = c v Z,.

Uloha 3.11. Zkuste najit véechna feSeni alohy 3.1 modulo 3.



