Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Reseni, verze ze dne 5. i{jna 2021

2 Opakovani: zobrazeni

Cil cviéeni: zopakovat pojem zobrazeni a procvicit zjistovani jeho vlastnosti

Resené piiklady:

Zavedme nésledujici znaceni geometrickych zobrazeni roviny R? do sebe:
R, — otoCeni se stfedem v pocatku (0,0) o thel ¢ (proti sméru hodinovych rucicek),
O, resp. O, — osové soumérnost podle osy z, resp. y,

P,, resp. P, — kolm4 projekce na osu x, resp. y.

Uloha 2.1. Uvazujme zobrazeni O,, O,, P,, P, a R, pro viechna ¢ (kazdy tihel uréuje jedno zobrazent).

a) Kterd ze zobrazeni jsou prosta a ktera jsou na celé R??

(
(b) Pro kazdé zobrazeni najdéte uplny vzor bodu (0, 1) a aplny vzor bodu (1,1).

)
)
(c) Pro vSechna bijektivni zobrazeni urcete zobrazeni inverzni.
(d) Popiste slozena zobrazeni O, o O, P, o P, R, o Ry.

)

(e) Jak zobrazeni O, a P, transformuji pfimku s obecnym tvarem {(x,y) |  + 2y = 1}? Nakreslete
si obrazek.

ReSeni. (a) Libovolné dva riizné body se pii zobrazeni R,, O, a O, zobrazi na rizné body, tato
zobrazeni jsou proto prosta. Na druhou stranu, P, neni prosté zobrazeni, protoze napiiklad body (2, 3)
a (2,4) se zobrazi na tentyz bod (2,0). Podobné, zobrazeni P, rovnéz neni prosté.

Kazdy bod b € R* m4 pii zobrazeni R, vzor, je jim bod R_,(b). Pro libovolny thel ¢ je tedy R,
zobrazeni ,na“. Zobrazeni O,, O, jsou rovnéz ,na“, vzor bodu b je po fadé O,(b) a O,(b). Zobrazeni
P, neni na, protoze napiiklad bod (4, 5) neméa vzor (obor hodnot je osa z — mnozina {(z,0) : x € R}).
Podobné¢, zobrazeni P, neni ,na“.

(b) Hleddme mnozinu v8ech bodt, které se pfi danych zobrazeni zobrazi na (0,1), resp. (1,1). Pro
zobrazeni O,, O,, P, a P, jde vzory urc¢it snadno z nakresu (nakreslete si ho!): Gplny vzor bodu (0, 1)
pfi zobrazeni O,, O, P, a P, je po fadé¢

{(0,=1)}, {(0,1)}, 0, {(z,1) [z e R}

a vzory bodu (1,1) jsou
{(17_1)}7 {(_Ll)}v Q)v 0.

Jedinym vzorem bodu (0,1) pii rotaci o ¢ je bod (0,1) zrotovany o —¢. To je bod na jednotkové
kruznici odpovidajici thlu 7/2 — ¢. Uplnym vzorem tohoto bodu je tedy mnozina

{(cos(m/2 = @), sin(m/2 — ¢))} = {(sin ¢, cos ) }

Jedinym vzorem bodu (1,1) pfi rotaci o ¢ je bod na kruznici o poloméru v/2 se stfedem v poéatku,
ktery odpovida thlu w/4 — . Hledany uplny vzor je proto

{(V2cos(m/4 — ), V2sin(r/4 — ¢))}.
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Poznamenejme, Ze tento vyraz lze upravit na

{(cos ¢ + sinp, —sin p + cos p) }.

(¢) Geometrickou tvahou uréime O;' = O,, O, ' = O,, R;* = R_,,.

(d) Pro libovolny bod b je bod O,(O,(b)) stiedové symetricky k b podle po¢atku. Protoze stfedova
symetrie je totéz co rotace o m, mizeme psat O, o O, = R,. Déale P,(FP,(b)) = (0,0), takze P, o P,
pfifazuje kazdému bodu pocatek. Pro sloZeni dvou rotaci mame zjevné R, o Ry, = Ry .

(e) Obrazem dané piimky je pti uvazovanych zobrazeni pfimka, pti¢emz jeji norméalovy vektor i néktery
z bodti snadno nahlédneme z obrazku. Z téchto informaci ziskdme obecnou rovnici. Obrazy dané primky
pri zobrazeni O, a P, jsou po fadé

{(z,y) |z =2y =1}, {(v,y) |y =0}

Vysledek jsme mohli obdrzet rovnéz analytickou tivahou: mohli jsme si rozmyslet, Ze normalovy vektor
(1, —2) na vektor (1,2) a naptiklad bod (1,0) zobrazi symetrie O, na tyz bod (1,0) (nebo jsme mohli
zobrazit dva rizné body ptimky O,(1,0) = (1,0) a O,(3,1) = (3, —1)) a z téchto idaju ziskat obecnou
rovnici zobrazené ptimky. Podbné plati P,(a,b) = (a,0) pro kazdy bod pfimky, kde za a miuzeme zvolit
libovolné realné cislo.

Uloha 2.2. Uvazujme zobrazeni f, ¢ : R> — R? dané pfedpisem
() = Bz +2y,20+y), 9((z,9) = (22 —y, —4z + 2y).

(a) Rozhodnéte, zda jsou zobrazeni f a g na (to je jednodussi) a zda jsou prosté.
(b) Najdéte tplny vzor bodu (—1,2) a (1,0).
(c) Popiste podobnym vzoreckem slozené zobrazeni f o g, go f.

) J

(d) Jak zobrazeni f a g transformuji pfimku s parametrickym vyjadfenim {(1,1)+s(1,—1) | s € R}?

Reseni. (a) K rozhodnuti, zda f je prosté zobrazeni, potfebujeme zjistit, zda existuji rizné dvojice
(z,y) # («',y'), pro které plati f((x,y)) = f(2',y') (v takovém piipadé neni f prosté, jinak ano). Vztah
f((z,y)) = f(2',y) se z definice zobrazeni f pfepiSe na

(3z +2y,2z +y) = (32" + 2y, 22" +¢/),
ekvivalentné
3r+2y=32"+2y a2z +y=22"+7v".

Oznac¢ime-li a = x — 2’ a b = y — ¢/, mame po drobné tpravé
3a+2b=0a2a+b=0.

Tato soustava ma jediné feseni a = b = 0. To znamend, ze x = 2’ a y = y/. Zjistili jsme, ze f((z,y)) =
f((z',y")) plati jen tehdy, kdyz z = 2’ a y = /. Zobrazeni f je tedy prosté.

Zobrazeni g neni prosté, protoze (napiiklad) ¢(0,0) = g(1,2) = 0. Pfijit na to jde podobnym postupem
jako pro f. Zjistime, ze pfislusné soustava ma jiné nez trividlni feseni (a,b) = (0,0), napiiklad (a,b) =
(1,2). Pro libovolnou volbu (z,y') a (z,y) = (2’ + 1,y + 2) mame f((z,y)) = f((«,y)).
K rozhodnuti, zda f je na, chceme zjistit, zda pro kazdé (u,v) € R? existuje dvojice (x,y) € R? takova,
ze f((z,y)) = (u,v) (v takovém piipadé je f na, jinak neni). Jinymi slovy, ma pro kazdé (u,v) € R?
nasledujici soustava feseni?

r+2y=uae+y=v
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Soustavu vyfesime tfeba vyjadienim y = v — 2z z druhé rovnice a dosazenim do prvni. Vyjde
(x,y) = (—u+ 2v,2u — 3v)

(O spravnosti se radéji presvédéime zkouskou.) Kazdy vektor (u,v) ma pii zobrazeni f vzor, f je proto
na. (Pozn.: navic v tomto pfipadé vidime, ze kazdy vektor ma pravé jeden vzor. Zobrazeni f je tedy
bijekci, tedy je prosté i na.)

Pro g postupujeme obdobné. Mame soustavu
2r—y=wa —4dor+2y=v

Vynéasobenim prvni rovnice (—2) dostavame —4z + 2y = —2u a srovnanim s druhou rovnici dostdvame
—2u = v. Soustava mé proto feseni jen tehdy, kdyZ v = —2u. Protoze ne kazdy vektor z R? mé vzor
(napfiklad (u,v) = (1,0)), zobrazeni g neni na.

(b) Odpovédi odvodime z feSeni pfedchoziho bodu. Bod (z,y) je vzorem (—1,2) pravé tehdy, kdyz
(z,y) = (—=(=1) +2-2,2-(=1) = 3-2) = (5,—8). Uplnym vzorem bodu (—1,2) je tedy {(5,—8)}.
Podobné, tplnym vzorem (1,0) pii zobrazeni f je {(—1,2)}.

Pro bod (u,v) = (—1,2) plati v = —2u, takze tento bod mé vzor a Gplny vzor je
{(z,9) | 20—y =—1}.

Uplnym vzorem bodu (1,0) pii zobrazeni ¢ je prazdna mnozina, protoze zadné fegeni rovnice g(x,y) =
(1,1) podle (a) neexistuje.

(c)

fog((zy) = f9((z,y))) = f((2x =y, —4z + 2y))
= (3(2x —y) +2(—4x + 2y),2(2x — y) + (—4z + 2y)) = (—2x + y,0)
go f((z,y)) = 9(f((z,))) = 9((Bz + 2y, 22 + y))
= (2(3z 4+ 2y) — 2z 4+ vy), —4(3z + 2y) + 2(2z + y)) = (4x + 3y, —8x — 6y)

(d) Obrazem dané piimky pfi zobrazeni f je

(L) +s(1,-1) | s e R ={f((1 +s5,1—3)) | s € R}
={B(1+s)+2(1—-5),2(1+s)+(1—3))|seR}
={(5+4+s,3+5s)|seR}={(5,3)+s(1,1) | s e R}

Uloha 2.3. Jak podobnym vzoreckem jako v tiloze 2.2 popsat zobrazeni O,, O,, P,, P, a Rz?

Reseni. Obraz bodu (z,y) € R? je ve viech piipadech patrny z nakresu. Pro rotaci je tieba si rozmyslet,
ze vzorec funguje v jakémkoliv kvadrantu: O,((z,y)) = (z,—y), O,((z,y)) = (—=z,y), P.((z,y)) =

(ZL’, O)’ Py((x7y)) = (Ovy>7 RW/2((xay)) = (—y,ZE).

Dalsi zakladni priklady k pocitani:
Uloha 2.4. Uvazujme zobrazeni F : R? — R? a G : R? — R? dan pfedpisem
F((z,y,2))=(x+y—z,2—2y+2), G(z,y) = (x+y,x—3y,2x—y).
(a) Rozhodnéte, zda jsou zobrazeni F' a G prosta a zda jsou na.

(b) Najdéte tplny vzor bodu (1,1) v zobrazeni F'.
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(c) Popiste obraz ptimky p = {(1,1) + s(1,—1) | s € R} pfi zobrazeni G.

(d) Popiste vzoreckem slozené zobrazeni F'o G, G o I’ a rozhodnéte, zda jsou tato zobrazeni prosté a
zda jsou na.

Resent: (a) F je na a neni prosté, G neni na a je prosté, (b) F~1((1,1)) = {(1,0,0) + s(1,2,3) | s € R},
(c) G(p) ={(2,-2,1) +5(0,4,3) | s € R}, (d) FG((x,y)) = (—y,x + 6y) je prosté a na,
GF((x,y,2)) = (2x —y, —2x + Ty — 4z, + 4y — 3z) neni ani prosté, ani na.

Uloha 2.5. Pro zobrazeni R? — R? dané predpisem f((z,y)) = (x + y,y) urcete (a) obraz &tverce
s vrcholy (0,0), (1,0), (0,1), (1,1), (b) obraz mnoziny Z?. Provedte totéz pro zobrazeni g((z,y)) =
(22, 3y).

Reseni: Pro f: (a) rovnobéznik s vrcholy (0,0), (1,0), (1,1), (2,1) (b) celé Z2,
pro g: (a) obdélnik s vrcholy (0,0), (2,0), (0,3), (2,3) (b) {(a,b) € Z? | 2/a,3/b}.
Uloha 2.6. Pro nasledujici zobrazeni f : X — Y uréete (i) pocet zobrazeni g : Y — X, pro ktera

go [ =idx; (il) pocet zobrazeni g : Y — X, pro kterd f o g = idy; (iil) pocet zobrazeni g : ¥ — X,
pro kterd go f =idx a fog =idy.

(a) f:{1,2,3} = {1,2,3,4,5}, f(1) =3, f(2) =1, f(3) =
(b)f:{17273747576}%{17273}7f(l):f(?)): ()_2 f() f()zl,f<4):3,
(C) f:{1727374}_>{17273’4}7 f(l):2a f(2): f( )_3 f()

Reseni: (a) 9,0, 0, (b) 0, 6, 0, (c) 1, 1, 1.

AV v

Obtiznéjsi priklady:

Uloha 2.7. Popiste vzoretkem zobrazeni R,.

Reseni: R, (z,y) = (xcos¢ — ysing, zsin ¢ + ycos @)

Uloha 2.8. Najdéte parametrické vyjddieni obrazu piimky {(z,y) | # + 2y = 1} pfi zobrazeni R,,.

Reseni: naptiklad {(cos ¢, sin¢) + s(2cos ¢ + sin p, 2sinp — cos ) | s € R}
Uloha 2.9. Popiste slozend zobrazeni O, o R, a R, o O, a mocniny zobrazeni RE, n e Z.

Reseni: [0, o Ry]((z,y)) = (x cosp — ysinp, —zsin ¢ — ycos @),
[Ry 0 O:]((z,y)) = (zcosp + ysinp,zsinp — ycosp), RE = Rnyp.

Uloha 2.10. Ozna¢me n = (a,b) nenulovy vektor v R?, O, osovou soumérnost podle piimky p :
ar + by = 0 a P, kolmou projekci na tuto primku. Zapiste tato zobrazeni podobnym vzorcem jako
v tloze 2.2.

o _ _ 2 2
Reseni: On((xa y)) = <Z2+%233 agj_%2 Y, _agj_%zx + 32_,_22 ), Pn((x,y)) = (aﬁbw - azzl_)b2 Y, _aQﬁ)be + a2cf|_b2 Y).-

Uloha 2.11. Uvazujte nésledujici zobrazeni komplexni roviny do sebe:
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(a) di(z) = kz, kde k € R;
(b) ry(2) = (cosp +isiny)z, kde p € R;
(c) pp(2) =2+0b, kde b e C.

Popiste tato zobrazeni geometricky a napiste vzorce pro redlnou a imaginarni ¢ast obrazu ¢isla z pomoci
realné a imaginarni ¢asti z = x + iy. PopiSte inverzni zobrazeni, mocniny téchto zobrazeni a porovnejte
Tr/2 ©Pi & P; © Tr/o. ZapiSte pomoci standardnich operaci na komplexnich ¢islech osovou soumérnost
podle realné a podle imaginarni osy.

Uloha 2.12. Podobné jako v uloze 2.2 popiste vzorcem néasledujici zobrazeni R? do sebe:

a) Zrcadleni podle roviny obsahujici osy = a z.

(a)

(b) Zrcadleni podle osy x.

(c) Rotaci okolo osy y o thel ¢.
)

(d) Rotaci okolo osy prvniho oktantu, které cyklicky zobrazuje kladné polopfimky os z, y a z na sebe.
A jesté obtiznéjsi priklady:
Uloha 2.13. Popiste zobrazeni R? — R? vznikla

(a) slozenim dvou osovych symetrii podle pfimek prochazejicich poc¢atkem,

(b) slozenim rotace kolem pocatku a osové symetrie podle pfimky prochézejici poc¢atkem (obé moz-
nosti poradi skladani).

Uloha 2.14. Najdéte zobrazeni f : R? — R?, které je prosté, ale neni na.
Uloha 2.15. Najdéte zobrazeni f : R? — R?, které je na, ale neni prosté.

Uloha 2.16. Mé&jme zobrazeni f : R? — R?, které spliiuje

e pro kazdou dvojici aritmetickych vektortt x,y € R? plati f(x+y) = f(x)+ f(y)

e pro kazdy aritmeticky vektor x € R? a kazdy skalar ¢t € R plati f(t-x) =t - f(x).

Dokazte, ze f je prosté pravé tehdy, kdyz je na.



