Cviceni k prednasce NMAGI111 Linearni algebra 1

Reseni
Verze ze dne 5. fijna 2021

1 Opakovani: analyticka geometrie
Cile cviceni:
e zopakovat stredoskolské metody reSeni soustav linearnich rovnic v R,

e posilit geometrickou predstavu feseni soustav jako hledani priniku nadrovin.

Resené piiklady:
Uloha 1.1. Uvazujme v R? pfimku p s parametrickym vyjadienim p = {(1,2) +¢-(1,1)| t € R}.

(a) Urcete obecné vyjadieni piimky p,
(b) najdéte priseciky primky p s osou x a osou y,
(c) rozhodnéte, které z bodu (2,3), (3,2) a (—1,1) lezi na p.

Reseni. (a) Uréime vektor (1,—1), ktery je kolmy na smérovy vektor piimky (1,1). To znamend, Ze
rovnice pfimky ma tvar © — y = ¢ pro vhodné realné ¢islo c¢. Nyni dosazenim bodu (z,y) = (1,2) z
parametrického zadani dostaneme ¢ = 1 — 2 = —1, tedy obecné vyjadieni pifimky mé tvar

p={(x,y) eR*| z —y=—1}.

Poznamenejme, 7Ze vyjadfeni je urceno jednoznacné az na nasobek celé rovnice nenulovym realnym
¢islem.

(b) Stac¢i postupné dosadit za y a  nulu do rovnice obecného vyjadieni. Pro y = 0 dostavame z—0 = —1
a pro x = 0 mame 0 — y = —1, tudiz hledané pruseciky jsou (—1,0) a (0, 1).

(c) Opét vyuzijeme dosazeni bodu do obecného vyjadieni, abychom zjistili, Ze
9 3=—1, 3-2#-1, —1-1+#—1,
a proto bod (2, 3) na pfimce lezi, zatimco body (3,2) a (—1,1) nikoli.

Uloha 1.2. Uvazujme v R? pfimku ¢ s obecnym vyjadfenim ¢ = {(x,y) € R?| z + 2y = 3}.

(a) Urcete parametrické vyjadieni piimky g,
(b) najdéte prusecik piimky ¢ s pfimkou p z predchozi tlohy,

r + 2y = 3

(c) Vyfeste v realnych ¢islech soustavu rovnic _ oy = -1

ReSeni. (a) Tentokrat z obecného tvaru piimky okamzité vidime vektor (1,2) kolmy na smérovy,
snadno tedy uré¢ime smérovy vektor (2, —1). Napiiklad dosazenim y = 0 najdeme bod (3,0) pfimky g,
proto je

q={3,0)+t-(2,-1)| t e R}

jedno z moznych parametrickych vyjadieni primky gq.



(b), (c) Vidime, Ze algebraické vyjadieni ulohy (b) je pravé tloha (c), tedy Fesime soustavu rovnic o dvou
+ 2y
— oy = -1
druhé tak, abychom jednu z proménnych odstranili, miizeme si vybrat metodu, kde za proménnou v
jedné rovnici dosadime jeji vyjadfeni z druhé rovnice (dosazovaci metoda) nebo metodu, kde vhodny
nasobek jedné rovnice odecteme ode druhé. S ohledem na pozdéjsi tivahy, kdy budeme schopni efektivné
pracovat s libovolné kone¢né mnoha proménnymi si zvolme odcitaci metodu a odec¢téme od prvni rovnice

neznamych . Nejprve nékterym ze znamych zptisobi upravime jednu rovnici pomoci

druhou. Dostaneme rovnici —3y = —4, kterd udava jedinou moznou hodnotu neznamé y = %. Nyni
zpétnym dosazenim hodnoty y = % do prvni rovnice dostavame z + 2 - % = 3, odkud dopocitame
x =3 — 3% = 1. Hledanym priise¢ikem pifmek p a ¢ je bod (3, 3).

Poznamenejme, Ze popsany postup mizeme také zapsat maticové (to znamené pozi¢né bez piepisovani
2 3
1 -1 -1

symbolii, x a y) pomoci takzvané matice soustavy ( ) . Maticovy zapis predchozich tivah
bude vypadat nasledovné:

1 2 3 1 2 3 1 2 10
1 -1 —1 0 -3 —4 01 01

kde symbol ~ znamenad, ze soustava napravo i nalevo maji stejnou mnozinu feseni.
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Uloha 1.3. Uvazujme v R® rovinu r s obecnym vyjadienim r = {(z,y,2) € R®| 2 +y — z = 1}.

(a) Urcete parametrické vyjadreni roviny r,
(b) rozhodnéte, které z bodu (1,1,1) a (2,2,2) lezi v roviné r.

Reseni. (a) Postupujeme obdobné jako ve dvoudimenzionalnim prostoru. Potfebujeme nejprve najit
jeden bod roviny r. Pro volbu y = z = 0 dopoc¢itame z rovnice xt+y—2z =1 hodnotuxz =1—-0+0 =1,
tedy bod (1,0, 0) na lezi na roviné r. Nyni musime najit dva vektory urcujici rovinu, tedy vektory, které
jsou kolmé na vektor (1,1, —1) a nejsou svymi nasobky. Snadno uréime ze vektory (1,0,1) a (0,1, 1)
jsou kolmé na vektor (1,1, —1), tedy, Ze spliiuji rovnici = +y — z = 0. Nyni jiz miZeme spoc¢itané udaje
sepsat do parametrického vyjadreni roviny

r=1{(1,0,0)+s-(1,0,1) +¢-(0,1,1)] s,t € R}

(b) Stejné jako v 1.1(c) prostym dosazenim do obecného vyjadieni zjistime, Ze bod (1,1,1) lezi a bod
(2,2,2) nelezi v roviné r.

Uloha 1.4. Uvazujme v R? rovinu v s parametrickym vyjadfenim

v={(3,-1,1)+s-(1,1,2) +¢-(1,0,—1)| s,¢ € R}.

(a) Urcete obecné vyjadfeni roviny v,

(b) najdéte parametrické vyjadieni pfimky dané prisecikem roviny v s rovinou r z predchoziho pfi-
kladu.

Reseni. (a) Opét staci najit vektor (a, b, c) kolmy na smérové vektory (1,1,2) a (1,0, —1). Podminku
kolmosti mizeme jednoduse vyjadrit a tudiz i vyfesit v jazyce soustav rovnic:

la + 1b + 2¢ = 0,
la + 0b — 1le = 0.



Resenim je je (az na nenulovy redlny nasobek pravé) vektor (1, —3,1). Dosadime-li do vyrazu x — 3y + 2
bod (3,—1,1), ziskdme konstantu 7 a tedy hledané obecné vyjadieni roviny ma tvar

v={(r,y,2) ER’| x =3y + 2 =T}.

(b) Podobné jako 1.2(b) fesime soustavu dvou rovnic tentokrat o tfech nezndmych:

r + y — z =1
r — 3y + 2z =7

Zkusime tulohu tentokrat zapsat pouze maticové a odc¢itaci metodou upravovat:

1 1 -1 |1 1 1 -1 |1 1 1 -1 |1
1 -3 1 |7 0 -4 2 |6 0 -2 1 3)°

Druhou rovnici jsme tedy nahradili rovnici —2y + 2z = 3 tak, Ze soustavy maji stejnou mnozinu feseni.
Nyni jednak po volbé y = 0 jednozna¢né dopocitame souradnice bodu ptimky z =3az =7-04+3 =10
a dale najdeme smérovy vektor, ktery musi byt kolmy na vektory (1,1, —1) a (0,2, —1), jimz je vektor
(1,1,2). Nasli jsme parametricky popis piimky r Nv = {(4,0,3) +¢-(1,1,2)| t € R}.

Uloha 1.5. Najdéte vsechna realné feseni soustavy rovnic

r + y — 2z =5
2 + y — z = 6.
3r — 3y + 2z =1

Jak lze tuto tlohu geometricky interpretovat?

Reseni. Podobné jako 1.2(b) fesime odéitaci metodou soustavu rovnic tentokrat o tfech neznamych.
Nejprve odecteme dvojnasobek prvni rovnice od druhé a trojnasobek prvni od treti. Dostaneme tak
novou soustavu se stejnou mnozinou feseni:

r + y — 2z = 5
-y + 3z = —4
— 6y + 8 = 14
Odecteme-li nyni od tfeti rovnice Sestinasobek druhé, dostaneme rovnici —10z = 10, z niz okamzité
vidime, ze z = 1. Déle postupujeme zpétnym dosazenim nejprve hodnoty z = —1 do druhé (upravené)
rovnice —y + 3 - (—1) = —4, odkud dostdvame y = 1 a kone¢né hodnoty y = 1 a z = —1 dosazené

do prvni rovnice x + 1 — 2 - (—1) = 5, ndm davaji x = 2. Zjistili jsme, Ze soustava mé jediné feseni
(x,y,2) = (2,1,-1).
Geometricky miizeme tulohu chapat jako hledani priseciku t¥i rovin v prostoru danych s obecnym
vyjadfenim. Timto prise¢ikem je v naSem piipadé bod (2,1, —1).
Dalsi zakladni piiklady k pocitani:
Uloha 1.6. Uvazujme v R? dvé pfimky s obecnym vyjadienim:
S={(z,y) eR*| 2 +3y =5}, T = {(x,y) € R?*| 2z —y = —4}
(a) Urcete parametrické vyjadieni piimek S a T,

(b) najdéte prusecik piimek SN T.

Reseni: (a) napiiklad S = {(5,0) +¢-(3,—1)|t e R} a T ={(0,4) +¢t-(1,2)] t € R}, (b) SNT = {(-1,2)}.



Uloha 1.7. M&me v R? tii roviny s obecnym vyjadienim: R, = {(z,y,2) € R3| 22 +y — 2 = 1},
Ry ={(x,y,2) e R®| x+y+ 22 =3}, Rs = {(z,y,2) € R®| 3z — 3y + 2z = 5}.

(a) Urcete néjaké parametrické vyjadieni téchto rovin.

ajdéte parametricky popis prusecikt R; ; pro ¢ # 7 a prusecik R 9 3. Je-1i priseci
b) Najdét tricky i aseciktt R; N R; | £ ] seCik Ry N Ry N Rs. Je-li prisecik
primkou, zapiste jeji parametricky zapis pomoci vektorii.

Uloha 1.8. Najdéte vsechna realna feseni soustavy rovnic:

2 + y — z =1 2 + y — z =1
(@) 2 + y + 22 =2, (b)) z + y + 2z = 2
r + 2y + 7z = 4 r + 2y + 7z = 5

Reseni: (a) 0, (b) T = {(—1,3,0) +t-(3,-5,1)| t € R}.

Obtiznéjsi priklady:

Uloha 1.9. Najdéte v zévislosti na parametru a € R vSechna realné feseni soustavy rovnic:

ax + y + 32 = a
r — ay + z = 2

2+a?

e — 12, 0) +s- (-1 —3a,a - 3,1 +a)| s € R}.

Reseni: parametricky popis feseni {(

Priklady na jiné téma, pokud analytickou geometrii ovladate:

1 ¢

Uloha 1.10. Spoéitejte v komplexnim oboru: hodnotu vyrazt c+d, c- d, = 9 ¢ pro komplexni &sla

c=1+4+1,d=2—1qiarovnici 1 +2i+ (24 3i)z =4 —i.

Uloha 1.11. Po¢itani s komplexnimi &isly lze interpretovat geometricky.

(a) Co znamend geometricky s¢itani a od¢itani komplexnich ¢isel?

(b) Jak lze interpretovat nasobeni? Pokud netusite, pfipomerite si goniometricky zépis, v tom je
geometricka interpretace nasobeni vidét 1épe.
Navodna otéazka: co s néjakym komplexnim ¢islem déla opakované nasobeni ¢islem: 4, 27, \%(1 +1),
L7

i + (I+d9y = 2414
2—ix + 3y = 5—44
Tady se vyplati zamyslet: nasobeni nebo déleni rovnice komplexnim dvoj¢lenem dé spoustu prace, je
mozné néjakym postupem snizit pocet takovych tprav?

Uloha 1.12. Spoditejte v komplexnim oboru soustavu rovnic (



