Ulohy k prednasce NMAG 102:
Linearni algebra a geometrie 2, 2016

Verze ze dne 16. kvétna 2016
Toto je seznam piimocarych piikladii k piednasce. Ulohy z tohoto seznamu je nezbytné nutné umét resit.

0 Opakovani

Zakladni tlohy

2 1 0 0 i 0
0.1. Necht B = 11,11, -2 aC = 11,{01),10 jsou posloupnosti vektori linedrniho
1 0 1 0 0 3
prostoru R3.
(a) Ovéfte, ze jsou B a C béze,
1
(b) spotitejte souradnice [u]g a [u]c prou= 1],
1
1
(c) najdéte soufadnice [v]c vektoru v, vite-li, ze [v]g = | 0
-1

(d) najdéte matici vici kanonickym bazim linedrniho zobrazeni ¢, pro néz ¢([v]e) = [v]p.(Pozor na moinost
zmatku mezi bazemi: [v]c je opét vektor, ktery mizeme vyjadfovat v soufadnicich viéi riznym bézim.)

Pro linedrni operdtor o : V — 'V a bdzi B prostoru V oznacme [¢]p := []5.

0.2. Je-li [f]} = (i g) je matice linedrniho zobrazeni f : Z2 — Z2 vzhledem k bazi M = ((2) , <3>> a

kanonické bazi K» prostoru Z2, spo¢itejte matice [f]ar a [f]k,-

(Pripomeitite si dva zpiisoby, jak invertovat matici fadu 2.)

0.3. Pro linedrni operator g na prostoru Z2 dany vztahy g( (;)) = @) a g( <:1))>) = <11> uréete matici [¢]k,
(Najdéte rizné zpusoby feSeni tlohy.

a) Jak nejsnaze najit g((?)ﬁ Jak souvisi s matici [g]x,?

b) Vzhledem ke kterym bézim dokdZete matici g napsat bez pocitani? Jakd volba bézi je vhodnd pro FeSeni tlohy? Jak

e (0

0.4. Jestlize [h

SO =

0
0 je matice linedrniho operdtoru h na prostoru R? vzhledem bézi B z piikladu
0 2

0.1, najdéte matici [h]k, a jadro h.

3

(Lze vidét jadro zobrazeni h u¥ z matice [h]5? P¥ipomeiite si piisluiné tvrzeni (Ker [h]§ = [Ker h]c). Jak by se postup
hledani jadra ligil, kdybychom méli matici [h]%?)



Dopliujici Glohy
0.5. Popiste linearni zobrazeni ¢ a 1, pro néz ¢(B) = C a ¢(C) = B (s ohledem na poradi vektor).

Reseni:
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-2 2 4 1
4. [k, = (—5 5 6>,Ker (h) = <<1)).
1 -1 0 0

5. Pokud sloupce matic B a C jsou vektory piislusnych bazi, pak [(p]gg = BC 1, [w]gz =(CB!



1 Skalarni soucin 1: kolmost

Zakladni tlohy

-1 1
1.1. Uvazujme standardni skaldrni souéin - na redlném prostoru R®* anechf u=| 1 |,v=[2] € R3.
2 1

(a) Spocitejte ||u]], || v || a ahel, ktery sviraji vektory u a v,

(b) najdéte podprostor viech vektorti prostoru R?, které jsou kolmé na u,
(c) najdéte podprostor viech vektorii prostoru R?, které jsou kolmé na v,
(d) najdéte viechny vektory prostoru R? kolmé zaroven na u i na v.

1.2. Najdéte bazi ortogonalniho doplitku podprostoru U = ((1,2,1,1,1)7,(0, —1,1,1,2)7) redlného vektorového
prostoru R® se standardnim skalarnim soucinem.

1.3. V komplexnim vektorovém prostoru C? se standardnim skaldrnim soucinem - urcete ortogonalni doplnék
roviny ((3 +i,—-2—1i,2)T, (2 —1i,-2, 1)T>.

1.4. Skaldrni soucin na R? je dan piedpisem

<u|v>=uT(_52 ‘f)v-

Spoéitejte normu vektort vektory u = (2,3)? a v = (1,4)” a tihel mezi nimi.

1.5. V prostoru R? se skaldrnim sou¢inem (|) je B = ((1,1)%,(2,—1)T) ortonormalni baze. Urcete

(@) ((1,97]2,07),
(b) ortogonalni doplnék piimky ((4,1)%).
5

1.6. Skalarni soucin na C? je ddn piedpisem (u|v) = u* < _9 _12 > v . Najdéte

(a) vSechny vektory kolmé na vektor u = (1,4)7,

(b) néjakou ortonormalni bazi.

1 1 1

1.7. Jsou-li by = 7 ,by = —\% ,bs = 75 vektory v realném aritmetickém vektorovém prostoru
1 2
Vi 0 Ve

R? se standardnim skaldrnim soudinem,

(a) ovéite, ze B = (by, ba,bs) je ortonorméalni baze R3,
(b) spotitejte souradnice vektori (0,0,1)7, (2,1,0)T a (1,2,3)7 vzhledem k ortonormélni bazi B,

(¢) urdete ortogonalni projekce vektort (0,0,1)%, (2,1,0)% do podprostoru U = (b, bs).

Doplnujici ilohy

1.8. Je-li A = (? _12> , definujme zobrazeni (| ), které dvojici vektorti u a v z komplexniho linedrniho prostoru

C? piitadi hodnotu (u|v) = u* A*Av.



(a) Dokazte, ze je (|) skalarni soucin,

o) spocieie el eal 11 () 1 ten e a { () [() ):

(c) najdéte bazi podprostoru vsech vektorti prostoru C?, které jsou kolmé na e; vzhledem ke skaldrnimu
soudinu (|},

(d) najdéte ortonorméalni bazi C? vzhledem ke skaldrnimu soucinu (|),

1.9. Spocitejte normu polynomu 2ix + (3i — 4) vzhledem ke skaldrnimu soucinu (f |g) f fg.

Reseni:

L (a) [lull=v6, |v] = V6, o=

o) e () ()

Naprlk]ad (( b) 317 b) )T3 33 b) b) ’0 57250 0 1) )
(1,1 414,07

lull=|vll=V5 ¢=13.

(a) 2, (b) (3,3)".

6. (a) ((5212‘;_)), (b) Napiiklad < 1 (1) ,% E)) nebo <((1)> ’ G))

oLk W N

V5
) \/?: f g
1 L L 1 1
7‘“”@(%’% TR f< ()
2 2

2 Skalarni soucin 2: ortogonalni projekce a ortogonalizace

Zakladni tlohy

2.1. V prostoru R? se standardnim skaldrnim souc¢inem urcéete ortogondalni projekci vektoru (1,2,3)” na ptimku
((4,5,6)T).

2.2. V prostoru R? se standardnim skaldrnim sou¢inem urcete nejlepsi aproximaci vektoru (1,2,4)” v roviné
((1,2,1)7,(2,1,-1)") a chybu této aproximace.

5 2 2
2.3. V prostoru R?® uvazujme skalarni sou¢in (u|v) = u? [2 1 1|v a vektory iy = (1,0,-1)7, uy =
2 1 3

(0,2,1)T. Spocitejte

(a) nejlepsi aproximaci vektoru us v piimce (u;) a chybu této aproximace,
(b) Grammovu matici ({(u; |u;)) pro posloupnost (uq,us),
(c) nejlepsi aproximaci vektoru (1,0,0) v podprostoru (u;, us).

2.4. Metodou nejmensich ¢tverci najdéte nejlepsi aproximaci feSeni soustav

1 2|1 1 2 |4
@[ 2 12|, w2 1]2
1 —1]4 1 —1]1



2.5. V prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem ortogonalizujte bazi M a k nalezené ortogonélni bézi
urcete piislusnou ortonormadlni, jestlize M =

(a) ((1,1,007, (0,1,1)", (1,1,1)T), (b) ((1,1,0)", (1,3,2)7, (2,1,0)7).

2.6. Najdéte QR rozklady redlnych matic:
10 1 0 1 I

@ (1 1],m (11 1),
0 1 011

N O = O

1 0
11
1 0

2.7. V prostoru R* se standardnim skalarnim sou¢inem najdéte ortonormélni bazi podprostoru W = (((1, 1, —2,1)7
(27 0, ]'7 0)T7 (0’ ]'7 07 1)T>'

)

2.8. Pro soustavy rovnic ( } ? i :} }g > spocitejte feseni s nejmensi normou.

Doplnujici alohy:

2 1 -1

2.9. V prostoru R? se souinem (u|v) = u? | 1 1 —1| v ukazte, ze se jedna o skalarni skaldrnim a
-1 -1 2

ortogonalizujte a normalizujte kanonickou bézi.

2.10. Napiste matici ortogonalni projekce redlného vektorového prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem

na primku <<i>) vzhledem ke kanonickym béazim.

Reseni:

1. 22(4,5,6)"
2. aproximace = (0,3,3)7 a chyba = (1,—1,1)T
3. (a) aproximace = 1(1,0,—1)" a chyba = 1(-1,8,5)",

(b) (‘1l 111>, (c) (9,14,-2)".

2 1
v @ (2) o (}):
5. (a) (%(17170)T7%(_171:2)T7%(17_1a1)1ﬂ)3
(b) (%(17]-’0)’117%(_17]-’2)717%(_171’_1) )
1 1 1 1 1 1
AN IS 5 v v\ (V2 V2
6. () | 5 == 2I.® s w sl L2
o\ )P v Ty >
G : 0 % =& 0 0 5
1 1 0
T )21 3
R NI
i o1 )\ 0 5
2 2 V2
7. Napiiklad (%(2,0,1,0)1%(0,1,0,1)1%(1,0,—2,0)?
8. (2,3,3,—2)%.
9. ON béze (%(1,0,0)T,%(—1,2,0)T,(0,1,1)T,

(42
10.g<2 1)



3 Vlastni ¢isla a vlastni vektory 1: vypocet a diagonalizace

Zakladni tlohy

3.1. Je-li 9 ortogondlni projekce redlného vektorového prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem na
rovinu {((1,1,-2)7,(2,0,1)7), najdéte viechna vlastni ¢isla a viechny vlastni vektory ¢ a najdéte bazi B, aby
matice [¢)] g byla diagonélni.

3.2. Urcete vlastni ¢isla (i s algebraickymi ndsobnostmi) a vlastni vektory linedrniho operatoru f na redlném
vektorovém R? a rozhodnéte, zda je diagonalizovatelny, jestlize

I To — T3 I Iy — L9 — T3 T Tl — L9 — T3
(@flz | =|—-21+2z0—23|,0)f [22] = 2x2 + 13 @f |22 ] = Ty + T3 )
I3 —21‘1 + Ts + 23 I3 I3 I3 I3

3.3. Urcete koeficienty u A\*, A\* a konstantni koeficient charakteristického polynomu redlné matice A.

0
3
-1
-1

— =N
O = =N
N = OO

3.4. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory redlné matice A a rozhodnéte, zda je diagonalizo-
vatelna, jestlize A =

w5 @) @) @ ? % i

3.5. Pro diagonalizovatelné matice A z predchozi Glohy najdéte regularni matici R a diagonalni matici D, aby
D=R 'AR.

4 0 2
3.6. Méjme matici A= (4 1 1] nad télesem Zs.
2 0 4

(a) Najdéte (nad Zs) vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory matice A,

(b) dokazte, 7e je matice A diagonalizovatelnd a najdéte reguldrni matici P nad Zs, pro niz je P"1AP
diagondlni.

(c) Spocitejte A00

3.7. Matice line4rniho operatoru na Zj vhledem k bézi B je A. Urcete vlastni ¢isla (i s algebraickymi nésob-
nostmi) a piislusné vlastni vektory operatoru f, jestlize

111 1 0 1
A=(210|, B= 1], 21,1
10 2 2 1 0

3.8. Najdéte vzorec pro a, v nasledujici posloupnosti redlnych cisel.
a=1, a =2, a,=6a,_1—95a,_o pron > 2.

3.9. Vyfeste pro pocéateéni podminky u(0) = 2 a u2(0) = 3 soustavu diferencidlnich rovnic, kde nezndmé jsou
realné funkce realné proménné:

!
U = Uy + ug

uh = —2uy + 4us



Dopliiyjici alohy:
3.10. Operétor f na Z2 splije f((2,1)1) = (0,5)7, f((1,1)T) = (6,2)T. Urcete jeho charakteristicky poly-

nom a vlastni ¢isla.

3.11. Matice linedrniho operatoru f na prostoru ZZ vzhledem k bézi B = << ; ) ,( i >> je < j g >

Zjistéte, zda je f diagonalizovatelny. Pokud ano, najdéte bazi C takovou, ze [f]% je diagondlni, a urcete [f]S.
Kolik bézi C, pro néz je [f]& diagonalni existuje?

3.12. Vyfeste diferenc¢ni rovnici (diskrétni linedrni dynamicky systém) xj; = Axy s pofateénim vektorem

XoE]R2
1 1 1
= (31) == (1)

2 11
3.13. Jeli ¢ (bijektivn{) linedrni operator na realném prostoru R? s matici [f]x, = [ 1 2 1| vzhledem ke
1 1 2

kanonické bazi Ks, najdéte vsechna vlastni ¢sla a vsechny vlastni vektory linearnich operatori f=! a f2 a
existuji-li, najdéte baze B_; a Bs, vii¢i nimz maji linedrni operatory f~! a f? diagondlni matici.

Reseni:
1. vlastni &sla: 1 a 0, vlastni vektory: ((1,1,—2)7,(2,0,1)T) U ((~1,5,2)T)
2. (a) vlastni &isla”: 0,1,2 (vSechna alg.ndsobnosti 1) , vlastni vektory: ((1,1,1)T) U ((1,2,1)T) U ((1,1,-1)T)
b) vlastni &isla: 1 (alg.nds. 2) a 2 (alg.nds. 1), vlastni vektory: ((1,0,0)T, (0, -1, )T U {(-1,1,0)T)

¢) vlastni &slo: 1 (alg.nésobnosti 3), vlastni vektory: {(1,0,0)T).

)
), (b) jsou diagonalizovatelné, (c) neni.
AY, =30 A%, —24. 00

(a
(
(
(a
1-
4. (a) vlastm ¢isla: 3,4, vlastni vektory:
(b)
(
(
(
(

(—=1,5)Tyu ((0,1)T), diagonalizovatelna,
(1,1)TY U {(1,2)7), diagonalizovatelna,
(—2,1)TYyu((1,2)7), diagonalizovatelna,
,1)*), neni diagonalizovatelnd,
e) vlastni &isla: 1,4, vlastni vektory: ((1,—1,0)T,(1,1,-2)T)y U {((1,1,1)T), diagonalizovateln.

) 0)"
1 0 3 0 1 0 -2 1 2 0
or=(59)p=( 5 om=( o) p=o 5) o= (7 )= (0 7)
1 1 1 1 0 0
e)R=[|-1 1 1)]D={|0 1 0].
0 -2 1 0 0 4
6. (a) vlastni &isla: 1,2, vlastni vektory: ((1,0,1)7,(0,1,0)T) U ((1,3,4)7),
1 0 1
MP=[0 1 3], (c) A" =T,

(
b (

¢) vlastni ¢isla: 2,7, vlastni vektory:

vlastni ¢isla: 1,2, vlastni vektory:

H\.

(
d) vlastni ¢éislo: 2, vlastni vektory: ((1
(

1 0 4
7. vlastni &islo: 0 (alg.ndsobnosti 1), vlastni vektory: {(2,1,0)7).
R EYi
= S5

2 2
9. up = e + €3, uy = e? + 2%

10. A* +5= (A —3)(\ —4), vlastni &sla: 3,4.

11. naptiklad pro C = <( } ),( (1) )) je < (1) g >, ruznych bazi C je 32.

12. x5, = 3" <;>

1 1 1
13. vlastni &isla f~* jsou 1,1 7, Vlastni ¢isla f? jsou 1, 64, vlastni vektory obou jsou pravé ((—1) , ( 1 )) U (1) ).
2 1



4 Vlastni éisla a vlastni vektory 2: Jordantv kanonicky tvar

Zakladni tlohy

4.1. Vypocitejte A0 pro realnou matici A =

OO OO N
OO O N =
SO N = O
O W o oo
w = o oo

4.2. Bud A, = (_53 _31), A, = (_1 1), As = (; 2) matice nad télesem redlnych cisel.

(a) Najdéte Jordaniv kanonicky tvar matic A; a rozhodnéte, které dvojice matic jsou si podobné.
(b) najdéte regularni matice P;, aby P;lAiPi byly Jordanovy matice,

(c) pro dvojice podobnych matic najdéte regularni matici S;;, aby S;leZ-S,-j =A;.

2 0 0 2 00 2 0 0
4.3. Uvazujme nad télesem Zs matice D, = |2 2 0|, Dy, =0 2 0], D3= (2 1 0]. Existuje-li,
4 3 2 4 3 2 4 3 2

najdéte Jordanuv kanonicky tvar matic D; pro ¢ = 1,2, 3a regularni matice P;, aby P;lDiPi proi =1,2,3
byly Jordanovy, Kolik existuje takovych matic P;?

-1 3 2 4 3 1
4.4. Uvazujme maticce A=|—-1 1 1] aB=|-3 —2 —1] nad télesem racionalnich ¢isel. Existuje-li,
-2 3 3 0 o0 1
najdéte jejich Jordantiv kanonicky tvar matic A a B a rozhodnéte, zda jsou si podobné.
2 -2 -1
4.5. Méjme linedrni operator ¢ na C? s matici [p]g, = |1 3 1 | vzhledem ke kanonické bazi K.
1 2 4

(a) Najdéte bazi B, vici niz bude mit ¢ Jordanovu matici,
(b) spocitejte [¢*®]p pro bazi B z (a),

(c) polozime-li A = 1[¢]k,, spolitejte mocninu A*®.

1 1 2 -2 3 2
4.6. Mé&jme komplexni maticeG=| 1 -2 1 |, H=|-1 0 1
-1 -2 =2 -2 3 2

(a) Najdéte Jordaniv kanonicky tvar matic G a H,
(b) spocitejte G0,
(c) existuje-li, najdéte "nejmensi p¥irozené n, pro které H" = 0.

4.7. Vyfeste diferen¢ni rovnici x; = f(xp_1) pro pocatecni vektor xo = (2,1)7, kde operdtor f : R> — R? je

déan vztahem
f T\ T+ 2y
y )\ —2z+ 5y

4.8. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len realné posloupnosti a,,.

ap=1 a1 =0, ax=2, apys=>5ay12— 8an4+1 + 4a,



4.9. O realné matici A fadu 13 vime, Ze mé charakteristicky polynom p(z) = (2 — z)?(3 — z)*, dim(Ker (A —
3[13)) = 1, dlm(Ker (A — 2]13)) = 4, dlm(Ker ((A — 2[13)2)) = 7, dlm(Ker ((A — 2[13)3)) = 9. Urcete matici J
v Jordanové kanonickém tvaru podobnou matici A.

4.10. Je-li v linearni operdtor na realném prostoru R® dany predpisem ¢((z,y,2)T) = (z + 2y + 2,20 —y +
2z, —2y)T, ovéite, ze je podprostor U = {(3,1,-2)7,(=2,1,2)T) jeho invariantnim podprostorem. Ozna¢me ¢
linedrni operétor na U, ktery vznikne ziZenim ¢ na U (tedy ¢(u) = ¢(u)). Najdéte matice:

(a) [¢]B a [¢2]B pro bazi B = ((3,1, —Q)T, (-2,1, 2)T),
() [dlo a [¢%]c pro bazi C = ((1,2,0)T,(-2,1,2)T).

Dopliiyjici tlohy:

4.11. Matice operatoru f na R? vzhledem k bézi B je A. Najdéte bazi C, aby [f]g byla v Jordanové kanonickém

tvaru. B:<<}><—12>> A=<;1 _01>

4.12. Najdéte bazi prostoru R® slozenou z Jordanovych Fetizkd operdtoru f4 a matici f4 vzhledem k této bézi.

1 1 -2
A= -1 2 -1
1 -1 4

4.13. Najdéte bazi B prostoru Z#, pro kterou je [f4]8 v Jordanové kanonickém tvaru a urcete [fa]5, jestlize

01 00
4 6 3 3
A= 1 16 5
4 5 1 2
1 -2 0
4.14. Uvazujme linearni operdtor f na realném vektorovém prostoru R? s matici [ f]ﬁg =1 -1 0] vzhle
0 0 1
dem ke kanonické bazi K3. Najdéte v8echny invariantni podprostory linedrniho operatoru f.
4 0 2
4.15. Najdéte vSechny invariantni podprostory matice A = [ 4 1 1| nad télesem Zs. Kolik jich celkem je?
2 0 4

ReSeni:
210 10-2° 45-2%8 0 0
0 210 10-2° 0 0
1. A0 = 0 0 210 0 0
0 0 0 319 10-3°
0 0 0 3o

0
1 2 0
2. (a)A1~A2~(O 2)'7('143"’ 0 1)7
1 1 10
_ 3 =
(b) Pl - _1 0)7 P2 (1 1>7 P3

)

Il
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w
—

1 0>.

O wl=



001012
020120
200001
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g o
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CoN HwNo
—-NO 9o o
NOO oo~

i

J ~
= &
)\l/
O AN 4 N O
— AN oo
OO oo~

existuje pravé 4 - 5 - 5 = 100 riznych matic P.

1
4. A~ |0
0

0
0
1

— o~ O

1
#B~ [0
0

S o~

— — O

—235
15
236

-30
1
30
) , (¢) n=3.

—234
15
235

o

45 . 34
345
3576

990 - 3%°
0
) , (b) (

00 000 O0OOO0OO0OTO0OTFO

1

0 0 3

45 - 34
345

—3725 3575
51 —50
3775 3624

—50
—3625

oS~ O

oS O O

8. ants =2"T3(2n+1) +6.

1
3

3
0

00 00O O O0OO0OO0OTO0

1
0 003 00 0 O0O0OO0OO0OTO0OTFPO

00 0 0 0 O0 O0O0O0

00 0 0 0 0 O
1
0 0 0O0OO O 2 O0O0O0O0OTO0OTO0
00 00 0 0 0 2

1

00 0 0 2
0 0 00 0 2

00 0O0O 0O

0 0 0 O
1

1

0 0 0

00 OO 0O 0 0 0 2

00 00O OO0OO0OO0OZ2TO0O0O0

00 00 0 0 O0O0OO0OTO0 2

0

1

00 0OOO O O0OO0OO0OO0OTUO0OTZ2°O0
00 0O0OO O0OO0OO0OTO0OTUODT OO0 2

9.

)

(e e o]

- AN O

N o O

S O~ -

oo H O

— O O O

© O OO

14. {0}, {(0,0,1)T), (e1, e2), R®.

15. {0}, ((

) ), Z, celkem 16 podprostortl.

o — O

)

— O

),v)provG((

— o <t

)),(V),(<

— o <t
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5 Ortogonalni diagonalizovatelnost

Zakladni tlohy

5.1. Zjistéte, zda je komplexni matice A normdlni.

o 1+
A‘<1—2¢ 3—i>

5.2. Najdéte ortonormalni bazi B prostoru R? se standardnim skaldrnim sou¢inem, vzhledem ke které je matice

operdtoru f diagonéln{ a najdéte [f]5.

T 2r+y+ 22
fly = T+ 2y + 2z
z 2z + 2y + 5z

5.3. Najdéte ortogonalni matici Q a takovou diagonalni matici D, ze A = QDQ7, jestlize

2
@ a=(3 3. 0 a- 2 5 2

1 1 01
5.4. Najdéte singularni rozklad redlné matice A=12 0 1 1
1 -1 10
4 0 =2
5.5. Zjist&te, zda je realnd matice A = 0 2 =2 | pozitivné (semi)definitni.
-2 -2 3
Dopliiujici tlohy:
1 1—i -1 .
5.6. Jestlize A = |1+ 2 —1—1 |, najdéte komplexni unitdrni matici U, pro niz je D = U AU

-1 =1+ 1
diagondlni a spocitejte D.

Reseni:

1. A"A # AA", proto A neni normalni.

1 00
2. B=(5(1,-1,07, =(1,1,-1)", (1, 1,2)" a[fl5=[0 1 0.
0 0 7
1 —1 —1
L (-3 1 —2 0 v oR R 900
= 0 = 0 0 3
1 1 1 0 = - %=
5o AN [(VB oo o\ [ Y o5
4 A= 0 ZF —Zllo 3008 4 &
1 1 1 ~ /6 /6 /6
ove v /) N0 0 0 0/ e e
VRV /6
5. A je pozitivné semidefinitni a neni pozitivné definitni.
40 0 5V 3y
6. D=0 0 0|, U=[3+3 0 =
00 0 L1 1=
2 V2 2v2
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6 Bilinearni formy

Zakladni tlohy

3

6.1. Najdéte matici bilinearn{ formy f na Z? vzhledem k bazi B = ( <3

) , G)) mméte-li jejf analytické vyjadent

vzhledem ke kanonické bazi f( <2> , <§Z;>) = x1y1 + 221Y2 + 422y1 + 3x2Y2

6.2. Najdéte matici bilinedrni formy g na Q* vzhledem k bazi D znéte-li jeji matici vzhledem k bazi C, jestlize

1 1 1 1 2 1 1 2 0
c=({1].,(1].{o)], D={(o],[{-1].,[oD], e=[0 -1 1
1 0o/ \o 2 0 1 1 0 1

6.3. Necht f, g jsou formy a B a C béze z uloh 6.1 a 6.2 a uvazujme symetrické bilinearni formy fs a g a
antisymetrické bilinearni formy f, a g, spliiujici pro které f = fs+ fa, 9 = gs + go. Najdéte matice [fq]5, [fa]B,
[95]c [galc-

6.4. Je-li g bilinedrni forma dand analytickym vyjadfenim
9((z1,22,23) 7, (Y1,92,93)7) = 2191 + 3T1Y2 — T1y3 + Tay1 + 222y2 — 22370

vzhledem ke kanonické bazi na racionalnim vektorovém prostoru Q3, urcete analytické vyjadieni symetrické g,
a antisymetrické g, ¢asti g vzhledem ke kanonické béazi.

6.5. Najdéte pro symetrickou bilinearni formu f na vektorovém prostoru V néjakou f-ortogonalni bazi a matici
f vzhledem k této bazi, jestlize

(a) V=Q2 [flk, = (2 é), kde K> je kanonicka baze,

(b) V = Z% s analytickym vyjadienim f( <§1> , <zl>) = 221Yys + 22211 + T2yo vzhledem ke kanonické bézi,
2 2

() V=23 [fls = (? :1))) kde B = ((1,2),(2,3)),

(d) V = R? s analytickym vyjadienim fo((21, 22, 23)7) = 22125 — 22923 vzhledem ke kanonické bazi,
e) V = Z3 s analytickym vyjadienim fo((z1,22,23)T) = 22 4+ 5z122 + 323 + 4x923 + 222 vzhledem k bézi
7 1 2 3
B=1((1,0,2)",(1,0,1)7,(0,3,)7).

1 1 3
6.6. UrcCete signaturu bilinearni formy f, znate-li matici [flg, = |1 3 3
3 35

6.7. Urcete signaturu redlné kvadratické formy fo((x1,z2,23)") = 223 — 42129 — 42125 + 423 + 523.

6.8. Najdéte bazi R®, kterd je f-ortogonalni a zdroveit ortonormdlni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu
soudinu pro fa((w1, 72, 23)T) = 5(z} + 23 + 22) + 2(v172 + T173 + T273).

6.9. Analyzujte nasledujici atvar v R?: U = {(z1,22)T € R? : 22% — 4zy29 + 522 + 221 + 22 — 5 = 0}.

Dopliiujici ulohy:

6.10. Pro kvadratickou formu go = 22 — 6z x> + 222 najdéte nenulovy vektor v € R?, pro ktery
(a) g2(v) >0,

12



(b) g2(v) <0,
(c) g92(v) =0,
1 -1 -1
6.11. Necht h je symetrické bilinedrni forma na redlném vektorovém prostoru R? s matici [h]p = [ -1 2 1
-1 1 5
vzhledem k né&jaké bazi B. Rozhodnéte, zda je h skaldrni soucin na R3.
1 1 -1
6.12. Rozlozte matici A = 1 2 1 na sou¢in LDLT, kde L je dolni trojihelnikové s jednickami na
-1 1 3
diagondle a D je diagondlni.
Reseni
(3 3\ (1 2\ (3 4\ _ [0 0
L [f]3_<4 1) (4 3)'(3 1)‘(2 3)
2 =2 1 1 2 0 2 0 1 -7 -9 -4
2. [glo=(0 -1 3]-]l0 -1 1]-|-2 -1 -1|=(6 5 4
1 -1 1 1 0 1 1 3 1 -2 -3 -1
0 1 0 4
3 [fS]B = <1 3) ) [fa]B <1 0)
11 3 0o 1 -3
[9s]c = Lt 3| [9ale = ={=t 0 5 |-
2 3 1 3 —z2 0
4. gs((x1,w2,23)", (Y1, y2,93)") = T1y1 + 3212 + S22y1 + 2x2y2 — T2ys — T3y,
ga(($1,$2,$3)T, (y17y27y3)T) = %xlyQ - %ZU?:UI — Z1Y3 + T3y1 + T2yY3z — T3Yy2.
1 = 2 0
s @P=((1). (T ) 1e=(5 %)
2 2
1
o) P =((}). (3) e -1
(2 (2 (30
2 0 0
(d) P=((1,1,07,(-1,1,007,(2,0,2)"), [flp= |0 -2 0],
0O 0 0
1 0 0
(e) P=((1,0,2)",(2,0,3)7,(5,3,5)7), [flr= |0 2 0].
0 0 0
- (0,2,1)
7. (0,3,0)
1 -1 -1
8. B=(y 1 ' T 1 G 1 )
9. Pro B = (—5 ( > <i) ( ) | 297 4+ (2 + ?)2 = 1}, tedy jde tedy o elipsu se stfedem
5 5

(_}> a s délkami poloos 3G &3 Ve smeéru vektort baze B

2

10. Napiiklad (a) w((é)) — 1, (b) m((i’)) — 7, () 92(<‘ﬁ1+ 3)) =7

11. Ano, h je skaldrni soucin.

1 0 0 10 0 1 1 -5
12. A=11 1 0)-{0 1 0 }-10 1 =2
-5 -2 1 0 0 -2 0 0 1



7 Afinni prostory

Zakladni tlohy

7.1. Necht S = (G) , G) , (é)) aR= ((?) , (?) . (;)) Ovérte, ze se jednd o soutradné soustavy afinniho

prostoru Z2 a

(a) spocitejte souradnice bodu b = (0

2) vzhledem k soustavé souradnic S,

(b) najdéte bod ¢, pro ktery [c]s = (g) vzhledem k soustavé soufadnic S,

(c) pro bod a afinniho prostoru najdéte [a]g, jestlize [a]|gr = (;)

1 0 2
7.2. Uvazujme posloupnost bodi B = 01,{1),10],
0 0 1 1
V = Q3. Ovéfte, Ze je B barycentrick4 soustava soufadnic afinniho prostoru A a

2
1 afinniho prostoru s body i vektory A =

1
(a) spocitejte barycentrické soufadnice bodu b = | 1 | vzhledem k soustavé B,
1
(b) najdéte bod c s barycentrickymi soufadnicemi (§, g, 1, 5)? vzhledem k soustavé B,
1 2 0 2 1
(c) spocitejte barycentrické soufadnice bodu b = | 1 | vzhledem k soustavé B’ = 11,11),(0],(0
1 1 0 1 0

7.3. V afinnim prostoru s body i vektory A =V = Z3 uvazujme podprostory

=N N

a) Najdéte soustavu souradnic S; a barycentrickou soustava soutadnic B; afinnich prostort D;,

(a)
(b) uréete parametrické vyjadieni podprostord Dy a Ds,
(c) urcete rovnicové vyjadieni podprostortt D; a Do,

)

(d) spocitejte prinik a vzéjemnou polohu podprostortt D; a D; pro i # j.

7.4. Spoditejte vzdalenost piimek P = (1,0,2,1,1)7 +((1,1,1,1,-D)") a Q = (2,1,1,1,0)F +((1,1,1,1,-1)T)
v afinnim eukleidovském prostoru R® se standardnim skaldrnim soucinem.

7.5. Urcete obraz bodu (3,1,—2)7 € R? pfi afinnim zobrazeni F : R* — R? spliujicim

1 0 1
Fl 1 :(;))F 0 :<g>,F 1 :(_11>,F 1 :<
-1 2 1 1
a obraz vektoru (3,1, —2)7 pii ptislugném lineadrnim zobrazeni f.
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7.6. Linearni operator f : R? — R? vytvofeny afinnim zobrazenim F md vzhledem k bazi B matici A. Navic
F((1,2)T) = (5,—8)T. Urcete F((3,4)T).

p=((1)08)) =05 %)

Doplnujici alohy:

3
7.7. afinnim eukleidovském prostoru R® se standardnim skalarnim sou¢inem R? uvazujme piimky P = | 4 | +
1
1 4 4
({21Ya@Q=|-2|+(|-1]).
1 3 1

(a) Urcete vzajemnou polohu p¥imek P a @,
(b) najdéte pfimku riznobé/nou a zdroveir kolmou na obé piimky P a @,

(c) spocitejte vzdalenost P a Q.

Reseni:
1 4 3
L@ b= (3) me=(5) @als = (3)
D [
2@ | 1| mEs(6] @]
0 7 -1
2 4 0 2 1 2
. 3] (2] (4 3] (o] (2
3. (a) naptiklad S; = sl sl o] | B = ol lol 121 |0
1 2 3 1 3 4
1 1 1 3 2 0 0 2 2 2
1 2 1 2 0 1 0 0 1 0
=l PR e =T o o] 1] BT o] o] |1
1 1 1 3 1 0 0 1 1 1
2 4 0 2 0 0
3 2 4 0 1 0
1 2 3 1 0 0
30 1 0 3 31 0 0 4
(c) ReSeni soustavy je Dy a feSeni soustavy [3 0 1 0| 4] je D2
33 0 1 1 40 0 1 0

(d) D1 N Ds = {(1,3, 0,4)T}7 DiNDy;=D>NDs=0, D; a Ds jsou rovnob&Zné, Dy a D5 jsou rtiznobéZné, D» a
D3 jsou mimobézné.

4
4'%

5. (0,8)T, (3,—10)T
6. F((3,4)") = (5,-8)" +(-12,16)" = (-7,8)"

1 1
7. (a) P a @ jsou mimobézné, (b) < 0 ) + (( 1 )), (c) dist(P,Q) = v/11.
1
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