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(3.1) Nechť A = (a1| . . . |an) je regulární reálná matice řádu n. Dokažte,
že absolutní hodnota determinantu matice A je menší nebo rovná součinu no-
rem vektorů a1, . . . , an (normy bereme vzhledem ke standardnímu skalárnímu
součinu). Pro n = 3 interpretujte tuto nerovnost geometricky.

Nápověda: Použijte QR-rozklad. Ukažte, že ortogonální matice má deter-
minant ±1 a že prvky na diagonále matice R lze odhadnout velikostmi vektorů
a1, . . . , an.

Bonusový problém: Ukažte, že každé zobrazení f : Rn → Rn, které zacho-
vává skalární součin, je lineární.

(3.2) Uvažujme dvě báze C1 = (u1,u2,u3) a C2 = (v1,v2,v3) vektoro-
vého prostoru R3 a označme Bj Gramovu matici Cj vzhledem ke standardnímu
skalárnímu součinu (pro j = 1, 2).

• Ukažte, že pokud existuje ortogonální maticeQ řádu 3 taková, žeQui = vi

pro každé i ∈ {1, 2, 3}, pak B1 = B2 (tj. báze C1 a C2 mají stejné Gramovy
matice).

• Ukažte naopak, že pokud B1 = B2, pak existuje ortogonální matice Q
řádu 3 taková, že Qui = vi pro každé i ∈ {1, 2, 3}.

Bonusový problém: Dokažte obecnější tvrzení: Máme-li konečně gene-
rovaný reálný vektorový V se skalárním součinem ⟨, ⟩ a dvě stejně dlouhé po-
sloupnosti vektorů C1 = (u1,u2, . . . ,uk) a C2 = (v1,v2, . . . ,vk), pak následující
podmínky jsou ekvivalentní:

1. C1 a C2 mají stejnou Gramovu matici,

2. existuje ortogonální zobrazení f : V → V takové, že f(ui) = vi pro každé
i ∈ {1, 2, . . . , k}.


