Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2

Reseni
Verze ze dne 27. dubna 2022

11 Singularni rozklad
Cile cviceni:

e Procvicit po¢itani singularnich rozkladt (SVD) a dyadickych rozkladi.

e Procvicit aplikace SVD na hledani spektralni normy a aproximace matice matici niz$i hodnosti.

Resené piiklady:

Uloha 11.1. Najdéte singularni rozklady realnych matic
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Zapiste ve formé matice f4 vzhledem k ortonormalnim bazim, jako maticovy rozklad a jako dyadicky
rozklad.

Pozn.: V &4sti (b) je snazsi poditat pies singuldrni rozklad matice AT
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1 5). Vlastni ¢isla jsou v sestupném

ReSeni. (a) Nejprve spocitdme symetrickou matici ATA = (

poradi \; = 6, Ay = 4 a prislusné normované vlastni vektory
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Odmocnénim najdeme singularni hodnoty o, = v/6, 05 = 2. Vypoéitdme
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uy=——Avi=—1 1 a w=-Avo=—10
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Rovnou zkontrolujeme, Ze u; a uy jsou jednotkové a navzajem kolmé. Na ortonormalni bazi prostoru
—1

R3 tuto dvojici vektori dopliiuje (aZ na smér jednoznaéné uréeny) vektor uz = \/Lé 2
1

V6

Vzhledem k ortonormalnim bazim B = (vi,vsy) a C' = (u;,us,u3) méa fa matici [f4]2 = [ 0
0
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To nam dava maticovy rozklad
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Ve formé dyadického rozvoje lze tentyz vztah zapsat
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(b) V tomto piipadé je matice AAT f4du 2, matice AT A ¥adu 3, je tedy lepsi pocitat singularni rozklad
matice AT. P¥ipometime, Ze je-li [f4]Z = D, kde B, C jsou ortonormélni, pak [f,r]§ = DT. Maticové,
je-li A = UDVT singularni rozklad matice A, pak AT = VDTUT je singularni rozklad matice A”.
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singularni &sla jsou 2 a /2, jimz odpovidaji vektory u; = \%(1, DT, uy = \%(1, —1)T. Pomoci vztahu

v, = U%AT u; dopocitame vektory v, = \%(1,0, 1T, vo = (0,1,0)7 a doplnime do ortonormalni béze

s 1\ . .. c o w1 ) w1
Spocitame AAT = (3 ), jeji vlastni ¢isla 4 a 2, a p¥islusné vlastni vektory (1,1)7, (1, —1)7. Piislusn4

R? vektorem vz = \%(1, 0, —1)T. Vzhledem k bazim C = (u;,uy) a B = (vy, vy, v3) ma f4r matici
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[farlz = (0 V2],
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s - , . .. 1B 2 0 0 o . ,
¢ili vzhledem k bazim B a C' ma f4 matici [fa]2 = 0 V2 0 Maticové a dyadicky zapsano
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Uloha 11.2. Pro matice A ze cviceni 11.1 urcete:
(a) Im A, (Im A)*, Ker A, (Ker A)*,
(b) obraz jednotkové sféry S = {x: || x| = 1},
(c) spektralni normu ||A|| a mnozinu vektora x, pro které nastane rovnost ||Ax|| = ||4]|| || x ||
2 0
Reseni. (a) Promatici A= [1 1 | je [ImA]g = Im[fa]Z = LO{e;, ey}, neboli Im A = LO{u;, uy}
0 -2

(a posloupnost (uy, uy) tvoii bazi Im A). Ortogonalni doplnék Im A je roven LO{u;, us}+ = LO{us}.
Jadro Ker A je prostor {0}, jeho ortogonéalni doplnék celé R2.
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[Ker Alp = Ker [f4]2 = LO{es}, neboli Ker A = LO{v3}. Ortogonalni doplnék jadra je LO{vy,vy}.
0
1

) je Im A cely prostor R? ortogonalni doplnék obrazu je {0}. Pro jaddro mame

(b) Pro matici A = je obrazem jednotkové sféry S C R? elipsa (kiivka) lezici v roviné Tm A

S = N
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povrch degenerovaného elipsoidu se stiedem v pocatku s poloosami 2uy, v/2us, 0 us, coz je elipsa i s
vnitikem se stfedem v po¢atku a poloosami 2uy, v/2 u,.

se stfedem v po¢atku a poloosami v/6 uy, 2 u,. Pro matici A = < ) je obrazem sféry S C R?
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(c) Pro matici A = 1 | je ||]A|]| = V6 a rovnost ||Ax|| = ||A||||x|| nastane pravé pro vektory

S =N
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x € LO { <1> }, coZ jsou presné vlastni vektory matice AT A piislugné vlastnimu éislu 6. Pro matici

A= 1 _11 1) je ||A|] = 2 a rovnost ||[Ax || = ||A|||| x || nastane pravé pro vektory x € LO{v;} =
1
LO Ol ¢- ]
1
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Uloha 11.3. Najdéte singularni rozklady realné matice A= |0 1 1 |, kdyz vite, Ze matice
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ma vlastni ¢isla 0, 1 a 9. Urcete spektralni normu této matice a mnozinu vektori x, pro které nastane
rovnost |[Ax || = [[A[ || x|l

Reseni. Nejprve spocteme ortonormalni bazi z vlastnich vektorit matice A7 A. Vlastni vektory bereme
v poradi od nejvétsiho vlastniho ¢isla:
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Singularni hodnoty matice A jsou 3 a 1. Opét pomoci vztahu u; = C%A v,; spoc¢teme vektory
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které doplnime vektorem uz = \/Lg 1 | na ortonormélni bazi C' = (uy, us, uz). Mame tedy singularni
—1
rozklad
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Spektralni norma matice A je rovna nejvyssi singularni hodnoté, tedy dostaneme ||A|| = 3. Rovnost
I|Ax|| = ||A]| || x|| nastane pfesné pro vlastni vektory AT A piislusné vlastnimu &slu 9, tj. pro x €
1
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Uloha 11.4. Matice ma singularni rozklad
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Najdéte dyadicky rozklad matice A a matici A hodnosti 2 tak, aby spektrdlni norma [|A — Al| byla co
nejmensi. Urcete obraz jednotkové sféry pro matice A a A.

Reseni. Dyadicky rozklad matice je
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Jednotkova sféra S se matici A zobrazi na povrch t¥irozmérného elipsoidu se stfedem v pocatku a
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poloosami 976 ; , 575 —01 , 375 11

Jednotkova sféra S se matici A zobrazi na elipsu s vnitikem lezici v roviné Im A, se stfedem v pocatku
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Vsimnéte si, ze f;(5) je ortogonalni projekce f4(S) do roviny LO —1],11] ;. O
0
Dalsi zakladni priklady k pocitani:
Uloha 11.5. Najdéte singularni rozklady realnych matic
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Reseni: A = <_
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Uloha 11.7. Najdéte singulérni rozklad realné matice
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Rozsirfujici priklady:
Uloha 11.8. Uvazujme soustavu rovnic Ax = b s matici z tlohy 11.5.
(a) Jaké jsou spektralni normy || Al ||A~Y|?
Vektor b je vektor naméFenych dat s maximalni chybou méfeni é b, |[0b || = 1.

(b) Jaka je maximalni absolutni chyba feseni uvazované soustavy?

- - VT , P 1 | ETRVRR |1
(c) Jakd je maximalni relativni chyba feSeni uvazované soustavy? (Kolikrat je % vEtSi nez %7)



ResSeni. (a) Spektralni norma matice je maximélni délka obrazu jednotkového vektoru, tedy odpovida

maximélnimu singularnimu &slu. Proto [|A]| =9, ||A]|" = 3.

(b) Pro soustavu Ax = b s pravou stranou zatiZenou chybou dat plati, ze A(x+0x) = b+db. Proto
Abx = d0b, tedy 6x = A716b. Tedy ||[0x|| = [|[A~'db|| < ||[A7Y| - ||0 b||. Tedy absolutni chyba feSeni

1 1

je nejvyse |AH|[|6b|| = 3. Pokud by platilo 6b € LO 1 , pak A™10b = = | 1|, tedy
—1 1

10|l = 5 ][0 b|| a odhad [[0x| < % ||db]| je v tomto smyslu nejlepsi mozny.

(c) Checeme odhadnout % pomoci %. Uz vime, ze %’]” < |A7Y %. Potfebujeme tedy vyuzit

néjaky vztah [|x| a ||b|. Plati ||Ax||
|All / ||b]|. Dosazenim ziskdme odhad

|Ibl|, tedy z definice normy ||b|| < ||A] - [|x]|, tedy 1/ ||x|| <
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Pokud by platilo 6 b € LO 1 abeLO 1 , pak by nastala rovnost:
—1 2
x| _ At _ 21b] _[sb|
x|l [[A=Bl bl Ib]]
Tedy odhad je opé€t nejlepsi mozny. O]

ze cviceni 11.3
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Uloha 11.9. Pro redlnou matici A= [0 1
1 2

(a) najdéte Moore-Penroseovu pseudoinverzni matici AT,

(b) najdéte aproximaci feseni soustavy Ax = (6,2,5)7 metodou nejmensich &tverct, kterd ma navic
nejmensi moznou normu.

Reseni. (a) Ve cviceni 11.3 jsme spocitali singularni rozklad
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coz muzeme zapsat tak, ze A = 3-u; v! +1-uyvl. Moore-Penroseova pseudoinverzni matice je potom
tvaru
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(b) Hledané aproximace je Atb=g5 [ 1 1 2| 2] =1 2 O
-4 5 1 ) —1



