Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2

Reseni
Verze ze dne 17. bifezna 2022

6 Diagonalizovatelnost (1. ¢ast)
Cile cviceni:
e Naucit se rozhodovat, zda jsou matice ¢i operatory diagonalizovatelné,

e pocitat matice pfechodu a baze s odpovidajici matici v diagonalnim tvaru,

e naucit se vyuzivat diagonalniho tvaru k mocnéni matic.
Resené priklady:

Uloha 6.1. Pro linearni operator ¢ na redlném vektorovém prostoru R? rozhodnéte, zda je ¢ diagona-
lizovatelny, a pokud ano, najdéte bazi B a matici [¢]5, aby byla matice diagonalni.

(a) [ = (g g) (b) [eli2 = (_24 é) (c) [plx = (411 i)
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ResSeni. (a) Nejprve spocitame vlastni ¢isla operdtoru ¢, které jsou rovné vlastnim ¢isliim matice ]2,
pomoci charakteristického polynomu

det([p]i? = AM2) =N —(3+6)A+(3-6-2-2) =N —9A+1d=(A—-2)(A 7).

(Pouzili jsme tvrzeni 9.32 ze skript o vyzna¢nych koeficientech charakteristického polynomu.) Vlastni
¢isla operatoru ¢ jsou tedy prave cisla 2 a 7. Nyni najdeme pro obé vlastni ¢isla podprostory prislusnych
vlastnich vektori:

=t e 5 2=t (3 3) =10{(52)),
My = [Mix, —Ker([¢]§2—7'f2):Ker(24 2) {( )}

Protoze z vlastnich vektortt mtizeme sestavit bazi B = ((—2,1),(1,2)7), jde o diagonalizovatelny

linedrni operator a hledan matice operatoru vzhledem k B je [p]5 = 0 (7)

(b) I tentokrat nejprve pfimocate spocitame vlastni ¢isla operatoru ¢ pomoci charakteristického poly-
nomu

det([@]f? = AM2) = (2= A)(6—A) +4 =2\ —8A+16 = (A — 4)%.

Linearni operator ¢ ma jediné vlastni ¢islo 4 algebraické nasobnosti 2. Spocitadme-li mnozinu vlastnich

vektorii
-2 1 1
Ker ([¢] 52 — 41,) = Ker (_4 2) =LO { (2> } ,

vidime, Ze vsechny vlastni vektory tvoii pfimku, tedy z nich nesestavime béazi prostoru R?, a proto
linearni operator ¢ neni diagonalizovatelny.

(c) Z charakteristického polynomu
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det (g2 — AL) = det(lz/\ 2

):)\2—6>\—7:(>\+1)()\—7).



dostéavame vlastni ¢isla {—1, 7} operatoru ¢. Nyni fesime homogennich soustav rovnic s maticemi

K 2 3 K —6 3

Najdeme tak vSechny vlastni vektory LO { (_23) } ULO { (;) } Protoze z vlastnich vektori mtzeme
s -3 1 e . . . , B -1 0
sestavit bazi B = o |lo) ) e linedrni operator ¢ diagonalizovatelny a [p]|5 = 0 7/ O]

Uloha 6.2. Je-li ¢ linearni operator na vektorovém prostoru Z nad télesem Zs s matici
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vzhledem ke kanonické bazi K3, ovéite, Ze je ¢ bijekce a rozhodnéte, zda jsou operdtory ¢ a ¢!
diagonalizovatelné .

Reseni. Abychom nasli vlastni &sla linedrniho operatoru ¢, spoéitdme nejprve jeho charakteristicky
polynom

-A 12
det([p]d = Mz) =det [ 3 1-X 2 | =(1-XA\+1).
2 1 -

Dosazenim za A vSech hodnot télesa Zj zjistime, Ze vlastni ¢isla tvori pravé hodnoty {1,2,3}. Jak vime z
disledku 9.63 ze skript, linearni operator na vektorovém prostoru dimenze 3 se tfemi riznymi vlastnimi
Cisly je nutné diagonalizovatelny. Mizeme ale i piimo dosadit do matice [p]x, — A3 nalezend vlastni
¢isla a spocitat vlastni vektory fesenim homogennich soustav rovnic s maticemi,

4 1 2 31 2 2 1 2
Pl —1-L=(3 0 2], [pgi—2-L=[3 4 2], [gi-3-L=(3 3 2
2 1 4 2 1 3 2 1 2
VSechny vlastni vektory operatoru ¢ jsou pravé prvky
1 1 1
M =LO 4 U LO 0 U LO 2
1 1 3

a snadno nahlédneme, Ze z vlastnich vektort sestavime bazi. Tim dostaneme konkrétnéjsi dikaz diago-
nalizovatelnosti operatoru .

Mame spocitano, ze nula neni vlastni ¢islo, proto je jadro operatoru nulové a tudiz je ¢ bijektivni.
Protoze \p~}(v) = o' (Av) = ¢ (pVv) = v pro kazdé vlastni ¢islo A operdtoru ¢ a jemu prislusny
vlastni vektor v, jsou {171,271 371} = {1, 3,2} opét vSechna vlastni ¢isla matice linedrniho operatoru

! a snadno spocitdme, Ze mnozina vlastnich vektort zfistava stejna, t.j. M. Proto je i operator ¢!

diagonalizovatelny. O]
0 21

Uloha 6.3. Uvazujme redlnou matici A = | 2 3 2 | Spocitejte viechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni
2 11

vektory matic A a A* a rozhodnéte, zda jsou matice diagonalizovatelné.



Reseni. Nejprve uréime charakteristicky polynom matice A:
-2 1
det(A— M) =det [ 2 3—-X 2 | =-AAN—4\-5)=-2\—=5)(A+1),
2 1 1—A
tedy vidime, ze vlastni ¢isla jsou pravé A € {0, —1,5}. JelikoZ jsou rizné, je matice diagonalizovatelna.
Opét ale vSe mizeme spocitat i konkrétné. Vlastni vektory nalezneme feSenim homogennich soustav
rovnic s maticemi

02 1 121 -5 2 1
A=(2 3 2|, A+1- =2 4 2|, A-5- =2 -2 2
2 1 1 2 1 2 2 1 -4

Spocitame tak mnozinu vSech vlastnich vektori

1 1 1
M =LO 2 ULO 0 U LO 2
—4 -1 1

Vidime, ze z vlastnich vektort sestavime bazi, tedy je matice A diagonalizovatelna.

ProtoZe A*v = A\ v pro kazdé vlastni ¢islo A a jemu pifslusny vlastni vektor v, jsou {0, 1,625} vsechna
vlastni ¢isla matice A?. ProtoZe jsou vlastni ¢isla tii rfiznd, jedna se o diagonalizovatelnou matici (nebo
konkrétnéji opét nahlédneme, Ze mnozina vlastnich vektori zistava stejna jako u matice A, tedy M, a
sestavime z nich béazi).

Uloha 6.4. Ovéite, Ze je matice A diagonalizovatelna, najdéte regularni matici P, pro kterou je P~' AP
diagonalni a spoé&itejte matice P~tAP, a A0,

0 21

(a) A= (1 1 1| matice nad télesem Zs,
2 11
2 31

(b) A= 13 0 3| matice nad télesem Zs.
0 21

Reseni. (a) Nejprve bud pomoci charakteristického polynomu det(A — AJ3) nebo pfimym dosazenim
za A do parametrické matice A — AI3 najdeme vlastni ¢isla matice A, jimiz jsou hodnoty 1 a 2 a zaroven
spocitame vlastni vektory jako jadra matic A — 113 a A — 215:

2 21 2
My =KerA—1I3=Ker |1 0 1] =LO 2 ,
210 1
1 21 1 0
My=KerA—2I3=Ker |1 2 1| =LO 11,11 ,
2 1 2 0 1
2 1 0
Vidime, ze z mnoziny vlastnich vektort lze vybrat béazi, naptiklad B = 21,111,111 , proto
1 0 1

je matice A diagonalizovatelné a plati [f4]8 = D := . Plati

o O =
o NN O
N O O

D = [fal§ = [id]5° [falilid]%, = (d]z,) " Alid]E,,
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takZze hledanou regularni matici P dostaneme jako matici pfechodu od baze B slozené z vlastnich
vektori ke kanonické bazi:

210
P=1[2 1 1], pficemz mdme D= P 'AP.
1 01
Uvédomime-li si, ze A" = PD"P~! a 7Ze v télese Zs plati 2% = 1 a 228! = 2 pro kazdé pfirozené k,
1100t 0 0 21
dostavame, ze A1t =P | 0 2101 o | pl=PDP'=A=1|1 11
0 0 2101 2 11

(b) Nejprve najdeme vlastni ¢isla matice, napfiklad tak, ze spocitdme charakteristicky polynom matice
A:
2—X\ 3 1 \ 3 3 1
det(A — \I3) = det 3 =X 3 =(2—X\)det V) 3 det =

0 o 13 2 1-— 21—\
=2-MDN=-A-1D+2-N=2-NX\-1A

tedy vidime, ze méame tfi rtuzna vlastni ¢isla A € {0,1,2}. Dale fesime homogenni soustavy rovnic s
maticemi

2 31 1 31 0 3 1
A=13 0 3], A-13=13 4 3|, A-23=1[3 3 3
0 21 0 20 0 2 4
1
Dostavame mnozinu vsech vlastnich vektorit M = LO 2 U LO U LO 3 , Z Niz
1
4 4 1
snadno vybereme bazi B = 21,10],13 . To znamend, Ze je matice A diagonalizovatelné.
1 1 1

Hledana matice P je matici prechodu od baze B ke kanonické bazi, tedy
4 4 1 000
P=1[2 0 3|, aprotomame D:= [0 1 0| =P 'AP.
1 11 0 0 2

Kone¢né protoze A" = PD"P~! a navic 2 = 1, a proto 2! = (24)?0. 2 = 2 nad télesem Zs,
dostavame, ze

glool 0 2 31
A =pf 0 1™ o |P'=PDP'=A4=1(3 0 3
0 0 20 021

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

Uloha 6.5. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory rozhodnéte, zda jsou diagonalizo-
vatelné realné matice
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Reseni: (a) vlastni éisla: 3,4, vlastni vektory: LO((—1,5)) ULO((0,1)T), je diagonalizovatelna,
) vlastni ¢isla: 1,2, vlastni vektory: LO((1,1)T) ULO((1,2)7), je diagonalizovatelna
)

(b
(c) vlastni &islo: 2, vlastni vektory: LO((1,1)7), neni diagonalizovatelna,
(d) vlastni &isla: 1,4, vlastni vektory: LO((1,—1,0)%, (1,1,-2)7) ULO((1,1, )T).

Uloha 6.6. Operator f na Z2 spliuje f((2,1)7) = (0,5)T, f((1,1)T) = (6,2)T. Urcete jeho charak-
teristicky polynom a vlastni ¢isla a rozhodnéte, zda je diagonalizovatelny.

Reseni: A2 +5 = (A — 3)(\ — 4), vlastni ¢isla: 3,4, operator je diagonalizovatelny.
. C e . 9 L. 1 3
Uloha 6.7. Matice linearniho operatoru f na prostoru Z: vzhledem k bazi B = 5 )\ 4

4 0
diagonélni, a uréete [f]S. Kolik bazi C, pro néZ je [f]S diagonalni existuje?

Reseni: napiiklad pro C' = << 1 > , < g) >) je < (1) g ), riznych bazi C' je 32.

je ( 43 ) Zjistéte, zda je f diagonalizovatelny. Pokud ano, najdéte bazi C takovou, Ze [f]S je



