Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2

Reseni
Verze ze dne 11. bfezna 2022

4 Gramova matice, aplikace skalarniho soucinu
Cile cviceni:

e Procvicit hledani ortogonélni projekce pomoci Gramovy matice,

e naucit se pocitat s ortogonalni projekci jako s linearnim zobrazenim,

e pocitat priblizna reseni metodou nejmensich ¢tverci.
Resené priklady:

Uloha 4.1. Uvazujme standardni skalarni sou¢in na reidlném vektorovém prostoru R3. Bez pouziti
Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace spoc¢téte ortogonalni projekei u vektoru v na podprostor U pokud

(a) U =LO{(1,3,-2)7,(1,1,-1)T} a v = (2,4,3)7,
(b) U =LO{(1,3,-2)7,(1,1,-1)T} a v = (1,2,0)7,

Reseni. (a) Hleddme linearni kombinaci u = a(1,3, —2)7 4 b(1,1, —1)” bazovych vektort podprostoru
U takovou, ze u—v € UL. To nastane pravé kdyz bude vektor u—v = a(1,3,-2)7 +b(1,1,-1)T —
(2,4,3)T kolmy na (1,3, —-2)T i (1,1,—1)7, tedy bude-li zdroven platit, ze

(1,3,-2) - (a(1,3,-2)" +b(1,1,-1)" — (2,4,3)") =0,
(L,1,-1) - (a(1,3,-2)" +b(1,1,-1)" — (2,4,3)") = 0.

Vislednou soustavu zapiseme pomoci Gramovy matice:

14 618

6 3(3/)°
Resenim této soustavy dostaneme, 7e @ = 1 a b = —1. Dosazenim spocitame ortogonalni projekci
u=(1,3,-2)T - (1,1,-1)T = (0,2, -1)T.

(b) K vypoctu pouzijeme Gramovu matici se stejnou levou stranou jako v (a):
14 6|7
6 3(3)°
Dostaneme Teseni a = 1 a b = 0 a dosazenim ortogonalni projekci u = 3(1,3,-2)" = (3,3, —-1)". O

Uloha 4.2. Necht U = LO {(1,1,0,1)7,(0,1,1,—1)"} je podprostor realného vektorového prostoru R*
se standardnim skalarnim soucinem.

(a) Najdéte ortonormdalni bézi prostoru U+.
(b) Najdéte ortonormélni bazi B = (vy,...,v,) prostoru R* takovou, ze U = LO{vy,va}.

(c) Pro podprostor W prostoru R* ozna¢me Py : R* — R? linearni operator na R* odpovidajici
ortogonalni projekci na W. Urdete matice [Py]3 a [Pyi]5.
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(d) Ozna¢me K kanonickou bézi prostoru R*. Uréete matice [Py]% a [Py.]%.

ReSeni. (a) Nejprve najdeme fesenim homogenni soustavy s matici

110 1
011 -1

nenulovy vektor z U, Dostaneme naptiklad vektor u; = (—1,0,1,1)7. Déle fesenim homogenni sou-
stavy

1 1 0 1

0O 1 1 -1

-1 01 1
spoc¢teme vektor uy = (1,—1,1,0)7 kolmy na U a u;. Vektory u;,us normalizujeme a tak dosta-
neme ortonormalni bazi (\/Lg(—l, 0,1,1)7T, ig(l, -1,1, O)T) ortogonalniho doplitku U+ podprostoru U.

(Mohli jsme také nejprve najit ortogonalni doplnék U+ a pak v ném sestrojit ortonorméalni bazi pomoci
Gramova-Schmidtova algoritmu. VysSe uvedeny postup je ale pfimocatejsi a dava pfimo ortogonalni
bazi UL, jejiz vektory pak staci normalizovat.)

(b) Vsimnéme si, ze vektory (1,1,0,1)% a (0,1,1,—1)%, tvotici bazi prostoru U, jsou na sebe kolmé.
Stadi je tedy normalizovat a pfidat ortonorméalni bézi prostoru U+ spoétenou v bodé (a). Dostaneme,

7e v = \/Lg(l, 1,0, )T, vy = %(0, L1, -7 vy= %(—1,0, L) av, = %(1, -1,1,0)T.

(c) Protoze vektory vy a vq lezi v U, plati, Ze Py(vy) = vy a Py(vy) = vy. Protoze jsou vektory v a vy
na U kolmé, je Py(vs) = Py(vy) = 0. Podobné nahlédneme, ze Py (vy) = Pyi(vy) =0, Pyi(vs) =v3
a Pyi(vy) = vy Odtud dostaneme, Ze

1000 0000
5 [0 100 s [0 000
Pols=109 00 of & Pls=1g 01 0

0000 000 1

yuzijeme vztahu [Pyl = [i )5 [id] 5 . Sloupce matice [id|%7 jsou tvofeny souradnicemi vektori
d) Vyuzij tahu [Py|% = [id]Z [Py]E [id]5. S tice [id]% jsou tvor radni i vektort
Vi, ...,Vv4 vzhledem ke kanonické bazi K. Proto je

10 -1 1
1 (1 1 0 -1

1B _
=710 1 1 1
1 -1 1 0

Déle vyuzijeme vztahu [id]5 = ([id]2)~! a protoZe je B ortonormalni baze, plati navic rovnost ([id]Z)~! =
([id]Z)*. Celkem tak dostaneme, Ze

1 1 0 1
1 0 1 1 -1
K (1 BNT
[ld]B_([ld]K) _\/g -1 0 1 1
1 -1 1 0
Po dosazeni spocitame, ze

1 0 -1 1 1 000 1 1 0 1 11 0 1
[p}K_Lllo_l 0100L011—1_11210
vk=pafo 11 1 flooooly3|-1 0 1 1] 3l01 1 -1
1 -1 1 0 00 00 1 -1 1 10 -1 2



Matici [Py 1]% mtizeme spocitat obdobné. V§imnéme si ale, Ze P + Py. = id. Odtud plyne, Ze

1000 11 0 1 29 -1 0 -1

K enk o (0T OO0l 1ft2 1 o 1{-1 1 -1 0
Porlg =ldx =Pk =19 0 1 ol "3l01 1 -1|=3l0 -1 2 1
000 1 10 -1 2 1 0 1 1

Uloha 4.3. Urdete matici ortogonalni projekce prostoru R? na pifmku LO{(2, 1)} vzhledem ke kano-
nickym bazim.

Reseni (varianta 1). Ozna¢me K kanonickou bazi prostoru R? a L danou pifmku. Sloupce matice [Pp]%
jsou tvoreny soufadnicemi ortogonalnich projekci vektort kanonické baze na piimku L. Ty urcime jako

ve Cvideni 4.1: Hleddme skaldry a, b takové, Ze Py ((1,0)7) = a(2,1)T a Py((0,1)T) = b(2,1)T. Ur¢ime
je ze vztahu

2.1)- (L7 — a2 1)) =0
(2,1)- ((0,1)" =b(2,1)") = 0.
Spocteme, ze a = % ab= %, odkud dostaneme feseni
Polf =+ (3 f) -
[l
ReSeni (varianta 2). Najdeme ortonormalni bazi B = (uj,uy) prostoru R? takovou, ze u; leZi na

pfimce L. Snadno urcime, Ze (napiiklad) u; = \%(2, HTau, = \/Lg(—l, 2)T. Podobné jako ve Cvideni 4.2

nahlédneme, zZe

P (y o) BE=oe (3 5) e B - - map - o (2 ).

Nakonec dosadime do vztahu [Pp]E = [id]% [PL]5 [id]. O

Uloha 4.4. Metodou nejmensich ¢tverctt najdéte priblizné feseni soustavy linearnich rovnic Ax = v
nad R, jestlize

1 2 1 ; } _11
(a) A=12 1 a v= |2, (b A= L0 a v=|
1 -1 4 1 4

Reseni. V obou piipadech snadno spoéteme, Ze vektor v nenélezi do podprostoru Im A generovaného
sloupcovymi vektory matice A, a proto nema ani jedna ze soustav feseni. Budeme hledat vektor u €
Im A tak, aby norma |[u — v|| byla nejmensi. To bude pravé kdyz u — v € (Im A)*. Podprostor Im A je
tvofen pravé nasobky Ax. Dostavame tak soustavu AT (Ax — v) = 0, ekvivalentne AT Ax = AT v (tj.,
soustavu normdlnich rovnic p¥islusnou k puvodni soustavé Ax = v). Vektor u dostaneme jako u = Ax.

V ptipadé (a) je
1 2|1
1 2 1 6 3|9
21 =) \{ 1) "B 6lo

odkud spocitame, ze x = (2, —1)T au=2(1,2,1)T — (2,1,-1)T = (0, 3, 3)T.
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(b) V tomto pfipadé mame

1 1|-1
1 21 -1 2 1] 1 7 2] -3
T _ _
A(A|V)_<110 1) 1 0|0 _<2 34)’
-1 1| 4
odkud % = (—=1,2)" au= —(1,2,1,~1)" +2(1,1,0,1)7 = (1,0, —1,3)"" 0
Dalsi zakladni priklady k pocitani:
Uloha 4.5. V prostoru R? uvazujme skaldrni soucin
5 2 2
(u,v)y=u’ |2 1 1]|v
2 1 3

Pro vektory u; = (1,0, —1)T a uy = (0,2,1)7 urcete

(a) ortogondlni projekci vektoru us na linearni obal vektoru uy,
(b) Gramovu matici posloupnosti (uy, uz),

(c) ortogondlni projekci vektoru (1,0,0)” na podprostor LO{uy, uy}.
Resent: (a) 1(1,0,—1)7, ) (% 1) () 2(9,14,—2)T
. 2\ Y 9 1 11)° 43\ ) .

Uloha 4.6. Rozhodnéte, zda je vektor X = (2, —1,1)T feSenim soustavy

(A]b) =

O = =N
|
[\)

N O =

-1 —-1|-1

metodou nejmensich ¢tverci. Zdtvodnéte.

Reseni: Ano. Vektor A% — b je kolmy na sloupce matice A.

Rozsirujici priklady:

Hledant reseni s nejmensi normou u soustav rovnic, které maji nekonecné mnoho resent, letos na pred-
ndsce probrano nebylo. Jde ale opét o primocarou aplikaci ortogondlni projekce, kterda je vysvetlena ve
skriptech v casti 8.6.3, a niZe jsou souvisejici priklady.

Uloha 4.7. Najdéte feseni u,, soustavy linearnich rovnic uréené rozsitenou matici

122 —1[16
(A|b)_(1 11 —110)

s nejmensi normou.



ResSeni. Vsechna feSeni dané soustavy tvoif rovinu u-+Ker A, kde u je libovolné z nich. Regeni s
nejmensi normou musi byt na tuto rovinu kolmé a tedy kolmé na rovinu Ker A, ktera je s rovinou vsech
feseni rovnobézna. Proto je vektor u,, linedrni kombinaci ¥adkil matice A, a tedy tvaru AT x. Musi
platit, ze AAT x = b. Spodéteme

1 1
1 2 2 -1 2 1 10 6
T _ _
AA_(lll—l) 2 1 _(6 4)'
-1 -1
Resenim soustavy s rozsifenou matici
10 6|16
6 4110
dostaneme, 7e x = (1,1)T, odkud u,, = (2,3, 3, —2). O

Uloha 4.8. Je néktery z vektort (4,4,2,1)7, (4,3,3,0)T feSenim soustavy rovnic
1 0 11
1 -1 0 1
2 1 10

7
1

—_

4

s nejmensi normou? Zdivodnéte.

Reseni: Oba vektory jsou feSenim dané soustavy. Vektor (4,3,3,0)7 je feSenim s nejmensi normou nebot je
linearni kombinaci fadkd matice levé strany soustavy.

Uloha k zamys$leni:

Uloha 4.9. V Uloze 4.2 jsme nalezli ortonormalni bazi B = (vi,...,v,) prostoru R*. Cemu se rovna
vi vl 4+ vy vi? Vysledek zobecnéte.



