Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2

Reseni
Verze ze dne 11. bfezna 2022

2 Skalarni soucin
Cile cviceni:
e Naucit se pocitat hly a normy vektort,

e pocitat mnoziny kolmych vektort,

e umeét ovérit, ze je zobrazeni skaldrnim soucinem.
Resené priklady:
Uloha 2.1. Pomoci skalarniho sou¢inu najdéte

(a) rovnici ayxy + asxe = b piimky [ v roviné prochézejici body A = (1, —1) a B = (3,2);

(b) rovnici a;x; + asxs + azxs = b roviny r v prostoru uréené body P = (1,0,2), @ = (0,1,2) a
R=(3,0,1).

\-1 3
Za normalovy vektor pfimky [ mizeme zvolit libovolny vektor kolmy na vektor u, naptiklad vektor

Reseni. (a) Vektor u s po¢ate¢nim bodem A a koncovym bodem B m4 soutadnice (g) ( L > = (2) :

3 . o . L1 L. . ” . "
n = <_2). Soufadnice normalovych vektortt odpovidaji koeficienttim rovnice pfimky [ (jsou urceny

jednozna¢né az na nasobek konstantou). Muzeme proto volit a; = 3 a az = —2. Rovnice ptimky [ je
potom 3x; — 2z — 2 = b. Zbyva urcit konstantu b. Tu najdeme dosazenim soufadnic libovolného bodu
pfimky [. Zvolme napfiklad bod A. Dostaneme b = 3-1—2-(—1) = 5. Jedna z moznych rovnic p¥imky
[ je tedy 3z — 229 = 5.

(b) Uvazme vektory u s pocateénim bodem P a koncovym bodem () a v s pocate¢nim bodem P a
koncovym bodem R. Spocteme, ze

0 1 -1 3 1 2
u=[1]-(o]l=1], v=[o]-[o]=1]0
2 2 0 1 2 —1

Ihned nahlédneme, Ze jsou vektory u a v linedrné nezavislé. (To znamena, Ze body P, Q, R nelezi na
) ) b )
pfimce.) Normalového vektory n k roviné r jsou pravé nenulova feseni homogenni soustavy

11 0
(2 0 —1)“‘0'

Resenim je linearni obal vektoru n = (1,1,2)7. Odtud dostaneme rovnici x1 +  + 2x3 = b. Dosazenim
soufadnic vektoru P dosteneme, ze b = 1+0+2-2 = 5. Rovina r je tedy urcena rovnici x1 + x5+ 223 =
5. m

Uloha 2.2. Uvazujme standardni skalarni sou¢in - na redlném vektorovém prostoru R? a necht u =

e



(a) Spocitejte hodnoty ||u||, || v]|, u-v a urcete thel, ktery sviraji vektory u a v,
(b) najdéte viechny vektory prostoru R?, které jsou kolmé na u,
(c) najdéte vsechny vektory prostoru R?, které jsou kolmé na v,

(d) najdéte vsechny vektory prostoru R? kolmé zéroveii na u i na v.

Reseni. (a) Pfipomenme, Ze je standardni skalarni soucin - na realném aritmetickém vektorovém pro-
storu R” definovan maticovym nasobenim u-v := u’ - v a pfislu§na norma (tj. eukleidovsk4 norma) je
dana vztahem ||u || := y/u-u. Proto

|ul|=vV12+32=V10, ||v]|=v2+12=+5, u-v=1-24+3-1=5
Oznacime-li ¢ thel svirany vektory u a v, vime, ze

u-v 5 1

Tulllvl ~ Viovs V2’

cosp =

tudiz o = 7.
(b) Hleddme mnozinu vSech vektortt x € R? spliiujicich podminku u-x = 0, tedy mnoZinu vsech

feSeni homogenni soustavy rovnic s matici (1,3). Snadno najdeme jednoprvkovou bazi <_13) tohoto
podprostoru, tedy hledanou podmnozinou je pravé podprostor LO{ (_13> }. Zavérem poznamenejme,

. ol o 1
ze se jedna praveé o primku s normalovym vektorem (

3> prochazeji pocatkem, kterd ma pravé (nami

feSenou) rovnici 27 + 3x9 = 0.

(c) Stejné jako v (b) hleddme parametricky popis podprostoru v8ech feSeni homogenni soustavy rovnic
- L o -1 (-1

s matici (2, 1). Kterym je pravé piimka LO{( 9 >} s bazi ( 9 )

(d) Tentokrat se ptdme, které vektory x € R? spliiuji podminku u-x = 0 a zdroveti v-x = 0, coZ

2 1
mnozina, jak jsme mohli zjistit i geometrickou itvahou obsahuje pouze nulovy vektor.

S , . PSR . . .. (13 ,
maticoveé zapsano znamena, ze hledame feseni homogenni soustavy rovnic s matici . Hledana

Uloha 2.3. Uvazujme standardni skalarni sou¢in - na redlném vektorovém prostoru R? a necht u =
-1 1
1|, v=12]| eR
2 1

(a) Spocitejte [[u ||, || v || a thel, ktery sviraji vektory u a v,
(b) najdéte bézi podprostoru vsech vektorti prostoru R?, které jsou kolmé na u,
(c) najdéte bazi podprostoru viech vektort prostoru R?, které jsou kolmé na v,
(d) najdéte bazi podprostoru vsech vektort prostoru R* kolmé zaroveii na u i na v.
Reseni. (a) Stejné jako v predchozi tiloze postupujeme podle definice:
lul| =vVI+1+4=V6, [[v][=v1i+4+1=16
Oznacime-li opét ¢ tihel svirany vektory u a v, pak

u-v —1+2+2_1

lallivil veve 2
2

Cos p =



tudiz p = %.

(b) Opét hleddme mnozinu viech feseni homogenni soustavy rovnic, tentokrat s matici u” = (-1, 1, 2).

1 2
Obvyklym postupem uréime béazi ({ 1|, | 0 |) tohoto podprostoru.
0 1
—2 —1
(c) Stejnym postupem jako v ¢asti (b) najdeme bézi (| 1 |, [ 0 |) roviny s norméalovym vektorem
0 1

Vv rovnicovym popisem x + 225 + 3 = 0.

(d) Tentokrat fesime homogenni soustavu rovnic s matici

-1 1 2 -1 1 2
1 21 0 3 3)°
1

Snadno najdeme jednoprvkovou bazi —1 . O
1

Uloha 2.4. Uvazujme standardni skalarni sou¢in - na redlném vektorovém prostoru R* a necht u =
1 1

1 4
1 e R
1

a) Spocitejte ||u||, || v a ahel, ktery sviraji vektory u a v,

(a)
(b) najdéte bazi podprostoru vsech vektortt prostoru R*, které jsou kolmé na u a v,
(c) najdéte viechny vektory x = (a,b,0,0)”, které s vektorem u sviraji tthel z

)

(d) existuje-li, najdéte bazi prostoru R* obsahujici vektor u, v niZ jsou kazdé dva rtizné vektory
vzajemné kolmé.

Reseni. (a) Opét jen vypocteme z definice:

u-v 2
lull=v=vIiTititi=2 cosp=

fallivi 2.2 2

kde ¢ znadi thel svirany vektory u a v, proto opét ¢ = Z.

(b) Resime soustavu rovnic s matici

11 1 1 1 111
11 —-11 00 20)°

—1 -1
e w 1 0
proto hledanou bazi tvofi napfiklad posloupnost ( o1 o ).
0 1

(c) Nejprve poznamenejme, ze (a,b)T # (0,0)T a Ze hleddme vektory x = (a, b, 0, 0)7 spliiujici podminku

X-u a+b T 1
=cos — = —,

Ixllwll 2va®+22 32




coze je po prenasobeni ekvivalentni podmince a + b = v/a? 4+ b%. Umocnime-li a odecteme-li od obou
stran a? + b* dostavame opét ekvivalentni podminku

2ab =0 a zarovenn a +b > 0.

To je splnéno, pravé kdyz a = 0,0 > 0 nebo a > 0,b = 0, tedy hledané vektory lezi pravé v mnoziné

a 0

0 N b .
{ 0 |la e RT}U{ 0 | be R}

0 0

(d) Postupujeme obdobné jako v tloze (b), jen tvahu pouZivame induktivné a v kazdém kroku najdeme
jen jeden nenulovy kolmy vektor. Nejprve zvolime vektor napiiklad (0,0, 1,1)7, ktery je kolmy na vektor
u a poté hledame vektor kolmy na oba tyto vektory, tedy feSeni soustavy s matici

11 —-11
00 1 1)7

jimz je naptiklad vektor (—1,1,0,0)7. Nyni zbyvé najit vektor kolmy na vSechny t¥i vektor, tj. feSent

1 1 —1 1 1 1 -1 1
0 0 1 02 -1 1],
-1 1 0 00 1
1 1 0 1
jimz je napiiklad ! . Nasli jsme béazi ( 0 1 ! ) O
1 11711 0 1
-1 1 1 0

1
2

vektorového prostoru R? piifadi hodnotu (u,v) =u? ATAv.

Uloha 2.5. Je-lli A = (

-1 . , , - X 1
1 ), definujme zobrazeni (,), které dvojici vektori u a v z realného

(a) Dokazte, Ze je (,) skalarni soucin,

(b) spocitejte ||e1]], ||ez|| a (e, es) pro vektory kanonické béze a uréete cosp pro tihel ¢ svirany
vektory e; a ey,

(c) najdéte bazi podprostoru vsech vektort prostoru R?, které jsou kolmé na e; vzhledem ke skalar-
nimu soudinu ().

ReSeni. (a) Podminka linearity v obou slozkach plyne okamzité z linearity nasobeni matici. Podminka
symetrie plyne ze symetrie étvercové matice stupné jedna a symetrie matice AT A:

(u,v)=u’ ATAv = (uTATAV)T =vIiATAu=(v,u).

Zbyva si v§imnout, Ze je matice A regularni, a proto A u # 0 pro vSechny nenulové vektory u. Protoze
je hodnota standardniho skalarniho sou¢inu vektoru A u se sebou rovna pravé hodnoté u” ATA u, je
ta nutné nenulova (a tedy matice AT A pozitivné definitni).

5 1 g ..
1 2) zbyva primocate urcit

lel]] = v/(e1,e1) = y/ el Be; = NG

4

(b) Spocitame-li B = ATA = (



lleal] = v/(e2,€2) = y/ el Bey = V2

T e, e 1 1
e,e) =e;Bey =1, cosp= < b 2> =
1 ¥

ledllleol ~ V3-v2 VIO

(c) Hleddme mnozinu vsech vektori x € R? spliiujicich podminku

(e, x) =elBx =0,

to znamena, Ze poc¢itdme homogenni soustavu rovnic s matici (5,1). Snadno najdeme jednoprvkovou
-1
bazi ) m
azi ( 5 >

Uloha 2.6. Je-li A = ((2 _12

vektorového prostoru C? pfitadi hodnotu (u,v) = u* A*A v.

, definujme zobrazeni (,), které dvojici vektori u a v z komplexniho

(a) Dokazte, Ze je (,) skalarni souéin,

o) spositeite el sl 11 () 1 enves o ( () (1) )

(c) najdéte bazi podprostoru vsech vektortt prostoru C?, které jsou kolmé na e; vzhledem ke skalar-
nimu soucinu (,).

ReSeni. (a) Uvazujeme obdobné jako v predchozi tloze. Linearita v druhé sloZce plyne z linearity
nasobeni matici, maticovym vypoctem zjistime, ze

(u,v)" = (WA*AV)*=v'A*"Au=(v,u).

Matice A je regularni, a tudiz je A u # 0 pro vSechny nenulové vektory u. ProtoZe se hodnota (u,u)
rovné pravé standardnimu skaldrnimu soucinu vektoru A u se sebou samym, mame (u,u) € R*.

(b) Opét nejprve uréime B = A*A = (_122. 25@) Ziejmé hodnoty [le1|| = 1, [lez]| = v/5 a (er, €2) = 2i

ur¢ime primo z matice B a snadno pfimocaie spocitame

0 )
1(3) 1= 1wl = lleall = V5.

< (?) ’ (—12) > = (0 i) (—1% 25Z> <_12> = (-2 —5i) (_1@) =7,

¢) Tentokrat hledadme mnozinu vsech vektori x € C? spliujicich podminku
pinuj p
(e1,x) =eBx =0,

to znamenad, ze pocitame homogenni soustavy rovnic s matici (1 2i), pro kterou tvori bazi naptiklad

vektor (_12Z> . O

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

Ptipomenme, ze ortogondlnim doplnkem mnoziny X rozumime podprostor vSech vektorti kolmych na
mnozinu X.



Uloha 2.7. Spocitejte normu polynomu 2ix + (3i — 4) vzhledem ke skaldrnimu soucinu (f, g) = f_ll fq.

Resent: \/f_11(4m2 + 12z + 25)dz = |/ 138

Uloha 2.8. Najdéte bazi ortogonalniho doplitku podprostoru
U=1L0{(1,2,1,1,1)", (0,-1,1,1,2)"}
realného vektorového prostoru R® se standardnim skaldrnim soucinem.

Reseni: Naptiklad ((—3,1,1,0,0)T,(-3,1,0,1,0)7,(-5,2,0,0,1)7).

Uloha 2.9. V prostoru C? se standardnim skaldrnim souc¢inem uréete ortogonalni doplnék roviny

LO{(3+1i,—2 —14,2)T,(2 —4,—2,1)T}. Jaka je o¢ekdvana dimenze hledaného ortogonalniho doplitku?
Napovéda k pocitani: eliminovat od prvniho sloupce je konvence, kterou je nékdy vyhodné opustit.

Reseni: LO{(1,1 —4,—i)T}.
Otazky k zamysleni

Uloha 2.10. Uvazme dvojici vektorii u a v z prostoru R”. Jak hodnota skalarniho soudinu u-v
charakterizuje to, ze vektory u a v sviraji ostry thel?

Reseni: Vektory u a v sviraji ostry thel pravé kdyz u-v > 0.
Uloha 2.11. V tlohéch 2.1 aZ 2.3 vede hledéni vektorii kolmyjch na néjakou mnozinu vektorit M na,
SLR, kde radky matice soustavy tvoti vektory M. V minulém semestru jsme interpretovali feseni SLR

jako hledani priiniku nadrovin. Jde tu o rtizné interpretace, nebo spolu néjak souvisi?

Reseni: Hledani priiseciku nadrovin je ekvivalentni hledani ortogonalnich dopliiki jejich normal.



