Homogenni rovnice

Uvazujme rovnici
y' = flz,y), (4)
kde
fQxAy) = f(z,y),  VA#O.

Tato rovnice se nazyva homogenni rovnice 1. rdadu. UkazZeme, Ze tuto rovnici
lze prevést substituci na rovnici se separovanymi proménnymi.
Postup feSeni. Pozorujeme, ze (pro z # 0) je

Jay) = fla-1e-2) = f(1,7),

tj. prava strana rovnice zavisi pouze na y/x.
Definujeme tedy z(x) = y(z)/x, takze

y(r) = zz(x),
y'(z) =z (x) + 2(x) .

Rovnice pfechazi na zz' + z = f(x,x22) = f(1,2), tj.

2= 2[f(1,9) - 2, (5)

coZ je rovnice se separovanymi proménngmi (pro neznamou funkei z = z(x)).
Standarnim postupem najdeme z(z) a tedy y(x) = xz(x).

Pozndmka. Uvédomme si, ze je-li z feSeni rovnice (5) na né&jakém podinter-
valu (0, +00), nebo (—o0,0), pak je y := z -z FeSenim rovnice (4) na stejném
intervalu. Plati i opa¢na implikace. ProtoZze jsme pro ucely vypoctu feSeni
museli vylouéit pripad x = 0, je v konkrétnich ptfipadech potfeba na zavér
ovérit, zda nalezna feSeni mizeme prodlouzit az do pocatku.

Piiklad 3. ReSme rovnici 2%y + oy = 22 + y%.
Reseni. Pro x # 0 rovnici pfepiSeme do tvaru

;o —zy + 2% + y?

)
I2

jedna se tedy o homogenni rovnici 1. fadu. Substituce y(z) = xz(z) dava
v +z2=—2+1+2%,

vy = (z—1)%.
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To je rovnice se separovanymi proménnymi. Zjevné z = 1 je feSeni, tj. y(x) =
x, x € R je TeSeni puvodni rovnice.
Hledejme teseni za podminky z # 1, x # 0. Tedy

Z/

-1

a integraci dostavame
1

: =c—1In |ZL‘| .
Pro I = (0,+0), J = (1,+00) zobrazuje funkce na levé strané interval .J
na (0,400). Tedy ¢ — Inx € (0,400) a zaroven z € (0,+00), coz nam dava
z € (0,¢e°). Pro I = (—00,0) dostavame = € (—e,0). Na téchto intervalech
je TeSeni dédno predpisem

_ct+1—Inlx|
 c—In|x|

c+1—1In|x|
c—In|x|

z(x) ;o yle) = (6)
Podobné pro J = (1,400) a I = (0,+00), resp. I = (—00,0), zobrazuje
funkce G interval J na (—o0,0). Mame tedy ¢ — In |z| € (—00,0) a zaroven
x > 0, resp. < 0. Odtud dostavame FeSeni na intervalech (—oo, —e), resp.
(€, +00) definovana opét predpisem (6).

Jsou tato TeSeni maximélni? Protoze limity feSeni v bodech +e¢ zprava
a zleva nejsou vlastni, jisté feSeni neptijdou prodlouzit timto smérem. Zbyva

vysettit prodlouzeni do poc¢atku. Protoze

liH(l] y(x) =0
a po dodefinovani y(0) := 0 je
— 1-1
z—0 x a0 ¢ —In|z]

snadno dosazenim ovéiime, Zze v bodé x = 0 je rovnice splnéna. Dodefinovana
funkce je tedy FeSenim na celém intervalu (—e€, e®).

Vsimnéte si, ze vSechna tato feSeni prochazeji poc¢atkem a maji zde stej-
nou derivaci. MiiZzeme je tedy vzajemné napojovat. Takovéto singularni chovani
je pro homogenni rovnice typické!

Vsechna maximalni feSeni rovnice tedy jsou:

1-1
c—In|z|
y(x) =40, =0
d+1—In |z|
T < 0,
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¢, d € (—o00,4+00] (kde pro ¢ = oo mame na mysli limitni p¥ipad y(z) = z-1)
a
c+1—1Inlx|

y(w) = c¢—1In|z|

,x € (—00, —€°), resp. x € (e, 4+00).

100+

—50F

—1001

Priklad 4. Reste rovnici y/ = =2,
y+x

Resend. Substituce y = xz vede na

p z—1
Tz +z=
z+1
, 1 2241
Z = ——
r z+1

Vidime, Ze neexistuji stacionérni feseni a feSeni budeme hledat na intervalech
I, = (—00,0), Iy = (0,+00) a pro z: J; = (=00, —1), Jo = (—1,40). Po
vydéleni ¢g(z) a zintegrovani mame

Invz2+1+arctgz =c—Injz|. (7)

Funkci na levé strané rovnice si oznac¢me G. Tuto funkci neumime zinvertovat
(z se ndm z rovnice nepovede vyjadrit), nicméné vime, ze funkce G je pro
z < —1 klesajici a pro z > —1 rostouci a zobrazuje tedy (—oo, —1) prosté na
(In\/2 — 7/4,4+00) a interval (—1,+00) prosté tamtéz. Mame tedy

In|z| € (—o0, ¢+ /4 —InV/2)

nebo-li
z € (0,eTATV2Y 1 pegp. g € (—ettT/ATV2 (),
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Reseni z je tedy déno implicitnim vztahem (7) a je definovano na jednom
z vySe uvedenych intervali. Konkrétnéji feSeni na prvnim intervalu je dano
vztahem

ll’l\/zQ—i—l_'_arctgzzc_lnx? t,] 1/z2+1_earctgz:_

a TeSen{ na druhém intervalu
C

Invz2+1+arctgz =c—In(—x2), tj. V22+1.e7%% = _c

X

Dosadime z = y/z, ndsobime obé strany |z| a mame implicitné zadana feseni

Y
Va2 +y? eyt — ¢ cc R

definovana na vyse uvedenych intervalech.

Jsou tato feSeni maximalni? Pro x — 0+, y > 0 mame y — e
r — 0—, y > 0 mame y — e*™/2 mizeme tedy napojit, pokud ¢; = ¢ + 7
a ziskdme FeSeni na (—e T Hm/A- V2 pertn/i-nv2) '/ krajnich bodech tohoto
intervalu mame z — —1, tj. y — —x. Po dodefinovani limitou nebude tedy
mit puvodni rovnice smysl. Nalezena feSeni jsou tedy maximéalni. Ze jsou
vSechna plyne opét z véty o jednoznacnosti a z toho, Ze kazdym bodem roviny
prochéazi nékteré z nalezenych feseni (to je vidét z nésledujici poznamky).

2 T T T

—7/2 a

grafy maximalnich reseni
jsou souvisle casti spiral

lezici nad, respektive pod, |
grafem funkee y = -x

-2 -1 0 1

Pozndmka. ReSent predchazejici Glohy mizeme elegantné vyjadrit v polarnich
soutadnicich © = rcos¢, y = rsing (r = /22 +y?, ¢ = arctgy/x + kn).
Resenim tilohy jsou ¢asti spirdl r = de~?. Vice o substitucich v diferencialnich
rovnicich se dozvite v kapitole o nelinearnich systémech.

Piiklad 5. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencialni rovnice

y =evT 4yl
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Resend. Substituct y = x - z pfevedeme na
e =1/
Pro z € (—00,0), resp. (0,+00) a z € R integraci dostaneme
—e “=Inlz|+c.
Funkce na levé strané zobrazuje interval R na interval (—oo, 0), tj.
In|z| 4+ ¢ < 0.

Odtud
|z| < e,

tedy
x € (0,e7°), resp. x € (—e 0).

Ze vztahu mezi ¢ a z dostavame

z2(z) = —In(—In|z| — ¢

y(x) = —zln(—1In|z| — ¢

na vyse uvedenych intervalech. Tato feSeni jsou maximélni, protoze pro x = 0
nema puvodni rovnice smysl a v bodech +e7¢ mé TeSeni nevlastni limitu.
Reseni jsou viechna, protoze vyplni celou mnozinu {(z,y) € R?, = # 0}.
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