Optimalni regulace

V této kapitole se budeme zabyvat tilohou

¥ = f(x,u), (1)
2(0) = o, (2)

kde = : [0,t] — R" je nezndmé funkce, zatimco u(-) je regulace, kterou
volime s cilem optimalizovat chovani systému v néjakém predem definovaném
smyslu.

Trida ,,pripustnych regulaci® mé nejcastéji tvar

U={u:(0,t) > R™ u je méfitelnd a u(s) € U pro s.v. s} (3)

kde U C R™ je konvexni mnozina. Obvykle plati m < n, tj. pocet stupnu
volnosti, kterymi na systém pusobime, je mensi nez celkova dimenze systému.

Predpokladejme, ze vlastnosti funkce f zarucuji, ze pro kazdé v € U
existuje prave jedno feseni ulohy (1-2) na intervalu [0, ¢]. Pokud toto feseni
splauje z(t) = x1, budeme fikat, Ze regulace u pfivadi xy do z; za cas t,
zapsano symbolicky

i —z)—> Zy. (4)

V teorie regulaci se nejcastéji setkavame s nasledujicimi typy uloh:

1. Pro dané z; a t > 0 charakterizujte mnozinu bodu z; takovych, ze
To —Z)—> x1 pro néjakou piipustnou regulaci. (Otazka regulovatelnosti).
ul-

, 9 " . . t
2. Pro dané x( a x; najdéte pripustnou regulaci u takovou, ze ro — 1,
u()
pricemz cas t je nejmensi mozny. (Casové optimalni regulace).

3. Hleddme u(-) € U takové, ze hodnota funkciondlu

Plu(-)] Ig(fv(T))+/0 r(z(t), u(t)) dt

je maximélni. Hodnota z(7") je ddna pevné (obecnéji, je prvkem predem
dané mnoziny), zatimco ¢as T" muze byt libovolny. Alternativné lze
uvazovat tlohu, kdy ¢as T je dén pevné, zatimco hodnota z(7") neni
predepsana.



Regulovatelnost. Linearni ulohy.

Jednoduché 1lohy na regulovatelnost lze resit pomoci elementarnich tvah.
Pro snazsi vyjadirovani zavedeme ndsledujici znaceni a pojmy.

Definice. Pro t > 0 a xg € R definujeme

R(t) = {zo € R"; g %> 0 pro vhodné u(-) €U }.

To je mnozina pocatecnich podminek, které lze za cas ¢ privést pomoci
pripustné regulace do pocatku, neboli oblast regulovatelnosti za cas t.

Systém se nazve lokélné regulovatelny v case t, pokud R(t) obsahuje okoli
nuly.

Priklad 1. Ukazte, Ze systém

7' =y
Yy =u, u e [—1,1],
je lokélné regulovatelny v okoli pocatku.

Resend. Staci uvézit, jak se chovaji feeni pro hodnoty u = =+1: feseni se
pohybuji po kiivkach
4
)
— =4x+ec
1 +

Ty vyplni celou rovinu a snadno si rozmyslime, ze pro libovolné ¢ > 0 obsa-
huje mnozina R(t) okoli nuly.

Piiklad 2. Nechf f: R™ — R" je C! na okoli pocatku. Potom systém
Y= f(ou, uel-L1] 5)
neni lokalné regulovatelny pro zadny cas ¢t > 0.

Reseni. Intuitivné vzato pritomnost skaldrni regulace u pouze meéni rychlost
pohybu feseni po kfivece, ktera je uréena rovnici

¥ = f(x), x(0) = 0. (6)

Piesnéji: necht X (¢) je teseni (6). Potom z(t) := X(f;u(s)ds) je Teseni
puvodni rovnice (5). Diky jednoznacnosti je toto jediné teseni (spliujici
x(T) = 0). Tedy R(T') obsahuje jenom body, nélezici trajektorii X ().



Budeme nyni uvazovat linedarni piipad, tj.

1’ = Az + Bu, (7)
z(0) =z (8)

kde A € R™" B € R™™ jsou konstantni matice. Za tiidu piipustnych
regulaci volime

U= L=(0,t;R™).

Klicovym objektem linedrni teorie je Kalmanova matice regulovatelnosti
K(A,B) = (B,AB, A*B, ... A" 'B).

Jedna se o matici n x mn. Hlavnim vysledkem linearni teorie je nasledujici
véta.

Véta 1. Pro kazdét > 0 je R(t) vektorovy prostor, generovany sloupci matice

K(A, B).

Dusledek. Uloha (7) je globdlné regulovatelnd — tj. R(t) = R™ — pro kazdé
t >0, prdvé kdyz Kalmanova matice KK(A, B) md hodnost n.

Pozndmka. Vsimnéme si, ze mnozina R(t) nezavisi na t. To souvisi s faktem,
ze pripustné regulace mohou nabyvat libovolné velkych hodnot. Ziejmé tedy
nema smysl hovofit o ¢asové optimélnich regulacich.

Piiklad 3. Uvazujeme systém

mz" = u, 9)
2(0) = zg, 2'(0) = yo.

Cilem je volit u(-) € L*(0,t) takové, ze z(t) = 2/(t) = 0. Rovnice popisuje
(jednorozmérny) problém ,,zaparkovéni“, kde m je hmotnost automobilu,
regulace u je tah motoru a zg, Yo vyjadiuji pocateéni vzdélenost od pocatku
respektive rychlost.
Rovnici prevedeme na soustavu prvniho fadu pro x a y = 2/, tj.
o' =y,

u

/
y:—_
m

Ve smyslu zapisu obecné soustavy tedy mame n =2, m =1 a

-0 )
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Tedy
0 L1
cam-(1 p)

m

a vidime, ze systém je globalné regulovatelny; dokonce v libovolné malém case
(ovSem za dosti nerealistického predpokladu libovolné velké sily motoru.)

Neni ptrekvapujici, ze jednim z dusledku linearni véty je lokalni vysledek
pro nelinearni problém.

Véta 2. Necht f: V x U — R" je tridy C*, necht V respektive U jsou
okoli nuly v R™ respektive R™, necht pripustné requlace jsou tvaru (3). Necht
(klicovy predpoklad) matice IK(A, B) md hodnost n, kde

Potom rovnice (1) je lokdlné regulovatelnd pro kazdé t > 0.

Pozndmka. Klicova podminka na hodnost (A, B) pochopitelné neni nutnd,
jak ukazuje Ptiklad 1 vyse.

Priklad 4. Uvazujeme pohyb kyvadla se tfenim, popsany rovnici

mz” + q(2') + sinx = u,
z(0) =z, 2'(0) = yo.

Funkee ¢(-) vyjadiuje tfeni a obvykle na ni proto klademe rozumné fyzikalni
pozadavky. Pro ticely pifkladu ndm postaci, ze ¢ je tiidy C* a q(0) = 0.
Ptevedeme rovnici opét na systém pro z a y, tj.
' =y,
1 1 1

Yy =——sinx — —q(y) + —u.
m m m

Lehce se spocita, ze prislusné linearizace jsou dany maticemi

=) =)

kde a = ¢/(0). Potom
1
kam=(1 ).
m  m?

m

coz je zjevné regularni matice. Systém je tedy lokalné regulovatelny.



Reste tlohy na regulovatelnost.

1. Dokazte, ze uvedené body Z nelezi v oboru regulovatelnosti ptislusnych
systému:

(a) & € {(z,y) € R% y > 0} (b) & € R?\ (0,0)
' =u ' = zy’u
y' = coshw y = 2’yu

(c) 7 € {(z,y) € R% 22+ 3> > 1}

pro (z,y) # (0,0); jinak 2’ =y' = 0.
(d) 2 € {(x,y) € R%; 22 +y > 1}

s prom—g ?+y#1
0, ?+y=1
y’:x2+u2

2. Naleznéte mnozinu regulovatelnosti soustav:

(a) (b)

x' = cos(zy)

¥ =y /
=cosT +u
/ #:,1» r+y#1 ’
y:
0, r+y=1

3. Urcete oblast regulovatelnosti systému

¥ = zyu

y' = arctg x — arccotgy.
Jak, pokud vubec, se tato mnozina zméni bez pozadavku esencidlni omeze-
nosti funkce u?
4. Aniz byste hledali pfesnd feSeni, navrhnéte regulacni postup (globalné
regulovatelného) systému

7 =siny

v =x+u.



¥r=—-x+z

y=y—z+u

d=—y+z—u

6. Pro jakou volbu vektoru (a,b) € R? jsou néasledujici systémy globélné

regulovatelné?
/
() =A0) ()
y y b

Matici A volime postupné jakozto

b)) Go) 04)

Zkuste vysledek nejprve uhodnout (resp. oduvodnit intuitivné) na zakladé
chovani systému bez regulace (tj. pokud u = 0).
7. Ukazte, Ze rovnice

2™ a4 far =

je globalné regulovatelna.
8. Pro n € N urcete oblast regulovatelnosti systému

1’ = Az + Bu,
kde
11 0 . 00
01 1 . 0 0
e 00 1 00
00 0 . 11
1 00 . 01
nxn
a matice regulaci B je tvaru
(a) (b)
0 1
0 1
0 1
1 nx1 1
nx1



9. Necht n € N. V z4vislosti na parametrech a, 8 € R uréete oblast regulo-
vatelnosti systému

1’ = Az + Bu,
kde
000 . 0 01
100 000
A 010 000
000 . 100
000 . o1o0/
a matice regulaci B je tvaru
(a) (b)
«
0 a
5 B
= B |:
0
3 5
nx1 5 nxl
10. Pro n € N urcete oblast regulovatelnosti systému
2’ = Az + Bu,
kde
01 2 n—3 n—2 n—1 9
1 00 0 0 0 1
A 010 0 0 0 g_|o0
000 . 1 0 0
000 0 1 0 0/
11. Pro n € N urcete oblast regulovatelnosti systému
2’ = Az + Bu,
kde
0100 ...0 0 1
0020...0 0 0
0
s 000 3 . 0 O B
0000 . 0 n—1 0
n 0 0 0 . 0 0 1
nx1



12. Ukazte, ze nasledujici systém je lokalné regulovatelny v pocatku:
¥ =r+y +u
y = sin z + u?

2 =x+siny+cosz—1

13. Zobecnéte znéni véty o lokalni regulovatelnosti tak, aby vysledkem byla
regulovatelnost rovnice na okoli predem daného bodu z. Tuto pak aplikujte
na dukaz regulovatelnosti nasledujicich systému na okoli piislusnych bodu z.
V nékterych piipadech bude nutno urcit spravné hodnoty parametru o, 8,y €
R.

(a) T = (n/2,0,7)

v’ = sin(ayz) + u?
y = cosz + fu
2 = cotgx + cosy +sinz + vy

(b) = (1,1)
¥ = —Bry+y* + 8P — B+ (a—1)(a+1)
Yy = ar — 3+ Bu
(c)ze{(r,y) eR* we(—n/2,n/2) N —y =T}
2’ = asinz — Bcosy — u?
y =sin®x + Bcos’y +u
(d) Z € {(z,y) € R?% 2 +y* =4 Axy > 0}

o= a2+ 2 — 2 -y +ux

y/ — ez2+y2 + uy



Navody a reSeni.
1) (a)y > 1

(b) Lze si povsimnout (z? — y?)’ = 0, a proto ihned vylou¢ime body (z,y)
nevyhovujici rovnici 22 = y? (viz Obrézek 1). Neregulovatelnost (1-
dimenzionaln{) rovnice 2/ = x*u se ukéze integraci a uzitim esencidlni
omezenosti u.

(c) Po prechodu do poldrnich soutadnic, k némuz nabadaji radidlni cleny,

ziskame
"= /r(l —/r)cosw
w' = rusinw.

Pronikne-li tedy feSeni na jednotkovou kruznici, jiz ji neopusti.

Jestlize se nechceme uchylovat k polarnim soutadnicim, je mozné prvni
rovnici vynasobit x, druhou vynasobit gy, obé rovnice sec¢ist a vSimnout
si, Ze na jednotkové kruznici plati (22 + y?)’ = 0.

(d) Ocitne-li se feseni na deélici parabole, muze z ni pokracovat pouze v
kladném sméru osy y.

2) (a) Po zakresleni zadaného vektorového pole (viz Obrazek 2) po chvili
vylouéime vse kromé mnoziny {(0,s); s € (0,1)}, na niz si vystacime s
volbou u = 1.

(b) Po grafickém ztvarnéni (podstatné je spravné nakresleni kiivek zy =

5 + km, viz Obrézek 3) vyvodime jako oblast regulovatelnosti mnozinu
{(z,y) € R* z < 0}.
Priklad regula¢niho postupu je prvné polozit u = —2sgnyy + yo/To.
Takto se nam podafi setkat se s trajektorii regulovaného teseni, které
existuje v mnoziné {(z,y) € R?% |zy| < 7/4 Az < 0} a pfi zpétném
probihdni ma v nekoneéném case limitu (0, —o00).

3) Na mnoziné {(z,y) € R? y = 0} pozorujeme y’ < 0 (viz Obrdzek
4) a na jistém okoli pocatku 3’ < ¢ < 0. Odsud plyne neregulovatelnost
{(z,y) € R?% y < 0}. Mnozina {(0,y); y > 0} naopak regulovatelnd je bez
ohledu na volbu u. Na ostatnich zatim nezminénych oblastech plati kvuli
klesavosti y pobliz osy x odhad |2'| < |z|-yo - ||ul|,. Odpovidajici feSeni jsou
proto v z-soufadnici odrazend od nuly funkef zgexp(—t - yo - ||ull.)-
Upustime-li od pozadavku ||u|| , < oo, stdle nejsme schopni vylepsit situaci
mnoziny {(z,y) € R? y < 0} ze stejnych divodu jako v predchozim piipadé.
Totéz vsak neplati pro {(z,y) € R?; z # 0, y > 0}. Volbou u jako po ¢éstech
konstantnich ,schodu do nebe” jsme schopni udrzet |z'| > ¢ > 0, kde ¢
je konstanta dost velkd na to, aby se TeSeni blizilo k ose y rychleji nez k
ose x (napi. ¢ = 3m|zolyy*/2). Kvili limity monoténni posloupnosti musi



takové Teseni nutné skoncit na ose y v ¢ase seshora omezeném konstantou c.
Zeslabenim predpokladu jsme tak rozsitili oblast regulovatelnosti na {(z,y) €
R?; y > 0}.

4) Ideu rozvedeme ve tiech krocich, jejichz poskladanim regulujeme feseni
o libovolné pocateéni podmince. Pro lepsi predstavu viz obrazky 5 a 6.

I/(zo,90) = (0,2km), k € N.

Polozme u = —1. Protoze nyni

—1)2 !
<—<x 5 ) —|—cosy) =0,

fesen{ o uvedené poc¢dtecni podmince splituje © = 1—+/3 — 2 cos y, coz je
2m-periodickd funkce v proménné y, striktné zapornd na (2(k—1)m, 2kn).
Odtud a z rovnice pro 1 dostdvame, ze prislugné feSeni dorazi do bodu
(0,2(k — 1)7), a to nejpozdéji v ¢ase t = 2. Povsimnéme si navic

C = max lz(y)| = V5 — 1.

y€[2(k—1)m,2kn]

Analogicky postup s u = 1 zajisti prechod (0, —2k7) — (0, —2(k —1)7).

I1/(xo,y0) € {(z,y) € R?* y € 2kn + 5n/4,2km + T /4], k € Z N (z,y) lezd
napravo od trajektorie z pfedchoziho bodu mezi (0, 2(k+1)7)a(0, 2km) }.

Interval [2km + 57/4,2km + 7r/4] znaéi pas, v némz o' < —1/v/2.
Vhodnym prepinanim u v tomto intervalu s y-soufadnici zustaneme.
Dosdhneme tak driftovani v z-soutadnici az do styku s trajektorii z
predchoziho bodu, kdy zapojime jemu piislusejici hodnotu u. Délka
doby trvéni této faze nepickroci hodnotu v/2(|z| + C).

Zcela analogicky by postup fungoval pro (xg, yo) takové, ze yo € [2km +
w/4,2km + 3w /4], k € Z, a navic (xg,yo) lezi nalevo od trajektorie z
predchoziho bodu mezi (0,2(k + 1)7) a (0, 2k~).

II1/(x0, yo) vSude jinde.
Dosazenim vhodné konstanty za u dorazime do ,,potrubi” z piredchoziho

piipadu nebo prektizime trajektorii z prvniho ptipadu. Kupiikladu vol-
bou u = —xg + 27 se tak stane za cas t < 3.

5) Kalmanova matice ma rank 2 a jeji sloupce generuji nadrovinu y+z = 0.
6) (i) a®> +b* #0, (ii) ab # 0, (iii) b* + 2ab — a* # 0.
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7) Pievedte na systém n rovnic; Kalmanova matice mé na vedlejsi dia-
gonale jednotky a nad ni je nulova.

8) (a) K(A, B) je dolni trojihelnikova matice s jednickami na diagonale.

(b)
1 2 on—1
n—1
cam = |12 2
1 2 on-t
Sloupce Kalmanovy matice generuji lin{(1,1,...,1)}.

9) (a)
a g 0 . 0 0
0 a p 0 0
K(A, B) = 0 0 « 0 0
00 0 a B
g 0 0 0 «

nxn

Je-li n liché, pak: a # —f = h(K(A, B)) = n.
a=—0F%#0= h(K(A,B)) =n — 1, sloupce K(A, B) generuji nadro-
vinu (1,...,1)*+.

Je-li n sudé, pak: a # +£8 = h(K(A, B)) = n.

a=—0F%#0= h(K(A,B)) =n — 1, sloupce K(A, B) generuji nadro-
vinu (1,...,1)+.

a=L+#0=h(K(A,B)) =n—1, sloupce K£(A, B) generuji nadrovinu
(1,-1,...,1,—1)%

K(A, B) =

nxn

a = [ # 0= sloupce (A, B) generuji lin{(a, v, ..., )}
a=—(n—-1)8#0= h(K(A, B)) =n — 1, sloupce generuji nadrovinu
(1,...,1)*%

11



10)

2 -1 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0

0 -1 2 -1 0 0
KAB =0 0 -1 2 0 0

0 0 0 0 2 -1

0 0 0 0 -1 2/

Kalmanova matice je regularni, o ¢emz se muzeme presvédcit napiiklad
vypoctem jejiho determinantu. Po sestaveni rekurentniho vztahu a ovéreni
néstielu vyvozeného z n = 1,2, 3 vyjde det(K(A, B)) =n + 1.

11)

10 0 0 0 (n—1)!

0 0 0 0 (n—1)! n!
]C(A)B) = 1o 0 (n—3)(n—2)(n—-1) 0 0

0 0 (n—2)(n—1) (n—=2)(n—1)n 0 0

0 n—1 (n—1)n 0 0 0

1 n 0 0 0 0

Kalmanova matice je reguldrni (opét lze snadno spocist det(IC(A, B))).

13) Jedind modifikace spociva v predpokladu f(Z,0) = 0 a v uzivani
V.f(Z,0),V,.f(z,0), kde 2’ = f(x,u) — zobecnéni f(0,0) = 0, V.f(0,0),
V.f(0,0). V dalsim znaéme A =V, f(z,0), B = V., f(Z,0).

(a) (c)

K(A,B) = 2 " —o?ﬁw KA B) = <(1) sicr?(SQfC))
0 0 afm
a#0,6#0,v=-1 a=p=-1
(b) , @
k4. 5) = (g _0‘52 ) r —6
mb=s K= (5 o)

12
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Obrazek 1: Uloha 1b — troviiové mnoziny funkce z? — y? pro hodnoty
~3,-2,....3.

Obrazek 2: Fazovy portrét cviceni 2a, v némz stejné barvy znadi stejnou
kombinaci znamének x’ a y'.
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Obréazek 3: Uloha 2b — troviiové mnoziny funkce zy pro hodnoty —5m/2,
—3m/2...5m/2 se zndzornénym smérem z’. Zvyraznénd je mnozina {(x,y) €
R% |zy| < w/4 Az < 0}

Obrazek 4: Pomoc ke cvicéeni 3, kde zvyraznéni znaci 3y’ < 0.
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Obrazek 5: Ztvarnéni o’ ze cviceni 4.
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Obrazek 6: Trajektorie regulovanych feseni zac¢inajicich v bodech (0, —27) a
(0,27) ze cviceni 4. Zvyraznéné oblasti znac¢i pocateéni podminky spadajici
do kroku II.
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Pozorovatelnost.

Uvazujme nyni obecnou nelinearni rovnici

' = f(z) (10)
a definujme ,,pozorovanou veli¢inu”

kde g : R® — R™. Opét obvykle plati m < n, tj. pozorovani obsahuje méné
informace nez cely systém.

Definice. Rekneme, 7e rovnice (10) je pozorovatelns skrze velicinu (11),
jestlize pro libovolna dvé TeSeni xq, o a cas t > 0 plati:

g(x1) = g(z2) na [0, 1] —  11(0) = z2(0).

Pozndmka. Vzhledem k jednoznacnosti feseni je zdvér implikace x1(0) =
25(0) ekvivalentni tomu, ze Feseni se shoduji na celém intervalu [0, ¢].

Ulohy na pozorovatelnost l1ze opét fesit na zdkladé elementarnich tvah.
V linearnim piipadé lze situaci vyftesit obecné; navic se ukazuje, ze pozoro-
vatelnost je v jistém smyslu dualni pojem k regulovatelnosti.

Véta 3. Necht A € R™™ g B € R™" jsou konstantni matice. Potom rovnice
¥ = Az (12)

je pozorovatelnd skrze
y = Buz, (13)

praveé kdyz rovnice
v =AYz + BTu

je globalne regulovatelnad.

Dusledek. Rovnice (12) je pozorovatelnd skrze (13), prdve kdyz K(AT, BT)
md hodnost n.

Priklad 5. Najdéte nutnou a postacujici podminku na ¢isla a,;, aby systém

!
T = anr + any

Y = anz + any

byl pozorovatelny skrze veli¢inu x.

17



Resent. V souladu s predchozi vétou mame
A— a1 421 BT — 1
aipp axp)’ 0/

K(AT, BT) = (1 C‘“) :

O a12

Tedy

tato matice ma pozadovanou hodnost 2, pravée kdyz a5 # 0.
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Reste tlohy tykajici se pozorovatelnosti.
14. Najdéte (co nejjednodussi) piiklad matice A takové, aby systém

/

byl pozorovatelny pouze na zakladé proménné x. Pripadné charakterizujte
takové matice.

15. V zavislosti na m,n € N, m < n, rozhodnéte, pro jaka V' € R™*" bude
systém z’ = Ax pozorovatelny skrze veli¢inu y = Vi, kde

1 2 3 n

2 4 6 2n
A=13 6 9 3n

n 2n 3n n?

(a) 2’ =y (b) o' =y?
y = 22 y = —qt
Vi=x—y Vi=x-y
Vo==x Vo==x

17. Uvazme systém
xr=uxy

y =-y/z.

Rozhodnéte o jeho pozorovatelnosti velicinou V' = =z - y, budete-li brat v
tvahu pouze nasledujici poc¢ateéni podminky (zg, yo):

(a) (zo,v0) € R?\ lin{es}
(b) (w0,90) € {(a,a)] a € R\ {0, £1}}

18. Aniz byste se odkazovali na teorii regulaci, rozhodnéte o pozorovatel-
nosti rovnice z” — 2" 4+ 2’ — x = 0 pomoci veli¢in:

(a) V=x+2"
(b) V=x+a +2"
(c) V= (z+a")a
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19. Dokazte, ze systém

=y

y/ —
neni pozorovatelny skrze veli¢cinu V' = sin i
(tip: soustifed'te svou pozornost na pfipad yg = V2e%0)
20. Méjme linearni systém

=y

I __

Yy = —T,

(z,y) = (x(t),y(1)), t<[0,7].

VysSettujte jeho pozorovatelnost pomoci zadanych velicin. V piipadé nepo-
zorovatelnosti charakterizujte vSechna teSeni, jez dana veli¢ina vzdjemné ne-
odlisi.

(a) V =22 + 42 (V=5 ()

b)YV =z kde S = S(t) je obsah oblasti vy-
mezené kiivkou {(z(s),y(s)), s €

() V=a-y [0,t]} a spojnicemi jejich krajnich

(d) V= x(0) - y(0) bodu s pocdtkem (0,0).
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Resent.

14) Prvni fadek (0, 1,0), druhy téddek (0,0, 1). Mensi hodnost nez dva mit
A nemuze.

15) Sloupce matic A(= AT), A%, ..., A"~ jsou nasobky vektoru (1,...,n),
a proto sloupce K(AT, VT) generujf lin{vy, ..., v, (1,2,...,n)}, kde v; jsou
radky matice V. Systém tedy bude pozorovatelny na zdkladé V', prave kdyz
m=n—1a{vy,...,om, (1,2,...,n)} je linedrné nezavisla mnozina.

16) (a) zp = yo = Vi = 0, ¢ili systém neni pozorovatelny pomoci V;.

Systém je ovSem pozorovatelny pomoci V5. Muzeme dokazovat sporem
(' = 22 Ay # y2), uzijeme neklesavost y.

(b) xy = 1/yo = Vi = 1, a tedy systém neni pozorovatelny skrze V;. Pozo-

rovatelnost na zakladé V5 se dokaze obdobné jako pro predchozi systém.

17) (a) 2o = 1/yo = Vi = 1, systém neni pozorovatelny.

(b) Pti oznaceni ¢ = (z3 — 1)/z0 je fesenim uvedeného systému

2 ct
xhe” — 1
t) =
w(t) = =
CIQGCI‘,
t) = —0°
y( ) IL‘%ed . 1

Z veliciny V = x -y = x3e 1ze xy jednozna¢né urcit, a proto je systém
pri uvedenych povolenych pocatecnich podminkach pozorovatelny.
18) z(t) = cre' + cysint + c3 cost,
kde ¢ 23 = ¢123(x0, ), 2f) je bijekce R? — R3.
(a) V =a+ 2" = 2ci€,
a tedy V nerozlisuje feSeni s totoznym c;. Rovnice pomoci V' neni po-
zorovatelna.

(b) V =2+ 2’ + 2" = 3cie' + cycost — ¢y sint,
odkud 1ze (¢, g, ¢3) (proto i (zg, xp, z4)) jednoznaéné urcit. Rovnice je
skrze V' pozorovatelna.

(¢) V nedéld rozdil mezi fesenimi s opacnymi znaménky, ¢ili rovnice neni
pomoci V' pozorovatelna.

19) Uvazujeme-li piipad yo = /2¢e%0, je zadany systém fesen funkcemi

9 2
z(t) =In (2 — y0t> + xg

2Yo
1) =
y(t) p—
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a odtud

V= sin L — s ( 1 t> : ( 1 t)
=sin— =sin| —— = )] =sin - = .

Yy Yo 2 V2emo 2
Zvolime-li nyni druhou poc¢ateéni podminku jako

ero
1+ 21/ 2e0’

pak ze sinové periodicity nebudou piislusna reseni skrze V rozliSena.

T =2In

20) Uvedenou soustavu fes

x(t) = rosin(t 4+ wp)
y(t) = 1o cos(t + wp),

kde (z(0),y(0)) = (rosinwg,rocoswyp), 1o > 0, wy € [0,27). Vzhledem k
omezeni defini¢niho oboru na interval [0, 7] je grafem pulkruznice se stiedem
v pocatku, vykreslovana konstantni rychlosti v zdporném sméru.

(a) nepozorovatelnost
Vsechna teSeni s totoznou hodnotou rg splyvaji.

(b) pozorovatelnost
Pomoci teorie regulaci nebo elementarni ivahou.

(¢) nepozorovatelnost
Nelze rozlisit feseni (x,y) a (—z, —y); neboli veli¢ina V' = %21 sin(2¢+2wy)
urci wy az na nasobek 7, potfebovali bychom az na nasobek 2.

(d) nepozorovatelnost
Splyvaji feseni splaujici (x(0),y(0)) = (=
pocatecni podminkou na osach z,y pro V'

(0),V/z(0)) pro V # 0 a's
=0.
(e) pozorovatelnost

2
S(t) = "2t a uzitim souctového vzorce dostaneme

3
V= —"%¢cos <t+w0+%),

V2

odkud jsme na [0, 7| s to jednoznacéné urcit (rq, wp).
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Casové optimalni regulace. Princip maxima.

Nyni se budeme zabyvat opét linearni tlohou
x' = Az + Bu, (14)

ovsem za predpokladu omezenych hodnot pripustnych regulaci. Presnéji feceno,
pozadujeme

u(-) €U ={u:(0,t) = U méfitelné, U = [—-1,1]"} (15)

Cilem je zvolit u(-) takové, ze xg —Z)—> 0 v nejkratsim mozném case.
Vsimnéme si nejprve otdzek regulovatelnosti tlohy (14-15). Oznaéime
opét
R(t) = {zo € R™; g % 0 pro vhodné u(-) €U }

a déle definujme

R=JR(@).

>0
Potom plati nasledujici véta.
Véta 4. Necht matice K(A, B) md hodnost n. Potom pro kazdé t > 0 je
uloha (14-15) lokdlné regulovatelnd, tj. obsahuje R(t) okoli 0.

Jestlize navic ReX < 0 pro kazdé vlastni ¢islo X matice A, je loha
globdlné requlovatelnd, tj. R = R"™.

Otézka existence ¢asové optimdlni regulace je téz snadno tesitelna — a to
diky linearité rovnice a konvexité mnoziny U.

Véta 5. Necht xg € R(t) pro néjakét > 0. Potom ezistuje t* <t au*(-) €U

;. t* . . . o, .
takové, Ze xg T 0, kde cas t* je nejmensi mozny.
u* (-

Nésledujici véta dava nutnou podminku optimality dané regulace.

Véta 6 (Pontrjaginuv princip maxima). Necht u(-) € U privddi rovnici (14)
do 0 v optimalnim — tj. neyjmensim mozném — caset. Potom existuje nenulovy
vektor h € R™ tak, Ze

h' exp(—sA)Bu(s) = max h' exp(—sA)Bn (16)

776[_171]7”

pro skoro vSechna s € (0,1).
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Pozndmka. Pripomenme si Lagrangeovu vétu o multiplikdtorech. Nutnou
podminkou toho, aby bod x byl extrémem funkce f(x) vzhledem k mnoziné

{z; g1(x) =0, ..., gr(x) = 0}, je — za vhodnych predpokladu na hladkost
funkei f, g; — existence ¢isel Ay, ..., Ay takovych, ze
Vg(z) = MVagi(z) + -+ N Var(z). (17)

Pii feseni pifkladu obvykle nemusime pocitat hodnoty A;; z rovnice (17)
ziskame jakousi ¢astecnou informaci, diky niz omezime mnozinu ,,podezielych “
bodu na nékolik malo prvku. Spolu s informaci o ezistenci extrému pak ,,pa-
chatele“ snadno identifikujeme.

Zde je situaci podobné: podminka (16) pusobi dosti zahadné, ovsem v
konkrétnim piipadé snadno poskytne dost informace, abychom mohli identi-
fikovat tvar optimalni regulace.

Piiklad 3 — pokracovani. Hledejme regulaci u : (0,t) — [—1, 1], kterd
zaparkuje v nejkrats$im case. Jeji existence je zarucena Vétami 4, 5 spolu s
nulovosti spektra matice A. Pfimo z definice se lehce spocité, ze

exp(—sA) = (é _15) |

Dle Pontrjaginova principu maxima existuje nenulovy vektor h = (hq, hs)
takovy, ze
(hy — his)u(s) = max (hy — hys)n.
nel-1,1]

Odtud lehce plyne, ze u(s) = sgn(hs — hys) pro s.v. s. To specidlné znamena,
ze v nabyva pouze hodnot +1 a ke zméné znaménka dojde nejvyse jednou.
Za ucelem konstrukce optimalnich regulaci je uzite¢né nacrtnout chovani
systému pro u = £1. Snadno se ukaze, ze odpovidajici prvni integraly jsou
paraboly

m
+r=c— —(2)?
2
Optimalni regulaci je nejlépe konstruovat pozpatku: pro u = —1 vidime

na obrézku ?? feseni, privadéjici systém v kone¢ném ¢ase do poc¢atku (modré).
K této trajektorii dorazime pomoci u = 1 (Cervend). Neni obtizné si roz-
myslet, ze libovolnou pocatecni podminku lze takto regulovat pravé jednim
zpusobem.

Princip maxima — obecny pripad.

Na zavér zformulujeme Pontrjagintuv princip maxima v obecném tvaru coby
nutnou podminku optimalniho fizeni.
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Obrazek 7: Piiklad 3 — feSeni pro u = —1 (modré) a u = 1 (Cervené).

Uvazujeme obecnou tlohu
¥ = f(x,u), (18)
s pripustnymi regulacemi tvaru
u(-) €U ={u:(0,T) = U; u je méfitelnd a u(s) € U pro s.v. s}, (19)

kde U C R™ je libovolna mnozina. Cilem je maximalizovat funkciondl
T
Plu()] = g(e(T) + [ rla(t)uie) . (20)

Zavedeme nasledujici pojmy. Hamiltonian H : R™ x R” x R™ — R jako

H(vav CL) - f(xv CL) "p+ T(Iv CL)
a tzv. adjungovanou 1lohu

p/ = —va(JI,p, u) (21)
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Véta 7. Necht u(-) je mazimum tlohy (18-20), kde ¢as T > 0 a pocdtecni
podminka x(0) = xq jsou zaddny, zatimco x(T) je neurceno. Predpoklddejme,
ze funkce f, r a g jsou spojité a maji spojité derivace vzhledem k x.

Potom pro s.v. s € (0,T) plati

H(z(1), p(t), u(t)) = max H(z(t), p(t),n),

nelU
kde p(t) je Teseni adjungované tlohy (21) s koncovou podminkou
p(T) = V.g(2(T)). (22)

Predpoklady véty zarucuji, ze pro dané u(-) € U existuje praveé jedno z(t)
feSeni rovnice (18). Adjungovand rovnice po slozkéch je

Z o alt),u0)py — gl u0), (1) = 2L AT))
To je linedrni rovnice a mé tedy — pro dand z(t), u(t) — jediné feseni p(t) na
intervalu [0, 7.
Priklad 6. Narodni hospodarstvi se ridi rovnici
' = kzu,
kde z je celkovy kapital, & > 0 je konstanta vyjadiujici pfirozenou miru

rustu, a

w: (0,7) — [0,1]

vyjadruje procento reinvestic, tj. 1—u je ¢ast produkce, kterd je spotfebovana.
Cilem je volit u takové, aby celkovd spotieba

Plu()] = / (1 - u(t))z(t)dt

byla maximalni. Cas T > 0 je pevné dan; hodnota z(7") miize byt libovoln4.
Resend. Ve smyslu zavedeného znacen{ je Hamiltonian roven

H =z(1+ a(pk — 1)).
Pontrjaginuv princip maxima tedy k4, ze v pripadé optimalniho feseni

x(t)(l + u(t)(p(t)k — 1)) = max x(t)(l +n(p(t)k — 1))

n€l0,1]
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Je rozumné predpokladat x(0) > 0, odtud x(t) > 0 pro kazdé ¢t > 0. Staci
tedy maximalizovat druhou zavorku; odsud dedukujeme, ze optimalni fizeni
splnuje

0, kud p(t)k < 1,

1, pokud p(t)k > 1.

Nyni je treba urcit feSeni adjungované tlohy. Protoze %H =1+a(pk —1),
jde o rovnici
Y = —1, pokud p(t)k < 1,
—pk, pokud p(t)k > 1.

Pro nasi ulohu je g = 0, tedy ptislusna koncova podminka je
p(T) =0.

Nyni (postupem pozpatku od ¢t = T') dopocitame, ze

N T —1t, tG[T—%,T],
P = exp (k(T —t)—1), t<T—1.
Celkem dostavame: pokud % < T, je optimélni volit u =1 pro t € [0,T — %]
au=0prote[I'—,T].Vpipadé ¢+ > T volime vidy u = 0.

Piiklad 7. Uvazujme rovnici 2’ = z/u, x(0) = 1. Naleznéte nutnou podminku
na u:[0,7] — [1,3], aby Plu(-)] = f03 x(t)u(t)dt bylo maximalni.

Resend. Hamiltonian je H = z(p/u+u). Z linearity rovnice pro 2 a pocatecn{
podminky plyne, ze x(t) > 0; tedy podminku maxima lze napsat jako

Wt)—'—u(t) —arg[élmg]T—Fa

Vysetieme prubéh funkce h(a) = 2 +a, a > 0, v zdvislosti na py € R. Pro
po < 0 je h(a) striktné rostouci. Pro py > 0 je ryze konvexni s globdlnim
minimem v bodé a = /py. V obou pifipadech je maximum vici a € [1,3] v
jednom z krajnich bodu intervalu. Dosazenim lehce spocteme, ze pro pg > 3
j€ Qmazr = 1, zatimco pro py < 3 je ez = 3.

Z principu maxima tedy dostavame, ze u(t) = 1 pokud p(t) > 3, zatimco
u(t) = 3 pro p(t) < 3.

Adjungovana rovnice ma tvar

p=——L_uw),  pB3)=0,



nebot ¢ = 0. Resen{ sestrojime opét ,,odzadu®. Oznaéme
to=inf {t € [0,3]; p <3 na [t,3]}.

Ze spojitosti je tg < 3 a patrné p(t) < 3 a tedy u(t) = 3 na (to,3]. Mdme
tedy rovnici p’ = —p/3 — 3, jez ma obecné feseni p = ce /3 — 9. Z podminky
p(3) = 0 plyne ¢ = 9e. Celkem mame

p=9e"2 9, te(t3] (23)

Z definice to déle plyne, ze p(to+) = 3, nebo t; = 0. Funkce (23) nabyva
hodnoty 3 v bodé t =3 —31In4/3 > 0, tedy nutné

to =3 —3In4/3. (24)

Na intervalu [0, %) je p patrné klesajici a kladn4; tedy specidlné zde mame
p > 3 au = 1. Adjungovana rovnice pirechdzi na p’ = —p — 1. Obecné FeSeni
je p=ce " — 1, z podminky p(to) = 3 mame ¢ = 4(3/4)%¢*. Shrnuto

A\ 3
p=4 (g) et =1, te0,t). (25)

Podstatna je ovSsem informace ohledné optimalniho fizeni, tedy v = 1 na
(0,t9) a u =3 na (to,3). — Zduraznéme, ze jsme pouze ukazali, Ze existuje-li
optimalni fizeni, ma nutné tento tvar. Existence maxima (vzhledem k neli-
nearité ulohy) je netrividlni problém. Odtud jiz snadno dopocteme i hodnoty
fesenf: z = €' pro t € [0,ty] a x = L™/ pro ¢ € [to, 3].
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Reste tlohy na Pontrjagintv princip maxima.

21. Zavazi na pruziné se ¥idf rovnici 2” +z = u. Najdéte silu u : [0, +-00) —
[—1,1] takovou, ze x = 2’ = 0 nastane v nejkratsim case.

22. Policejni viz se r1d1 rovnim ¥ = u, x(O) = 0. Urcete tah motoru u :
[0,7] — R tak, aby Plu(-)] = — fo (t))* + au?(t)dt bylo maximalni.
Cas T > 0, konstanta Q > 0a trajektorle zlo¢ince z(t) je ddna. — Reste
obecné a pak pro piipad (i) z(t) = 1, (ii) 2(¢t) =t a (iii) 2(t) = cost, a = 1,
T = 2.

23. Je déna rovnice ' = x + u. Urcete u : [0,7] — R tak, aby Plu(-)] =
- OT 22(t) + v?(t)dt bylo maximélni. * Hledejte regulaci ve tvaru zpétné
vazby, tj. odvod'te rovnici pro ¢, kde u( ) = a(t)x(t).

24. Maximalizujte P[u fo 22(t) — 3u(t)dt, kde 2/ = . + u, x(0) =4 a
w:[0,T] — [0,2].

25. Maximalizujte Plu(-)] = f04 3z(t)dt, kde ' = x4+ u, z(0) =5 a u :
[0,7] = [0,2].

26. Maximalizujte Plu(-)] = f02 z(t) — u?(t)dt, kde 2’ = u, z(0) = 0 a
u:[0,7T] = R.

27. Maximalizujte Plu(-)] = —1 fol 22(t) + u?(t)dt, kde 2’ = u—z, z(0) = 1
u:[0,7T] = R.
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Reseni.

21) Prevedenim na systém mdame tvar (14), kde

()

Existence optimalni regulace je zarucena Vétami 4, 5. Princip maxima dava

(—hysint + hg cost)u(t) = ﬁi)f(_hl sint + hg cost)n,
IS

pro vhodny nenulovy vektor (hi,hs). Lze psat (hy,hy) = (asinw,acosw),

kde a > 0, w € R. Odsud max, na cos(t + w); vidime, ze optimalni v méni
hodnotu 1 a —1 s periodou m, presnéji

u(t) = sgncos(t + w). (26)

Pro uw = +1 jsou feSeni kruznice (v roviné (x,z’)) o stfedech (£1,0). Lze
si rozmyslet, Ze pro kazdou pocatecni podminku existuje jedind optimalni
regulace ve tvaru (26).

22) Hamiltonién H = pu — au? mé jediné maximum pro u = p/2a. V

optimélnim pripadé méame tedy =’ = p/2a, x(0) = 0; adjungovana tloha je
p =2z — 2z, p(T) = 0. To lze pfevést na jedinou rovnici

kde ¢ uréime tak, aby /(7)) = 0 ( <= p(T) = 0). Pro uvedené konkrétni
hodnoty mame za prvé

z =1 — cosh(t/v/a) + cy/asinh(t/+/a) (i)
odsud ¢ = tanh(7T'/y/«). Ve druhém piipadé
r=1t—+a(c—1)sinh(t/v/a); (ii)
odsud ¢ — 1 = 1/ cosh(T'/y/«). Konetné zatieti

cost+2c—1 t+20+1 _t (iid)
T = e e iii
2 4 4 ’

odsud ¢ = tanh(27)/2.
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23) Hamiltonidén H = pr — 2% + pu — u? mé jediné maximum pro u = p/2.

Adjungovand tloha ma tvar p’ = 2z — p, p(T) = 0. Je tedy nutno nalézt
feSeni soustavy

¥ =ux+p/2, z(0) = o,
plzzx_pa p(O):p()a
kde py volime tak, aby p(7') = 0. Zpétna vazba: ozna¢me d(t) = p(t)/x(t),
tj. c(t) = d(t)/2. Rovnice pro d(t) je po dosazeni
2

d
d=2-20-=, dT)=0.

Jeji teseni najdeme konecné ve tvaru d(t) = 2b'(t)/b(t), kde pomocna funkce
b(t) splnuje rovnici

V420 —b=0, b(T)=1, ¥(T) =0,

kterou jiz umime tesit.

24) u = 2, x = 6e' — 2 na [0,¢]; u = 0, z = (6 — 2e7 )€’ na [ty, 2], kde
to =2 — In(5/2).

25) u =2,z ="Te ' —2nal0,4].

26) u=—t/2+1, x = —t*/4+ ¢ na [0, 2].

27) u =1 (V2 + 1)eV + coe V2 1 = —co(V2 4 1)e V2 + ¢V, kde ¢,
co volime tak, aby z(0) =1 a u(1) = 0.
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