Reseni

28) Fundamentélni systém je e, te'. Hleddme feSent y(t) = ae’+bte’ splitu-
jict y(0) = 0, ¥/(0) = 1. To je FeSeni te'. ReSeni nehomogenni rovnice tedy
jsou

y(t) = ce' + dte’ + /t(t — 5)e"* f(s)ds.
0

29) y(t)—g(t) = (e —te') — (e'/2—te' /2), tj. pro t = 1 méme |Je® — 3¢5| =
2¢°.

30) y(t)—y(t) = fot(t—s)et_s(s—sin s)ds, tj. prot = 1 méme 3—e—3 cos 1.

31) Bud f(t) := 2"(t) — (t) > 0. Pak a(t) = ce’ +de~* + [ L(e"* —
e ) f(s)ds > 0 a z pocatecnich podminek ¢ > 0 a ¢ +d > 0. Odtud uz
snadno plyne tvrzeni.

32) Bud f(t) :==2"(t) + z(t) > 0. Pak x(t) = sint + x(0) cost + fot sin(t —
s)f(s)ds > 0, pokud z(0) = 0. Pokud z(0) > 0 a f(t) = 0, pak z(f) < 0 na
(m/2, ).

33) Oznacme f(t) := e ' (2"(t) — 2/(t)), pak

t
1
x(t) = ¢+ et +cze” + / §(et_s + ¥t —2)e f(s)ds
0

t
1
— cl+626t—|—63et+et/ 5(1_i_62572t_esft)f(s)ds
0

Funkce 1 + €72 — ¢~ nabyva minima 1+ 1/4 — 1/2 = 3/4, mame

x(t) > e'(co + g/o f(s)ds —¢)

a protoze f je zdola omezena, také zavorka v poslednim vyrazu se blizi k
+00.
34) Bud f(t) := 2" (t) — 2/(¢), pak

t
1
2(t) = c1 + coe’ + cze” + / i(et_s +e57 —2)f(s)ds
0

Pokud napt. f(t) = ¢, mame
z(t) =ci+ el +ese el et —2 -2 - —o0,

pokud ¢y < —1.
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35) Regeni rovnice bude y(t) = (2¢' — e*)yo + [, (€2 — e=*)sds, tj.
y(t) — g(t) = (2e! — ) (yo — Go) < 1. Z tvaru funkce |2e* — €| plyne, Ze
nabyva maxima v bodé 10, tj. |yo — 70| < (€2 — 2¢!9)71.

36) Ihned z integralniho tvaru variace konstant
t
=l < [ Jsine = 9) 11i(5) ~ fals)lds.
0

37) Homogenni soustava s konstantnimi koeficienty je autonomni, tedy je-
i t — ®(t)C Feeni, pak i t — P(s + ¢)C je feSeni. Toto FeSeni mé v Case
0 hodnotu ®(s)C, tj. musi platit ®(s + t)C' = &(t)P(s)C pro vSechna C.
Odtud ®(¢)®(s)™' = ®(t — s) pro s < t.

38) Vydélme nejprve rovnici (10) ¢islem ag. Je tfeba ukazat, ze fundamen-
talni matice ® pro rovnici n-tého fadu mé na pozici (®)y,, funkci w z Véty 4,
je-li ® ta fundamentalni matice, ktera je pro ¢t = 0 rovna identité. Takova fun-
damentalni matice musi mit v poslednim sloupci prave tfeseni, jehoz hodnoty
v nule odpovidaji hodnotdm funkce w.

39) Zbyva ukazat, ze funkce f : t s et (Yo - fot e“”“b(s)ds) pro Yy defi-
nované v Piikladu je omezena. Plati

+oo +oo
ft) = / e~ 4p(s)ds = / e bt + s)ds,
¢ 0

tedy |f(t)| < supb- f0+°o e~*ds < C < +o0.

40) (a) Definujme z,,; jako feSeni rovnice Y = AY + F(z,) s danou
pocéatecni podminkou. Z variace konstant plyne

Mz (t) = 2a(t)l] < / e Ll|za(s) = wa-1(s)|ds.

to

Na intervalu mensim nez (tg—1/L,ty+1/L) je zobrazeni ® : !4z, s ez,

kontrakce v suprémové normé. Regenf tedy existuje na kazdém podintervalu,

a tudiz také na (to — 1/L,to + 1/L).

(b) Ukazte, Ze zobrazeni ® : ez, s =Lz, 1 je pro dost velké (resp.

malé) L € R kontrakce v suprémové normé na (tg, +00) (resp. (—o0,tp)).
41) (a) mame 1 € o(e54), pravé kdyz 2im/S € o(A), pravé kdyz sin(27/.S)

je feSenim homogenni rovnice.

(b) Z variace konstant mame Y (t) = e"T4e7 4y, + fOnT+U esAb(nT + 0 —s), kde

t =nT + o0, 0 €[0,T). Rozdélime-li integral na intervaly (0,0), (o0, T + o),
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.oy ((n=1)T 4+ o,nT + o), dostaneme

0

o n T
Y(t) = 70y + / eSAb(a —s)ds + e Z CcHt / eSAb(—s)ds,
k=1 0

kde C' = ™. Pokud 1 ¢ o(C), plati > C¥t = (C" — I)(C — )7}, tedy
dostédvame pozadovany tvar, kde F(t) = 't a f(t) = [) e*b(c — s)ds na
[0,T) a T-periodicky rozsifena na R ad = (C —I)™* fOT esAb(—s)ds.

(¢) Protoze F(t)C™ = €4, plyne z (a) a (b), Ze jediné T-periodické feSent
ziskame pro yg = —d.
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