Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty
Definice. Rovnice
boy"™ + by 4 by = f(2), (1)

kde b; € C jsou konstanty (by # 0), se nazyva linearni obycejna diferencialni
rovnice fadu n s konstantnimi koeficienty. Je uziteéné oznacit jako J#[y]
operator na levé strané, tj.

Hly) = by,
k=0

Homogenni tloha
Definice. Rovnice s nulovou pravou stranou

Ayl =0 (2)
se nazyva homogenni tloha.

Pozndmka. Hlavni mySlenka teorie rovnic s konstantnimi koeficienty je tato:
hledejme feSeni ve tvaru y(x) = exp(Az). Pozorujeme, ze J [exp(Az)] =
p(A) exp(Ax), kde

p(A) =) bpAr. (3)

Tedy: je-li A\g kofenem polynomu p(\), je funkce exp(Agz) FeSenim homogenni
ulohy.

Definice. Polynom (3) se nazyva charakteristicky polynom rovnice (1).

Véta 1 (Fundamentalni systém.). Je ddn operdtor J#[y] a p()\) je jeho
charakteristicky polynom. Necht \;, j = 1,...,s, jsou jeho koreny, kde n;,
7 =1,...s, jsou odpovidajici ndasobnosti. Potom funkce

2t exp(\;z) j=1,...5,1=0,...n; — 1
tvori fundamentdlni systém homogenni ulohy (2).

Priklad 1. Uvazujeme homogenni rovnici

y® —y® — 5y® " + 8y + 4y = 0.



Charakteristicky polynom je

Tedy —1 je trojnasobny, 2 je dvojnasobny kofen; fundamentalni systém lze
napsat ve tvaru

{ exp(—x), zexp(—z), 2" exp(—x), exp(2z), z exp(2z) }.

Pripomenme, Ze obecné feseni homogenni tlohy je linedrni kombinace funkei
z fundamentélniho systému:

Ky exp(—x) + Koz exp(—x) + K32? exp(—x) + Ky exp(2r) + K5z exp(22),
kde K; € R jsou konstanty.

Pozndmka. V pripads, ze p(\) ma komplexni kofeny, mame dvé moznosti:

1. moZnost: celou teorii uvazujeme ,komplexni®, tj. hledame feseni y(x) :
R — C, pocateéni podminka yU=Y(xg) = n;, j = 1,...,n, kde n; € C. Ve
funguje; koeficienty b, mohou byt také komplexni.

2. moznost: chceme ,realnou” variantu, tj. hledame jen feSeni y(z) :
R — R, a predpokladame b, € R (realné koeficienty v rovnici.)

Z reédlnosti by plynou dvé véci:

(i) A € C je kofen p()\) nasobnosti & = A je kofen nasobnosti k

(ii) funkce y(z) : R — C fesi #[y] =0 = funkce Rey(z), Imy(x) fesi
Ayl =0.

Je-li A = a + i3 kofen nésobnosti k, ziskdme dle Véty 1 funkce

exp(Az), zexp(Az), ..., 2" exp(\z),

exp(Az), zexp(A\z), ..., 2" T exp(z),

misto nich ale vezmeme jejich redlné a imaginarni ¢asti (s uzitim exp(Az) =
exp(ax)[cos Sz + isin fz])

exp(ax) cos Bz, xexp(ax)cos Bz, ..., 25 exp(ax) cos Bz,

exp(ax) sin Bz, xexp(az)sin Bz, ..., " texp(ar)sin Bz
- tak dojdeme k ,realné&* verzi fundamentalniho systému.

Piiklad 2. Rovnice y” + 6y’ +13 = 0. Charakteristicky polynom A% +6\+13
ma kofeny —3 4 2i. Fundamentalni systém tedy je {e(=3+2)7 ¢(=3-20)z1
Redlna verze je {e 3% cos 2z, e 3" sin 2z}



:U<

eSte homogenni rovnice (realné koreny).
Y+ 2y =3y =0
8y"+2y —y=0
Y = (24 V2)Y +2V2y =0
v +y —y=0

y" =3y"+2y =0

9" —12y" + 9y +2y =0
y"+5y" +y +5y =0

y"' =2y —y +2y =0

y" —2ay +a*y=0,a>0
Ly =64y + 1024y =0
Ly =0

Y +3Y" +3Y +y=0
Yy — 9y =0

Yy =4y + 4y =0

Ay — 4y +y =0
cyW =3y +2y=0
y®) — 7y 419y — 25" + 16y’ — 4y = 0
cyW Ty 12y =0
cyW 2y =2 —y =0
20. 8y —6y" +y =0

Reste homogenni tlohy (komplexni koieny).
21. ¢y +2y +2y=20

22. y" + 100y =0

23.y"+2y +3y=0

24. ' —y' +y=0

25.y" —y'+4y —4y =0

26. y" +2v2y" + 3y =0

27. y® +18y" 4+ 81y =0

28. y® — 2y 4y =0

29. y" +2iy =0

30. ¥y —iy)/+2y=0

31. y" — 3iy" —y + 3y =0
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32. 4" — 22y — 2y =0

Najdéte feSeni s predepsanou pocatec¢ni podminkou.
33.y" —4y =0, y(0)=—-1,¢y'(0) = 1.

34. y" + 2y — 3y =0, y(0) =0, y’(()) = 4.

35. y”+4y’+5=0 y(0) =¢'(0) =

36. y' — 6y +9y =0, y(O):3,y(0):2
37. 9" — 4y —|—7y—0 y(0)=1,4'(0) =2
38. ¥y +2y +2=0,y(0)=y(0) =1.

39. y" —y =0, y( )—0 y'(0)=1,4"(0) = —1.

40.y’”+y”+25y +25=0, y(0) =y"(0) =1, ¥/ (0) = 0.

41. y" —6y" + 12y — 8y = 0, y(0) = 0, ¥'(0) = =2, y"(0) = 1.

42. y® +18y" + 81y = 0, y(0) = y"(0) = 0, ¥'(0) = 9, y"(0) = 9.

43. Najdéte v8echna feSeni rovnice y”" — 6y” + 3y’ + 10y = 0, ktera jsou
omezena (i) pro t — oo; (ii) pro t — —oo.

44. Najdéte viechna fegeni rovnice y™® + 4y” = 0, ktera (i) jsou omezena
pro t — oo; (i) maji limitu pro ¢t — oo; (iii) maji vlastns limitu pro ¢ — oo.
45. Najdéte vSechna TeSeni rovnice y” — 3y’ + 2y = 0, ktera (i) spliuji
y(0) = y(1); (ii) jsou nenulova v R.

Reste nasledujici (teoreti¢téjsi) ulohy.

Pozndmka. Uvazujeme pouze realné koeficienty by,.

46. Necht funkce y(z) fesi rovnici (2). Potom funkce y(z — ¢), y/(z) Tesi
tutéz rovnici.
47. Necht funkce y(x) Tesi rovnici (2); necht z(z) je méfitelna funkce, spliu-
jici
sup | z(z)|eMN < 0o
z€R
pro kazdé A > 0; specialné necht z(z) je omezena a méa omezeny nosi¢. Potom
funkce

(v 2)(a) = [ vl = 9)x(s)ds
R
fesi téz rovnici (2).
48. Necht funkce 2%’ fesi rovnici (2). Potom funkce 27e**, j = 0,...,k—1
fesi tutéz rovnici.
49. Funkce cos Sz Tesi rovnici (2), pravé kdyz sin(fx) fesi tutéz rovnici.



50. Necht funkce x? 4+ 1+ e~ Yesi rovnici (2). Jaké dalsi funkce nutné fesi
tuto rovnici? Jaky je nejmensi rad této rovnice?

51. Necht funkce ze®* cos Sz, «, [ # 0, Fesi rovnici (2). Jaké dalsi funkce
nutné fesi tuto rovnici? Jaky je nejmensi fad této rovnice?

52. Uvedte priklad rovnice (co nejmensiho féadu) takové, Ze { cos? z, cosh z }
jsou prvky fundamentalniho systému.

53. Uvedte piiklad rovnice (co nejmensiho fadu) takové, ze sin® x je prvek
fundamentalniho systému.

54. Ukazte, ze y(x) = 1/(z + 1) neni feSenim zadné rovnice (2).

55. Ukaite, 7e y(z) = ¢ neni feSenim Zadné rovnice (2).

56. Najdéte priklad rovnice, jejiz vSechna feSeni jsou omezena v R. Miuze
byt byt tato rovnice tfetiho (obecné lichého) fadu?

57. Najdéte priklad rovnice, jejiz vSechna feSeni jsou sudé funkce.

58. Najdéte priklad rovnice, jejiz vSechna feSeni jsou liché funkce.

Vysledky, napovéda.
1) y(z) = K1 e®* + Kye3°

5) y(z) = K| + Ky e® + K3 e2®

6) y(z) = Ky e® + Kye /3% + K3 e2/3®

7) y(x) = Ky e® + Kye /3% K323

8) y(z) = K1 e® + Ky e?® + Kze™@®

9) y(z) = 1™ + coxe™

10) y(x) = K; €3 + Ky e3**x

1) y(o) = S Kot

12) y(x) = Kye ™ + Kye “2? + Kze ™z

13) y(z) = K1 + Koz + K3 e%®

14) y(x) = K; + Ky e** + Kz e**x

15) y(2) = K, + Ky e'/?® + Kze'/?7y

16) y(z) = Ky e" + Kye @ + Kye™V2 4 K e *V?2
17) y(z) = Ky €* + Ky e*® + Kz e®z? + Kye®v + Ks e**x



18) y(z) = K, 2" + Kye 2% 4+ Ky ™3 4 K e V3

19) y(x) = K1 e+ Koye™® + Kze %z + Ky e %a?

20) y(z) = K, e'/?* + Kye V2% 4 Ky el/2aV2 4 |, e=1/22V2

21) y(x) = Ky e *cos(z) + Ky e ®sin(x)

22) y(z) = Ky cos(10x) 4+ K sin(10 z)

23) y(z) = Ky e cos(v2z) + Ky e % sin(v/2z)

24) y(z) = K e"/?sin(1/2/3x) + Ky /% cos(1/2 v/3x)

25) y(z) = Ky e” + Ky cos(2x) + K3 sin(2z)

26) y(x) = K, + Ky e V2" cos(z) + K3 e~V sin(x)

27) y(x) = K sin(3z) + K3 cos(3x) + K3 cos(3x)x + Ky sin(3x)z

28) y(x) = K; cos(x)+Ks sin(x)+ K3 e+ Ky e "+ K5 cos(z)r+Kg sin(z)x+
Krez + Kge ™™z

=

=

33) y = —3/4e7% — 1/4e?®.

34) y =e" —e 37,

35) y = 2¢?%(cosz + 2sin ).

36) y = 3*(3 — Tx).

37) y = e** cos /3.

38) y = e *(2sinx + cos ).

39) y=1—e"".

40) y = 1/5sinbr + e~ *.

41) y = ze**(9z/2 — 2).

42) y = 13/3sin 3x — 4x cos 3x.

43) (i) y = Ae™=; (ii) y = Ae*™ + Be®®.

44) Obecné feseni mé tvar y = A + Bt + Ccos2t + Dsin 2t; uvedené
podminky pozaduji (i) B = 0; (ii) B # 0 nebo C = D = 0; (iii) B = C =
D =0.

45) Obecné Teseni mé tvar y = Ae® + Be**; uvedené podminky pozaduji
(i) A= B =0; (ii) B=0, A# 0 nebo B # 0, AB > 0.

47) Ukazte derivovanim podle parametru, ze (y * z)" = (y') * z.



48) Uzijte tlohu 46.

50) 1, z, 2%, e7®. Rad rovnice je alespon 4.

51) ze** sin Bz, e** cos Bz, e** sin fx. Rad rovnice je alespoii 4.

52) cos?x = (1 + cos2z)/2; charakteristicky polynom musi mit koreny 0,
+2i, +1.

53) 8sin® x = cos4x — 4 cos 27 + 3. RAd rovnice je alespoi 5.

54) Uvazte, ze funkce y, v/, ¢, ..., jsou linedrné nezavislé.

56) Ano, napiiklad y"” + y' = 0.

57) Pouze rovnice y' = 0.

58) Takova rovnice neexistuje.

Rovnice se specialni pravou stranou.

Pfipometime, Ze % [y] = >_1_, bry" ¥ je linearni diferencidlni operator fadu
n s konstantnimi koeficienty a p(A) = Y, b A"=F) je charakteristicky poly-
nom.

Definice. Rovnice
H [yl = q(z) exp(Aow), (4)

kde ¢(z) je polynom, se nazyva rovnice se specialni pravou stranou.

Pravéa strana je typ funkce, ze kterych umime sestavit fundamentalni sys-
tém. Uvidime, Ze v této situaci lze feseni uhodnout jako funkci pfedepsaného
tvaru.

Véta 2. Je ddna iloha (4), kde q(x) je polynom stupné m. Necht k > 0 vy-
jadruje ndsobnost \g coby koiene charakteristického polynomu (k = 0 pokud
Ao nent kofen.)

Potom existuje jednoznacné urceny polynom r(x) stupné m takovy, Ze

y(z) = 2Fr(z) exp(Aoz) je resent (4).

Priklad 3. Najdéte partikularni feseni rovnice y” —y' —2y = (x+1) exp(2z).

Resent. Charakteristicky polynom A2 — A — 2 ma )y = 2 coby jednoduchy
kofen, stupen ¢(x) = x + 1 je 1. Pfedchozi véta zarucuje existenci feseni ve
tvaru y,(z) = ar(z)exp(2z), kde r(x) je polynom stupné 1. Tedy r(z) =
Ax + B, celkové

y,(r) = (Az® + Bz) exp 2z.



Derivujeme

yn(z) = {242° + (2A + 2B)x + B} exp 2z,
yo(x) = {442% + (8A + 4B)x + 2A 4+ 4B} exp 2z.
Dosadime do piivodni rovnice. Vyrazy obsahujici 22 exp 2z se navzajem vyrusi;

protoze funkce exp 2z a zexp 2z jsou linearné nezavislé, je nutné (a staci),
aby se nulovaly u nich stojici koeficienty. Obdrzime tak rovnice

9A+3B=1  6A=1.
Odsud snadno A = 1/6, B = 2/9. Partikularni feSeni ma tedy tvar y, =
(2 + 2 exp 2z.
Véta 3 (Komplexni verze.). Je ddna iloha

A ly] = exp(ox) [qi () cos Bz + go(x) sin fz] (5)

kde q1, g2 jsou polynomy stupné nejvyse m. Necht' k > 0 vyjadiuje ndsobnost
¢isla A = a + Bi coby korene charakteristického polynomu.
Potom existuji jednoznacné urcené polynomy ry, ro stupné nejvyse m
takové, Ze
y(x) = 2* exp(ax)[ry(x) cos Bz + ro(z) sin Bz]

je fesent (5).

Priklad 4. Najdéte partikularni FeSeni rovnice vy’ + 1y — y = x cos x.

Resend. Jde o typ 5),a=0,0=2,¢1=z,¢=0,t.m=1. Cislo A = 2i
nent kofen charakteristického polynomu, tedy & = 0.
Dle pfedchozi véty existuje feSeni ve tvaru y,(z) = (Az + B)cos2z +
(Cx + D) sin2z. Derivujeme:
yn(z) = {2Cx + (A+2D)} cos 2z + { — 24z + (—2B + C) } sin 2z,
yo(x) = { —4Az + (4B +4C)} cos 2z + { — 4Cx + (—4A — 4D) } sin 2z.

Dosadime do rovnice. Koeficienty u (linearné nezavislych) funkei cos 2x, x cos 2z,
sin 2z, x sin 2z se musi nulovat, coz vede na soustavu

A—5B+4C +2D =0,

—5A+20 =1,
—4A—2B+C —5D =0,
24 —5C = 0.



Vychazi A = —5/29, B = 59/841, C = 2/29, D = 104/841. Partikularni
feSeni je tedy
-5 99 2x 104

yp(x) = (2—9 + SZ) cos 2z + (2—9 + SZ) sin 2z.

Poznamka. Ptiklad ukazuje, ze predchozi vétu nelze zjednodusit v tom smyslu,
Ze pokud prava strana obsahuje napiiklad jenom funkci cos 2z, pak existuje
partikularni feSeni, obsahujici také jenom funkci cos 2.

Priklad 5. Najdéte partikularni fesenf rovnice y” — 2y” 4 2y’ = 20sin* £.

Resent. Diky vzoredku sin®y = %(1 — cos 2y) rozlozime pravou stranu na dvé
Castl .
20 sin? 5= 10 — 10cosz = fi(z) + fo(z),

které jsou uz ve specialnim tvaru. Vzhledem k linearité rovnice mtuzeme totiz
hledat partikularni feseni pro f; a fo zvlast.

Charakteristicky polynom je A3 — 2)\? 4 2) s jednoduchymi kofeny 0 a
1 £ Pro f; hleddme tedy TeSeni ve tvaru y,; = Az, dosazenim vychézi
A = 5. Pro f5 volime y,3 = Acosz + Bsinz, dosazenim vychazi A = —4,
B = —2. Partikularni feSeni mé tedy tvar

Yp = Yp1 + Yp2 = dx — 4cosx — 2sin .

Najdéte partikularni feSeni rovnic se specialni pravou stranou.
59. y" +y" +y=¢"

60. y" +y" +y = we®

61. vy +y" —2y = (z+ 1)e”

62. " +3y" +3y +y=e"

63. vy +y' +y +y=2> 4+ +r+1
64. v +y" = 2* + 2?

65. y® —2y" +y = (4o — 8)e™"

66. v +2y —2y=0

67.y" +2y +y= (2> —4dx)e ®

68. v — 3y" + 4y = e**

69. " + 4y — 3y’ — 18y = e**

70. ¥y +y +y=e"cosw

71. vy — 9y +y =cosx —sinx



72. 3y" +y =e"(sinz — 6cosx)

73,y —y +3=e*(cosx — wsinz)

74. y' — by = 4" (2? cos 2z + sin 2x)

75. 4y — y® 1y = cos 2z

76. yY + 8y" — 4 = cos 3z — sin 3z

77. vy + 3y = sin V3z + 3cosV3z

78. 3" + w?y = acosww + bsinwx

79. y" + 2y + 10y = e * cos 3x

80. y" + 2y + 10y = e~ (cos 3z — x sin 3x)

81. y" — 4y + 8y = €*"(3 cos 2z — sin 2x)

82. ¢y — 4y + 4y = 22 + 2e*°

83. ¢y — " +4y — 4y = 40cos’x

84. y™W — 4y = cosh 2, (, = Acosh2e 1 Beinn2a)

85. y" +y' —y —y=4dcos’z

86. y" + 3y +y =a*(e”* +x)

87. yW + 16y = 2z sin® 2z

88. y® — ¢’ =2coshxcosz

89. x y + 5y +y = ——, T > 0. (Rosvedte pravou stranu do rady.

90. * ' +y = ——, T > 0. (Rosvedte pravou stranu do rady.
Vysledky.

59) Ae*, {A=1/3}.

60) (Az+ B)e*, {A=1/3,B=—5/9}.

61) z (Ax + B)e", {B=1/25,A=1/10}.

62) Azde ™ {A=1/6}.

63) Az® + B+ Co+ D, {A=1,0=—-1,D=0,B = —2}.

64) (Ax® + B2+ Crx+ D)2?*, {C=8,B= -2, A=3/5 D = —24}.

65) 2> (Ar+ B)e™®, {A=1/6,B = —1/2}.

66) (A2 + Bz +C)e™™, {A=-1/2,B=—-1,C = —1/2}.

67) (A2> + Bz +C)e®, {C=1/4,A=—1/2,B=—1/2}.

68) z2Ae*, {A =1/6}.

69) zAe* {A =1/25}.
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70) e (Acosx + Bsinz), {A =2/13, B = 3/13}.

71) Acosz + Bsinz, {A=—-1,B=—1}.

72) e " (Acosz + Bsinz), {B=1,A=0}.

73) e** ((Ax + B)cosz + (Cx + D)sinz), {C =0,A=1,B = -2,D = 0}.

74) e3® ((Az? + Bz + C) cos 2z + (Dz* + Ex + F) sin 2x),
(B=0,E=1,D=1,A=—1,F = —3/4,C = —3/4}.

75) Acos2x + Bsin 2z, {A = —%,B = O}.

76) Acos3x + Bsin3z, {B = —2/15, A = 1/15}.

77) x (AcosV3z + Bsinv3z), {B=1/2V3,A=—-1/6V3}.

78) z (Acoswz + Bsinwz), {B=2£, A=—-L1

79) xe " (Acos3x + Bsin3z), {B=0,A=—1/6}.

80) ze * ((Ax + B)cos3z + (Cx + D)sin3z), {C =0,D=1/3,A=1/2,B = 0}.

81) we** (Acos2x + Bsin2z), {B = 3/4,A = 1/4}.

82) yy = Az’ + Bx + C, {A=1/4,B=1/2,C = 3/8}; ypp = Ax?e*,
A=1/2.

83) (A\—1)(\?+4); f =20+20cos2z, y, = A, A= —5; yps = Az cos 2z +
Bxsin2z, {A = -2 B=—1}.

84) {A=1/12, B = 1/24}.

85) f = cos3x + 3cosx, y,1 = Acos3x + Bsin3dz, {A = —1/100,B =
—3/100}; ypo = Acosx + Bsinz, A= B = —3/4.

86) f =z 4+ yn = (Az* + B+ C)e™™, {A =1,B = 4,C = 8};
Yps = Az + Ba® + Ca? + D, {A=1/4,B = —3,C = 24, D = —126}.

87) f = x —xcosdz; yy = Az + B, {A = 1/16,B = 0}; yp2 = (Az +
B)cos2x + (Cx + D)sin2z, {A=—-1/272,B=C =0,D = 1/289}.

88) f =e"cosz+e Fcosx; Yy = e*(Acosz+Bsinz), {A=—-1/2,B =0},
Yp2 = € “(Acosx + Bsinz), {A=1/10,B =1/5}.

—kx

89) f =2 10 e,y = k>0 Ypk, kde ypr, = 57T
90) f= 1_2;:121 =2 Zkzo(_l)ke_(%H)xa Yp = Zkzo Ypk» kde ypr = (_1)kk2i+16_(2k+1)2-
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