Rovnice se specialni pravou stranou.

Pfipometime, Ze 2 [y] = >_1_, bry" ¥ je linearni diferencialni operator fadu
n s konstantnimi koeficienty a p(A) = >"1_, bxA®™ ™) je charakteristicky poly-
nom.

Definice. Rovnice
H[y] = q(v) exp(Aoz) (4)

kde ¢(z) je polynom, se nazyva rovnice se specialni pravou stranou.

Pravéa strana je typ funkce, ze kterych umime sestavit fundamentalni sys-
tém. Uvidime, Ze v této situaci lze feSeni uhodnout jako funkci predepsaného
tvaru.

Véta 2. Je ddna iloha (4), kde q(x) je polynom stupné m. Necht k > 0 vy-
jadruje ndsobnost \g coby koiene charakteristického polynomu (k = 0 pokud
Ao nent kofen.)

Potom existuje jednoznacné urceny polynom r(x) stupné m takovy, Ze

y(z) = 2Fr(z) exp(Aoz) je resent (4).

Piiklad 3. Najdéte partikularni feseni rovnice 4" —y' —2y = (x+1) exp(2z).

Reseni. Charakteristicky polynom A2 — A — 2 ma Ay = 2 coby jednoduchy
kofen, stupen ¢(x) = x + 1 je 1. Pfedchozi véta zarucuje existenci feseni ve
tvaru y,(x) = ar(x)exp(2z), kde r(z) je polynom stupné 1. Tedy r(z) =
Ax + B, celkoveé

y,(r) = (Az® + Bz) exp 2z.

Derivujeme
y,(r) = {2A2° + (2A + 2B)x + B} exp 2z,
yn(x) = {4A2® 4+ (8A 4+ 4B)x + 2A 4+ 4B} exp 2u.

Dosadime do ptivodni rovnice. Vyrazy obsahujici 22 exp 2z se navzajem vyrusi;
protoze funkce exp 2z a zexp 2z jsou linearné nezavislé, je nutné (a staci),
aby se nulovaly u nich stojici koeficienty. Obdrzime tak rovnice

2A+3B=1  6A=1.

Odsud snadno A = 1/6, B = 2/9. Partikularni feSeni ma tedy tvar y, =
(2 + 2 exp 2z.



Véta 3 (Komplexni verze.). Je ddna tloha

A ly] = exp(ox) [qi () cos Bz + go(x) sin fz] (5)

kde q1, q2 jsou polynomy stupne nejvyse m. Necht k > 0 vyjadruje ndasobnost
¢isla A = o+ (Bt coby kotene charakteristického polynomu.

Potom existuji jednoznacné urcené polynomy ri, ro stupné nejvyse m
takové, Ze

y(x) = 2% exp(ax)[ry(x) cos Bz + ry(z) sin Bz]

je fesent (5).

Priklad 4. Najdéte partikularni Feseni rovnice y” + vy’ — y = x cosx.

Resent. Jde o typ 5),a=0,0=2,q1=2z,¢=0,t.m=1. Cislo \ = 2i
nent kofen charakteristického polynomu, tedy &£ = 0.

Dle pfedchozi véty existuje FeSeni ve tvaru y,(r) = (Az + B)cos2z +
(Cx + D) sin2z. Derivujeme:

yn(z) = {2Cx + (A +2D)} cos 2z + { — 2Az + (—2B + C) } sin 2z,
yo(x) = { —4Az + (4B +4C)} cos 2z + { — 4Cx + (—4A — 4D)} sin 2z.

Dosadime do rovnice. Koeficienty u (linearné nezavislych) funkei cos 2x, x cos 2z,
sin 2z, x sin 2z se musi nulovat, coz vede na soustavu

A—5B+4C +2D =0,

—5A+2C =1,
—4A—-2B+C —5D =0,
—2A-5C =0.

Vychézi A = —5/29, B = 59/841, C' = 2/29, D = 104/841. Partikularni
feSeni je tedy
-5 2z 104

yp(z) = (2—9 + ——)cos2x + (2—9 + SE) sin 2.

Poznamka. Ptiklad ukazuje, ze predchozi vétu nelze zjednodusit v tom smyslu,
ze pokud prava strana obsahuje napiiklad jenom funkci cos 2z, pak existuje
partikularni feseni, obsahujici také jenom funkci cos 2.

Priklad 5. Najdéte partikularni feseni rovnice ¢ — 2y” + 2y = 20 sin? 5



Resend. Diky vzoredku sin?y = %(1 — cos 2y) rozlozime pravou stranu na dvé
Casti .

20 sin” 5= 10 — 10cosx = fi1(x) + fa(z),
které jsou uz ve specialnim tvaru. Vzhledem k linearité rovnice mizeme totiz

hledat partikularni feseni pro f; a fo zvlast.
Charakteristicky polynom je A3 — 2)A? 4+ 2\ s jednoduchymi kofeny 0 a

1 +4. Pro f; hledame tedy TeSeni ve tvaru y,; = Az, dosazenim vychazi
A = 5. Pro fy volime y,, = Acosz + Bsinz, dosazenim vychazi A = —4,
B = —2. Partikularni feSeni mé tedy tvar

Yp = Yp1 + Yp2 = OT — 4cosx — 2sin .
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