Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty
Definice. Rovnice
boy"™ + by 4 by = f(2), (1)

kde b; € C jsou konstanty (by # 0), se nazyva linearni obycejna diferencialni
rovnice fadu n s konstantnimi koeficienty. Je uziteéné oznacit jako J#[y]
operator na levé strané, tj.

Hly) = by,
k=0

Homogenni tloha
Definice. Rovnice s nulovou pravou stranou

Ayl =0 (2)
se nazyva homogenni tloha.

Pozndmka. Hlavni mySlenka teorie rovnic s konstantnimi koeficienty je tato:
hledejme feSeni ve tvaru y(x) = exp(Az). Pozorujeme, ze J [exp(Az)] =
p(A) exp(Ax), kde

p(A) =) bpAr. (3)

Tedy: je-li A\g kofenem polynomu p(\), je funkce exp(Agz) FeSenim homogenni
ulohy.

Definice. Polynom (3) se nazyva charakteristicky polynom rovnice (1).

Véta 1 (Fundamentalni systém.). Je ddn operdtor J#[y] a p()\) je jeho
charakteristicky polynom. Necht \;, j = 1,...,s, jsou jeho koreny, kde n;,
7 =1,...s, jsou odpovidajici ndasobnosti. Potom funkce

2t exp(\;z) j=1,...5,1=0,...n; — 1
tvori fundamentdlni systém homogenni ulohy (2).

Priklad 1. Uvazujeme homogenni rovnici

y® —y® — 5y® " + 8y + 4y = 0.



Charakteristicky polynom je
pA) =N =AM =B+ X +8 A +4=(A+1)°(A—2)~.

Tedy —1 je trojnasobny, 2 je dvojnésobny kotfen; fundamentalni systém lze
napsat ve tvaru

{ exp(—x), v exp(—x), 2° exp(—x), exp(2z), z exp(21) }

Pripomenme, Ze obecné feseni homogenni tlohy je linedrni kombinace funkci
z fundamentalniho systému:

Ky exp(—x) + Kyrexp(—x) + Ksx? exp(—x) + Ky exp(27) + K5z exp(22),
kde K; € R jsou konstanty.

Pozndmka. V piipadé, ze p(A) ma komplexni kofeny, mame dvé moZnosti:

1. moznost: celou teorii uvazujeme ,komplexni®, tj. hledame feseni y(z) :
R — C, pocitecni podminka yU=Y(xg) = n;, j = 1,...,n, kde n; € C. Ve
funguje; koeficienty br mohou byt také komplexni.

2. moznost: chceme ,realnou” variantu, tj. hledame jen feSeni y(zx) :
R — R, a pfedpokladame by, € R (reélné koeficienty v rovnici.)

Z realnosti by plynou dvé véci:

(i) A € C je koten p()\) nasobnosti & == X je kofen nasobnosti k

(ii) funkce y(z) : R — C fesi A'[y] =0 = funkce Rey(x), Imy(x) fesi
Ayl = 0.

Je-li A = a4 13 kofen nasobnosti k, ziskame dle Véty 1 funkce

exp(Az), zexp(Az), ..., 2" exp(\x),

exp(Az), zexp(Ax), ..., 2" exp(Az),

misto nich ale vezmeme jejich redlné a imaginarni ¢asti (s uzitim exp(Az) =
exp(ax)[cos Sz + isin fz])

exp(ax) cos Bz, xexp(ax)cos Bz, ..., x5 Texp(ax) cos Bz,

exp(ax) sin Bz, xexp(az)sin Bz, ..., 2" texp(ax)sin Gz
- tak dojdeme k ,realné* verzi fundamentalniho systému.

Priklad 2. Rovnice 3" +63’ +13 = 0. Charakteristicky polynom A +6\+13
mé koteny —3 =4 2i. Fundamentalni systém tedy je {e(731207 (=3-2)a}
Realna verze je {e 3% cos 2z, e 3" sin 2z} .



